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Die leitenden Gesichtspunkte.
1. Eine prinzipiell strenge Darstellung hat erst für den 

■weiter Fortgeschrittenen W e rt Dem Anfänger ist 
besser gedient mit einer Behandlung, -welche die 
v e r s c h ie d e n e n  Seiten des Stoffes zur Geltung 
bringt. Demgemäß ist die „Projektive Geometrie“ 
nicht rein vom Standpunkte der Geometrie der Lage 
aus durchgeführt, sondern es w ird auch der Begriff 
des Doppelverhältnisses benutzt. Viele Beweise lassen 
sich dann auch einfacher durchführen als bei der 
rein konstruierenden Methode.

2. Auf anschauliche Konstruktionen, sowie konstruktive 
Durchführung der Figuren und Aufgaben ist jedoch 
ein Hauptgewicht gelegt.

3. Die Baumgeometrie ist prinzipiell von der ebenen 
Geometrie nicht zu trennen. Denn die neuere Geo
metrie soll insbesondere auch das Anschauungsver- 
mögen ausbilden. Dies ist schon erforderlich für die 
Figuren der ebenen Geometrie, um die Strahlen, 
Punkte usw. bei ihrer Bewegung zu verfolgen.

4. Für gewisse Begriffe und Beweise muß auf die ana
lytische Geometrie verwiesen werden, so z. B. bei 
der Ordnung und Klasse einer Kurve. Ebenso er
bringt erst die Rechnung die Beweise, daß die durch 
projektive Grundgebilde erzeugten neuen Gebilde die 
allgemeinen ihrer A rt sind.

5. In  dem zu Gebote stehenden Raum konnten nur die 
wichtigsten und in erster Linie die projektiven Eigen
schaften zur Sprache kommen. Metrische Beziehungen 
bei Kegelschnitten, die Kreispunkte, Brennpunkts
eigenschaften usw. finden ihre Behandlung ohnedies 
passender in der analytischen Geometrie.



I. Abschnitt.

Die perspektive Beziehung (1er Grundgebilde.

§ 1. D ie Grundgebilde.
1. Die projektive (neuere, synthetische) Geometrie 

wurde nach mancherlei Ansätzen aus früherer Zeit in 
der ersten Hälfte des 19. Jahrhunderts zu einem System 
ausgebaut und zwar in Frankreich durch P o n c e le t  
und C h a s le s , in Deutschland durch M öb ius , P lü c k e r  
und namentlich durch S te in e r  und v. S ta u d t.  Von 
der Geometrie der Alten unterscheidet sich die neuere 
Geometrie vor allem dadurch, daß sie von gewissen 
einfachen „Grandgebilden“ ausgeht und aus ihnen in 
einheitlicher, systematischer Weise alle übrigen geo
metrischen Gebilde ableitet.

D ie G ru n d g e b i ld e  e r s t e r  S tu fe .

2. Die „Elemente“ der Geometrie sind der Punkt, 
die Ebene und die Gerade. Diese letztere nennen w ir 
Strahl, wenn sie bloß als Ganzes betrachtet wird. Aus 
diesen drei Elementen werden die Grundgebilde der 
neueren Geometrie in folgender Weise zusammengesetzt. 
Denken war uns eine unbegrenzte Gerade g ,  so enthält 
dieselbe unendlich viele Punkte, die w ir uns auf ihr 
aufgereiht denken, etwa wie Perlen auf e:ner gerade 
gespannten Schnur. Die Gerade, aufgefaßt als Inbegriff 
aller ihrer Punkte, bezeichnen wir als gerade Punktreihe



G I. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.

oder kurz als Punktreihe. W eil die Punkte auf der Ge
raden angeordnet sind, nennen w ir die Gerade den Träger 
der Punktreilie. Das erzeugende Element der Punktreihe 
is t also der Punkt.

Durch eine Gerade kann man unendlich viele 
Ebenen legen, annäherungsweise wie die Blätter eines 
aufgeschlagenen Buches. Die Gesamtheit der Ebenen, 
die durch eine Gerade hindurchgehen, nennen wir einen 
Ebenenbüschel.

Die Gerade heißt der Träger oder die Achse des 
Ebenenbüschels. Als erzeugendes Element dient in diesem 
Falle die Ebene.

Nehmen w ir endlich eine Ebene e und in ih r einen 
Punkt S, so können w ir in dieser Ebene unendlich viele 
Gerade oder Strahlen ziehen, die überdies durch S gehen, 
ähnlich w ie die Speichen eines Rades. Den Inbegriff 
aller dieser Strahlen nennt man einen Strahlenbüschel. 
Der Punkt S heißt der 'Mittelpunkt des Büschels. Als 
erzeugendes Element ist hier die Gerade, d. h. der Strahl, 
verwendet.

Die Punktreihe, der Ebenenbüschel und der Strahlen
büschel heißen die Grundgebilde erster Stufe oder die 
einförmigen Grundgebilde.

D ie  G ru n d g e b ild e  z w e i te r  S tu fe .

3. Gehen w ir aus von einem Punkte S im Raume, 
so gibt es durch ihn unendlich viele Strahlen und 
Ebenen. Den Inbegriff aller dieser Elemente bezeichnen 
w ir als Bündel und zwar als Strahlenbündel oder 
Ebenenbündel, je nachdem w ir Strahlen oder Ebenen 
als Elemente wählen. Der Punkt S heißt der Mittel
punkt des Bündels. Eine Ebene des Stralilenbündels S 
wird erzeugt durch die Strahlen des Strahlenbüschels,
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der in dieser Ebene liegt und S zum Mittelpunkt hat. 
Im  Ebenenbündel dagegen ist jeder Strahl aüfzufassen 
als Achse eines Ebenenbüschels, dessen Ebenen sämt
lich dem Bündel angehören. Es enthält demnach der 
Bündel unendlich viele Strahlenbüschel und Ebenen
büschel.

Betrachten wir ferner eine unendlich ausgedehnte 
Ebene e m it allen in  ihr gelegenen Punkten und Ge
raden, so nennt man den Inbegriff aller dieser Elemente 
ein ebenes System oder ein Feld. W ir sprechen von 
einem Punktfeld oder einem Strahlenfeld, je nachdem 
•wir die Punkte oder die Strahlen im Auge haben. Im 
Punktfeld sind die einzelnen Geraden aufzufassen als 
Punktreihen, im Strahlenfeld die einzelnen Punkte als 
Strahlenbüschel. Das ebene System enthält unendlich 
viele Punktreihen und Strahlenbüschel.

Der Bündel und das ebene System bilden zusammen 
die beiden Grundgebilde zweiter Stufe. Sie enthalten 
unendlich viele Grundgebilde erster Stufe.

D as  G ru n d g e b i ld e  d r i t t e r  S tu fe .

4. Als Grundgebilde dritter Stufe können -wir den 
ganzen, unendlichen Raum mit allen in ihm enthaltenen 
Punkten, Ebenen und Strahlen bezeichnen. Jeder seiner 
Punkte kann als Mittelpunkt eines Bündels, jede seiner 
Ebenen als Träger eines ebenen Systems, jeder seiner 
Strahlen als Achse eines Ebenenbüschels oder als Träger 
einer Punktreihe genommen werden.

Die Gesamtheit von unendlich vielen, durch irgend 
ein geometrisches oder analytisches Gesetz definierten 
Elementen irgendwelcher Art heißt eine Mannigfaltig
keit. Demnach sind die Grundgebilde Mannigfaltigkeiten 
von Punkten, Ebenen und Strahlen.



Um übrigens schon durch die äußere Form der 
Darstellung den Überblick über die zu betrachtenden 
Gebilde zu erleichtern, wollen w ir für die geometrischen 
Elemente e in e  b e s tim m te  A r t  d e r  B e z e ic h n u n g  
festhalten. W ir bezeichnen: P u n k te  durchweg mit 
großen lateinischen Buchstaben, z. B. A, B, P, S; 
G e ra d e  oder S t r a h le n  m it kleinen lateinischen Buch
staben, wie a , b, g ; E b e n e n  endlich stets mit kleinen 
griechischen Buchstaben, z. B. a, ß, e.

§ 2. Schneiden und Projizieren. Das Gesetz 
der Dualität.

D ie O p e ra t io n  d e s  S c h n e id e n s .

5. Zwei Gerade, die in einer Ebene liegen, oder 
eine Gerade und eine nicht durch sie hindurchgehende 
Ebene liefern einen Schnittpunkt; zwei Ebenen be
stimmen eine Schnittgerade. Das neue Schnittelement 
ist nur dann nicht vorhanden, wenn die gegebenen 
Elemente parallel sind. Diese spezielle Lage wollen wir 
zunächst von der Betrachtung ausschließen. In  jedem 
der drei obengenannten Fälle suchen w ir ein Element, 
das den beiden gegebenen Elementen gemeinsam ist. 
W ir bezeichnen diese Operation als die des Schneidens 
und müssen sie jetzt auch auf die Grundgebilde aus- 
delinen.

Betrachten wir einen Strahlenbüschel S (Fig. 1) 
und eine Gerade g , die in der Ebene des Büschels 
liegen, aber nicht durch seinen Mittelpunkt hindurch
gehen möge, so können w ir die Stralden des Büschels 
m it g zum Schnitt bringen. W ir erhalten also auf g 
eine Punktreihe, insofern jeder Punkt dieser Geraden 
als Schnittpunkt von g m it einem Strahl des Büschels

8 I. Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.



§ 2. Schneiden und Projizieren. Das Gesetz der Dualität. 9

aufgefaßt werden kann. Dies drücken w ir in der Weise 
aus, daß w ir sagen: Die Gerade g  schneidet den Büschel 
S in einer Punktreihe.

Im  gleichen Sinne sind folgende Sätze zu verstehen: 
Eine Gerade schneidet einen Ebenenbüschel, dessen 
Achse sie nicht trifft, in einer Punktreihe. —  Eine Ebene 
schneidet einen Ebenenbüschel, dessen Achse sie nicht 
enthält, in einem Strahlenbüschel. —  Eine Ebene schneidet 
einen Strahlenbündel, durch dessen Mittelpunkt sie nicht 
hindurchgeht, in einem Punktfeld. —  Es entstehen dem
nach aus den Grundgebilden durch die Operation des 
Schneidens auch nur wieder Grundgebilde.

D ie  O p e ra t io n  d e s  P r o j i z ie r e n s .

6. Zwei Punkte können w ir durch eine Gerade ver
binden, zwei sich schneidende Gerade durch eine Ebene, 
einen Punkt und eine nicht 
durch ihn hindurchgehende 
Gerade ebenfalls durch eine 
Ebene. W ir bezeichnen diese 
Operation als die des Pro
jizierens. Sie unterscheidet 
sich übrigens von der des 
Schneidens nur durch die 
Art der gegebenen Elemente. F.
Bei beiden Operationen aber
handelt es sich darum, daß man die gegebenen Elemente 
als Träger von Grundgebilden betrachtet und ein diesen 
Grundgebilden gemeinsames Element bestimmt.

Wenden w ir nun auch die Operation des Projizierens 
auf die Grundgebilde an. Es sei z. B. eine Punktreihe g 
gegeben und ein Punkt S außerhalb derselben (Fig. 1). 
Dann können w ir jeden Punkt von g mit S verbinden



und erhalten durch diese Verbindungsstrahlen den Strahlen
büschel S. Von ihm sagen w ir: er projiziert aus S die 
Punktreihe.

Ebenso wird ein Punktfeld aus irgend einem, ihm 
nicht angehörenden Punkte durch einen Strahlenbündel 
projiziert.

Die Operation des Projizierens kann auch von einer 
Geraden aus erfolgen. Is t s irgend eine Gerade und g 
eine Punktreihe, wobei g und s sieh nicht schneiden, so 
kann man durch die Punkte von g und durch s Ebenen 
legen. Es wird also die Punktreihe g aus s durch einen 
Ebenenbüschel projiziert.

Auch durch die Operation des Projizierens entstehen 
somit aus den Grundgebilden wieder nur Grundgebilde. 
Durch Projizieren und Sclmeiden gehen also die Grund
gebilde ineinander über.

Man kann nun eine Darstellung der Geometrie durch
führen, bei der man bloß die Operationen des Projizierens 
und Schneidens benutzt, jede Abmessung aber, sei es von 
Strecken, sei es von W inkeln, also auch jede Rechnung mit 
solchen Größen durchaus vermeidet. Das in dieser Weise 
durchgeführte System geometrischer Untersuchung be
zeichnet man als die „Geometrie der Lage“ oder auch als 
„Projektive Geometrie“ und diedabei sich ergebenden Eigen
schaften der Gebilde als „projektive“. Die zweckmäßigste Art 
der Behandlung dieser Geometrie w ird die konstruierende 
oder synthetische sein, doch bietet die moderne Mathematik 
auch die Mittel zu einem analytischen Aufbau der pro
jektiven Geometrie. Im  Gegensatz zu diesen Unter
suchungsmethoden nennt man diejenige geometrische 
Darstellung, welche von vornherein die Begriffe der Strecke 
und des Winkels einführt und auch die Beziehungen 
zwischen diesen Größen in Betracht zieht, „metrische“

10 I. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.



oder „messende“ Geometrie oder auch „Geometrie des 
Maßes“.

W ir -werden im folgenden nicht streng e in e  Methode 
zur Durchführung bringen, sondern, wie es für den 
Anfänger vorteilhafter erscheint, eine gemischte Methode 
anwenden.

Ist es möglich, aus zwei Elementen durch eine der 
Operationen des Projizierens oder Schneidens ein n e u e s  
Element abzuleiten, so wollen w ir diesletztereeinfach durch 
die in Klammern gesetzten beiden Elemente bezeichnen. Die 
Verbindungsgerade zweier Punkte A und B nennen w ir 
demnach (A B), wofür w ir auch häufig bloß A B schreiben, 
wenn eine Verwechslung mit der Strecke A B  ausge
schlossen ist. Zwei sich schneidende Gerade a und b 
bestimmen die Ebene (ab ), eine Ebene a und eine Ge
rade g den Schnittpunkt (a g) usw.

D as G e se tz  d e r  D u a l i tä t .

7. Denken wir uns zwei Ebenen und e2 irgendwie 
im Baume angenommen und in der ersten zwei Pimkte 
A und B, in der zweiten zwei Gerade a und b gegeben. Dann 
können wir A und B durch eine Gerade (A B) verbinden 
und andererseits a und b in einem Punkte (a b) zum 
Schnitt bringen. Der Operation des Projizierens, ange
wandt auf zwei Punkte, ordnen w ir damit die Operation 
des Schneidens, durchgeführt für zwei Gerade, zu. Liegen 
in der ersten Ebene drei Punkte A, B, C auf einer Ge
raden g, so können wir in der zweiten Ebene drei Gerade
a, b, c betrachten, die durch einen Punkt G gehen. Wenn 
ferner in eL zwei Gerade c und d einen Schnittpunkt 
bestimmen, so steht dem die Tatsache gegenüber, daß 
zwei Punkte C und D in e.2 zur Konstruktion einer 
Verbindungslinie benutzt werden können.

§2. Schneiden und Projizieren. Das Gesetz der Dualität. 11
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Nun. wollen, w ir annchmen. w ir hätten in der Ebene e, 
für irgend einen Satz der Geometrie der Lage den Beweis 
erbracht. Es muß also in der Ebene s l eine Figur ge
geben sein, deren Elemente durch reine Lagenbeziehungen 
bestimmt sind, und aus diesen Bestimmungsstücken wird 
durch- irgendwelche wiederholte Anwendung der 
Operationen des Projizierens und Schneidens der Satz 
abgeleitet. Dann muß es aber möglich sein, zunächst in 
der Ebene s2 eine entsprechende Figur anzulegen, indem 
man immer Punkte und Gerade der e1 durch Gerade und 
Punkte in e2 ersetzt, und auch der Beweis wird sich 
Schritt für Schritt übertragen lassen, sofern man nur, 
wie oben erwähnt, die Operationen des Projizierens und 
Schneidens vertauscht. Von einer m e tr is c h e n  Größe, 
einem W inkel oder einer Strecke, darf natürlich weder 
in der Figur noch in dem Beweise des ursprünglichen 
Satzes ein Gebrauch gemacht werden, da sich diese 
Begriffe nicht durch die beiden Fundamentaloperationen 
definieren und also auch nicht übertragen lassen. Ein 
Beispiel w ird dies sofort klarmachen.

Nehmen wir an, es wäre uns gelungen, folgenden 
Satz zu beweisen: Auf zwei 
Geraden g und g 1 einer 
Ebene sind beliebig je  drei 
Punkte A, B, C bzw. Alt Bu 
Ct gegeben (Fig. 2). Man 
zieht die Verbindungslinien 
(ABj), (AjB), (BCJ, (BjC), 
(CAj), (CjA). Fernerbringen 
w ir (ABj) und (ALB) in 
einem Punkte Cä, (BCj) und 

(BlC) in A,, (CAt) und (CjA) in B2 zum Schnitt. Dann 
liegen die drei Punkte A2, B2, C2 auf einer Geraden g2.



Um die entsprechende Figur in der zweiten Ebene e2 zu 
bilden, geben wir uns zwei beliebige Punkte G und Gt 
(Fig. 3) und durch 
jeden 3 Gerade a, 
b, c bzw. at bt ct .
W ir zeichnen die 
Schnittpimkte(ab1),
(ajb), (b e j ,  (bLc),
(ca1), (e1a). Es sei 
ferner (¾ die Ver
bindungslinie von 
(ab t ) und (a1b), a2 
die von (bct ) und 
(b1c), b 2 die von 
(ca j) und (c^a).
Dann gehen die drei 
Geraden a3, b2, (¼ 
durch einen Punkt G2. Diesen Satz, das Gegenbild des 
vorigen, kann man ohne weiteres als richtig aufstellen, 
wenn der erste bewiesen ist. Man bezeichnet den 
Zusammenhang, der zwischen den beiden Ebenen be
steht, als das Gesetz der D u a l i tä t  oder E e z ip r o z i t ä t  
(Poncelet 1822, Gergonne 1826).

S tatt zweier Ebenen können w ir aber auch eine Ebene 
und ein Bündel in Beziehung setzen. Sooft w ir einen Punkt 
der Ebeneins Auge fassen, wählen wir im Bündel einen Strahl. 
Der Verbindungslinie zweier Punkte entspricht im Bündel 
die Verbindungsebene der zwei zugeordneten Stellen usw. 
Eine dritte Fassung des Dualitätsgesetzes gewinnen w ir 
wenn w ir zwei Bündel dual aufeinander beziehen, wobei 
dann den Strahlen und Ebenen des einen die Ebenen und

§ 2. Schneiden und Projizieren. Das Gesetz der Dualität. 13

Fig. 3.
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oder des Bündels zu beschränken, sondern können auch 
im Raum eine solche Beziehung herstellen. Den Pimkten 
entsprechen in diesem Falle Ebenen und der Operation 
des Projizierens, welche aus zwei Punkten ihre Ver
bindungslinie ableitet, ordnen w ir die Operation des 
Schneidens zu, bei welcher aus zwei Ebenen ihre Schnitt
linie hervorgeht. Bei der Dualität im R a u m e  geht also 
eine Gerade wieder in eine Gerade über. W ir wollen 
diese sämtlichen Beziehungen in einer Tabelle zur Dar
stellung bringen, indem w ir immer zwei sich „dual“ 
entsprechende Begriffe oder Sätze links und rechts auf 
die gleiche Zeile setzen.

a) D u a le  B e z ie h u n g  z w is c h e n  zw e i E b en e n .

Punkt A 
Zwei Punkte A und B 

bestimmen eine Verbin
dungslinie (AB).

Drei Punkte A, B, C, die 
auf einer Geraden g liegen.

Punktreihe g

, Gerade a 
Zwei Gerade a und b 

bestimmen einen Schnitt
punkt (ab).

Drei Gerade a, b, c, die 
durch einen Punkt G gehen.

Strahlenbündel G
usw.

b) D u a le  B e z ie h u n g  z w is c h e n  d e r  E b e n e  u n d  dem  
B ü n d e l.

Punkt A 
Zwei Punkte A und B 

bestimmen eine Verbin- 
dungsgerade (AB).

Drei Punkte A, B, C, die 
auf einer Geraden g liegen.

Punktreihe g

Stralil a 
Zwei Strahlen a und b 

bestimmen eine Verbin
dungsebene (ab).

Drei Strahlen a, b,c, die 
in einer Ebene y liegen.

Strahlenbüschel y
usw.
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c) D u a le  B e z ie h u n g  z w is c h e n  z w e i B ü n d e ln .

Stralil a 
Zwei Stralilen a und b 

bestimmen eine Yerbin- 
dungsebene (ab).

Drei Strahlen a, b, e, die 
in einer Ebene /. liegen.

Strahlenbündel /.

Ebene a 
Zwei Ebenen a und ß 

bestimmen eine Schnittge
rade (a ß).

Drei Ebenen a, ß , y, die 
durch eine Gerade 1 gehen.

Ebenenbüschel 1
usw.

d) D u a le  B e z ie h u n g  im  B aum e.

Punkt A
Zwei Punkte A und B 

bestimmen eine Verbin
dungsgerade (AB).

Drei Punkte A, B, C be
stimmen eine Ebene (ABC).

Drei Punkte A, B, C, die 
auf einer Geraden g liegen.

Punktreihe g 
Strahlenbüschel 
Ebenenbündel A

Ebene a 
Zwei Ebenen a und ß 

bestimmen eine Schnitt
gerade (a ß).

Drei Ebenen a, ß, y be
stimmen einen Schnitt
punkt (a, ß , y).

Drei Ebenen a, ß, y, die 
durch eine Gerade 1 hin
durchgehen.

Ebenenbündel 1 
Strahlenbüschel 

Punktfeld a
•usw.

Die in der letzten Zeile gegebene Zuordnung stimmt 
überein m it der un ter b) direkt abgeleiteten. Projiziert 
man zwei nach a) dual aufeinander bezogene ebene Systeme 
aus zwei Punkten, so erhält man die in c) behandelten 
dualen Bündel. In  gleicher Weise kann man natürlich 
auch e in e  Ebene oder e in e n  Bündel dual auf sich selbst 
beziehen.



W e ite r e  B e isp ie le .
8. Einige weitere Beispiele mögen zur Erläuterung 

dienen. In  der nämlichen Ebene seien zwei Dreiecke 
A( Bj Cj und A ,B 2C2 so gezeichnet, daß die Verbindungs
linien (AjA2), (B,B2), (C1C2) durch einen Punkt S laufen 
(Fig. 25). Als bewiesen werde nun vorausgesetzt, daß dann 
die Seiten (A1B1) und (A.2B,,), ferner (A1C1) und (A2C2), 
endlich (B jC J und (B2C2) sich bzw. in drei Punkten 
schneiden, die auf einer Geraden s liegen. Bilden wir, 
unter Anwendung des Dualitätgesetzes a) der Ebene, zu 
diesem Satze den entsprechenden. Dann haben wir aus
zugehen von zwei Gruppen von je  drei Geraden at , a2, ag 
und b i, b2, b3, also von zwei Dreiseiten, welche so liegen, 
daß die drei Schnittpunkte (a,a,2), (bjb2) und (c1c2) einer 
Geraden angehören, und w ir können behaupten, daß die 
Schnittpunkte ( a ^ )  und (a2b2), ferner (a1c1) und (a2c2), 
endlich (¾¾) und (¾¾) drei Verbindungslinien liefern, 
die durch einen Punkt laufen. In  diesem Falle gibt also 
die duale Übertragung des Satzes gerade dessen Um
kehrung. Unter Anwendung der in b) besprochenen 
Dualität hätten w ir aus dem ursprünglichen Satze einen 
neuen über zwei einem Bündel angehörende Dreikante 
ableiten können.

W ir werden im folgenden vielfach Gelegenheit haben, 
namentlich das Dualitätsgeset? der Ebene anzuwenden. 
Is t z. B. eine projektive Betrachtung für zwei in einer 
Ebene befindliche Punktreihen durchgeführt, so können 
wir sie unmittelbar auf zwei Strahlenbüschel der gleichen 
Ebene übertragen.

Eine duale Beziehung zweier Bündel erhalten wir 
z. B., wenn w ir jeder Ebene des einen Bündels den 
Strahl im ändern Bündel zuordnen, der auf ihr senk
recht steht. Dann entspricht von selbst auch jeder

16 I- Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.



Ebene des zweiten Bündels der zu ih r normale Strahl 
des ersten Bündels (Polare Zuordnung auf der Kugel, 
Polardreikant).

§ 3. Die uneigentlichen Elemente. 17

Um für die Dualität im Raume ein Beispiel zu 
geben, sei daran erinnert, daß jedem Polyeder (Vielflach), 
das eiwa e Ecken, f Flächen, k Kanten besitzt, ein 
,reziprokes“ entspricht m it e Flächen, f Ecken und 
wiederum k Kanten. So steht z. B. dem von 6 Vierecken 
begrenzten allgemeinen Hexaeder (Fig. 4) das von 8 Drei
ecken gebildete allgemeine Oktaeder (Fig. 5) gegenüber.

In  der Geometrie des Maßes gilt das Dualitätsgesetz 
nicht m ehr; wohl aber kann man Analogien auf finden.

§ 3. Die nneigentlichen Elemente.

D e r u n e n d l ic h  f e r n e  P u n k t  e in e r  G erad e n .

9. Den in 5. besprochenen Prozeß des Schneidens 
konnten w ir nicht mehr zur Durchführung bringen, 
wenn die in Betracht zu ziehenden Elemente parallel 
waren, z. B. bei zwei parallelen Geraden. W ir wollen 
nun sehen, wie wir, wenigstens formal, den genannten 
Prozeß auch auf diesen Fall ausdehnen können.

D o e h l e m a n n ,  Projektive Geometrie. 2
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Schneiden wir (Fig. 1) einen Strahlenbüschel S 
mit einer Geraden g ,  die in der Ebene des Büschels 
liegt, ohne ihm anzugehören. Die einzelnen Strahlen 
a, b , c, d . . . des Büschels mögen von g in A, B , C, 
D . . . getroffen werden. Dann gibt es nach den Vor
aussetzungen der Euklidischen Geometrie durch S e in e  
und n u r  eine Parallele q zur Geraden g .  Indem wir 
diese Annahme machen, wollen w ir ausdrücklich be
merken, daß wir nicht imstande sind, dieselbe durch 
mathematische Schlüsse zu beweisen, daß wir sie viel
mehr als eines der grundlegenden Axiome vorausschicken 
müssen. W ürde man sta tt desselben ein anders lautendes 
Axiom an die Spitze stellen, so erhielte man ein anderes, 
in sich aber ebenso logisch geschlossenes System einer 
Geometrie.

Demnach schneiden alle die unendlich vielen Strahlen 
des Büschels S die Gerade g je in e in e m  Punkte, nur 
der Parallelstrahl q liefert keinen Schnittpunkt mit g. 
Es ist nun namentlich für die einfachere Formulierung 
allgemeiner Sätze ein Vorteil, diese Ausnahmestellung 
des Parallelstrahles wenigstens in dem Ausdruck zu be
seitigen. W ir erreichen dies, indem wir uns so ausdri'tcken: 
„Der Parallelstrahl q schneidet die Gerade g  in e in em  
unendlich fernen Punkt Q.“ Zu den im Endlichen ge
legenen, eigentlichen Punkten der Geraden g nehmen w ir 
also noch einen „uneigentlichen“, fingierten, hinzu, dem 
w ir uns in  der Vorstellung nähern, wenn wir die Gerade 
nach der einen o d e r  ändern Seite über alle Grenzen 
hinaus verlängern. Man kann sich auch einen Strahl 
denken, der sich um S dreht, und diesen kurz vor und 
nach der Lage betrachten, in der er zu g parallel ist.

W ir wollen diesen mieigentlichen (adjungierten), un
endlich fernen Punkt der Geraden mit Q bezeichnen
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und durch. Hinzufügung eines Pfeiles andeuten, daß er 
auf der Geraden g im Unendlichen liegt.

Ziehen w ir in  der Ebene des Strahlenbüschels S 
irgend eine weitere Gerade h parallel zu g , so werden 
w ir auch von dieser Parallelen h sagen, daß sie durch 
den nämlichen, unendlich fernen Punkt Q geht. Ein 
unendlich ferner Punkt ist folglich gleichbedeutend 
m it einer bestimmten „Richtung“. Die Gesamtheit von 
unendlich vielen, zueinander parallelen Geraden, die alle 
in e in e r  Ebene liegen, w ird nach dieser Anschauung 
aufzufassen sein als ein Strahlenbüschel, dessen Mittel
punkt der den sämtlichen Parallelen gemeinsame unendlich 
ferne Punkt ist. Ein solcher Strahlenbüschel heißt wohl 
auch ein „Parallelstrahlenbüschel“.

In entsprechender Weise bilden alle Geraden im 
R a u m e , die zu irgend einer Geraden g parallel laufen, 
also alle die gleiche Richtung haben, einen „Parallel- 
strahlenbündel“.

D ie u n e n d l ic h  f e rn e  G e ra d e  e in e r  E b en e .

10. Nehmen wir jetzt eine Ebene als gegeben an, so 
liegen in ihr in jeder Richtung Punkte im Unendlichen. 
Alle diese uneigentlichen Punkte werden eine gewisse 
Mannigfaltigkeit bilden, und jede Gerade g der Ebene 
hat mit derselben einen Punkt gemein, nämlich den un
endlich fernen Punkt dieser Geraden g.

Wenn w ir also sagen: die unendlich fernen Punkte 
der gegebenen Ebene liegen auf einer „unendlich fernen“ 
Geraden, so ergibt sich der unendlich ferne Punkt einer 
Geraden g dieser Ebene als Schnittpunkt derselben mit 
dieser „unendlich fernen“ Geraden. Natürlich entzieht 
sich das Unendliche jeder Vorstellung. Wenn wir aber 
diese uneigentliche Gerade einer Ebene hinzunehmen, so



können wir unter dieser Annahme, vorausgesetzt, daß sich 
im weiteren Verlauf keine W idersprüche ergeben, das Un
endliche formal wie das Endliche behandeln.

Eine Ebene enthält also eine unendlich ferne Gerade. 
Die letztere muß als- bestimmt angesehen werden, sobald 
die Ebene gegeben ist. Alle Punkte dieser unendlich fernen 
Geraden liegen im Unendlichen, sind also uneigentliche. 
Eine unendlich ferne Gerade hat keine bestimmte Richtung. 
Irgend zwei parallele Gerade dieser Ebene schneiden sich 
auf der unendlich fernen Geraden der Ebene. W ir können 
jetzt z.B. allgemein sagen: Zwei Gerade in einer Ebene 
bestimmen einen Schnittpunkt.

D ie  u n e n d l ic h  f e r n e  E b e n e  d e s  R au m es.

11. Um diese Anschauung weiter für den Raum 
auszubilden, sei S der Mittelpunkt eines Ebenenbündels, 
e eine ihm nicht angehörende Ebene. Jede Ebene des 
Bündels liefert mit s eine Schnittgerade. Ferner gibt es 
nach den Sätzen der Elementargeometrie durch S eine 
und zwar nur eine Parallelebene f  zu e. Diese Ebene f  
allein liefert mit e k e in e  Schnittgerade. Um nun nicht 
alle Sätze, die sich auf die Schnittlinie zweier Ebenen be
ziehen, für parallele Ebenen besonders formulieren zu 
müssen, drücken w ir uns so aus: Die Parallelebene f  hat 
m it e eine uneigentliche, unendlich ferne Gerade gemein. 
Dies stimmt dann auch zusammen mit den Anschauungen 
von 10. W eiter gehen a l le  zu e parallelen Ebenen durch 
die gleiche unendlich ferne Gerade. Sagen wir von parallelen 
Ebenen, sie haben die gleiche „Stellung“, so ist also eine 
unendlich ferne Gerade im Raume durch die Stellung einer 
Ebene bestimmt.

Alle zu einer gegebenen Ebene parallelen Ebenen 
bilden einen „Parallelebenenbüschel“, dessen Achse die

20 !• Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.
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durch die Stellung der Parallelebenen gegebene unendlich 
ferne Gerade ist.

„Eine Ebene ist parallel einer Geraden“ heiß t: die 
Ebene geht durch den unendlich fernen Punkt der Geraden.

Im Raume können w ir unendlich viele, unendlich 
ferne Punkte und Geraden aufsuchen. Jede Gerade ent
hält einen unendlich fernen Punkt, jede Ebene eine un
endlich ferne Gerade. W ir bleiben also in Übereinstimmung 
mit den bisherigen Formulierungen, wenn w ir uns so 
ausdrücken: Alle unendlich fernen Punkte und unendlich 
fernen Geraden des Raumes erfüllen eine Ebene, die „un
endlich ferne“ Ebene des Raumes.

Sie enthält lauter uneigentliche Elemente und hat keine 
bestimmte Stellung.

So z. B. können wir den Satz: „Zwei Punkte be
stimmen eine Verbindungsgerade“ jetzt ganz allgemein 
aussprechen. Liegen beide Punkte im Endlichen, so ist 
die durch sie bestimmte Gerade ihre Verbindungslinie; 
ist einer der beiden gegebenen Punkte ein unendlich ferner, 
so wird die Verbindungsgerade die Parallele, welche durch 
den einen Punkt parallel zu der Richtung geht, in welcher 
der andere gegebene unendlich ferne Punkt liegt; sind 
die beiden gegebenen Punkte unendlich fern, d. h. hat 
man zwei Gerade, auf denen im Unendlichen die beiden 
gegebenen Punkte liegen sollen, so ist die Verbindungs
gerade eine bestimmte unendlich ferne Gerade. Eine Ebene, 
welche zu den beiden gegebenen Geraden parallel ist, gibt 
die Stellung aller Ebenen, die durch diese unendlich ferne 
Gerade hindurchgehen.



§ 4. Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.
P u n k t r e ih e  u n d  S tr a l i l e n b ü s c h e l  in  p e r s p e k t iv e r  

L ag e .
12. Wenn wir wie in  9. einen Stralilenbüschel S mit 

einer Geraden g zum Schnitt bringen (Fig. 1), so entspricht 
jedem Punkte von g ein Strahl des Büschels, nämlich der 
durch ihn hindurch gebende. Nehmen wir auch den un
endlich fernen Punkt Q von g hinzu und behandeln ihn 
im Ausdruck wie einen eigentlichen Punkt, so entspricht 
ihm der Strahl q des Büschels. Damit ist also auch die 
Zuordnung zwischen den Punkten der Punktreihe und 
den Strahlen des Büschels eine ausnahmslose geworden. 
W eil jedem Element des einen Gebildes e in  und nur e in  
Element des anderen Gebildes entspricht, so sagen wir, 
die beiden Gebilde, Punktreihe und Strahlenbüscliel, seien 
„eindeutig“ aufeinander bezogen. Ferner liegen je zwei 
entsprechende Elemente ineinander.

W ir nennen diese Beziehung zwischen der Punklreihe 
und dem Strahlenbüschel ferner eine „perspektive“. Dies 
ist zunächst nur ein anderer Ausdruck dafür, daß die 
Punktreihe ein Schnitt des Strahlenbüschels ist. Ebenso 
heißt die Punktreihe, wonach eine Gerade einen Ebenen
büschel schneidet, oder der Stralilenbüschel, in  welchem 
eine Ebene einen Ebenenbüschel trifft, p e r s p e k t iv  zu 
dem Ebenenbüschel. Das Zeichen für perspektiv ist Ä.

Auch das Punktfeld, welches irgend eine Ebene aus 
einem Strahlenbündel ausschneidet, wird perspektiv zu 
dem Strahlenbündel sein.

P e r s p e k t iv e  P u n k tre ih e n .
13. Um jetzt auch gleichartige Grundgebilde eindeutig 

aufeinander zu beziehen, bringen wir einen Strahlenbüschel S 
zum Schnitt mit zwei Geraden g und g1 seiner Ebene,

22 I. Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.
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von denen keine dem Büschel angehört (Fig. 6). Irgend 
ein Strahl a trifft g in A, gt in Al , ein Strahl b liefert 
die Schnittpunkte B und B: usw. Jedem Punkte der einen 
Punktreihe z. B. A entspricht dann e in  und n u r  e in  
Punkt Al der anderen Punktreihe, und dies bleibt auch 
richtig für die unendlich fernen Punkte Q und Rj von g 
und gx . Denn diesen entsprechen die Punkte Qx und R, 
in denen die durch S zu g 
und gx gezogenen P a
rallelstrahlen q und r  die 
Träger gl und g bezüglich 
schneiden.

Dadurch sind die 
Punktreihen g und g l 
eindeutig aufeinander be
zogen. Je zwei entspre
chende Punkte liegen auf 
dem nämlichen Strahl des 
Büschels S oder „enthalten“ diesen Strahl. Es mag noch 
bemerkt werden, daß im Schnittpunkte von g und g l 
entsprechende Punkte E und Ex der beiden Punktreihen 
vereinigt sind. Wir nennen die beiden Punktreihen g 
und g t , die also Schnitte e in e s  Büschels sind, perspektiv.

In der gleichen Weise wird ein Strahlenbündel von 
zwei beliebigen Ebenen in perspektiven Punktfeldern ge
schnitten.

P e r s p e k t iv e  S tr a h le n b ü s c h e l .

14. Entwerfen w ir nun die Figur, welche der Figur 6 
nach dem Dualitätsgesetz der Ebene (7a) entspricht. 
W ir haben dann eine Punktreihe g aus zwei Punkten S 
und Sx zu projizieren, wobei g , S und Sx e in e r  Ebene 
angehören mögen (Fig. 7). Jedem Strahl z. B. a des
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Büschels S ordnen w ir denjenigen Strahl % des Büschels 
St zu, der den gleichen Punkt A der Punktreihe g ent
hält. Die Parallelen q und qt durch S und St zu g sind 
dann auch als entsprechende Strahlen aufzufassen, da 
beide den unendlich fernen Punkt Q von g projizieren. 
Die eindeutige Beziehung der beiden Büschel S imd St 
ist demzufolge wieder eine lückenlose. Im Yerbindungs-

strahl S S j , der beiden 
Büscheln angehört, lie
gen e n t s p r e c h e n d e  
Strahlen e und et  der 
Strahlenbüschel ver
einigt. Zwei solche 
Büschel, welche die 
gleiche Punktreihe pro
jizieren, nennen wir 
wiederum „perspektiv“.

Auch die beiden Strahlenbüschel, nach denen ein 
Ebenenbüschel von irgend zwei beliebigen Ebenen ge
schnitten wird, liegen zueinander „perspektiv“.

Projizieren wir ein ebenes System aus zwei Punkten, 
so sind die entstehenden Bündel ebenfalls perspektiv. 
Je  zwei entsprechende Strahlen der Bündel enthalten 
d e n s e lb e n  Punkt, je zwei entsprechende Ebenen d ie 
s e lb e  Gerade dieses ebenen Systems.

Allgemein können w ir jetzt die Definition für p e r -  
s p e k t iv e  Grundgebilde erster und zweiter Stufe, sowohl 
gleichartige als ungleichartige, in folgender Weise aus
sprechen:
D e f in i t io n :  „Zwei Grundgebilde erster oder zweiter 

Stufe heißen perspektiv, wenn eine eindeutige Be
ziehung ihrer Elemente hergestellt ist entweder da
durch, daß jedes Element des einen Grundgebildes



das entsprechende Element des anderen Grundgebildes 
enthält, oder dadurch, daß je  zwei entsprechende 
Elemente der beiden Grundgebilde ein und dasselbe 
Element eines dritten Grundgebildes enthalten.“

§ 5. Die Maßbestimmung im Strahlenbüschel.
15. Nachdem wir die Definition perspektiver Grund

gebilde durch eine reine Lagenbeziehung gewonnen 
haben, wollen wir untersuchen, welche Zusammenhänge 
zwischen entsprechenden Elementen solcher Gebilde die 
R e c h n u n g  liefert. Zu dem Zweck is t es aber vorher 
nötig, die einzelnen Elemente eines Grundgebildes erster 
Stufe nicht bloß wie bisher in ihrer g e o m e tr is c h e n  
Anordnung, sondern auch rechnerisch, also durch Zahlen
werte festzulegen.

Beginnen wir m it dem Strahlenbüschel, weil dieser 
kein uneigentliches Element enthält und daher die zu 
betrachtenden Verhältnisse unverschleiert zur Erscheinung 
kommen.

W in k e l z w e ie r  S tra h le n .  T r e n n u n g s s t r a h l .

16. Sind a und b zwei Strahlen eines Büschels 
(Fig. 8), so wollen wir unter a b  den W inkel verstellen, 
den der Strahl a m it dem Strahl b bildet, und die Reihen
folge der Buchstaben soll den Sinn der Drehung angeben, 
in welchem der Winkel durchlaufen w ird, also von a 
nach b hin. Dann ist dieser Ausdruck a b  doppeldeutig; 
denn es kann darunter j e d e r  der in  der F igur bezeichneten 
Winkel verstanden werden.

Hat man drei Strahlen a, b, c, so können wir mittels 
derselben, wie wir der Anschauung entnehmen wollen, 
eine Drehungsrichtung bestimmen, indem w ir unter dem

§ 5. Die Maßbestimmung' im Stralilenbüschel. 25
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„Sinn a b c “ diejenige Drehung verstehen, welche a 
direkt nach b überführt, o h n e  daß der Strahl c dabei 
überschritten w ird (Fig. 9).

Fig. 8. Fig. 9.

Um nun im Büschel die Winkel eindeutig zu erhalten, 
wählen w ir einen festen Strahl u und verstehen unter a b  
den im Sinne a b u  genommenen Winkel. Dieser ist dann 
e in d e u t ig  (Fig. 9). Der Hilfsstrahl u  möge der 
„Trennungsstrahl“ heißen. Da sich die Drehungen a b  
und b a zerstören, so hat man

a b -f- b a =  0 oder a b =  — b a .
Is t c irgend ein weiterer Strahl, so gilt, ganz unab

hängig von der Lage der Strahlen, die Beziehung
a b  - f  b c =  a o

oder
a b  +  b c  +  c a  =  0 

und allgemein für die Strahlen a ,  b , c , . . . m ,  n 
a b  +  b c  +  . . .  +  m n - t - n a  =  0 .

Man kann diese Festsetzung auch so aussprechen, 
daß man durch den Trennungsstrahl den Büschel



halbiert und sich bei der Betrachtung auf eine Hälfte 
beschränkt*).

P a r a m e te r  e in e s  S tra h le s .

17. Um die einzelnen Strahlen eines Büschels durch 
Zalüenwerte festzulegen, -wählen w ir zwei Strahlen a 
und b als „Fundamentalstrahlen“ und außerdem den 
Trennungsstrahl u (Fig. 9). Irgend ein weiterer Strahl 
des Büschels bildet mit den festen Strahlen a und b die 
Winkel a c  und b c  (die beide kleiner als 180°). Ist C 
ein Punkt von c und sind C A und C B die von C auf a 
und b gefällten Senkrechten, so hat der Quotient 

, A C  s in a c  
B C sin b c

für alle Punkte des Strahles c den gleichen W ert. W ir 
geben diesem aus lauter positiven Zahlen gebildeten 
Bruche das Vorzeichen - j - , wenn die Drehungen a c 
und b c gleichen Sinn haben, dagegen das Vorzeichen — , 
wenn diese Drehungen entgegengesetzt gerichtet sind.

Dann entspricht jedem Strahl des Büschels e in  
solcher W ert A. Den Fundamentalstrahlen a und b sind 
die W erte 2 =  0 bzw. X — oo zugeordnet; für die 
Halbierungslinien der W inkel, welche die Fundamental
strahlen bilden, ergeben sich die Zahlen 2 =  -J- 1 und 
A =  — 1 . Durch die W erte 0 und oo hindurch geht /  
von positiven zu negativen W erten über.

§ 5. Die Maßbestimmung im Strahlenbüschel. 27

*) Zu den gleichen Formeln gelangt man ohne die 
Annahme eines Trennungsstrahles, wenn man sich nach dem 
Vorgänge von Möbius in der Ebene von vornherein einen 
bestimmten Drehungssinn gibt und alle vorkommenden Winkel 
in diesem Sinne gemessen positiv, im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufen negativ rechnet.
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Umgekehrt kann man zu einem auch dem Vorzeichen 
nach gegebenen W erte X =  X0 nur e in e n  und im m e r 
einen zugehörigen Strahl bestimmen. Denn angenommen, 
es sei p dieser Strahl, so muß sein:

sin a p 5
— — =  Aq .
sin b p

F ührt man b p  =  ba +  a p  ein, so liefert eine leichte 
Rechnung:

X0 • s in b a  
a P 1 — A0 • cos b a

Damit ist der W inkel a p  bestimmt; auf welcher Seite 
von a der Strahl p aber liegen muß, ergibt sich aus dem 
Vorzeichen von X0, unter Berücksichtigung der ange
führten Verteilung der Zahlenwerte von X in  dem 
Büschel.
A u fg a b e  1. Man finde durch Zeichnung und Rech

nung die Strahlen, welche den W erten -(- |  und
— I  von X entsprechen.

§ 6. Die Maßbestimmung in der Punktreihe.

S tre c k e  z w is c h e n  z w e i P u n k te n .

18. Die Mannigfaltigkeit der Punkte einer Punktreihe 
g wird erst durch die Annahme des unendlich fernen 
Punktes U derselben zu einer zusammenhängenden, in
dem dann die Gerade gewissermaßen durch das Unendliche 
hindurch sich schließt. Irgend zwei Punkte A und B 
der Geraden bestimmen dementsprechend zunächst zwei 
Strecken, von denen die eine, der W eg von A nach B. 
endlich ist, während die andere, der W eg von A durch 
das Unendliche nach B , unendlich ist.
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Drei Punkte A , B , C bestimmen wieder einen 
„Sinn A B C “, nämlich d ie  Bewegungsrichtung, bei der 
w ir von A direkt nach B gelangen, ohne C zu passieren.

Da unendlich große Strecken nicht zu verwenden 
sind, so werden w ir unter A B  die endliche der beiden 
oben erwähnten Strecken verstehen. Dies stimmt aber 
damit überein, daß wir den unendlich fernen Punkt U 
als „Trennungspunkt“ einführen, ganz wie in 16. beim 
Büschel den Trennungsstrahl. Unter A B ist folglich die 
im „Sinne A B U “ genommene Strecke zu verstehen.

Dann gelten offenbar die Beziehungen
AB +  BA =  0 oder AB =  - B A  

und für drei Punkte erhält man, -«de immer sie auch 
hegen,

AB +  BC =  AC
oder

AB +  BC +  CA =  0 ,  
ferner allgemein für die Punkte A , B , C . . .  M , N  

AB +  BC +  . . .  +  MN +  NA =  0 .

P a r a m e te r  e in e s  P u n k te s .

19. Um nim die einzelnen Punkte der Punktreihe 
durch Zahlenwerte festzulegen, gehen w ir von zwei 
festen Punkten A und B aus, den „Fundamentalpunkten“. 
Irgend ein Punkt C der Punktreihe bestimmt dann den 
Streckenquotienten

Diesem Bruche, dessen Zähler und Nenner die Maß
zahlen der Strecken AC und BC enthält, geben wir das 
Vorzeichen -f- , wenn AC und BC in gleicher Richtung



30 I- Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.

laufen, C also nicht a u f  der Strecke A B  gelegen ist, 
dagegen das Vorzeichen — , wenn A C  und B C  nach 
entgegengesetzten Eichtungen sich erstrecken, demnach 
C au f der Strecke A B  liegt. Jedem Punkte der Geraden 
können w ir in dieser "Weise einen ganz bestimmten 
Parameterwert zuordnen; dem Punkte A entspricht der 
AVert 1 =  0 ,  dem Punkte B der W ert A — o c .

Umgekehrt gibt es stets nur e in e n  Punkt derart, 
daß für ihn dieser Quotient einen auch dem Vorzeichen 
nach gegebenen W ert /. =  / 0 hat. Denn is t P  der ge
suchte Punkt, so muß sein

oder, wenn B P  =  B A  +  A P  gesetzt wird,

A P  =  • B A .
1  —  /-0

Wählen wir, was das einfachste ist, eine bestimmte 
Richtung auf der Geraden, etwa die von A nach B , als 
die positive, so sind alle im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufenen Strecken negativ zu rechnen. Es ergibt 
sich dann aus der letzten Gleichung die Strecke A P  
samt ihrer Richtung.

Dem W erte / 1 = 1  entspricht kein e ig e n t l ic h e r  
Punkt auf der Geraden; w ir ordnen ihm  den unendlich 
fernen Punkt der Geraden zu, womit gezeigt ist, auf 
welchem Wege die Analysis zur Einführung dieses Ele
mentes gelaugt.
A u fg a b e  2. Man zeichne und berechne die Punkte, 

welche den W erten — 1 , +  £ , — \  des Para
meters x entsprechen.

Für das dritte Grundgebilde erster Stufe, den 
Ebenenbüschel, brauchen wir keine eigene Betrachtung
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durchzuführen: w ir schneiden Um m it einer Ebene, etwa 
senkrecht zur Achse, in einem Strahlenbüschel und er
halten die Ebenen des Büschels dann durch die Para
meterwerte, welche den Strahlen dieses Strahlenbüschels 
zugewiesen sind.

§ 7. Das Doppelverhältnis.
D o p p e lv e r h ä l tn i s  von  v ie r  P u n k te n .

20. Sind in einer Punktreihe g außer den zwei 
Fundamentalpunkten A und B zwei weitere Punkte C 
und D gegeben und bestimmen w ir für diese nach der 
in 19. gegebenen Festsetzung die Streckenverhältnisse 
AC AD
q q  Uncl g ß  , so können wir aus diesen beiden das neue 

Verhältnis bilden:
AC AD 
BC ' B D '

Dieser Ausdruck wird sich als charakteristisch für 
die Lage der vier Punkte A, B, C, D erweisen. W ir 
nennen ihn, seiner Bildung gemäß, das „Doppelverhältnis“ 
der vier Punkte und bezeichnen ihn durch (A B  C D ). 
Es ergibt sich also folgende
D e f in it io n :  „Lnter dem Doppelverhältnis von vier 

Punkten einer Geraden verstehen w ir den Ausdruck

(A B C D ) =  >
v ’ BC B D ’

wobei jedes der einzelnen Verhältnisse mit dem ihm
nach 19. zukommenden Vorzeichen zu versehen ist.“

Die vier Punkte erscheinen dabei in zwei Gruppen 
geteilt, welche zunächst n ic h t  gleichartig behandelt 
sind. Denn A und B dienten als Fundamentalpunkte
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und C lind D wurden auf diese bezogen. Es ist aber 
sofort zu beweisen, daß diese beiden Punktpaare in dem 
Ausdruck des Doppelverhältnisses ganz die gleiche Kolle 
spielen. Denn es ist ja

(C D A B) =  —  : —  =  —  : ^  =  (A B C D). 
v D A  D B  AD B D  ’
Man darf also die beiden Punktpaare miteinander 

vertauschen.

G e tr e n n te  P u n k tp a a re .
21. Für die gegenseitige Lagenbeziehung zweier 

Punktgruppen A, B und C, D sind nun folgende zwei 
Fälle als wesentlich zu unterscheiden:

a) Die beiden Punktpaare A, B und C, D liegen so, 
daß man beim Übergang von A nach B auf dem einen 
oder anderen Wege einen der Punkte C oder D passieren 
muß (Fig. 10 a). Von den Punkten C und D wird dann

______y _____g $______H ___________
Fig. 10 a.

Fig. 10 b.

einer a u f  der Strecke A B, der andere außerhalb dieser 
Strecke gelegen sein. Wir sagen in diesem Falle: die 
beiden Punktpaare „trennen sich“ gegenseitig. Von den 
beiden Teilverhältnissen in dem Ausdruck des Doppel
verhältnisses (A B C D) ist demnach das eine positiv, das 
andere negativ, das ganze Doppelverhältnis hat mithin 
einen n e g a t iv e n  Wert.
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b) Kann man auf einem der beiden Wege von A 
nach B gelangen, ohne C oder D zu überschreiten, so 
trennen sich die beiden Punktpaare nicht (Fig. 10 b). 
Es liegen dann C und D beide a u f  der Strecke A B  
oder beide a u ß e rh a lb  derselben; die Teilverhältnisse 
in dem Ausdruck (A B C D ) haben b e id e  negative oder 
b e id e  positive Vorzeichen, das Doppelverhältnis selbst 
nimmt jedenfalls einen positiven W ert an.

Diese Eigenschaften sind auch umkehrbar. W ir 
können also sagen: Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß zwei Punktpaare A, B und C, D 
sich trennen, ist die, daß das Doppelverhältnis (A B C D) 
einen negativen W ert hat.

D o p p e lv e r h ä l tn i s  von  v ie r  S tra h le n .
22. Ganz analoge Betrachtungen gelten für den 

Strahlenbüschel. Gehen w ir aus von den zwei (festen) 
Strahlen a und b und dem Trennungsstrahl u , so können 
w ir für zwei weitere Strahlen c und d die Verhältnisse 
bilden:

deren Vorzeichen nach 17. zu bestimmen sind.
Dividieren w ir den ersten Quotienten durch den 

zweiten, so nennen wir diesen Ausdruck das „Doppel
verhältnis“ der vier Strahlen a ,  b ,  c ,  d und bezeichnen 
ihn durch ( a b c d ) ,  so daß also

—  . ,  • .— r - j  •s in b c  s in b d  
Der Unterschied, der zwischen den Strahlen a ,  b 

und c , d zunächst gemacht wurde, is t wiederum nur ein 
scheinbarer. Denn es ist ja

sin bc
sin ac

s in a c  sin ad

D o e h l e m a n n ,  P ro jek tiv e  G eom etrie. 3
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sin c a siu c b sin a c sin b c
(a b e d ) .

s in d a  ' s in d b sin a d ' sin b d
Dagegen haben w ir vorerst noch einen Trennungs

strahl nötig.
F ür die gegenseitige Lagenbeziehung zweier Strahlen

paare a, b und c, d sind nun wieder folgende Fälle charakte
ristisch. Man sagt: Die Strahlenpaare a ,  b und c ,  d 
„trennen einander“, wenn man den Strahl a durch 
Drehung n ic h t  m it dem Strahle b zur Deckung bringen

kann, ohne c oder d zu passieren (Fig. 11 a). Kann man 
dagegen a auf einem der beiden Wege nach b überführen, 
ohne dabei über c oder d zu kommen, so trennen die 
beiden Strahlenpaare sich nicht (Fig. 11 b). Diese Eigen
schaft zweier Strahlenpaare, sich zu trennen, ist ganz 
unabhängig von der Annahme eines Trennungsstrahles.

Das oben definierte Doppelverhältnis ( a b c d )  von 
vier Strahlen wird nun negativ, wenn die Strahlen a ,  b 
und c , d sich trennen, positiv, wenn dies nicht der Fall.

a

a
F ig . IX a. Fig. 11b.
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Dann können w ir aber auch auf Grund dieser Eigen
schaft das Vorzeichen des g a n z e n  Doppelverhältnisses 
bestimmen und nicht das der Teilquotienten.

W ir lassen also jetzt den Trennungsstrahl weg;
dann sind zwar alle Winkel, wie z. B. a c ,  doppeldeutig,
der Sinus dieser Winkel aber ist der gleiche, da sie sich
zu 180° ergänzen; die einzelnen Teilquotienten nehmen
wir positiv, das Vorzeichen bestimmen w ir am ganzen
Ausdruck. W ir erhalten dann die
D e f in i t io n :  „Unter dem Doppel Verhältnis (abcd) von vier

Strahlen eines Büschels verstehen w ir den Ausdruck
sin a c sin a d 

( a b c d ) — . -  : ——j—r , s in b c  s m b d
der das positive oder negative Vorzeichen erhält, je
nachdem die Strahlenpaare a ,  b und c ,  d sich nicht
trennen oder trennen.“

Damit sind w ir von einem Trennungsstrahl u n 
a b h ä n g ig  geworden. O hne denselben können aber 
die Winkelrelationen von 16. nicht mehr angesetzt werden.

Ganz im gleichen Sinne sprechen wir von dem 
Doppelverhältnis (ctßyd), das vier Ebenen <x, ß, y, d 
eines Ebenenbüschels bilden, indem w ir setzen 

. s in a v  s i n a (5
(“ /’i ' O - E W iS Ji-

Dabei ist z. B. unter a y einer der AVinkel zu ver
stehen, welche die Ebene a mit der Ebene y bildet.

U n v e r ä n d e r l ic l ik e i t  d e s  D o p p e lv e r h ä l tn i s s e s  
g e g e n ü b e r  d e n  O p e ra t io n e n  d e s  P r o j i z ie r e n s  

u n d  S c h n e id e n s .
23. Verbinden w ir jetzt die für die Punktreihe und 

für den Strahlenbüschel unabhängig voneinander durch
3*
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geführten Betrachtungen, indem w ir den Büschel S mit 
einer Geraden g seiner Ebene zum Schnitt bringen 
(Fig. 1). Der Strahl a des Büschels schneide g in A, 
der Strahl b in B usw. Da w ir von jedem Strahl des 
Büschels immer den  Halbstrahl auszeichnen, der den 
Schnittpunkt mit g träg t, so kommt die Betrachtung 
eigentlich darauf hinaus, daß w ir den Parallelstrahl u 
durch S zu g als Trennungsstrahl einführen. Schneidet 
ferner der durch S senkrecht zu g  gehende Strahl t  in 
T diese Gerade, so ist
(1) 2 A  SAC =  SA  • SC • s in a c  =  ST  • AC
(2) 2 A  SBC =  SB • SC • s in b c  =  ST • BC
(3) 2 J  SA D  =  SA  • SD ■ sin a d  =  ST  • AD
(4) 2 A  SBD  =  SB • SD • s in b d  =  ST • BD .

Alle von S aus laufenden Strecken SA, SB usw.
wollen w ir als p o s i t iv e  Zahlen nehmen. Dann folgt aus 
(1) und (2) durch Division

SA • sin a c  AC 
 ̂ SB • sin b c  BC

Hier stimmt das nach 19. bestimmte Vorzeichen des 
Streckenquotienten rechts m it dem nach 17. zu bestim
menden Vorzeichen des Sinusquotienten links überein, 
wie sich geometrisch sofort ergibt. Ebenso liefern die 
Gleichungen (3) und (4)

SA • sin a d  AD 
S B • sin b d BD 

Aus (5) und (6) folgt dann durch Division
(7) (abcd) =  (ABCD),
also
S a tz  1. „Das Doppel Verhältnis von vier Strahlen eines 

Büschels ist gleich dem analog gebildeten der vier
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Schnittpunkte, welche irgend eine Gerade mit den vier 
Strahlen liefert.“ *)

Schneiden w ir den gleichen Büschel noch m it einer 
zweiten Geraden gl (Fig. 6), so folgt, daß auch (A1B1C1D1) 
== ( a b c d ) ,  also durch Vergleich m it (7)
(8) (ABCD) =  (A,B1C1D1) 
oder
S a tz  2. „Irgend vier Strahlen eines Büschels werden 

von jeder Geraden in vier Punkten von gleichem Doppel
verhältnis geschnitten.“

Man kann diesen Satz auch so aussprechen: Projiziert 
man vier Punkte einer Geraden von einem beliebigen 
Punkte aus auf eine andere Gerade, so bleibt das Doppel
verhältnis der vier Punkte unverändert. Ebenso zeigt die 
Betrachtung von Figur 7, daß

(ABCD) =  ( a b c d )  =  (aŁ bL cx dj),
also
(9) (a b c d) =  (a.y bL Cj dj) 
oder
S a tz  3. „Irgend vier Punkte einer Geraden werden aus 

jedem Punkte durch vier Strahlen von gleichem Doppel
verhältnis projiziert.“

Für den Ebenenbüschel gelangen wir zu ganz ähnlichen 
Sätzen. Sind a , ß, y, S vier Ebenen eines solchen, so 
ist, wie man leicht ableitet, das Doppelverhältnis ( a  ß y <5) 
derselben identisch m it dem Doppelverhältnis der vier 
Schnittpunkte, die irgend eine Gerade mit den vier Ebenen 
liefert, oder auch mit dem Doppelverhältnis der vier Strahlen,

*) Pappus von Alexandria (4. Jahrh. n. Chr.), Mathema- 
ticae collectiones.



wonach irgend eine Ebene die vier Ebenen trifft. Diesen 
Satz u n d  die drei vorigen Sätze können wir in dem all
gemeineren zusammenfassen:

S a tz  4. „In zwei perspektiven Grundgebilden erster 
Stufe bilden irgend vier Elemente des einen Grundge- 
bildes und die ihnen entsprechenden des anderen das 
gleiche Doppelverhältnis.“

Damit haben w ir für perspektive Grundgebilde erster 
Stufe außer der L a g e n b e z ie h u n g  auch eine m e tr is c h e  
Beziehung gefunden, welche entsprechende Elemente 
solcher Gebilde miteinander verknüpft.

Endlich können wir die Operation des Schneidens oder 
Projizierens nicht bloß einmal, sondern auch ö f te r  vor
nehmen, olme dadurch den W ert des Doppelverhältnisses 
von vier Elementen zu ändern. W ir erhalten demgemäß 
ganz a l lg e m e in

S a tz  5. „Leitet man aus vier Elementen eines Grund
gebildes erster Stufe durch die beliebig oft angewandten 
Operationen des Projizierens und Schneidens vier neue 
Elemente eines anderen Grundgebildes ab, so ist das 
Doppelverhältnis der ersten vier Elemente gleich dem 
analog gebildeten Doppelverhältnis der letzten vier ent
sprechenden Elemente. Das Doppelverhältnis von vier 
Elementen eines Grundgebildes erster Stufe erweist sich 
also diesen Operationen gegenüber als eine unveränder
liche (invariante) Zahl.“

38 L Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.



II. Abschnitt.

H arm onische Gebilde,

§ 8. W eitere Eigenschaften des Doppelverhältnisses.

D ie W e r te  d e r  D o p p e lv e r h ä l tn i s s e ,  d ie  s ic h  a u s  
v ie r  E le m e n te n  b i ld e n  la s se n .

24. Den Begriff des Doppelverhältnisses müssen wir 
noch nach verschiedenen Richtungen hin weiter unter
suchen.

Sind vier Elemente eines einförmigen Grundgebildes, 
z. B. vier Punkte A, B, C, D einer Punktreihe gegeben, 
so können wir sie auf 24 verschiedene Arten zu einem Doppel- 
verhältnisse zusammenfassen, da man aus vier Elementen 
24 Ausdrücke AB C D , A BD C usw. bilden kann. Nicht 
a l le  diese Ausdrücke sind aber ihrem Zahlenwert nach 
verschieden. W ir sahen schon in 20., daß

(1) (ABCD) =  (CDAB) .

Ferner ist auch

(BADC) =  —
BD BC AC AD 
AD : AC “  BC  : B D ’

also
(2) (BADC) =  (ABCD).
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"Vermöge der in (1) und (2) ausgedrückten Sätze 
können -wir nun aus einem Ausdruck wie (ABCD) noch 
drei andere ableiten, die den gleichen Zahlenwert besitzen, 
nämlich

(ABCD) =  (CDAB) =  (BADC) =  (DCBA).

Die 24 verschiedenen Ausdrücke liefern also höchstens 
sechs verschiedene Zahlenwerte. Is t etwa (ABCD) =  1 , 
so lassen sich die übrigen Zahlenwerte durch diesen einen 
in folgender Weise ausdrücken. Es is t zunächst, wie sich 
sofort ergibt,

®  <abdc> - ( äbU - T '
Ferner wird

A B  A D  (AC +  CB) (CA +  AD) 
(ACBD) C B -A D

, A C • AD +  C B • CA +  A C • CA 
=  1 +  C B -A D

. , AC - (BC +  CA +  AD) _
=  1 + ----------CB • AD) - 1 - ^ -

Also
(4) (A C B D )=  1 — (ABCD) =  1 — A.

Ganz ähnlich beweist man, daß

(ABCD) l
^  (A D C B ) - ( A B C D ) = T - m -

Als Endresultat ergeben sich demnach folgende sechs 
verschiedene Werte, von denen jeder in vierfacher Weise 
geschrieben werden kann:



D as D o p p e lv e r h ä l tn i s  a ls  K o o rd in a te .

25. Halten w ir jetzt von den vier Punkten ABCD 
drei, etwa A , B , C , fest, während D die Punktreihe durch
wandert, so w ird das Doppelverhältnis (ABCD) für jede 
Lage von D einen bestimmten W ert annehmen. Fällt ins
besondere D in den unendlich fernen Punkt der Punkt
reihe, den w ir mit Doo bezeichnen wollen, so ergibt sich

, 1 B P n  , A C A Ppp A C  
(ABC Doo) B C - BDoo b c ’

A D
weil der Quotient °° =  1 nach 19. Es reduziert sich 

13 Dqo
also für diesen Punkt das Doppelverhältnis auf ein ein
faches Streckenverhältnis. Es w ird aber ferner auch jeder 
Zahlen w ert nur bei e in e r  Lage des Punktes erreicht, wie 
w ir aus dem folgenden Satze schließen:
S a tz  6. „Sind drei Punkte A, B, C einer Punktreihe 

gegeben, sowie ein Zahlenwert l  von bestimmten Vor
zeichen, so gibt es einen und nur einen Punkt D der 
Punktreihe, welcher mit A, B und C ein Doppelver- 
hältnis (ABCD) =  i  bildet.“

Denn es ist für diesen gesuchten Punkt D
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A C
Hier muß —— mit einem bestimmten Vorzeichen ver-

a d
sehen werden (vgl. 19.), so daß auch ——- der Größe und

x> D
dem Vorzeichen nach gegeben ist, also wird der Punkt D 
dadurch eindeutig festgelegt.

Natürlich gilt der eben bewiesen e Satz in  entsprechender 
Weise auch für den Strahlen- und Ebenenbüschel. Hält 
man drei Elemente eines Grundgebildes erster Stufe fest, 
so kann man die Lage eines vierten beweglichen Elementes 
festlegen durch den Zahlenwert des Doppelverhältuisses, 
welches dieses vierte Element m it den drei festen bildet. 
Das Doppel Verhältnis dient also als Koordinate, deren 
Zahlenwerte die einzelnen Elemente liefern.
A u fg a b e  3. Gegeben sind die Punkte A, B, C einer 

Punktreihe in der Anordnung der Figur 12. Man 
untersuche den Verlauf des Doppel Verhältnisses (ABCD), 
wenn D die Punktreihe durchläuft.

_____________A_____________ X______ £___________
* ~  -  0 + J  +

Fig. 12.

Eine einfache Betrachtung liefert folgende Zusammen-
Stellung:

D im Unendlichen: . . . (ABCD) =
A C 
B C  ‘ • +

D geht vom Unendlichen bis A • +
D fallt nach A: . . oo

D geht von A bis B: . . . —
D fällt nach B: . . . . ł? . 0
D geht von B nach C: . . . +
D fällt nach C : ........................ • +  1
D geht von C ins Unendliche: • +
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W ir wollen noch ausdrücklich bemerken, daß (ABCD) 
bloß dann den W ert +  1 annimmt, wenn der bewegliche 
Punkt D nach C rückt.
—  Man führe die ent
sprechende Betrachtung 
durch für eine andere 
Anordnung der Punkte 
A, B, C .

A u f g a b e  4. Gegeben 
sind drei Punkte A,
B , C einer Geraden 
(Fig. 13); man kon
struiere einen Punkt D 
auf der Geraden, so Fig. 13.
daß (ABCD) =  — f .

L ö su n g . W ir ziehen durch C irgend eine Gerade 
und tragen auf ihr die entgegengesetzt gerichteten Strecken 
C Aj =  2 , CB( =  3 ab unter Zugrundelegung einer ganz 
beliebigen Maßeinheit, konstruieren den Schnittpunkt S 
der Verbindungslinien AAX und BBt und ziehen durch 
S eine Parallele zu At B j , dann schneidet diese Parallele 
die gegebene Gerade im gesuchten Punkte D. Denn wenn 
wir C gleichzeitig mit Ct bezeichnen, den unendlich fernen 
Punkt von SD dagegen Dt und die Strahlen von S nach
A, B, C, D der Reihe nach a, b, c, d nennen, so ist nach 
23. bzw. 25.

(ab  cd ) =  (ABCD) =  A1B1C1D1 =  ^  =  -  | .

Man konstruiere auch noch den Punkt E , für welchen
(ABCE) =  +  \  .
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§ 9. Das harmonische Doppelverhältnis.
D e f in i t io n  h a r m o n is c h e r  E le m e n te .

26. Gehen w ir von drei beliebigen Punkten A , B , C 
einer Punktreihe aus, so können w ir nach Satz G immer 
e in e n  und nur e in e n  Punkt D des Trägers finden, für 
welchen (ABCD) = — 1 . Vier solche Punkte haben 
besonders wichtige geometrische Eigenschaften. W ir 
stellen die D e f in i t io n  auf:

„Vier Punkte A , B , C , D einer Punktreihe heißen 
harmonisch, wenn das Doppelverhältnis 

(ABCD) =  — 1 .“
Es sind die Punkte A und B einerseits, C und D 

anderseits einander zugeordnet und aus 21. folgern 
w ir unmittelbar, daß die Punktpaare A , B und C , D sich 
trennen. Man sagt deswegen wohl auch, daß zwei solche 
Punktpaare sich harmonisch trennen.

Ganz entsprechend sind vier harmonische Strahlen 
a , b , c , d eines Strahlenbüschels oder vier harmonische 
Ebenen (aßy S) eines Ebenenbüschels dadurch definiert, 
daß bezüglich (a b c d) =  — 1 oder (a ß y b) =  — 1 .

Die 6 W erte von Doppelverhältnissen, welche sich 
nach 24. aus vier Elementen bilden lassen, reduzieren 
sich bei vier harmonischen Punkten, also für A =  — 1 ,

ersichtlich auf die folgenden 3 W erte: — 1 , 2 ,  —.

Natürlich trennen sich auch hier wieder die beiden 
Paare von zugeordneten Elementen. Ferner folgt aus 
Satz 5 von 23. noch
S a tz  7. „Vier harmonische Elemente eines Grandge

bildes erster Stufe gehen durch die Operationen des 
Schneidens und Projizierens stets wieder in vier 
harmonische Elemente über.“
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K o n s tr u k t io n  h a r m o n is c h e r  E le m e n te .

27. Sind drei Punkte A , B , C einer Punktreihe ge
geben, so gibt es, wie w ir bereits wissen, bloß e in e n  
Punkt D , der zu C harmonisch liegt bezüglich A und
B , d. h. so liegt, daß 
(1) (A B C D )=  — 1 .
Daraus folgt sofort

AC AD 
B C -  B D ‘

Die Punkte C und D teilen also die Strecke A B , 
abgesehen vom Vor
zeichen, im gleichen /'
Verhältnis. Diese Be- /v
merkung liefert fol- > \
gende Konstruktion: /  \
W ir ziehen (Fig. 14) / ______ \  *
durch die gegebenen ^  ^
Punkte A und B zwei
beliebige, parallele Ge- fr
rade AA' und BB' und Fig 14
durch C eine beliebige
Linie, welche diese Parallelen in X und Y' trifft. Schnei
den w ir dann (mittels des Zirkels) die Strecke B Y =  Y'B 
ab, so liefert die Verbindungslinie XY im Schnittpunkt 
mit g den gesuchten Punkt D . Mißt niimlich die Strecke 
AX m Längeneinheiten, die Strecke BY und die ih r 
gleiche Y'B n Längeneinheiten, wobei m  und n positive 
Zahlen, so ist mit Rücksicht auf die Vorzeichen 

AC m AD _  m 
BC n  BD n ’ 

also in der Tat die Bedingung (2) und folglich auch (1) erfüllt.
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Nehmen w ir in Figur 15 an, die gegebenen Punkte 
liegen so, daß C die Mitte der Strecke A B, dann w ird 
offenbar m  =  n und X Y  parallel zu g ,  der Punkt D 
rückt ins Unendliche, also
S a tz  8. „Die Mitte C einer Strecke AB und der un

endlich ferne Punkt D des Trägers der Strecke sind 
vier harmonische Punkte.“

Projizieren wir diese 
vier harmonischen Punkte 
aus einem Punkte S , so 
erhalten w ir nach Satz 4 
vier harmonische Strahlen 
a ,  b ,  c ,  d .  Man be
nutze diese Betrachtungen 
zur Lösung der 

A u fg a b e  5. Gegeben sind drei Strahlen a ,  b ,  c eines 
Büschels; man konstruiere den vierten harmonischen 
Strahl d zu c bezüglich a und b .

Ein einfacher Satz über harmonische Strahlen ergibt 
sich ferner durch folgende Betrachtung: Is t ABC ein 
Dreieck und halbiert man den Winkel bei A sowie dessen 
Nebenwinkel durch Linien, welche die Seite BC be
ziehungsweise in D und E  treffen, so teilen nach be
kannten planimetrischen Sätzen die Punkte D und E die 
Seite BC im Verhältnis der anliegenden Dreiecksseiten; 
also liegen B, C, D, E harmonisch, es ist (BCDE) =  — 1 
und es sind auch die aus A nach diesen Punkten zielenden 
Strahlen harmonisch, so daß wir erhalten 
S a tz  9. „Irgend zwei Strahlen und die zwei Halbierungs

linien der von ihnen gebildeten W inkel bilden ein 
harmonisches Quadrupel. Die letzteren beiden zu
geordneten Strahlen stehen aufeinander senkrecht.“ 

A u f g a b e  6. Man bilde eine Umkehrung dieses Satzes.
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§. 10. Das vollständige Viereck und Vierseit.
G e o m e tr is c h e  D e f in i t io n  von  v ie r  h a r m o n is c h e n  

P u n k te n .
28. V ier harmonische Punkte lassen sich nun nicht 

bloß durch die analytische Beziehung definieren, daß ihr 
Doppel Verhältnis den Zahlen wert — 1 besitzt, sondern 
auch durch eine rein geometrische, durch eine Lagen
beziehung, wie w ir jetzt zeigen wollen.

Sind vier Punkte E , F , G , H in einer Ebene ganz 
beliebig gegeben (Fig. 16a oder Fig. 16b), so bestimmen

sie zunächst sechs L inien, welche je zwei dieser vier 
Punkte verbinden. Die Gesamtheit dieser sechs Linien 
nennen w ir das „vollständige Viereck“ der Punkte E 
F , G , H . Die sechs Linien heißen die „Seiten“ , die 
Punkte E , F , G , H die „Ecken“ des Viereckes. Zu 
jeder Seite des vollständigen Viereckes, z. B. zur Ver
bindungslinie E F  oderl können wir eine zweite, in diesem 
Falle die Verbindungslinie GH oder 1' finden derart, daß 
zwei solche Seiten zusammen alle die vier gegebenen 
Ecken des Viereckes enthalten. W ir nennen zwei solche 
Seiten „Gegenseiten“ des vollständigen Viereckes und
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erhalten augenscheinlich drei Paare von Gegenseiten, 
1, 1', m , m', n ,  n '. Je zwei zusammengehörige Gegen
seiten liefern endlich noch einen Schnittpunkt, nämlich 
1 und 1' den Punkt L , m und m ' den Punkt M und n 
und n ' den Punkt N . Diese drei Punkte L , M , N heißen 
„Nebenecken“ des Viereckes.

Der Zusammenhang dieser Figur m it harmonischen 
Punkten wird nun hergestellt durch folgenden

S a tz  10. „Haben vier Punkte L , M , C , D einer Geraden 
die Eigenschaft, daß durch L  ein erstes Paar von 
Gegenseiten eines vollständigen Viereckes, durch M 
ein zweites Paar von Gegenseiten hindurchgeht, während 
durch C und D die Seiten des letzten Paares von 
Gegenseiten laufen (Fig. 16), so liegen die vier Punkte 
L ,  M , C , D h a rm o n is c h .“

Denn ist N  die letzte Nebenecke des vollständigen 
Vierecks, also der Schnittpunkt von E G  und F H , so 
hat man

wie sich ergibt, wenn man die links stehenden Punkte 
aus dem Punkte F auf n 'p rojiziert (Satz 2 S. 37). Projiziert 
man aber die letzten vier Punkte aus H auf L S I, so wird

Anderseits zeigt aber die Rechnung, daß allgemein

(1) (LM CD) =  (E G N D ),

( E G N D )  =  ( M L C D ) ,

( L M C D )  =  (M L C D ) .

mithin in (3)
( L M C D ) 3 =  1 .



Es kann also das'Doppel Verhältnis der vier Punkte 
L , M, C, D bloß die W erte + 1  oder — 1 haben. Der 
W ert -|- 1 ist aber ausgeschlossen, da er nach 25. 
Aufgabe 3 bloß erreicht w ird , wenn von den vier 
Punkten des Doppelverhältnisses zwei zusammenfallen. 
Dies is t in unserer Figur jedoch nicht möglich. Es muß 
folglich sein

(L M C D ) =  — 1 ,

d. h. die vier Punkte liegen harmonisch.
Es sind dann auch E , G, N , D vier harmonische 

Punkte und die Strahlen von F  oder H aus nach ihnen 
sind ebenfalls harmonisch.

W ir benutzen diese Eigenschaft des vollständigen 
Vierecks, um eine zweite Lösung zu gewinnen für die 
A u fg a b e  7. Gegeben sind drei Punkte A, B, C auf 

einer Geraden; zu C den vierten harmonischen bezüg
lich A und B zu konstruieren.

W ir ziehen (Fig. 17) 
durch den gegebenen 
Punkt C eine beliebige 
Gerade, wählen auf ihr 
irgend zwei Punkte E 
und F , ziehen die Ver
bindungslinien E A , E B , 
sowie F A  und F B . Ist 
dann G der Schnittpunkt 
von F A  und B E , ferner 
H  der Schnittpunkt von 
F B  und A E , so liefert 
GH auf der gegebenen Geraden den vierten harmonischen 
Punkt D. D er Beweis ergibt sich sofort aus der Be
trachtung des vollständigen Vierecks E  F G H . 

D o e h l e m a n n ,  Projektive Geometrie. 4

§ 10. Das vollständige Viereck und Vierseit. 49
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Natürlich kann man die verschiedensten Yierecke 
zur Konstruktion benutzen. In  der Figur ist noch ein 
zweites Viereck E t Ft Gj Hj gezeichnet. Es muß dann 
GŁ IT, durch den gleichen Punkt D gehen.

D ie se  Konstruktion erfordert bloß das Ziehen von 
geraden Linien, ist also mittels des Lineals allein aus
führbar, während bei der in  27. gegebenen Lösung auch 
der Zirkel benutzt werden mußte.

Liegen umgekehrt vier harmonische Punkte A, B,
C, D gegeben vor und zeichnet man in der eben durch
geführten Weise zu A und B den vierten harmonischen 
bezüglich C, so muß dieser mit D z'tisammenfallen.

Zu bemerken ist noch, daß in bezug auf das voll
ständige Viereck die beiden Punktpaare der harmo
nischen Gruppe eine verschiedene Rolle spielen, indem 
nämlich A und B Nebenecken sind, während durch C 
und D die Gegenseiten laufen. W ir wissen aber schon 
aus dem Früheren (20.), daß von den beiden Punktpaaren 
in einem Doppelverhältnis keines vor dem anderen aus
gezeichnet ist. F ür die harmonischen Punkte wäre diese 
Gleichberechtigung der beiden Paare auch geometrisch 
durch Konstruktion eines zweiten Viereckes leicht zu 
erweisen.
A u fg a b e  8 . Die Strahlen a ,  b ,  c eines Büschels sind

gegeben; zu c den vierten 
harmonischen bezüglich a 
und b zu konstruieren.

W ir wählen auf c einen 
P unk t N beliebig (Fig. 18), 
ziehen durch ihn irgend zwei 
Gerade E  G und H F, bringen 
E F  und HG in L zum Schnitt,Fig. 18.
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dann ist S L  der verlangte Strahl d. Die Konstruktion 
erfordert bloß das Ziehen von geraden Linien, ist „linear“, 
wie wir sagen.

G e o m e tr is c h e  D e f in i t io n  von  v ie r  h a rm o n is c h e n  
S tra h le n .

29. Irgend vier Gerade e ,  f ,  g ,  h einer Ebene be
stimmen ein „vollständiges Vierseit“. Es hat 6 Ecken, 
nämlich die sämtlichen Schnittpunkte, welche je zwei 
der viei' Geraden lie
fern. Dieselben grup
pieren sich zu 3 Paa
ren von „Gegenecken“
L , L ', M, M', N , N '
(Fig. 19 a oder b) in 
der Art, daß durch ein 
Paar solcher Gegen
ecken z. B. N , N ' alle 
vier Seiten des Vier- 

seits hindurchgehen.
Je zwei Gegenecken 
können wir durch eine 
Gerade verbinden und 
erhalten so drei „Ne
benseiten 1, m , n “ des 
vollständigen Yierseits.

Das vollständige 
Vierseit, das nach dem 
Gesetz der Dualität 
der Ebene (7 a) dem 
vollständigen Viereck 
entspricht, gibt die 
Möglichkeit, vier har-
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moniscłie Strahlen rein geometrisch zu definieren durch 
folgenden

S a tz  1 1 . „Haben vier Stralilen 1 , m , c ,  d ,  die einem 
Strahlenbüschel X angehören, die Eigenschaft, daß 
auf 1 ein erstes Paar L, L ' von Gegenecken eines voll
ständigen Vierseits e, f, g, h , auf m ein zweites Paar 
M, M' von Gegenecken gelegen ist, während die Strahlen 
c und d das dritte Paar N, N ' von Gegenecken enthalten 
(Fig. 19), so liegen die vier Stralilen 1, m, c, d harmonisch.“

Zum Beweise seien D und D ' die Schnittpunkte von 
d m it f  und h ; bringen w ir nun die Strahlen 1, m , c , d 
mit f zum Schnitt und projizieren die Schnittpunkte aus 
N ', so ergibt sich

(Im  cd ) =  (LM 'N D ) =  ( e g n d ) .
Schneiden w ir die letzteren 4 Strahlen m it h  und 
projizieren die Schnittpunkte aus X , so wird

( e g n d )  =  (M L 'N D ')  =  (m ie d )  =  ^ ^ ) -

Aus beiden Gleichungen folgt wieder 
(Im  c d ) 2 =  1

und daher unter Anwendung der gleichen Schlußweise 
wie oben

(Im  cd ) =  — 1 .
Ala' Übung mag das vollständige Vierseit ermittelt 

w erden ,. zu welchem die in Aufgabe 8  konstruierten 
harmonischen Strahlen die soeben beschriebene Lagen
beziehung haben.

Diese rein geometrische Eigenschaft harmonischer 
Punkte bzw. Strahlen benutzt die Geometrie der Lage, 
um die harmonischen Gebilde zu definieren und ihre 
Beziehungen abzuleiten, wie hier nicht weiter erörtert



werden soll; das D o p p e lv e r h ä l tn i s  von vier Elementen 
dagegen in der hier gegebenen Definition muß sie von 
ihren Betrachtungen ausschließen wegen der darin vor
kommenden Strecken oder Winkel. Den Inbegriff von 
irgend vier Elementen eines Grundgebildes erster Stufe 
bezeichnet man in der Geometrie der Lage nach v. Staudt 
als einen „W urf“.

Um eine Anwendung dieser Betrachtungen zu geben, 
beweisen w ir noch folgenden Satz:

Hat man in einer Ebene zwei gerade Linien a und b 
und einen Punkt S und 
legen w ir durch S be
liebige Gerade, welche 
a und b je in A, B,
A', B ', usw. schneiden 
(Fig. 20); ziehen wir 
ferner A B ' und A 'B , 
welche einen Punkt D 
liefern, A' B" und A"B', 
welche sich in D ' 
schneiden usw., so liegen alle so konstruierten Punkte D 
auf einer Geraden, welche auch den Schnittpunkt F  der 
gegebenen Geraden a und b enthält.

Denn verbinden wir F  mit S und D und nennen diese 
Strahlen s und d , so sind a , b , s , d vier harmonische 
Strahlen, wie sich aus dem Viereck A A ' B ' B er
gibt, also (a b s d) =  — 1 . Zu den drei Strahlen a , b , s 
gibt es aber bloß e in e n  vierten harmonischen, also 
müssen alle Punkte D auf einem Strahl durch F  liegen.

A u fg a b e  9. Gegeben sind in einer Ebene zwei Gerade 
a und b ,  deren Schnittpunkt nicht mehr gezeichnet 
werden kann, und ein Punkt D. Man soll diesen Punkt

§ 10. Das vollständige Viereck und Vierseit. 53
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D mit dem unzugänglichen Schnittpunkt durch eine 
Gerade verbinden.

W ir benutzen den eben bewiesenen Satz und ziehen 
durch D (vgl. Fig. 20) irgend zwei Gerade A B ' und 
A' B . Dann liefern A B und A' B ' einen Punkt S . Irgend 
eine durch S w eiter gezogene Gerade, welche a und b 
in A" und B" trifft, bestimmt einen Punkt D ', der mit 
D verbunden die gesuchte Gerade gibt.

§ 11. Metrische Relationen bei harmonischen Gebilden.
30. Sind A , B , C , D vier harmonische Punkte, so 

ist also (ABCD) =  — 1 oder
A C _ AD
B C ~ ~ B D -  

Is t weiter (Fig. 21) M die Mitte der Strecke A B , 
so können wir die letzte Gleichung auch schreiben:

AM +  MC D M + M A  
B M +  MC ~ BM +  MD'

Multipliziert man aus, so ergibt sich unter Rücksicht 
auf die Gleichung AM =  MB
(1) MC • MD = M A 2 =  M B 2.



Dies liefert einen leicht in Worte zu fassenden Satz 
über harmonische Punkte. Ist umgekehrt Gleichung (1 ) 
erfüllt, so liegen die Punkte harmonisch.

Legen w ir durch die Punkte C und D irgend einen 
Kreis und von M aus eine Tangente an ihn, so ist 
MC • MD die Potenz des Punktes M in bezug auf diesen 
Kreis und gleich dem Quadrat der Tangente. W ird der 
Berührungspunkt der Tangente mit T bezeichnet, so hat 
man demnach
(2) M T 2 =  M C -M D .

Aus (1) und (2) folgt
MT =  MA =  B M , 

d. h. T liegt auf dem Kreise über AB als Durchmesser. 
Die Tangenten an die beiden Kreise in  T stehen also 
aufeinander senkrecht oder andersausgedrückt: die beiden 
Kreise schneiden sich rechtwinkelig oder orthogonal. 
Damit ist bewiesen:
S a tz  12. „Sind A , B , C , D vier harmonische Punkte, 

so schneidet je d e r  Kreis durch die beiden zuge
ordneten Punkte C und D den über AB als Durch
messer beschriebenen Kreis orthogonal.“

A u fg a b e  10. Sind a , b , c , d vier harmonische Strahlen, 
so daß also (a b c d )  =  — 1 , und ist m einer der 
Strahlen, welche den Winkel von a und b halbieren, 
so beweise man die der Gleichung (1 ) entsprechende 
Relation

tg  (m c) • tg  (m d) =  tg 2 (m a) =  tg 2 (m b ) .

§11. Metrische Relationen bei harmonischen Gebilden. 5 5



ILI. Abschnitt.

D ie projektive B eziehung der einförm igen
G rundgebilde.

§ 12. Die konstruktive Behandlung der projektiven  
Beziehung.

D e f in it io n  p r o je k t iv e r  G ru n d g e b ild e .

31. An perspektiven Grundgebilden erster Stufe haben 
w ir im  I. Abschnitt zweierlei Eigenschaften als charakte
ristisch erkannt: die Eigenschaft der Lage (14.) und die 
daraus sich ergebende m e tr is c h e  Eigenschaft der Gleich
heit der Doppelverhältnisse von je vier entsprechenden 
Elementen (23.). Denken w ir uns nun in zwei perspektiven 
Grundgebilden erster Stufe, z. B. zwei Punktreihen g  und 
gj (Fig. 6 ), die sämtlichen entsprechenden Punkte wie 
A und A t , B und Bx usw. in irgend einer Weise an den 
(etwa als materiell gedachten) Punktreihen markiert. 
Heben w ir nun den geometrischen Zusammenhang zwischen 
den Punktreihen g und gt und dem Strahlenbüschel S 
auf, indem wir g und gt in irgend eine beliebige Lage 
bringen. W ährend dadurch die perspektive Lagenbeziehung 
zerstört wird, bleibt die m e tr is c h e  Eigenschaft nach wie 
vor erhalten. W ir nennen die Punktreihen dann noch 
„projektiv“ , wofür auch das Zeichen a  gebraucht 
wird. Allgemein stellen w ir auf als



D e f in i t io n :  „Zwei Grundgebilde erster Stufe heißen 
projektiv, wenn sie eindeutig, Element für Element, 
dadurch aufeinander bezogen sind, daß je vier Elemente 
des einen Gebildes und die vier entsprechenden des 
anderen das gleiche Doppelverhältnis bilden.“

Um uns solche projektive Grundgebilde zu verschaffen, 
steht uns z u n ä c h s t  kein anderes Mittel zu Gebote, als 
daß -wir zwei Grundgebilde perspektiv aufeinander be
ziehen und dann gewissermaßen „auseinandernehmen“. 
Es ist aber leicht, auch d i r e k t  eine projektive Beziehung 
zwischen zwei Grundgebilden erster Stufe zu vermitteln.

K o n s tr u k t io n  p r o je k t iv e r  P u n k tr e ih e n .

32. W ir führen dies zunächst durch für zwei Punkt
reihen, deren Träger g und gt sich in e in e r  Ebene be
finden mögen. Irgend drei beliebigen Punkten A , B , C 
auf g ordnen w ir drei beliebige Punkte At , B j , Cj auf 
gx zu. W ir verbinden (Fig. 22) A m it Aj und wählen 
auf dieser Verbindungslinie zwei beliebige Punkte S und 
St . Die Linien SB und SXB, mögen sich in B , SC und 
SiCj in C schneiden. Weiter legen wir durch B und C 
eine Linie p , welche AAX in A treffen möge. Zu einem 
beliebigen Punkte D von g verschaffen wir uns jetzt 
einen entsprechenden auf g l in folgender Weise: SD 
trifft p in D , und S, D schneidet gj in einem Punkte Dx , 
der dem Punkte D zugewiesen wird. Dann ist offenbar 
für je d e  Lage von D nach den Sätzen von 23.

(ABCD) =  ( A i B ^ D i )  =  (ABCD).
Beschreibt D die eine Punktreihe, so durchwandert 

Dx die andere und es sind immer die Büschel S und St 
je perspektiv zur Punktreihe A , B , C . . .  auf p und also 
auch zueinander perspektiv. Es bilden folglich auch

§ 12. Die konstruktive Behandlung- d. projektiv. Beziehung. 5  7



irgend vier Punkte auf g und die vier entsprechenden 
auf g l das gleiche Doppelverhältnis. Damit haben wir 
in der Tat projektive Punktreihen konstruiert und 
gleichzeitig gefunden, daß w ir drei Paare entsprechender 
Punkte beliebig annehmen können. Dadurch ist die 
projektive Beziehung gerade bestimmt.
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Fig 22.

A u fg a b e  11. Man konstruiere die Punkte, welche den 
unendlich fernen Punkten von g und gL bezüglich ent
sprechen. —  Der Schnittpunkt der beiden Träger g 
und g 1 kann als Punkt von g m it E  und als Punkt 
von gj mit Ft bezeichnet werden. Man konstruiere die 
beiden entsprechenden Punkte Ex und F (siehe Fig. 22).

K o n s tru k t io n  p r o je k t iv e r  S t r a h le n b ü s c h e l .

33. Zwei in einer Ebene befindliche Strahlenbüschel 
projektiv aufeinander zu beziehen, gelingt durch die ent
sprechende duale Betrachtung. W ir greifen im Büschel
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S drei beliebige Strahlen a, b, c heraus, denen w ir im 
Büschel SL drei beliebige Strahlen a1; b t , ct zuordnen 
(Fig. 23). Durch den Schnittpunkt von a und ax ziehen 
w ir willkürlich zwei Gerade g und gL und bringen g in 
A, B, C zum Schnitt 
mit den Strahlen a, 
b, c, die Gerade gt  
hingegen m it at , 
bŁ, cL in A v  Blt Cx.
Dann liefern dieYer - 
bindungslinien BB, 
und CC1 in ihrem 

Schnitte einen 
Punkt P. Zu einem 
beliebigen Strahl d 
des Büschels S fin
den w ir nun, wie folgt, den entsprechenden: d trifft g in
D, D P  schneidet gt in DL und SjDĵ ist der entsprechende 
Strahl dx im Büschel St .

Leicht erkennt man, daß wieder
(a b c d )  =  (ax bi Cj dx) .

Die Punktreihen auf g und g l , welche durch entsprechende 
Strahlen der Büschel S und ausgeschnitten werden, 
sind perspektiv.
A u fg ab e  12. Man zeichne in den beiden projektiven 

B üscheln die Strahlen e: und f , welche dem Verbindungs
strahl SS! entsprechen, wenn dieser als e und fL ge
nommen wird.

Um eine Punktreihe und einen Strahlenbüschel pro
jektiv aufeinander zu beziehen, schneiden w ir den Büschel 
mit einer Geraden in einer Punktreihe und beziehen diese 
auf die gegebene Punktreihe.



Wären ein Ebenenbüschel und ein Strahlenbüschel in 
projektive Beziehung zu setzen, so bringen w ir die Ebene 
des Strahlenbüschels zuin Schnitt m it dem Ebenenbüschel 
und beziehen die beiden Strahlenbüschel projektiv auf
einander.

Z u sa tz . Statt durch eine geometrische Konstruktion 
können wir uns die projektive Beziehung auch von 
Anfang an durch eine Doppelverhältnisrelation festge
legt denken. Sind z. B. g und g, die Träger zweier 
Punktreihen und A, B , C sowie At , B , , Ct beliebig 
auf ihnen ausgewählt, so bildet ein beliebiger Punkt D 
auf g mit A, B , C ein Doppelverhältnis von bestimm
tem W ert (ABCD) =  X. Dann gibt es auf gx e in e n  
Punkt D i, für welchen (A1B1C1D1) =  l . Dies is t der 
D entsprechende Punkt D1 . Es gilt also die Beziehung

(ABCD) =  (A Ą C jlDj) .

Die angeführten Konstruktionen lehren, Elemente zu 
finden, die stets dieser oder einer entsprechenden Be
ziehung genügen.

Es drängt sich aber noch die Frage auf: Is t vielleicht 
die soeben direkt begründete projektive Beziehung all
gemeinerer Art als die Beziehung, in der zwei Perspek
tive Grundgebilde stehen, nachdem ihre gegenseitige Lagen
beziehung aufgehoben ist?

Dies ist bei den Grundgebilden erster Stufe in  der 
Tat nicht der Fall. Denn w ir wollen im folgenden Para
graphen zeigen, daß sich zwei projektive Grundgebilde 
erster Stufe stets in perspektive Lage bringen (perspektiv 
„orientieren“) lassen.
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§ 13. Die perspektive Orientierung projektiver 
Grundgebilde erster Stufe.

P r o je k t iv e  P u n k t r e ih e n ,  in  p e r s p e k t iv e  L a g e  
g e b ra c h t.

34. Liegen zwei in der soeben beschriebenen Weise 
projektiv aufeinander bezogene Punktreihen g  und g t vor, 
in denen also vier beliebigen Punkten der einen vier Punkte 
der anderen entsprechen vom gleichen Doppelverhältnis, 
so seien E und Ex irgend zwei einander entsprechende 
Punkte. Dann gilt für drei weitere entsprechende Punkt
paare A jA ^  C, Ct die Relation
(1) (ABEC) =  ( A Ą E ^ )  .

Bringen -wir nun g und gt in eine solche gegenseitige 
Lage, daß E t auf E zu liegen kommt, während die Träger 

■g und g, selbst nicht zusammenfallen. W ir verbinden A 
m it At , B mit Bx und zeichnen den Schnittpunkt S dieser 
Verbindungsstrahlen*). Dann geht auch die Linie CC, 
durch diesen Punkt S. Denn angenommen, die Ver
bindungslinie SCX treffe g in C ', so ist nach 23. Satz 2
(2 ) (ABECO =  (A1B1E1C1) , 
also m it Rücksicht auf (1)
(3) (ABEC) =  (ABEC7) •
Dann muß aber notwendig C ' mit C zusammenfallen, also 
C ' =  C sein; denn es gibt nach 25. nur e in e n  Punkt C, 
der m it A, B und E ein Doppelverhältnis von gegebenem 
W erte (ABEC) bildet. Ganz in der gleichen Weise zeigt

*) Es wird dem Leser geraten, die Figuren nach den 
Angaben des Textes s te ts  selbst zu entwerfen, auch w enn 
sie beigedruckt sind. Es erleichtert das Verständnis ungemein, 
wenn man die Figur, Schritt für Schritt der Entwicklung 
folgend, erst allmählich e n ts te h e n  sieht.



man, daß je d e  Verbindungslinie irgend zweier anderer 
entsprechender Punkte, wie D und Dj usw., auch immer 
durch den P unkt S gehen muß. Die beiden Punktreihen 
sind also dargestellt als Schnitte des Büschels S, sie sind 
in perspektive Lage gebracht.

Dies ist offenbar noch auf unendlich verschiedene 
Arten möglich, da ja nur nötig war, irgend zwei ent
sprechende Punkte der projektiven Punktreihen im Schnitt
punkt der beiden Träger zur Deckung zu bringen. Der 
Punkt S heißt auch das „Zentrum der Perspektivität“. 
W ir erhalten also den
S a tz  13. „Hat man zwei projektive Punktreihen g und 

gj und liegen im Schnittpunkte der beiden Träger ent
sprechende Punkte der Punktreihen vereinigt, während 
die Träger g und gt selbst nicht zusammenfallen, so 
sind die beiden Punktreihen perspektiv, d. h. alle 
Verbindungslinien entsprechender Punkte von g und 
g, laufen durch einen P unkt, das Zentrum der Per- 
spektivität.“

P r o je k t iv e  S t r a h le n b ü s c h e l ,  in  p e r s p e k t iv e  
L a g e  g e b ra c h t.

35. Um zwei in einer Ebene befindliche projektive 
Strahlenbüychel S und Sx in perspektive Lage zu bringen, 
greifen w ir irgend zwei entsprechende Strahlen e und e1 
heraus und bringen sie zur Deckung, jedoch so, daß S 
und St nicht aufeinander zu liegen kommen. Dann zeigt 
die duale Betrachtung, daß die Büschel perspektiv liegen. 
Dies liefert den
S a tz  14. „Liegen zwei in einer Ebene befindliche pro

jektive Strahlenbüschel so, daß in der Verbindungslinie 
ihrer Mittelpunkte entsprechende Strahlen der beiden
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Büschel vereinigt sind, während die Mittelpunkte nicht 
zusammenfallen, so sind die Büschel „perspektiv“, d. h. 
a l le  entsprechenden Strahlen schneiden sich auf einer 
Geraden, der »Achse der Perspektivität«.“

Die Aufgabe, eine Punktreihe und einen zu ihr pro
jektiven Strahlenbüschel perspektiv zu legen, verlangt, 
den Büschel so zu orientieren, daß drei Strahlen a , b, c 
durch die ihnen entsprechenden Punkte A, B, C der 
Punktreihe gehen. (Beweis!) Dies ist auf Grund plani- 
metrischer Sätze leicht durchführbar.

Melir Schwierigkeiten bietet es, einen Strahlenbüschel 
imd einen zu ihm projektiven Ebenenbüschel in Perspek
tive Lage zu bringen. W ir übergehen die Lösung, da sie 
für das Folgende ohne Belang ist.

36. Fügen w ir bei, daß die in § 12 durchgeführten 
Betrachtungen noch manche S p e z ia lis ie ru n g e n z u la sse n . 
So kann man z. B. bei der Konstruktion der projektiven 
Punktreihen in 32. die auf dem Verbindungsstrahl AAa 
noch ganz beliebig angenommenen Punkte S und St auch 
so wälden, daß S nach A t  und Sj nach A fällt. Dann hat 
man zur Durchführung der g le ic h e n  Betrachtung wie 
damals die Linienpaare

zu benutzen, deren erstes einen Punkt B, das zweite einen 
Punkt C liefert (Fig. 24), während die Verbindungslinie 
BC der perspektive Schnitt der Büschel A und At ist, 
den w ir mit p0 bezeichnen wollen. Irgend zwei ent
sprechende Punkte D und Dj der projektiven Punktreihen 
sind daraus zu erhalten, daß das Linienpaar

§14.  Anwendungen.
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einen auf p0 gelegenen Schnittpunkt D besitzt. Konstruiert 
man jetzt wieder die dem Schnittpunkt von g und gt ent
sprechenden Punkte, so liefert die Figur unmittelbar das 
Ergebnis, daß dies die Punkte Ex und F  sind, in denen 
p0 den Trägern gt  und g  begegnet.

Is t nun die projektive Beziehung von g und gt ge
geben, so sind damit diese Punkte E t und F  und also 
auch p0 bestimmt. Ebensogut wie nach A und At hätten 
w ir die Hilfspunkte Sx und S aber auch nach B und Bj 
oder nach C und Ct usw. verlegen können und müssen 
dadurch die gleiche Achse p0 erhalten. W ir haben also 
bewiesen:
S a tz  15. „Hat man zwei projektive Punktreihen A, B, 

C, . . .  und A i, Bx, C1; . . .  auf zwei festen Trägem  g 
und gL und betrachtet alle möglichen Linienpaare wie

F ig . 24:
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die Schnittpunkte, welche jedes dieser Linienpaare liefert, 
auf einer Geraden p0, welche aus den Trägern g und g t 
diejenigen Punkte ausschneidet, die den im Schnitt
punkt von g und gt vereinigten Punkten entsprechen.“ 

A u fg a b e  13. F ür zwei in einer Ebene befindliche pro
jektive Strahlenbüschel läßt sich ein entsprechender 
Satz aufstellen. Man beweise ilm.

D e r  S a tz  v o n  D e sa rg u e s .
37. Als ein Beispiel für die Brauchbarkeit dieser Be

trachtungen erweisen w ir noch folgenden in  8 . schon er
wähnten
S a tz  16. „Wenn zwei in einer Ebene gelegene Dreiecke 

AjBjÜ! und A2B2C2 die Eigenschaft haben, daß 1 ) die 
Verbindungslinien A jA j, B Ą ,  C1C2 durch einen Punkt 
gehen, so weiß man, daß 2) die Schnittpunkte von A Ą  
und A2B2, AjC] und A2C2, BjC^ und B2C2 auf einer 
Geraden liegen, und aus 2) folgt auch umgekehrt 1).“

Nehmen w ir drei durch einen Punkt S gehende 
Strahlen a ,  b , c (Fig. 25) und auf ihnen bezüglich die 
Punlctpaare At , A2 , Bt , B2 und Cx , C2 , so ist damit 
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die Bedingung 1) für die beiden Dreiecko At Bj Ci und 
A2 B2 C, erfüllt. Betrachten w ir nu’n den Büschel S , so 
schneidet derselbe die Geraden A 1 Bt und A2 B2 in zwei 
perspektiven Punktreihen. Diese perspektiven Punktreihen 
projizieren w ir aus und C2 beziehungsweise. Dann 
sind diese Büschel Ct und C3 projektiv und, wie man 
leicht erkennt, überdies perspektiv, da der Yerbindungs- 
strahl Ü! C2 sich selbst entspricht. Es schneiden sich 
mithin entsprechende Strahlen auf e in e r  Geraden, der 
Achse der Perspektivität; also müssen auf einer Geraden 
S liegen: der Schnittpunkt von AL und A2 C2 , dor 
Schnittpunkt von B1C1 und B ,C 2, und der Schnittpunkt 
von At Bl und A, B2 (da auch nach ihm entsprechende 
Strahlen der Büschel Ct und C2 laufen). Damit ist der 
Satz bewiesen. Ganz ähnlich verfährt man bei der Um
kehrung desselben.
Z u sa tz . Liegen die beiden gegebenen Dreiecke in ver

schiedenen Ebenen, so ergeben sich die gleichlautenden 
Sätze durch einfache stereometrische Betrachtungen.

A n a ly t is c h e r  A n sa tz .

38. Die rechnende Geometrie behandelt die pro
jektive Beziehung in folgender Weise: Werden die 
Elemente des einen Grundgebildes erster Stufe durch die 
W erte eines Parameters X , z. B. eines Doppelverhältnisses 
(vgl. 25.), die eines zweiten Grundgebildes durch einen 
Parameter f i  festgelegt und besteht zwischen X und ß  eine 
in bezug auf jede dieser Größen l in e a r e  Relation
(1) txX/x +  /SA +  y / t  +  (5 =  0 ,
wo a ,  ß ,  y ,  d beliebige, aber feste Zahlenwerte sind, 
so ordnet diese Gleichung, nach X oder nach /.i aufgelöst, 
jedem W ert des einen Parameters e in e n  des ändern zu.
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Es sind also auch die beiden Grundgebilde erster Stufe 
dadurch eindeutig, Element für Element, aufeinander be
zogen. Weiter zeigt man: Sind die beiden Grandgebilde 
eindeutig aufeinander bezogen und zwar durch eine 
solche „bilineare'1 Gleichung wie (1), so folgt daraus 
schon, daß vier Elemente des einen Grundgebildes und 
ihre vier entsprechenden das gleiche Doppelverhältnis 
bilden, d. h. daß die Grundgebilde projektiv sind. Eine 
solche Relation (1) stellt also den analytischen Ausdruck 
der Projektivität dar.

W ir wollen dies am einfachsten Beispiel zweier 
projektiver Punktreihen g und gt noch genauer verfolgen. 
Auf g w ird ein Punkt 0  willkürlich angenommen und 
ein beliebiger Punkt P  von g durch seine Abszisse 
OP =  x  festgelegt, deren Zahlenwert nach der einen Seite 
positiv, nach der entgegengesetzten Seite negativ zu nehmen 
ist. Ebenso werden die Punkte von g l durch Abszissen x t 
dargestellt. Zwischen diesen Parametern möge jetzt die 
Gleichung bestehen:
(2 ) « x x !  - f  ß x  +  y x i +  ö =  0 .
Dann ist vermöge derselben auch

(3 ) X =  — L4 t4  und X i - - £ L ± A .
(XX! +  ß  OCX 4- y

Diese Gleichungen gestatten, zu jedem x  oder x, das 
entsprechende x, oder x  zu berechnen. Der Ausdruck 
für das Doppelverhältnis von vier Punkten P , P ', P", V "  
wird aber, wie man sofort erkennt,

(4) ( P F P " F " )  =

wenn diese Punkte durch die Abszissen x ,  x ', x", x '"  
gegeben sind. Den vier Punkten P ,  P ', P", V "' ent
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sprechen vier andere Punkte P i , P i , P " , P " ' auf gi mit 
den Abszissen

ß x  +  6 , ß x '  +  6
X! =  — £— —— , Xi =  — , USW.

« x  - f  ji » r  +  7

Dann zeigt eine leichte Rechnung, daß

(P iP iP i 'P f )  =  ( P F P " P '" ) .

§ 15. Metrische Relationen. Spezielle Fälle.

D ie  F lu c h tp u n k t - R e la t io n .

39 Führen w ir in  die Beziehung, welche die Gleich
heit der Doppelverhältnisse von je  vier entsprechenden 
Punkten in zwei projektiven Punktreihen zum Ausdruck 
bringt, die uneigentliehen Punkte der beiden Träger g 
und gt ein, so erhalten w ir eine m e tr is c h e  Relation im 
speziellen Sinn, indem die Doppelverhältnisse in einfache 
Verhältnisse übergehen. Denken w ir uns nämlich die 
beiden Punktreihen irgendwie perspektiv gelegt und sind 
(Fig. 6 ) R  und Qj die den unendlich fernen Punkten von 
gj und g entsprechenden Punkte, die w ir als „Flucht
punkte“ bezeichnen, so hat man

(ABRQ) =  ( A j B ^ Q ,)  

und daraus m it Rücksicht auf 25.

A R  B, Qt 
B R _  Aj Qx

oder
AR • A iQ i =  BR • B1Q1 ,

Es sind also alle diese Rechtecke, je m it entsprechenden 
Punkten 'A , At , B , B*, C , Ct . . . gebildet, flächen
gleich. Den gemeinsamen Flächeninhalt derselben erhält



man auch, wenn man das im Schnittpunkt der Träger 
vereinigte Punktpaar E , Ex herausgreift, für welches

E R  • E ^ i  =  QLS • R S  =  k .
Es ist also

A R • At Qj =  BR  • Bj Qł =  . . . =  k =  konst.

Ä h n lic h e ,  k o n g r u e n te  P u n k tre ih e n .

40. Aus der allgemeinen projektiven Beziehung zweier 
Punktreihen ergibt sich eine spezielle, wenn w ir die 
uneigentlichen oder unendlich fernen Punkte der beiden 
Träger besonders berücksichtigen, was dadurch möglich 
wird, daß wir dieselben in der projektiven Beziehung 
einander entsprechen lassen. Sind Q und QL diese un
endlich fernen Punkte, so ist also

(ABCQ) =  (A1B1G1Q1),
folglich

AC A, Cj 
BC ~  Bj Ct

oder auch
AC BC 

A1C1 “  B ^  ~  ° -

Es muß daher überhaupt das Yerhältnis irgend zweier 
entsprechender Strecken unveränderlich =  c sein. Solche 
Punktreihen heißen „ähnlich“.

Is t c =  1 , so sind je zwei entsprechende Strecken 
gleich lang, die projektiven Punktreihen werden als 
„kongruent“ bezeichnet.

A u fg a b e  14. Man zeige, daß man ähnliche (unter Um
ständen kongruente) Punktreihen erhält, wenn man 
zwei parallele Gerade m it einem beliebigen Strahlen
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büschel oder zwei beliebige Gerade mit einem Parallel- 
strahlenbüschel schneidet.

Ebenso heißen zwei projektive Strahlenbüschel kon
gruent, wenn irgend zwei Strahlen den gleichen Winkel 
einschließen wie die ihnen entsprechenden. Solche 
Strahlenbüschel erhält man z. B., wenn man eine Punkt
reihe aus zwei Punkten S und St projiziert, die gleichweit 
entfernt von derselben und auf einer Senkrechten zu ihr 
liegen, oder auch dadurch, daß man zwei zur unendlich 
fernen Geraden perspektive Büschel betrachtet, in denen 
folglich entsprechende Strahlen immer parallel laufen.
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IV. A b s c h n i t t .

Die projektive Beziehung auf dem gleichen 
Träger.

§ 16. Die Doppelelemente und ihre Konstruktion.

B e s tim m u n g  e in e r  p r o je k t iv e n  B e z ie h u n g  au f  
dem  g le ic h e n  T rä g e r .

41. Denken wir uns zwei Punktreihen g und gt 
projektiv aufeinander bezogen. Dann können w ir auch 
den Träger der einen Punktreihe m it dem der ändern 
zusammenfallen lassen. W ir haben also nur noch e in e n  
Träger, der gewissermaßen doppelt zu nehmen und 
„projektiv auf sich selbst bezogen“ ist. Die Möglichkeit 
einer solchen Beziehung läßt sich auch d i r e k t  leicht 
erkennen: denn ordnen wir drei Punkten A, B, C eines 
Trägers g drei andere Punkte Ax, Bn  Ct des gleichen 
Trägers zu, so ist dadurch die projektive Beziehung 
auf der Punktreihe g festgelegt. Um sie nämlich kon
struktiv zu verfolgen, projizieren wir A, B, C aus einem 
beliebigen (nicht auf g gelegenen) Punkt S und Au  B ,, 
Cx aus einem Punkte S, je durch einen Strahlenbüschel. 
Dann ist die projektive Beziehung dieser beiden Büschel 
bestimmt und entsprechende Strahlen derselben schneiden 
entsprechende Punkte auf g aus. Is t ein Punkt auf dem 
Träger g gegeben, ohne daß hinzugefügt ist, welcher der 
beiden Punktreihen er angehören soll, so kann man ihn



als Punkt der einen oder ändern Punktreihe nehmen und 
demgemäß m it J  oder lvt bezeichnen. Verbindet man ihn 
dann entweder m it S oder mit Sx, so ist es möglich, die 
b e id e n  entsprechenden Punkte und K zu finden, 
welche im allgemeinen n ic h t  zusammenfallen werden. 
Ganz ebenso können w ir auch einen Strahlenbüschel 
oder einen Ebenenbüschel projektiv auf sich selbst 
beziehen.

D e r  S in n  p r o je k t iv e r  G eb ild e .

42. Ist ein Grundgebilde erster Stufe, z. B. eine 
Punktreihe g, gn  projektiv auf sich bezogen und durch
laufen w ir das eine der beiden Systeme in einem gewissen 
Sinne, z. B. im Sinne A B C , wenn dies drei Punkte von 
g ,  so w ird auch für die Elemente des zweiten Systems 
gt dadurch eine gewisse Anordnung festgelegt, indem 
sich, wie leicht zu erkennen ist, auch für dies Gebilde 
ein einzigerSinnausbildet, derdurchdiedreientsprechenden 
Punkte AŁ, B !, Cx bereits bestimmt ist. In der Tat denken 
w ir uns die beiden Punktreihen auf getrennten Trägern 
und in perspektive Lage gebracht, so daß sie als Schnitte 
des gleichen Strahlenbüschels erscheinen, so w ird durch 
den Sinn A B C  auch in diesem Büschel ein gewisser 
Sinn festgelegt, und dieser überträgt sich wiederum auf 
die zweite Punktreihe. Derselbe bleibt der gleiche, un
abhängig davon, welche Tripel A, B, C bzw. A: , B j, Ct 
man herausgreift.

Die beiden projektiven Gebilde auf dem gleichen 
Träger, Punktreihen, Strahlenbüschel oder Ebenenbüschel, 
heißen nun,, g le ic h s in n ig “ oder „ g le ic h la u f e n d “,wenn 
der zweite Sinn m it dem ersten übereinstimmt (Fig. 26a), 
dagegen „ u n g le ic h s in n ig “ oder „ e n tg e g e n g e s e tz t 
la u f e n d “, wenn dies nicht der Fall ist (Fig. 26b). Man
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bemerke, daß zwei projektive Gebilde auf dem gleichen 
Träger also stets entweder durchaus im Sinn überein
stimmen oder durchaus entgegengesetzten Sinn haben. 
Dagegen ist es nicht möglich, daß sie etwa in einem 
Gebiete im gleichen, in einem ändern Gebiete im entgegen
gesetzten Sinne laufen.

43. Bis hierher unterschied sich die projektive 
Beziehung auf dem g le ic h e n  Träger nicht wesentlich 
von der früher auf verschiedenen Trägern betrachteten. 
Ein neuer Gesichtspunkt wird erst durch folgende Frage
stellung gewonnen: Enthält ein projektiv auf sich selbst 
bezogener Träger Elemente, die sich mit den ihnen ent
sprechenden decken? Können wir z. B. bei einer projek
tiven Beziehung auf einer Geraden einen P unkt X finden, 
der mit dem entsprechenden Xj zusammenfällt? W ir 
werden einen solchen Punkt einen „Doppelpunkt“ nennen; 
ihnen entsprechen „Doppelstrahlen“ und „Doppelebenen“ 
beim Strahlen- bzw. Ebenenbüschel.

Fig. 26 a. Fig. 2Gb.

D ie D o p p e le le m e n te .



Bevor wir nun allgemein diese Doppelelemente kon
struieren lernen, wollen wir sehen, wie sich ihre Existenz 
in gewissen Fällen schon aus der geometrischen An
schauung herleiten läßt.

Betrachten wir eine ungleichsinnige Projektivität in 
einem Strahlenbüschel. Ein beweglich gedachter Strahl 
durchläuft den ersten Büschel im  Sinne a b c  (Fig. 26b) 
nach irgend einem Gesetze, etwa m it gleichförmiger 
Winkelgeschwindigkeit. Die Bewegung eines Strahles 
des zweiten Büschels sei dadurch boetimmt, daß er sich 
in aL befinden soll, wenn der erste Strahl m it a zusammen
fällt, in bL, wenn dieser b passiert usw., daß also überhaupt 
die beiden beweglichen Strahlen im  g le ic h e n  Z e i t 
m o m e n t sich immer in entsprechenden Strahlen der 
projektiven Beziehung befinden. H at nun der erste Strahl 
von a ausgehend die Lage a1 erreicht und bezeichnen 
w ir ihn in dieser Stellung m it d ,  so befindet sich der 
entsprechende Strald in  dx. Wo nun dt auch gelegen 
sein mag, jedenfalls haben die von a bzw. aL über- 
strichenen Winkelräume aax und d d j infolge des entgegen
gesetzten Drehungssinnes einen Teil gemeinsam, —- in 
dem in der Figur gezeichneten Falle z. B. den Winkelraum 
d d, — , und in diesem, der von den beiden beweglichen 
Strahlen im entgegengesetzten Sinne überstrichen wird, 
muß es e in m a l Vorkommen, daß die Strahlen übereinander 
wegeilen. Einer solchen Stellung, wo sich für einen 
Moment die beiden Strahlen decken, entspricht aber offen
bar ein Doppelstrahl m , m t der beiden Büschel.

Lassen w ir ferner den ersten Strahl von der Lage 
d aus seine Bewegung fortsetzen, bis er m it a zusammen
gefallen ist, so bewegt sich während dieser Zeit der 
zweite Strahl im entgegengesetzten Sinne von dx nach aL 
und es muß sich also auch im W inkelraum a a x ein
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zweiter Doppelstrahl n , nL der Büschel befinden, welcher 
vom ersten Doppelstrahl m sowohl durch das Strahlen
paar a , ax als auch durch das Paar d , dt getrennt wird. 
Die gleiche Betrachtung ist auch für Punktreihen durch
führbar, so daß damit bewiesen:

S a tz  17. „In einer u n g le ic h s in n ig e n  projektiven 
Beziehung auf dem gleichen Träger gibt es stets zwei 
Doppelelemente, welche durch jedesPaar entsprechender 
Elemente getrennt werden. Diese zwei Doppelelemente 
können folglich nie zusamnienfallen.“

Auf die nicht einfachen Voraussetzungen und Be
trachtungen, welche nötig sind, um diesen Satz zu be
weisen, ohne die Anschauung zu Hilfe zu nehmen, gehen 
w ir nicht ein.

W ährend in ungleichsinnigen projektiven Gebilden
1. Stufe demnach stets zwei nicht zusammenfaliende 
Doppelelemente auftreten, kann man bei gleichsinnigen 
Projektivitäten dies nicht behaupten. In  ihnen können 
Doppelelemente auftreten oder auch nicht.

Dagegen ist es immöglich, daß m e h r  als zwei 
Doppelelemente vorhanden sind. Denn angenommen, es 
gebe in einer projektiven Beziehung auf einer Punktreihe 
drei Doppelpunkte M, N , P, so wäre für ein Paar ent
sprechender Punkte A und AL

(MN P A ) =  CM; Nt I \  At ) ,

W'obei Mt mit M, Nx mit N , Px mit P  zusammenfällt. 
Es ist aber unmöglich, daß zwei verschiedene Punkte A 
und Ax m it drei Punkten das nämliche Doppelverhältnis 
bilden, also fällt auch A m it Ax und überhaupt jeder 
Punkt m it seinem entsprechenden zusammen und es er
gibt sich:
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S a tz  18. „W enn in einer projektiven Beziehung auf 
dem gleichen Träger drei Elemente mit den ihnen 
entsprechenden sich decken, so deckt sich überhaupt 
jedes Element m it dem entsprechenden, d. h. man hat 
eine Identität.“

Demnach kann die Zahl der auftretenden Doppcl- 
elemente 0, 1 oder 2 sein. Ihre Bestimmung läßt 
sich zurückführen auf den Fall der Konstruktion der 
Doppelpunkte zweier ineinanderliegender projektiver 
Punktreihen. Denn aus einem projektiv auf sich be
zogenen Strahlenbüschel schneidet eine Gerade seiner 
Ebene zwei projektive Punktreihen aus, nach deren 
Doppelpunkten die Doppelstrahlen des Büschels laufen, 
und ein projektiv auf sich bezogener Ebenenbüschel 
wird von einer beliebigen Ebene in einem projektiv auf 
sich bezogenen Strahlenbüschel geschnitten, durch dessen 
Doppelstrahlen auch die Doppelebenen des Ebenenbüschels 
gehen. Zur Konstruktion der Doppelpunkte zweier pro
jektiver Punktreihen bedienen w ir uns eines Kreises, der 
ein für allemal gezeichnet vorliegen kann, müssen aber 

zu dem Zweck noch vorher eine 
Eigenschaft des Kreises kennen 
lernen.

H i l f s s a tz  ü b e r  d e n  K re is .
44. Sind P  und Px zwei be

liebige Punkte auf einem Kreis 
(Fig. 27) und projizieren wir aus 
ihnen die übrigen Punkte des 
Kreises, also den Punkt A durch 
die Strahlen a und aL, den 
Punkt B durch die Strahlen b 

Fig.27. und bt usw., so erhalten wir
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die Büschel P  und P t , und diese sind projektiv, d. h. 
es gilt der
S a tz  19. „Aus irgend zwei beliebigen Punkten eines 

Kreises werden die übrigen Punkte desselben durch pro
jektive Büschel projiziert.“

In  der Tat ist ja
<£ (a b) =  «£ (ax bt)

oder
< ( a d )  =  1 8 0 0 - < ( a 1 d1) .

In  beiden Fällen wird
sin (ab) =  sin (aL bt ) 
sin (a d) =  sin (aL dt ) .

Es ist folglich auch
(ab cd ) =  ( a j b ^ d j ) ,  

wenn dies irgend vier Strahlenpaare sind, die aus P  and 
Pj Punkte der Kreisperipherie projizieren; also sind die 
Büschel P  und P t projektiv; ihre b e s o n d e re  Eigentüm
lichkeit besteht darin, daß sie kongruent (vgl. 40.) und 
gleichsinnig sind.

D ie  S te in e r s c h e  K o n s tr u k t io n  d e r  
D o p p e le le m e n te .

45. Es liege jetzt ein Kreis gezeichnet vor und in 
seiner Ebene befinde sich der Träger g ,  auf dem eine 
projektive Beziehung durch die Punktpaare A , A j , B , 
Bx , C , Ci gegeben ist (Fig. 28). Um nun über das 
Vorhandensein von Doppelpunkten einen sicheren Auf
schluß zu gewinnen, wählen w ir zunächst auf dem Kreise 
beliebig einen Punkt S und ziehen die Linien S A , S B , 
SC , S A [ , SB, , SC: , welche den Kreis zum zweitenmal 
m A , B , C , At , B0  Gt schneiden mögen. W ir haben



dann die beiden gegebenen Punktreihen „auf den Kreis 
projiziert“.

78 IV. Die projektive Beziehung auf dem gleichen Träger.

Bezeichnen wir ferner die eben genannten sechs 
Strahlen der Reihe nach mit a , b , c , a t , bt , cL, so 
liegen in  S projektive Büschel vereinigt, also
(1) Büschel ( a , b , c . . . )  a  Büschel (ax , ^ , ¾  . . . ) .

Projizieren w ir nun die Punkte A , B , 0  usw. aus 
At , sowie die Punkte At , Bx , Cx usw. aus A je durch 
einen Strahlenbüschel, so ergeben sich nach dem soeben 
bewiesenen Hilfssatz folgende Projektivitäten:
(2) Büschel A(AŁ, BŁ, CL. . .) Ä Büschel S(at , b j , (¾ . . . ) ,
(3) Büschel A ,(A , B, C . . .)  X BüschelS (a, b, c . . . ) * ) .

*) Die Bezeichnung ist leicht verständlich: Büschel 
A (A ,, B ,, G\, . . . ) bedeutet den Strahlenbüschel mit dem 
Mittelpunkt A, dessen Strahlen nach AM B,, C ,, . . .  laufen.



Da aber nach (1) auch die Büschel rechts projektiv 
sind, so folgt
(4) Büschel A(AX, B ^ C , . . . ) Ä  Büschel Ax(A, B ,C  . .  .).

Diese Büschel sind aber nicht bloß projektiv, sondern 
auch perspektiv nach Satz 1 4 , da in der Verbindungs
linie AA, der Büschelmittelpunkte entsprechende Strahlen 
der beiden Büschel sich decken; folglich liegen die 
Schnittpunkte entsprechender Strahlen auf einer Ge
raden p .

Schneiden sich mithin A B, und A ,B  in © , ferner 
AC, und A,G in S8 , so ist die Verbindungslinie '-8 ® die 
Achse p der Perspektivität.

I s t also ® ein beliebiger Punkt auf p ,  so liefern 
AG und A, (S die zweiten Schnittpunkte D, und D mit 
dem Kreise, und D und D1 geben aus S auf g projiziert 
zwei entsprechende Punkte D und D, der projektiven 
Punktreihen.

Nun möge die Achse p den Kreis in M und N 
schneiden. F ührt man dann für diese Punkte von p die 
gleiche Betrachtung durch wie gerade für den beliebigen 
Punkt (5, so ergibt sich aus der Figur, daß M und N  
aus S auf g projiziert die Doppelpunkte M und N der 
projektiven Punktreihen liefern.

In  den Linien SM und SN  haben w ir ferner die 
D o p p e ls tra h le n  der in S vereinigten projektiven 
Straldenbüschel ( a , b , c) und (a1 , b , , c,) ermittelt. 
Wenn also die Achse p den Hilfskreis schneidet, so treten 
reelle Doppelelemente in den beiden projektiven Gebilden 
auf (hyperbolische Projektivität). Trifft die Linie p da
gegen den Kreis nicht, so gibt es keine (reellen) Doppel
elemente (elliptische Projektivität). Berührt endlich die 
Linie p den Kreis, so haben w ir den Übergangsfall der
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„parabolischen“ Projektivität, bei der die beiden Doppel
elemente sich in  ein einziges vereinigt haben. Die letztge
nannte projektive Beziehung ist notwendig eine g le ic h 
s in n ig e ,  da bei einer ungleichsinnigen Projektivität die 
beiden Doppelelemente sich nach Satz 17 n ic h t  ver
einigen können.
Z u sa tz . S tatt der Punkte A und Ax hätte man eben

sogut auch B und Bt oder C und Cj usw. als Mittel
punkte der perspektiven Büschel wälden können. Die 
Punkte M und N , also auch die Gerade p müssen 
sich dadurch ebenso ergeben. Es muß demnach auch 
der Schnittpunkt 91 von BCj und B1C , der Sclinitt- 
punkt % von BDt und BXD usw. auf p liegen. Die 
Achse p enthält mithin alle Schnittpunkte wie
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usw.
Diese Konstruktion der Doppelelemente ersann der 

deutsche Geometer Jacob Steiner. [Die geometrischen 
Konstruktionen ausgeführt mittels der geraden Linie und 
eines festen Kreises. Berlin 1833.]

E in  w e i t e r e r  S a tz  ü b e r  d ie  D o p p e le le m e n te .

46. Sind M , N die Doppelpunkte, A , A 1 , B , Bx 
zwei Paare entsprechender Punkte zweier projektiver 
Punktreihen, so hat man

(M N A B )=  (Mi A} Bi).
Führt man die Ausdrücke für die Doppelverhältuisse 

ein, so ergibt eine leichte Umformung die andere Relation 
(MNAAt) =  (MNBBi).



Der W ert dieses Doppelverhältnisses muß also für 
alle Paare entsprechender Punkte der gleiche sein, etwa 
=  k =  konst. Damit ist für reelle Doppelelemente be
wiesen der allgemein gültige
S a tz  20. „Je zwei entsprechende Elemente einer pro

jektiven Beziehung auf dem gleichen Träger bilden 
mit den beiden Doppelelementen ein konstantes Doppel
verhältnis.“

W ird also beispielsweise e in  Paar entsprechender 
Elemente einer projektiven Beziehung durch die beiden 
Doppelelemente getrennt oder nicht getrennt, so hat 
je d e s  Paar entsprechender Elemente die gleiche Eigen
schaft.

B e s tim m u n g  d e r  D o p p e le le m e n te  d u r c h  d ie  
R e c h n u n g .

47. Bemerken wir noch kurz, wie die Rechnung die 
Doppelelemente liefert. W ird eine und dieselbe Gerade 
als X- und XL - Achse genommen, so ist eine projektive 
Beziehung auf derselben nach 38. gegeben durch eine 
Gleichung

<xxxx + / 3 x - f y x 1- f ó  =  0.
Ein Doppelpunkt hat die Eigenschaft, daß für ihn 

x  =  x t , vorausgesetzt, daß w ir die x  und x t vom 
gleichen Anfangspunkt aus und in derselben Richtung 
positiv rechnen. Setzen w ir also in der Relation x  =  xL, 
so kommt die quadratische Gleichung

a  x 2 +  (ß  +  y) x  - f  <5 =  0 , 
deren beide Wurzeln die Abszissen der Doppelpunkte 
liefern. Sind die W urzeln der Gleichung imaginär, so 
gibt es keine Doppelpunkte; w ir sagen: die Doppelpunkte 
sind imaginär.

D o e h l e m a n n ,  P ro jek tiv e  G eom etrie. 6
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Alle Aufgaben, deren Lösung schließlich auf eine 
Gleichung 2. Grades führt, bezeichnen wir als Aufgaben 
2. Grades. Ihre geometrische Erledigung finden diese 
immer durch die soeben bewiesene Steinersohe Konstruk
tion, bei der ein Kreis und außerdem das Lineal zu be
nutzen ist. Führt eine Aufgabe analytisch zu einer line
aren Gleichung, also zu einer Gleichung 1. Grades, so 
w ird sie als Aufgabe 1. Grades bezeichnet. Konstruktiv 
muß sie sich dann behandeln lassen le d ig l ic h  unter Be
nutzung des Lineals. Bei einer solchen linearen Aufgabe 
kommen also b lo ß  die Operationen vor: den Schnittpunkt 
zweier Geraden zu zeichnen und durch zwei Punkte eine 
Gerade zu legen. Bei der Steinerschen Konstruktion da
gegen hatte man die Schnittpunkte einer Geraden (p) mit 
einem Kreis zu zeichnen.

A u fg a b e  15. Eine Gerade g soll projektiv so auf sich 
bezogen werden, daß den zwei gegebenen Punkten A 
und B zwei andere Aj und Bt entsprechen, und daß 
der weiter gegebene Punkt M einer der Doppelpunkte 
der projektiven Beziehung wird.

1. L ö su n g . Bezeichnet man M auch noch als M1( so 
hat man drei Paare entsprechender Punkte und kann 
unter Zuhilfenahme eines Kreises nach 45. den noch 
fehlenden Doppelpunkt finden. Man führe die Kon
struktion wirklich durch.

2. L ö su n g . Is t von den beiden Doppelelementen eines 
gegeben, so hängt die Aufgabe, das fehlende zu be
stimmen, nur noch von einer linearen Gleichung ab; 
sie ist also eine Aufgabe 1. Grades und muß sich 
folglich auch ohne Benutzung eines Kreises, lediglich 
m it dem Lineal lösen lassen. Li der Tat ziehen wir 
durch M irgend eine Gerade und wälüen auf ihr die
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Punkte S uncl St willkürlich. Aus S projizieren wir 
die Punkte A , B, M, aus St die Punkte An  B j, Mt . 
Dann sind diese beiden Büschel projektiv, sofern ent
sprechende Strahlen derselben je entsprechende Piuikte 
der Punktreihen projizieren; die Büschel sind aber über
dies wieder perspektiv, -weil im Yerbindungsstrahl S S ( 
entsprechende Strahlen vereinigt liegen. Sie liefern 
eine Perspektivitätsachse p, die bestimmt ist durch die 
Punkte A und B, wobei der erstere der Schnittpunkt 
von SA u n d S jA j, während in B sich SB und Sj B, be
gegnen. Der Schnittpunkt von p mit g ist dann aber 
der zweite Doppelpunkt N der projektiven Beziehung.

Man beweise ferner: Geht p auch durch M, so er
halten w ir eine parabolische Projektivität; sie ist schon 
bestimmt, wenn w ir uns das eine Paar A, At geben und 
den Punkt M, in welchem sich die 2 Doppelelemente 
vereinigt haben sollen.

Is t M wieder einfacher Doppelpunkt, aber im Unend
lichen gelegen, so erhalten w ir ä h n l ic h e  Punktreihen 
(40.), da die unendlich fernen Punkte der beiden Träger 
sich dann entsprechen; dieselben haben im Endlichen 
noch einen Doppelpunkt.

Wählen wir kongruente Punktreihen (40.), also 
AB =  +  AjBj , so erhalten wir für das untere Vorzeichen 
eine u n g le ic h s in n ig e  Projektivität mit noch einem im 
Endlichen gelegenen Doppelpunkt. Für das obere Vor
zeichen sind die kongruenten Punktreihen g le ic h s in n ig .  
Dann rückt auch der zweite Doppelpunkt ins Unendliche, 
so daß also diese Beziehung als eine parabolische Pro
jektivität mit unendlich fernem Doppelpunkt anzusehen 
ist, eine Eigenschaft, die auch umgekehrt genügt, um 
kongruente gleichsinnige Punktreihen zu definieren.

6 *
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A u fg a b e  16. Man beweise, daß zwei kongruente Strahlen
büschel in vereinigter Lage imaginäre Doppelstrahlen 
haben, wenn sie g le ic h s in n ig  sind, dagegen immer 
zwei reelle und aufeinander senkrecht stehende Doppel
strahlen , wenn sie nach e n tg e g e n g e s e tz e n  Richtun gen 
laufen.

L ö su n g . Benutzen w ir den Steinerschen Kreis, so wird 
die Gerade p im ersten Falle die unendlich ferne Ge
rade, welche den Kreis nicht trifft. Im  zweiten Falle 
erkennt man unmittelbar, daß die Doppelstrahlen die 
Linien sein müssen, welche die von entsprechenden 
Strahlen wie a  und aL, b und bx usf. gebildeten Winkel 
halbieren.

A u fg a b e  17. Von einer projektiven Beziehung auf einer 
Geraden sind gegeben ein Paar entsprechender Punkte 
A , A i, sowie die beiden Doppelpunkte M und N. W eitere 
entsprechende Punkte zu konstruieren.

A u fg a b e  18. In  einem Strahlenbüschel sind gegeben 
die Strahlenpaare a , a1, b, bt und der Strahl m. 
Man beziehe den Büschel projektiv so auf sich, daß 
m ein Doppelstrahl und a, at und b , bx zwei Paare 
entsprechender Strahlen.

L ö su n g . Ziehe durch einen Punkt von m zwei Gerade 
g und gt und bringe sie bezüglich zum Schnitt m it den 
Büscheln.

A u fg a b e  19. Von einer projektiven Beziehung eines 
Strahlenbüschels sind gegeben ein Paar entsprechender 
Strahlen a, £4 , sowie die beiden Doppelstrahlen m 
und n. W eitere entsprechende Stralden zu konstruieren.

A u fg a b e  20. Gegeben sind drei Gerade gt , g2, g3, 
und drei Punkte P x, P 2, P 3; man zeichne ein Dreieck 
At , Aä , A3j dessen Ecken in dieser Reihenfolge be-
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züglicli auf den drei Geraden liegen und dessen Seiten 
A1 A2, A„ A3, A3 Al bzw. durch die Punkte P 1, P„, P 3 
hindurchgehen.

L ö su n g . Wählen wir auf gL einen Punkt A t ganz be
liebig, ziehen w ir die Verbindungslinie A1 P 1, welche 
g2 in A2 treffen möge. Die Verbindungslinie A2 P 3 
schneide g3 in A3 und die Verbindungslinie A3 P 3 end- 
lich liefere auf gt einen Schnittpunkt A{. Lassen wir 
Aj die Punktreihe durchlaufen, so beschreibt der 
Punkt Aj[ eine dazu projektive Punktreihe. W ir be
stimmen diese projektive Beziehung, indem wir zu drei 
Lagen des einen Punktes die entsprechenden des ändern 
zeichnen. Sind dann die Doppelpunkte dieser projek
tiven Punktreihe reell vorhanden, so liefert jeder der
selben eir. Dreieck von der verlangten Eigenschaft. 
Verallgemeinerung für n-Ecke!

§ 17. Die involutorische Beziehung.
H e r le i tu n g  d e r  in v o lu to r i s c h e n  B e z ie h u n g .
48. Betrachten w ir noch einen speziellen, aber be

sonders wichtigen Fall der projektiven Beziehung auf dem 
gleichen Träger. Eine Punktreihe sei projektiv auf sich 
bezogen und einem beliebigen Punkte A entspreche ein 
Punkt A l . Bezeichnen w ir den gleichen Punkt A m it B ,, 
indem w ir ihn als einen Punkt des zweiten Systems auf
fassen, so w ird ihm ein Punkt B zugewiesen sein, der 
von Aj verschieden ist. Es fragt sich nun: Kann B mit 
At zusammenfallen und kann dies noch für weitere Punkte 
einer projektiven Beziehung eintreten? Darauf gibt Ant
wort folgender
S a tz  21. „Wenn in einer projektiven Beziehung auf 

einer Punktreihe e in m a l die beiden einem Punkto
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entsprechenden Punkte zusammenfallen, so fallen sie 
für je d e n  Punkt zusammen.“

Wählen wir, um dies nachzuweisen, A und Aj sowie 
C und Ct ganz beliebig (Fig. 29), Bt ferner falle m it A

Fig. 29.

und B mit At zusammen, dami ist durch die drei Paare 
A ,B , C ,A ,, B i, CL sicher eine projektive Beziehung be
stimmt. Bezeichnen w ir jetzt den Punkt C mit D1, so 
entspricht ihm ein Punkt D derart, daß 

(ABCD) =  (A1B1C1D1)
=  (BAC1C) 

oder nach 24. =  (A B C C J.
Daraus folgt aber dann, daß D mit G\ zusammenfällt. 

Ganz in  der gleichen Weise zeigt man, daß einem be
liebigen Punkte E , Fj e in  Punkt E1, F entspricht. Es 
ist also nicht nötig, die beiden Punktreihen in der Be
zeichnung zu unterscheiden, je d e m  Punkte des Trägers 
ist e in  bestimmter Punkt zugewiesen. Es zerfällt der 
ganze Träger in Punktpaare und w ir wollen die Punkte 
eines Paares als entsprechende oder zugeordnete Punkte 
bezeichnen. Die analogen Betrachtungen gelten für den 
Strahlen- und Ebenenbüschel. W ir nennen eine solche 
projektive Beziehung, in der jedem Element ein anderes 
doppelt entspricht, eine „involutorische“ oder auch eine 
„Involution“ von Punkten bzw. Strahlen oder Ebenen. 
Bezeichnen w ir in Fig: 29 deu Punkt ABt m it A, den 
Punkt At B m it A', C und C, mit B und B', so zeigt 
die eben durcligefiihrte Betrachtung, daß die Involution 
auf der Geraden durch die beiden Paare von zugeordneten
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Punkten A, A ' und B .B ' gerade bestimmt ist oder all
gemein
S a tz  22. „Eine Involution ist durch zwei Paare von 

zugeordneten Elementen bestimmt.“
Drei Paare zugeordneter Elemente einer Involution 

sind demnach nicht voneinander unabhängig; es muß also 
z. B. für eine Punktinvolution zwischen den Strecken, 
welche drei beliebige Punktpaare A, A', B , B ', C, C ' 
bestimmen, ein Zusammenhang bestehen. In  der Tat 
ist ja

(AB A 'C ')  =  (A 'B 'A C ) 
und daraus folgt

A B ' • B C ' • C A ' =  — A 'B  • B 'C  • C 'A  
oder auch

A B ' B C ' C A '
A 'B ’ F C  ' C 'A  ~  ~  ’

Is t umgekehrt diese Bedingung erfüllt, so kann man 
aus ihr auf die Gleichheit der obigen Doppelverhältnisse 
schließen, und die drei Punktpaare gehören e in e r  In
volution an.

D ie  D o p p e le le m e n te  e in e r  In v o lu tio n .

49. Die Doppelelemente der projektiven Beziehung 
finden w ir natürlich auch wieder bei der Involution. 
Jedes Doppelelement stellt ein Paar von Elementen vor, 
die einander unendlich nahe gerückt sind. Sind die 
Doppelelemente vorhanden, so heißt die Involution 
eine „hyperbolische“ , bei nicht vorhandenen Doppel
elementen dagegen eine „elliptische“ und endlich eine 
„parabolische“ , wenn die Doppelelemente sich in ein 
Element vereinigt haben.



Sind M, Ń die Doppelpunkte einer Punktinvolution, 
während A, A', B , B ' usw. Paare von zugeordneten 
Punkten, so folgt aus Satz 20 (S. 81), der hier ja auch gilt, 

(M N A A ') =  (M N A 'A ) =  konst. =  k.
Es ist aber nach 24., Gleichung (3)

^ A ' A ) ^ - y
also

( M N A A ' ) 2 =  1 ■
Als W ert des Doppelverliältnisses (M N A A ') ergibt 

sich daraus — 1, da der W ert-j-1 nicht zulässig(25. Aufg. 3 .); 
es ist also k =  — 1 und A und A' liegen harmonisch 
zu M und N , ebenso B und B ' usw. Allgemein kann 
man beweisen
S a tz  23. „E ine Involution besteht aus all den Paaren 

von Elementen, welche die zwei Doppelelemente, (die 
reell oder imaginär sein können), harmonisch trennen.“ 

Gibt man sich also z. B. irgend zwei Gerade m und n, 
die sich in S schneiden, so kann man zu jedem be
liebigen Strahle a des Büschels S einen Strahl a ' kon
struieren, derart, daß a und a ' das Strahlenpaar m, n har
monisch .trennen. Alle diese Strahlenpaare a , a ' bilden 
eine Strahleninvolution.

Irgend eine nicht durch S gehende Gerade wird von 
derselben in einer Punktinvolution geschnitten, wie über
haupt aus involutorischen Gebilden durch Projizieren und 
Schneiden wiederum solche Gebilde hervorgehen.

Läßt man m und n oder allgemein die Doppelelemente 
einer Involution zusammenfallen, so muß von den beiden 
Elementen eines jeden Paares der Involution e in e s  sich 
stets m it diesem Doppelelement vereinigen. In  einer 
solchen parabolischen (uneigentlichen) Involution ent
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spricht daher dem Doppelelement je d e s  Element des 
Trägers. Man beachte diesen Unterschied im Vergleich 
zur parabolischen Projektivität.

§ 18. Die Piinktinvolution.

D ie v e r s c h ie d e n e n  T y p en .
50. Hat man eine Punktinvolution auf einer Geraden, 

so kann man auch zum unendlich fernen Punkt 0 ' ihres 
Trägers sich den entsprechenden Punkt 0  verschaffen. 
Dieser Punkt 0  heißt der Mittelpunkt der Involution. 
W eitere Paare entsprechender Punkte seien A, A', B ,B ' 
usw. Dann gilt die Relation

(AB 0  0 ')  =  ( A 'B '0 '0 ) ,  
da ja die involutorische Beziehung nur ein spezieller Fall 
der projektiven. Rechnet man die Ausdrücke aus und 
beachtet, daß 0 '  im Unendlichen liegt, so ergibt sich 

A O  • A 'O  =  B O  • B 'O .
Demnach muß dies Produkt, gebildet für irgend zw'ei 

entsprechende Piuikte, immer den gleichen W ert haben. 
Bezeichnen w ir denselben m it c ,  so sind folgende Fälle 
möglich:

1) c p o s i t iv ,  also etwa c =  d 2. Dann müssen die 
Strecken AO  und A 'O , BO  und B 'O  usw. stets gleich
gerichtet sein, da ihr Produkt positiv*). Es liegen also 
entsprechende Punkte A, A ' usw. immer auf der g le ic h e n  
Seite von 0 ,  beide rechts oder beide links vom Mittelpunkt 
0  (Fig. 30 a). In der Entfernung d vom Mittelpunkt 
finden w ir rechts und links die Doppelpunkte dieser 
hyperbolischen Involution.

*) Wir wählen auf dem Träger der Involution eine 
Richtung als die positive.
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2) c n e g a t iv ,  so daß c =  — d2. Dann müssen 
entsprechende Punkte wie A, A' usw. stets auf ver
schiedenen Seiten von 0  liegen, der eine rechts, der 
andere links vom Mittelpunkt (Fig. 30 b). Die Involution 
besitzt keine Doppelpunkte, ist elliptisch.

3 ) c =  0 liefert den Übergangsfall. Soll das Produkt 
A 0  • A 'O stets N ull sein, so muß von den zwei Punkten 
A, A' usw. immer einer nach 0  fallen. Jedem Punkte 
des Trägers entspricht also der Mittelpunkt 0  und in 
diesen rücken gleichzeitig die beiden Doppelpunkte. Dies 
is t eine parabolische Involution.
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Aus 1) und 2) ergibt sich noch die Regel: Wenn die 
beiden Punktpaare A, A' und B, Ti' sich trennen, so existieren 
keine Doppelpunkte (Fig. 30 b); wenn aber eine der 
Strecken A A' und B B ' ganz innerhalb oder ganz außerhalb 
der ändern liegt, so sind reelle Doppelpunkte vorhanden 
(Fig. 30 a).

G e o m e tr is c h e  E rz e u g u n g  e in e r  P u n k t in v o lu t io n .
51. Sind zwei Punktpaare A , A', B ,B ' einer Punkt

involution gegeben (Fig. 30 a oder 30 b), so legen wir 
durch einen beliebigen P unkt P  und durch A und A', 
sowie durch P, B und B ' je einen Kreis. Diese beiden 
Kreise schneiden sich zum zweitenmal in einem. Punkte 
Q. Die Verbindungslinie P Q  trifft den Träger der In 
volution in einem Punkte 0 .  Alle Kreise, die durch P 
und Q gehen, bilden einen „Kreisbüschel“. Schneidet 
irgend einer dieser Kreise den Träger in den Punkten C 
und C', so ergibt sich nach plaoimetrischen Sätzen 

O P - O Q  =  O A - O A '  =  O B * O B / =  O C - O C / .
Also bilden die Punktpaare, in denen der Kreisbüschel 

den Träger g schneidet, die gegebene Punktinvolution. 
O ist der Mittelpunkt derselben. Trennen sich die Punkt
paare A ,A ', B , B '  n ic h t  wie in  Figur 30 a, so gibt es 
in dem Büschel auch zwei Kreise, welche den Träger 
berühren. Die Berührungspunkte sind die Doppelpunkte 
M, N  der Involution. In  der Figur 30 b, wo die Punkt
paare A ,A ', B ,B ' sich trennen, existieren keine Doppel
punkte. Umgekelirt w ird jeder Kreisbüschel von irgend 
einer Geraden seiner Ebene in einer Punktinvolution ge
schnitten, die jedem der drei genannten Typen angehören 
kann. Legt man die Gerade durch P  oder Q, so erhält 
man auf ihr als Schnitt m it dem Kreisbüsche] eine para
bolische Involution.
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§ 19. Die Strahleninvolution.

D as r e c h tw in k e l ig e  S t r a h le n p a a r  e in e r  
S tra h le n in v o lu t io n .

52. W ar für die metrische Behandlung der Punkt
involution der Mittelpunkt derselben von Bedeutung, so 
können w ir bei einer Strahleninvolution immer ein 
Strahlenpaar finden, dessen beide Elemente aufeinander 
senkrecht stehen.

Fig . 31 a.

In  der Tat ist im P  linkte S eine Involution gegeben 
durch die Strahlenpaare a , a ' und b , b ',  so schneiden 
w ir mit einer beliebigen Geraden g diese Strahleninvolution 
in einer Punktinvolution A , A', B , B ' (Fig. 31a und 31b). 
Durch die Punkte S , A , A' sowie durch S , B , W  
zeichnen w ir bzw. Kreise, die sich zum zweitenmal in 
P  begegnen. Dann können w ir die Punktinvolution auf 
g auch vermittels des Kreisbüschels durch S und P  er
zeugen. In  diesem findet sich aber stets auch ein Kreis, 
der seinen Mittelpunkt auf g hat. Begegnet dieser der 
Geraden g in  X  und X', so werden diese beiden Punkte



§ 19. Die Strahleninvolution. 93

aus S durch ein Strahlenpaar x , x7 der Strahleninvolution 
projiziert, das einen rechten W inkel einschließt.

In  Figur 3 1 a  sind die Doppelpunkte M und N  der 
Punktinvolution auf g konstruiert, indem nach 51. vom 
Schnittpunkt 0  aus an einen der Kreise des Büschels 
die Tangente gezeichnet •wurde. Nach ihnen laufen die 
Doppelstrahlen m  und n der Strahleninvolution; die 
Stralüen x , x ' halbieren nach Aufgabe 6  die W inkel von

Fig. 81 b.

m und n .  Es gilt ferner auch (vgl. Aufgabe 10) die 
Relation
tg (xa)-tg (xa ') =  tg(xb) • tg ( x t / ) . . .  =- tg 2 (xm) =  tg 2 (xn)

=  konst.

D ie  R e c h tw in k e l in v o lu t io n .

53. Errichtet man zu den Stralüen a , b , c eines 
Büschels in dessen Mittelpunkte S die Senkrechten a', 
b', c ' . . . (Fig. 32), so sind die Büschel a ,  b ,  c . . . 
und a', b', ( / . . .  projektiv. Sie stehen aber weiter in 
involutorischer Beziehung. Denn dem Strahle a ',  ge
nommen als Strahl d , entspricht wieder a als Element d '.



Diese Paare rechter Winkel bilden eine Strahleninvolution, 
die man als rechtwinkelige Strahleninvolution, als „zir
kulare“ oder kurz als „Rechtwinkelinvolution“ bezeichnet. 
Selbstverständlich hat sie keine reellen Doppelstrahlen.

Zwei Paare rechtwinkeliger Strahlen a , a ' und b ,  1/ 
bestimmen jedenfalls eine Involution. Schneiden wir 
sie durch eine Gerade g in der Punktinvolution A, A', B, P/ 
(Fig. 32) und legen abermals durch S , A , A ' sowie
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durch S, B, B' je einen Kreis. Der zweite Schnittpunkt P 
dieser Kreise liegt dann symmetrisch zu S in bezug 
auf g , und a l le  Kreise des dadurch bestimmten Kreis
büschels haben ihre Mittelpunkte auf dieser Geraden. 
Folglich w ird ir g e n d  ein Strahl c der Involution auf dem 
ihm zugeordneten c' senkrecht stehen. Es folgt daher 
S a tz  24. „Eine Strahleninvolution besitzt stets e in  

Strahlenpaar, dessen Strahlen aufeinander senkrecht 
stehen. Treten aber in einer Involution z w e i Paare 
zueinander rechtwinkeliger Strahlen auf, so steht je d e r  
Strahl auf dem ihm entsprechenden senkrecht, die In 
volution ist eine Rechtwinkelinvolution.“
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§ 20. Die Involutionen beim vollständigen Viereck 
und V ierseit. Transversalen beim Dreieck.

S c h n i t t  e in e r  G e ra d e n  m it  e in e m  v o l l s tä n d ig e n  
V ie re c k .

54. Is t ein vollständiges Viereck E , F , G , H gegeben 
und irgend eine Gerade g , so schneidet dieselbe die drei 
Gegenseitenpaare 1, 1' m, 
m', n , n ' des Vierecks in 
drei Punktpaaren L , L',
M , 31', X , X ' (Fig. 33), 
von denen w ir zeigen 
wollen, daß sie einer In 
volution angehören.

Bezeichnen w ir den 
Sclmittpunkt von EG  und 
FH  m it X  und projizieren 
die Punkte E , X , G , N ' 
zuerst aus F , dann aus H 
auf g, so ergibt sich

(EXGNO =  (LXM'N") =  (M X L 'X '),
folglich

(LNM'NO _  (MNL'NO =  (L 'X 'M X ).

Mithin gibt es eine projektive Beziehung, in der den 
Punkten L , N , M', X ' der Reihe nach die Punkte 1/, N', 
M, X zugeordnet sind, und diese muß eine in v o lu to r i s c h e  
sein, da sich die Punkte X  und X ' in doppelter Weise 
entsprechen (Satz 20 S. 81). Damit ist bewiesen der von 
D e s a rg u e s  (1639) herrührende

S a tz  25. „Die drei Paare von Gegenseiten eines voll
ständigen Vierecks werden von irgend einer Geraden 
in drei Punktpaaren einer Involution geschnitten.“



W ählen w ir die schneidende Gerade speziell so, daß 
sie durch zwei Nebenecken des vollständigen Vierecks 
hindurchgeht, z. B. durch L  und M (28. Fig. 16), so ver
einigen sich in  L  und M je zwei entsprechende Punkte 
der Involution; also werden dies die Doppelpunkte der 
ausgeschnittenen Involution und das letzte Paar von 
Gegenseiten liefert ein Punktpaar, das zu iE und N har
monisch liegt (49. Satz 23); damit sind w ir auf die Figur 
zurückgekommen, aus welcher w ir fr'uiier die geometrische 
Definition harmonischer Punkte ableiteten.
A u fg a b e  21. Eine Punktinvolution auf einer Geraden 

ist durch die Punktpaare L , L', M , M' gegeben; man 
konstruiere zu einem beliebig angenommenen Punkte 
N den entsprechenden N'.

L ö su n g . Unter Bezugnahme auf Satz 25 verschaffen 
w ir uns ein zweckmäßig gelegenes vollständiges Vier
eck, indem w ir durch N irgend eine Gerade ziehen, 
auf ih r beliebig die Punkte F  und II  wählen, ferner 
die Geraden F L ,  F M ', H L ',  H M  zeichnen. Dann 
schneiden sich F L  und H M  in E , F M ' und H L ' in 
G und die Verbindungslinie E  G liefert in ihrem Schnitt
punkt m it dem Träger den gesuchten Punkt N '. Diese 
Konstruktion erfordert bloß das Ziehen von geraden 
Linien, ist also der Natur der Aufgabe gemäß eine rein 
„lineare“.

F ür das vollständige Vierseit läßt sich dann ohne 
weiteres aussprechen
S a tz  26. „Die drei Paare von Gegenecken eines voll

ständigen Vierseits werden aus jedem Punkte seiner 
Ebene durch drei Strahlenpaare einer Involution pro
jiz ie rt“

A u fg a b e  22. Eine Strahleninvolution ist durch zwei 
Strahlenpaare gegeben; zu einem beliebig an ge
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nommenen weiteren Strahle den entsprechenden zu 
konstruieren und zwar lediglich mit Benutzung des 
Lineals.

A u fg a b e  23. Schneidet eine beliebige Gerade g die 
Nebenseiten L L ', MM', N N ' eines vollständigen Vier- 
seits in den Punkten X , Y, Z und ermittelt man zu X 
den vierten harmonischen X ' in bezug auf L , L ', ebenso 
zu M , M' und N , N ' die vierten harmonischen Y', Z', 
so liegen X', Y', Z ' wieder auf einer Geraden g'.

Zum Beweise bringe man g m it der Verbindungslinie 
X ' Y ' in P  zum Schnitte und betrachte die Strahleninvolution, 
durch welche die Gegeneckenpaare aus P  projiziert werden. 
Läßt man g ins Unendliche rücken, so folgt daraus der 
Satz von Gauß: Die Mitten der Strecken L  L', M M', N N ', 
welche von den Gegeneckenpaaren eines vollständigen 
Vierseits gebildet werden, hegen auf einer Geraden.

S ä tz e  ü b e r  d a s  D re ie c k .
55. Is t ein Dreieck A B C  gegeben und in seiner 

Ebene ein Punkt P  sowie eine Gerade p , so wollen w ir 
P  aus den Ecken auf die Dreiecks
seiten projizieren nach At , Bu  CL 
(Fig. 34) und anderseits p m it den 
Dreiecksseiten in  A', B'. C' zum 
Schnitt bringen. Auf jeder Drei
ecksseite hegen also vier Punkte.
Projizieren w ir dieselben aus P  auf 
die Transversale p und treffen 
P A , P B , PC  in A, B , C diese 
Gerade, so ist

(ABCjC') =  (ABC CO 
(BCA1A') =  (BCAAO 
(CAB1B/) =  (CABB').

D o e h l c m a n n ,  P ro jek tiv e  G eom etrie.
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Führen wir auf der rechten Seite die Ausdrücke für die 
Doppelverhältnisse ein und bilden das Produkt, so ergibt 
sich

(1) (A B Cx C') (B C Ał A') (C ABŁ B')

Nun werden aber die drei Gegenseitenpaare des voll
ständigen Yierecks AB C P von p in den Punkten 

AA', BB', CC' 
geschnitten, die folglich einer Involution angehören, und 
es gilt (vgl. 48. S. 87) die Beziehung
(2) A B '-B C '-C A '

A 'B - B'C • C 'A
Demnach wird in (1)
(3) (AB Ct C') (B C At A ) (CABjB ') =  — 1 .

Dieser Zusammenhang besteht zwischen den drei
Doppelverhältnissen, wobei der P unk t P  und die Ge
rade p noch b e id e  ganz willkürlich angenommen werden 
konnten. Haben zwei dieser Doppel Verhältnisse den W ert 
— 1 , so ergibt sich folglich für das dritte der gleiche 
Wert, so daß damit bewiesen
S a tz  27. „Projiziert man einen Punkt Q aus den Ecken 

eines Dreiecks auf dessen Seiten und konstruiert auf 
jeder Seite den vierten harmonischen dieses Punktes 
in  bezug auf die beiden Dreiecksecken, so liegen diese 
auf einer Geraden q.“

Diese Gerade heißt die „Harmonikale“ des Punktes Q 
und umgekehrt gehört zu jeder beliebig angenommenen 
Geraden q ein solcher Punkt Q.

56. Schreiben w ir die Gleichung (3) in der Form
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so zeigt sich., daß der erste Klammerausdruck hloß vom 
Punkte P ,  der zweite lediglich von der Geraden p ab
hängt. Wählen w ir nun als Gerade p die unendlich 
ferne Gerade, so werden für diese die drei Quotienten
B C ' C A ' A B ' . ‘ .

, ——t , —— je der Einheit gleich, also ist auch 
A O B A C B

A Ci BAi CBl = _
W  BCX ‘ CAl '  ABX
oder
(5a) AC1 • BAl • CBj =  — BCX • A Bt • CAt .
Damit haben w ir den Satz des C e v a  (1678) erhalten: 
S a tz  28. „Schneiden die durch einen Punkt gehenden 

Ecktransversalen eines Dreiecks A B C die Gegenseiten 
in A 1 , Bx , C j , so gilt die Beziehung

A Ci BAi C ą  =  _  1 ((
B C t C A /A B !

Es gilt aber auch die Umkehrung:
„Treffen drei Ecktransversalen eines Dreiecks A B C  

in A j , B i , Ct die Gegenseiten und ist die Beziehung
(5) erfüllt, so schneiden sich die drei Linien A Ax , BBt , 
CCX in einem Punkte.“

Denn projizieren w ir den Schnittpunkt von A A 1 und 
BBt aus C nach Cj, so liefert der obige Satz:

A C / BA, C B , _____
B C f ' C A j  A I \  — 

so daß in  Verbindung m it (5)
ACl AC/
B C i “ B C / ’

also muß Ci m it C: zusammenfallen. Die Vorzeichen er
halten w ir am sichersten, indem w ir in der Gleichung (5) 
die Vorzeichen der drei Teilquotienten bestimmen.

7*
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Verbinden w ir endlich noch (5) m it (4), so ergibt
sich

oder der Satz des M e n e la o s  (100 nach Chr.):
S a t  z 2 9. „Schneidet eine beliebige Transversale die Seiten 

eines Dreiecks A B C in A', B', C', so gilt ehe Beziehung

und umgekehrt:
„Enthalten die Seiten eines Dreiecks drei Punkte A', 

B', 0 ' und gilt die Beziehung (6), so liegen diese drei 
Punkte auf einer Geraden.“

Diese Umkehrung beweist man ganz ähnlich, wie die 
des Satzes von Ceva.
A u fg a b e  24. Man beweise, daß sich in  jedem Dreieck

a) die drei Seiten-Halbierenden,
b) die ‘Winkel-ITalbicrenden,
c) die drei Höhen

je in einem Punkte schneiden.
A u fg a b e  25. Einem Dreieck A B C  ist ein Kreis um

schrieben und die Tangenten des Kreises in den Eck
punkten werden mit den Gegenseiten zum Schnitt ge
bracht. Man beweise, daß diese drei Punkte auf einer 
Geraden liegen (Gerade von Lemoine).

(6)
B C ' C A ' A B ' 
ÄC7 " B A '  ‘ C B '

oder
BC ' • C A '• A B ' =  AC' • B A '• CB' “



Y. Abschnitt

Die Kegelschnitte als Erzeugnisse projektiver
Grundgebilde erster Stufe.

§ 21. Das Erzeugnis zw eier projektiver, in <ler gleichen
Ebene gelegener Strahlenbiischel.

D ie  E r z e u g u n g  n e u e r  G eb ild e .

57. Im  bisherigen haben w ir uns damit beschäftigt, 
die einförmigen Grundgebilde projektiv aufeinander oder 
auf sich selbst zu beziehen und die Eigenschaften solcher 
Beziehungen zu untersuchen. Dies ist aber nicht unser 
Endzweck; vielmehr wollen w ir jetzt projektive Grund- 
gebilde erster Stufe dazu benutzen, um aus ihnen neue 
geometrische Gebilde abzuleiten. In  zwei projektiven 
Grundgebilden sind ja  die Elemente einzeln einander zu
geordnet. Wenn nun zwei solche einander entsprechende 
Elemente vermöge der Operationen des Projizierens oder 
Schneidens ein neues Element festlegen, so bestimmen 
die beiden projektiven Gnmdgebilde —  vorausgesetzt, 
daß man alle die unendlich vielen entsprechenden Ele
mente zusammen nimmt —  eine unendliche Anzahl neuer 
Elemente, also ein neues geometrisches Gebilde, das wir 
als „Erzeugnis“ der projektiven Grundgebilde bezeichnen.

H at man z. B. zwei projektive Strahlenbiischel, die 
in e in e r  Ebene gelegen sind, so kann man jeden Strahl 
des einen Büschels mit dem ihm entsprechenden des ändern 
Büschels zum Schnitt bringen und man erhält so zunächst 
lauter einzelne Punkte, die aber um so mehr einen un
unterbrochenen Linienzug, also eine „Kurve“ bilden werden, 
je mehr man die Strahlen in den Büscheln verdichtet



Zwei beliebig im R a u m e  gelegene projektive Stralilen- 
büschel dagegen -würden zunächst kein neues Gebilde „er
zeugen“, -weil zwei im Raum befindliche Gerade kein neues 
Element festlegen.

H at man zwei projektive Punktreihen, so kann 
man jeden Punkt m it seinem entsprechenden durch eine 
Gerade verbinden und erhält so als Erzeugnis ein System 
von unendlich vielen Geraden. Dies ist möglich, gleich
gültig, ob die Punktreihen in einer Ebene liegen oder be
liebig im  Raume. Das Erzeugnis ist freilich in beiden 
Fällen ein ganz verschiedenes. Denn bei der ersten An
nahme liegen alle diese Verbindungsgeraden in der gleichen 
Ebene, bei der zweiten sind Sie im Raume angeordnet. Auf 
diese Weise kann man neue geometrische Gebilde erzeugen, 
und dies sind gerade die einfachsten und wichtigsten der 
Geometrie und die nämlichen, zu denen man auch durch 
die anderen mathematischen Untersuchungsmethoden ge
führt wird. W ir betrachten zunächst das Erzeugnis zweier 
projektiver Strahlenbüschel in der gleichen Ebene. Dies 
ist, wie bereits erwähnt, eine Kurve. Daher müssen wir 
einige auf diesen Gegenstand sich beziehende Bemerkungen 
vorausschicken.

O rd n u n g  u n d  K la s s e  e in e r  K u rv e .

58. Unter einer „ebenen Kurve“ oder kurz einer 
„Kurve“ wollen w ir einen ununterbrochenen Linienzug 
verstehen, dessen einzelne, alle in  e in e r  Ebene befind
liche Punkte sich nach einem mathematischen Gesetze 
bestimmen''1). In  der rechnenden (analytischen) Geometrie
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*) Auf die genaueren, zum Teil schwierigen Definitionen, 
wie sie nur die Analysis zu liefern imstande ist, können wir 
hier nicht eingehen.



te ilt man die Kurven ein nach der N atur der Gleichung, 
durch welche sie, etwa in rechtwinkeligen Koordinaten 
x , y , dargestellt werden. Diese Gleichung kann durch 
eine „transzendente“ Funktion der Variabein gegeben 
werden —  „transzendente Kurven“, oder durch eine „al
gebraische“ Funktion —  „algebraische“ Kurven. Die Auf
gabe, die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden m it 
einer Kurve zu bestimmen, führt dann auf eine Gleichung, 
deren W urzeln, sofern sie reell sind, die geometrisch in 
die Erscheinung tretenden Schnittpunkte der Geraden mit 
der Kurve liefern; etwaigen imaginären Wurzeln dagegen 
entsprechen keine geometrisch sichtbaren Schnittpunkte. 
Is t die Kurvengleichung t r a n s z e n d e n t ,  so erhält man 
auf einer beliebigen Geraden im allgemeinen unendlich 
viele Schnittpunkte mit der Kurve, da auch die Gleichung 
für die Schnittpunkte dann transzendent sein wird. Liegt 
eine a lg e b r a is c h e  Kurvengleichung vor vom Grade n 
(bei der also die Summe der Exponenten von x  und y in 
jedem Term n nicht übersteigt, aber mindestens einmal 
erreicht), so ist auch die Gleichung zur Bestimmung der 
Schnittpunkte der Kurve m it einer Geraden algebraisch 
und vom n ten Grad. Diese Zald n nennen w ir die 
„Ordnung“ der Kurve o h n e  R ü c k s ic h t  d a r a u f ,  ob die 
Wurzeln der letzteren Gleichung reell oder (paarweise) 
komplex sind. Natürlich kann dann auch die Zahl der 
r e e l l e n  Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit einer 
solchen Kurve n ter Ordnung nie größer, sondern höchstens 
=  n  sein. Doch braucht die Zald von n reellen Schnitt
punkten m it einer Geraden nicht erreicht zu werden. 
Es kann vielmehr Vorkommen, daß, n z. B. als gerade 
vorausgesetzt, eine beliebige Gerade immer nur 11 — 2 
oder n — 4 usw. r e e l l e  Schnittpunkte m it der Kurve 
n te r  Ordnung lie fert
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Um zu dem Begriff der Tangente einer Kurve zu ge
langen, sei P  ein Punkt einer Kurve, P , ein anderer Punkt 
derselben. Der Punkt 1 \ rückt auf der Kurve gegen P 
hin. Dann kann man immer die Verbindungslinie P P t 
zeichnen. Je mehr sich nun P t dem Punkte P  nähert, 
um so mehr nimmt die Verbindungslinie P P ! eine be
stimmte Grenzlage, die der T a n g e n te  in P, an , die er
reicht w ird, wenn P, m it P  zusammenfällt. Die Diffe
rentialrechnung lehrt durch die Rechnung diese Tangente 
zu ermitteln, sofern die Funktion, deren geometrisches 
Bild die gegebene Kurve ist, die nötigen Voraussetzungen 
erfüllt. Eine Kurve bestimmt also auch eine unendliche 
Anzahl von geraden Linien, ihre Tangenten. Jede Tangente 
berührt im „Berührungspunkt“ die Kurve.

Ist umgekehrt eine Reihe von unendlich vielen Ge
raden gegeben, die ununterbrochen (stetig) aufeinander 
folgen, so ist auch dadurch eine Kurve bestimmt, die von 
diesen Geraden als Tangenten „um hüllt“ wird (Fig. 35). 
Halten w ir eine der Geraden, etwa t  fest, und wählen 
eine zweite, etwa t j ,  näher im d näher an t ,  so nähert 
sich der Schnittpunkt von t  und mehr und m ehr einem

bestimmten Punkt auf 
t ,  den er erreicht, 
wenn ^  m it t  zu
sammenfällt. Dieser 
Punkt ist der Berüh
rungspunkt T von t  
mit der umhüllten 
Kurve. Von den durch 
T an die Kurve gehen
den Tangenten haben 
sich also zwei in der 

Fig. 35. Tangente t  vereinigt.



Die Aufgabe, die Tangenten einer algebraischen Kurve 
zu bestimmen, die durch einen beliebigen Punkt P  in  der 
Ebene der Kurve gehen (Fig. 35), führt rechnerisch auf eine 
gewisse Gleichung. Den Grad dieser Gleichung bezeichnet 
man als die „Klasse“ der Kurve und zwar in rein analy
tischem Sinne, also ohne Rücksicht auf die Realität dieser 
Tangenten. Diese Zahl ist dann auch wieder eine o b e re  
Grenze für die Anzahl der r e e l le n  Tangenten, die durch 
einen Punkt an eine Kurve gehen können. An eine Kurve 
vter Klasse können also auch von keinem Punkte aus mehr 
als v  r e e l le  Tangenten gezogen werden.

D ie  K u rv e  2. O rd n u n g .
59. Betrachten wir jetzt das Erzeugnis zweier pro

jektiver Strahlenbüschel S und St in der gleichen Ebene.
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Die projektive Beziehung derselben sei festgelegt durch 
die drei Paare entsprechender Strahlen a, a j , b , bt , c , cx, 
welche sich bezüglich in  A, B, C, schneiden (Fig. 36)*). 
Um weitere Punkte der von den Büscheln erzeugten Kurve 
zu erhalten, konstruieren w ir noch andere entsprechende

*) Man lege sich, wie immer, die Figur selbst an.



Strahlen der beiden Büschel nach der in  33. (Fig. 23) 
gegebenen Methode. W ir wählen zwei Gerade g und gx 
beliebig durch A, bringen g mit a , b, c in A, B, C, g t  
mit aŁ, bx, cL in At , B: , zum Schnitt; dann liefern 
BBj und CCj in ihrem Schnittpunkt das Zentrum P  der 
Perspektivität für die Punktreihen auf g und g l .

Zu einem beliebigen Strahl d des Büschels S finden 
w ir dann den entsprechenden dt im Büschel Sx gemäß 
der Vorschrift, daß der Schnittpunkt D von d  und g m it 
dem Schnittpunkt Dx von dx und g t  auf einer Geraden 
durch P  hegen muß. Die Strahlen d und dL schneiden 
sich in  einem weiteren Punkt D der erzeugten Kurve, 
die w ir kurz m it k 2 bezeichnen wollen und von der w ir 
auf diese "Weise beliebig viel Punkte zeichnen können.

W ir behaupten nun, daß auch die Büschelmittelpunkte 
S und Sj auf der k 2 liegen. Denn betrachten w ir den 
Verbindungsstrahl S S ! als einen Strahl des Büschels S, 
weswegen er mit e bezeichnet werden möge, so entspricht 
ihm der in der F igur gezeichnete Strahl et und es er
scheint Sj als Schnitt der entsprechenden Strahlen e und 
et , also liegt SL auf der erzeugten Kurve. Ebenso kann 
S S j aber auch als Strahl des Büschels St , also als ein 
Strahl fj betrachtet werden, wonach ihm der in der 
Figur konstruierte Strahl f entspricht. S ist je tzt Schnitt
punkt der entsprechenden Strahlen f und f j , mithin eben
falls ein Punkt von k 2.

Die Kurve k 2 is t ferner von der 2. Ordnung, d. h. 
eine beliebige Gerade 1 schneidet sie im allgemeinen in 
zwei Punkten. Um dies zu beweisen, konstruieren w ir 
in einer e ig e n e n , n e u e n  Figur die Schnittpunkte A, 
B , C von 1 m it den Strahlen a , b , c und die Schnitt
punkte A t , B , , CL von 1 mit at , bt , cL. Denken w ir uns 
die beiden projektiven Büschel S und Sj mit 1 geschnitten,
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so sind die auf 1 entstehenden Punktreihen A, B, C . . . 
und Aj, Bl5 Cj . . .  ebenfalls projektiv. Is t M ein Doppel
punkt dieser beiden Punktreihen, so schneiden sich in 
ihm entsprechende Strahlen S H  und S! M der beiden 
Büschel, folglich liegt ein solcher Doppelpunkt auf der k 2. 
Andererseits muß ein Schnittpunkt von 1 mit k 2 notwendig 
einen Doppelpunkt der projektiven Punktreihen liefern. 
Folglich liegen auf der Geraden 1 so viel Schnittpunkte 
m it der Kurve k 2, als Doppelpunkte der beiden projektiven 
Punktreihen vorhanden sind, d. h. zwei, die natürlich reell 
oder nicht vorhanden (imaginär) oder in einem Punkte 
vereinigt sein können. Die Kurve k 2 ist also von der 
2. Ordnung. W ir nennen sie wolil auch eine „P unkt
reihe 2. Ordnung“. Die wirkliche Durchführung der 
Konstruktion der Schnittpunkte auf 1 folgt später als 
Aufgabe 26 (S. 112).

Kehren w ir nun wieder zu der F igur 36 zurück. 
Jede durch S gehende Gerade wie z. B. d hat also mit 
der k 2 a u ß e r  S noch e in e n  Punkt gemein und zwar 
ist dies d e r  Punkt D, wo d von dem entsprechenden 
Strahl dL getroffen wird. Betrachten wir nun aber den 
Strahl f , so w ird d ie s e r  Strahl von dem entsprechenden 
Strahl ft wieder in S getroffen: es fallen mithin für den 
Strahl f die b e id e n  Schnittpunkte m it der k 2 nach S, 
demnach ist f die Tangente in S an die Kurve k 2. Ebenso 
folgert man, daß der Stralil ex die Kurve k 2 in S, berührt.

Zusammenfassend gelangen w ir zu folgendem 
S a tz  30. „Das Erzeugnis zweier projektiver, in  der 

gleichen Ebene befindlicher Strahlenbüschel ist eine 
Kurve 2. Ordnung, welche auch durch die Büschel
mittelpunkte hindurchgeht und in diesen diejenigen 
Strahlen zu Tangenten hat, welche dem Verbindungs
strahl der Mittelpunkte bezüglich entsprechen.“
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W e ite re  S ä tz e  ü b e r  d ie  K u rv e  2. O rd n u n g .
60. Die Punkte S und Sj nahmen bis jetzt eine 

ausgezeichnete Stellung ein gegenüber den anderen Punk
ten der k 2. Trotzdem spielen sie auf dieser Kurve keine 
besondere Rolle, vielmehr können, wie w ir jetzt zeigen 
wollen, i r g e n d  zwei beliebige Punkte von k 2 als Mittel
punkte projektiver Büschel genommen werden, welche 
die Kurve k 2 erzeugen.

Es seien wieder (Fig. 3 7) die beiden projektiven Strahlen

ziehen, so ist der Schnittpunkt T von S P  m it gt ein 
Punkt der erzeugten Kurve k 2 und ebenso der Punkt R, 
in welchem g von Sx P  getroffen wird. Die Richtigkeit 
dieser Behauptungen ergibt sich direkt durch die Be
merkung, daß ST und S1T, ebenso S R  und SXR gemäß 
unserer Konstruktion entsprechende Strahlen t ,  tL bzw. 
r ,  r t sind. —  Man erhält dann die nämliche projektive 
Beziehung der Büschel S und Sx, also auch die g le ic h e  
Kurve k 2, wenn man statt von den Strahlenpaaren a, a j ,
b ,b 1; c , Cj ausgeht von den drei Strahlenpaaren b ,b j ,  
r,rlt t ,^.

Fig. 37.

büschel S und Sj 
gegeben durch die 
Strahlenpaare a , au  
b, bl5 0 ,¾ )  welche 
die Punkte A, B, C 
liefern, ferner seien 
durch A die Hilfs
geraden g und gt ge
zeichnet und das Zen
trum  P  der Perspek
tiven Punktreihen auf 
g  und gj konstruiert. 
W enn.w ir dann S P



W ir denken uns nun, w ir hätten die Kurve k 2, aus
gehend von den projektiven Büscheln S und St , konstruiert. 
Darauf greifen w ir auf ihr drei Punkte b e l ie b ig  heraus, 
die wir B, T, R nennen, während die nach ihnen laufen
den Strahlen der Büschel S und St bzw. b , bt , t ,  tT, r , r t 
heißen mögen, und stellen uns jetzt die Aufgabe, die 
F igur 37 zu rekonstruieren, also zwei Gerade g und gt 
zu finden, welche die Konstruktion der projektiven Be
ziehung vermitteln.

Ziehen wir ST und S jR , so liefert ihr Schnittpunkt 
einen Punkt P. Durch P  wollen w ir je tzt irgend eine 
Gerade ziehen, welche die Strahlen b und bx bezüglich 
in  B ' und B{ trifft. Wir zeichnen den Schnittpunkt A' 
von R B ' und TB{. Bezeichnen w ir die Geraden R A ' 
und TA ' bzw. m it g ' und g{, so können w ir unter Be
nutzung von P  als Perspektivitätszentrum die Büschel S 
und Sx jetzt projektiv aufeinander beziehen, und diese 
projektive Beziehung muß notwendig die gleiche sein, 
wie die ursprünglich gegebene, da sie in drei Paaren 
entsprechender Stralüen b , bx, t , t u  r ,  r t mit ihr über
einstimmt. Dann schneiden sich aber in A' entsprechende 
Strahlen der gegebenen projektiven Büschel, d. h. A' liegt 
auch auf der Kurve k 2.

Nun war aber die Gerade durch P, welche B ' und 
Bf auf b und bt ausschnitt, noch ganz beliebig. Lassen 
w ir sie den Büschel P  durchlaufen, so beschreiben B ' 
und B | auf b und b l zueinander perspektive Punktreihen. 
Die Strahlen R B ' und T B /, welche diese Punktreihen je 
aus R  und T projizieren, werden also projektive Strahlen
büschel durclilaufen und entsprechende Strahlen dieser 
Büschel schneiden sich immer in Punkten A' der Kurve 
k 2. Folglich werden die Punkte A' aus R  und T durch 
projektive Büschel projiziert.
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Die Rechnung zeigt nun ferner, daß die durch pro
jektive Strahlenbüschel erzeugte Kurve die allgemeinste 
Kurve 2. Ordnung ist. W ir haben also den 
S a tz  31. „Die Punkte einer Kurve 2. Ordnung werden 

aus zwei beliebigen ihrer Punkte durch projektive 
Strahlenbüschel projiziert.“

Z u s a tz  1. Da w ir in  den Büschelmittelpunkten S und 
St nach 59. die Tangenten an die Kurve 2. Ordnung 
konstruieren konnten, so ist es uns jetzt auch möglich, 
in einem b e l ie b ig e n  Punkt der Kurve die Tangente 
zu zeichnen, indem w ir den Mittelpunkt des einen er
zeugenden Büschels in diesen Punkt verlegen.

Z u s a tz  2. Der Kreis ist a u c h  eine Kurve 2. Ordnung 
und besitzt die in  Satz 31 zum Ausdruck gebrachte 
Eigenschaft (44.), die w ir übrigens bei der Steinerschen 
Konstruktion bereits benutzten (45.). Da aber diese 
Konstruktion bloß diese Eigenschaft voraussetzte, so 
könnten w ir dazu sta tt des Kreises auch eine beliebige 
Kurve 2. Ordnung benutzen.

B e s tim m u n g  e in e r  K u rv e  2. O rd n u n g .
61. Aus der Erzeugung der Kurve 2. Ordnung durch 

projektive Büschel folgt auch leicht, daß es eine und nur 
e in e  solche Kurve gibt, welche fünf beliebig in  einer 
Ebene gelegene Punkte 1 , 2 , 3 , 4 , 5 enthält. Denn 
wählen w ir z. B. die Punkte 1 und 2 als Biischelmittel- 
punkte, so müssen den Stralilen 13, 14, 15 der Reihe 
nach entsprechen die Stralilen 23, 24, 25 , wodurch die 
projektive Beziehung der Büschel gerade festgelegt ist. 
Die Büschel 1 und 2 erzeugen dann die durch die fünf 
Punkte gehende Kurve 2. Ordnung. Es kann keine zweite 
solche Kurve geben. Denn auch eine solche zweite Kurve 
w ürde aus 1 und 2 durch projektive Büschel projiziert



und diese projektive Beziehung muJB m it der eben be
stimmten notwendig zusammenfallen, da sie drei Paare 
entsprechender Strahlen mit ihr gemein hat. Also folgt 
S a tz  32. „Durch fünf b e l ie b ig e  Punkte einer Ebene 

geht e in e  und s t e t s  eine Kurve 2. Ordnung.“

§ 21. Das Erzeugnis zweier Strahlenbüschel. H l

Fig. 38.

W ürden von den fünf gegebenen Punkten drei, etwa 
(he Punkte 3, 4, 5 in einer Geraden p liegen, so wären 
die Strahlenbüschel aus 1 und 2 perspektiv und die Ge
rade p wäre die Achse der Perspektivität. Das Erzeugnis 
dieser perspektiven Strahlenbüschel 1 und 2 bestände 
zunächst in der Geraden p , da sich ja entsprechende



Strahlen stets auf p begegnen. W eiter gehört aber auch 
die Verbindungslinie 12 der Büschelmittelpunkte diesem 
Erzeugnis an. Denn in ih r fallen zwei entsprechende 
Strahlen derperspektivenBüschel ihrer ganzen Ausdehnung 
nach zusammen, so daß je d e r  P unkt dieser Linie als 
Schnittpunkt dieser beiden entsprechenden Strahlen der 
Perspektiven Büschel betrachtet werden kann. Bei Per
spektiven Büscheln besteht also das Erzeugnis in zwei 
geraden Linien, die Kurve 2. Ordnung ist, wie man sich 
ausdrückt, „zerfallen“ und zwar in zwei Gerade, d. h. 
zwei Kurven 1. Ordnung.
A u fg a b e  26. Eine Kurve 2. Ordnung ist gegeben durch 

die fünf Punkte 1, 2, 3, 4, 5 ; die Schnittpunkte mit 
einer Geraden 1 zu konstruieren.

L ö su n g . W ir führen den in 59. angegebenen Gedanken
gang durch. Die Punkte 1 und 2 werden als Mittel
punkte der die Kurve erzeugenden Büschel genommen 
(Fig. 38); die Punktreihen, welche die gegebene Ge
rade 1 auf diesen Büscheln ausschneidet, projizieren 
w ir aus S auf den gezeichnet vorliegenden Hilfskreis. 
Die Steinersche Konstruktion liefert dann die verlangten 
Schnittpunkte M und N.

A u fg a b e  27. In  den Punkten 1 und 4 die Tangenten 
an die Kurve 2. Ordnung zu konstruieren.

L ö su n g . Siehe Zusatz 1 von 60.

§ 22. Der Satz von Pascal.
G e g e n s e i te n  e in e s  S e c h s e c k s .

62. Aus irgend sechs Punkten in einer Ebene kann 
man in sehr verschiedener Weise Sechsecke bilden. Ver
teilt man die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6  in irgend einer An
ordnung auf die sechs Punkte, so ist dadm-ch das Sechseck
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1 2 3 4 5 6  festgelegt, dessen Ecken in der Reihenfolge 
der Ziffern durchlaufen werden. In  einem solchen Sechs
eck, dessen Seiten sich im übrigen noch ganz beliebig 
schneiden dürfen, kann man dreimal je zwei Seiten ein
ander zuordnen, nämlich die Seiten 12 und 45, dann 23 
und 56, endlich 34 und 61. W ir nennen die zwei Seiten 
eines solchen Paares, zwischen denen immer vier Seiten 
des Sechseckes gelegen sind, „Gegenseiten“. Schneiden sich 
12 und 45 inX , 23 und 56 in Y, 34 und 61 in Z, so sind 
also X , Y , Z die Schnittpunkte der Gegenseiten und für 
j e deN um erierung kann man diese dreiPunkte konstruieren.

D as e in e r  K u rv e  2. O rd n u n g  e in g e s c h r ie b e n e  
S e c h se c k .

63. Betrachten w ir jetzt in  Figur 37 das Sechseck 
der auf der Kurve k 2 gelegenen Punkte A TS|{S, R , das 
w ir in dieser Reihenfolge m it 12 3 4 5 6  numerieren. Dann 
sind in ihm Gegenseiten AT und B St . ferner TS und SŁ R, 
endlich SB und RA. Die Schnittpunkte dieser Gegen
seiten sind der Reihe nach B j, P ,  B und nach der Figur 
hegen diese drei Punkte auf e in e r  Geraden. Vermöge 
dieser Eigenschaft fanden w ir ja immer andere Punkte A'... 
der Kurve k 2. Die sechs Punkte A, T, . . . , R können 
aber als sechs behebige Punkte auf der Kurve 2 . Ordnung 
betrachtet werden. W ürde man sie in irgend einer anderen 
Weise numerieren, so könnte man auch wieder d ie  Punkte, 
auf welche die Zahlen 3 und 5 fallen, als Mittelpunkt der 
die Kurve erzeugenden Strahlenbüschel nehmen, die Punkte 
mit den Ziffern 2 und 6 ließen w ir die Rolle der Punkte 
R und T spielen usw. W ir erhalten dann ein n e u e s  
Sechseck, aber auch in diesem müssen wiederum die 
Schnittpunkte der Gegenseiten auf einer Geraden hegen; 
demnach ergibt sich der

D o e h l e m a n n ,  P ro jek tiv e  G eom etrie . 8
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S a tz  33. „Sind sechs beliebige Punkte, auf einer Kurve 
2. Ordnung gegeben und numeriert man sie in irgend 
einer Weise zu einem Sechseck, so hegen die drei 
Schnittpunkte der Gegenseiten dieses Sechsecks auf 
einer Geraden.“

Dies ist der wichtigste Lehrsatz von Pascal, den dieser, 
16 Jahre alt, im Jahre 1640 veröffentlichte. Ein Sechs
eck, in dem die Gegenseitenschnittpunkte auf einer Ge
raden hegen, heißt auch ein Pascalsches Sechseck und 
diese Gerade die Pascalsehe Linie (P. L.).

W enn ferner bei der in 60. gegebenen Konstruktion 
die Punkte k ',  . . . ,  die man für verschiedene durch P  
gehende Gerade erhielt, stets auf der Kurve 2. Ordnung 
k 2 lagen, so liefert dieses offenbar den 
S a tz  34. „Gehören in  einem Sechseck, das irgendwie 

numeriert ist, die Schnittpunkte der Gegenseiten einer 
Geraden an, so hegen die sechs Ecken des Sechsecks 
auf e in e r  Kurve 2. Ordnung.“

Es geht also die durch fünf der Ecken des Sechseckes 
bestimmte Kurve 2. Ordnung dann von selbst auch durch 
che letzte Ecke des Sechsecks. Ein Pascalsches Sechs
eck ist mithin stets'einer Kurve 2. Ordnung eingeschrieben. 
W enn ferner bei i r g e n d  einer Numerierung in  einem 
Sechseck die Schnittpunkte der Gegenseiten auf einer Ge
raden hegen, so hat das Sechseck diese Eigenschaft bei 
j e d e r  m ö g lic h e n  Numerierung.

S p e z ia l i s ie r u n g e n  d e s  P a s c a ls c h e n  S a tz e s .
64. Aus dem Satze von Pascal können w ir noch 

andere, speziellere Sätze ableiten. Lassen w ir von den 
Ecken des der Kurve eingeschriebenen Sechsecks die 
Ecke 2 der Ecke 1 auf der Kurve näher und näher rücken, 
so fällt schließlich 2  m it 1 zusammen, so daß man bloß



§ 22. Der Satz von Pascal. 115

noch ein Fünfeck hat, als Yerbinclungsseite 12  aber müssen 
T O  die Tangente in 1 betrachten. Wie sich der Pascal- 
sche Satz dann modifiziert, dürfte aus Figur 3 9 a  zu ent
nehmen sein.

Ebenso können w ir zweimal zwei Ecken des Sechs
ecks zusammenrücken lassen und erlialten dadurch zwei 
in den Figuren 39b  und 3 9 c  dargestellte Sätze.

Wenn endlich dreimal zwei Ecken zusammenfallen, 
so ergibt sich der in  Figur 3 9 d zur Anschauung gebrachte 
S a tz  35. „Hat man ein einer Kurve 2. Ordnung einge

schriebenes Dreieck, so liegen die Schnittpunkte jeder 
Dreiecksseite mit der Tangente in der gegenüberliegenden 
Ecke in einer Geraden.“
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A n w e n d u n g e n  d e s  P a s e a ls c l ie n  S a tz e s .

65. Der Satz von Pascal gab seiner Ableitung nach 
nur einen anderen, bequemeren Ausdruck für die Kon
struktion, vermittels welcher man entsprechende Strahlen 
in den eine Kurve 2. Ordnung erzeugenden projektiven 
Strahlenbüscheln fand. E r kann daher auch benutzt 
werden, um  von einer solchen Kurve, sofern sie irgend
wie, z. B. durch fünf Punkte, bestimmt is t, weitere 
Punkte zu konstruieren. W ir lassen die beiden Aufgaben 
1. Grades folgen, deren Lösung der Pascalsche Satz 
leistet.
A u fg a b e  28. Fünf Punkte einer Kurve 2. Ordnung 

sind gegeben, sowie durch einen dieser Punkte eine 
Gerade. Man konstruiere den zweiten Schnittpunkt 
dieser Geraden mit der Kurve 2. Ordnung.

L ö su n g . Der P u n k t, durch den die gegebene Gerade 1
geht, sei m it 1 bezeichnet 
(Fig. 40), .der zweite ge
suchte Schnittpunkt auf 1 
sei 2 , so daß also die Seite 
1 2 jedenfalls m it der Ge
raden 1 zusammenfällt; die 
übrigen gegebenen Punkte 
mögen m it 3 , 4 , 5 , 6 be
zeichnet werden. Das Sechs
eck, welches der gesuchte 

Punkt 2 m it den gegebenen Punkten bildet, ist ein 
Pascalsches. Die Pascalsche Linie (P. L.) kömien w ir 
konstruieren als Verbindungslinie der Punkte X und Z, 
wobei X  Schnittpunkt von 1 2 und 4 5 , Z Schnitt
punkt von 3 4 und 6 1 . Auf ihr müssen sich auch 
schneiden 2 3 und 5 6 . Die letztere Linie liefert also
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auf der P. L. den Punkt Y und 3 Y schneidet den 
gesuchten Punkt 2 auf 1 aus.

A u fg a b e  29. Yon einer Kurve 2. Ordnung sind fünf 
Punkte gegeben; in  einem derselben die Tangente an 
die Kurve zu konstruieren.

L ö su n g . In  der Absicht, ims ein Pascalsches Sechseck 
bzw. Fünfeck zu numerieren, 
bezeichnen w ir den Punkt, 
in dem die Tangente kon
struiertw erden soll, mit 1 , 2  
(Fig. 41); die anderen gege
benen Punkte m it 3 ,4 , 5, 6 .
Dann kann man wieder die 
Punkte Y und Z der Pascal
sehen Linie, also diese selbst 
konstruieren. Auf ihr schnei
det 4 5 den P unkt X  aus, 
durch den nach den Erörterungen von 61. die Tangente 
1 2 im Punkte 1 geht.

Eine andere I>ösung der vorstehenden Aufgabe ergab 
sich aus 60. Zusatz 1.

Ganz in ähnlicher Weise behandelt man die beiden 
folgenden Aufgaben.

A u fg a b e  30. Yon einer Kurve 2. Ordnung sind vier 
Punkte gegeben und in einem derselben die Tangente; 
in  einem der übrigen Punkte die Tangente an die 
Kurve zu konstruieren.

A u fg a b e  31. Yon einer Kurve 2. Ordnung sind drei 
Punkte gegeben und in zweien derselben die Tangenten 
an die Kurve; im dritten Punkte die Tangente zu 
konstruieren.



§ 23. Das Erzeugnis zw eier projektiver, in der 
gleichen Ebene gelegener Punktreihen.

D ie  K u rv e  2. K la sse .

6 6 . Zwei in  einer Ebene befindliche, projektiv 
aufeinander bezogene Punktreihen g und g l liefern ein 
Erzeugnis, sofern w ir je zwei entsprechende Punkte der
selben durch eine Gerade verbinden. W ir erhalten zunächst 
ein Polygon, dessen Seiten von solchen Verbindungsge
raden gebildet werden, und schließlich, nach Ausführung 
des Grenzübergangs, als Umhüllungsgebilde der unendlich 
vielen Verbindungsstrahlen eine Kurve, deren Tangenten 
eben alle diese Strahlen sind.

Um diese Kurve näher zu untersuchen, sei (Fig. 42) 
die projektive Beziehung von g  mid g t diu’ch drei Paare 
entsprechender Punkte gegeben, A , Ax , B , Bt , C , Cx , 
welche verbunden drei Tangenten a , b , c der erzeugten 
Kurve liefern. W eitere Tangenten derselben finden wir 
unter Benutzung der in  3 2 .(Figur 2 2) angegebenen Methode 
zur Konstruktion entsprechender Punkte der projektiven 
Punktreihen. Es werden also auf a die Punkte S und St 
beliebig angenommen, sodann aus ihnen g und g, durch 
Perspektive Strahlenbüschel projiziert, welche als Per
spektiven Schnitt die Gerade p liefern.

Zu einem beliebigen Punkte D auf g finden w ir nun 
den entsprechenden D( auf gL m it Rücksicht darauf, daß 
sich SD und S1 D1 wieder in einem Punkte D von p 
schneiden müssen. D1)L ist dann eine weitere Tangente 
der erzeugten Kurve.

Unter Anwendung der gleichen Konstruktion ermitteln 
w ir jetzt auch die Punkte E t imd F , welche dem Schnitt
punkt von g und g, entsprechen, wenn w ir ihn als E 
und FL bezeichnen. Es treten dabei die Hilfspunkte E
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und F auf. Dann ist aber g die Verbindungslinie der 
entsprechenden Punkte F und F , , -während g l die ent
sprechenden Punkte E und Ej verbindet. Also sind auch 
g und gj Tangenten der erzeugten Kurve, die w ir y.- 
nennen wollen.

Diese Kurve ist von der 2 . Klasse, d. h. durch einen 
beliebigen Punkt P  gehen, algebraisch gesprochen, zwei 
ihrer Tangenten. Dies erkennen w ir an einer e ig e n e n  
Figur in folgender Weise. Um die durch P gehenden 
Tangenten der y.'1 zu finden, haben w ir bloß zuzusehen, 
wie oft es Vorkommen kann, daß eine Verbindungslinie 
entsprechender Punkte von g imd g1 durch P  läuft.



Projizieren wir nun aber die Punktreihen g und gt aus 
P  je durch einen Strahlenbüschel, so haben die Doppel
strahlen dieser projektiven Büschel die Eigenschaft, 
Tangenten durch P  an die Kurve x 2 zu liefern, und n u r  
für diese Doppelstrahlen tritt dies ein. Die Kurve y.2 ist 
also in der Tat von der 2. Klasse.

W ählen w ir einen Punkt D auf g , so gehen durch 
ihn auch zwei Tangenten an x 2: die eine ist die Tangente 
g , die andere ist die Verbindungslinie d von D m it dem 
entsprechenden Punkt Dt . Diese zwei Tangenten sind 
immer verschieden, nur für den Punkt F füllt diese zweite 
Tangente auch m it g zusammen. Durch F gehen also 
zwei unendlich benachbarte Tangenten der x 2, mithin ist 
nach 58. F der Berührungspunkt von g mit der Kurve yJ. 
Ebenso ist natürlich E t der Berührungspunkt der Tan
gente g , . W ir haben damit erhalten:

S a tz  36. „Das Erzeugnis zweier projektiver, in der 
gleichen Ebene gelegener Punktreihen ist eine Kurve 
2. Klasse, welche auch die Träger der Punktreihen 
zu Tangenten hat. Die Berührungspunkte dieser 
beiden Tangenten sind die Punkte, welche den im 
Schnittpunkte der Träger vereinigten bezüglich ent
sprechen.“

W e ite re  E ig e n s c h a f te n  d e r  K u rv e  2. K lasse .

67. In  den soeben durchgeführten Betrachtungen 
waren die Tangenten g und g1} die Träger der projektiven 
Punktreihen, vor den übrigen Tangenten wie a , b , c, . . .  
ausgezeichnet. W ir wollen nun zeigen, daß i r g e n d  zwei 
Tangenten der Kurve y.2 die Rolle von g und g t über
nehmen können, indem die ü b r ig e n  Tangenten auch auf 
ihnen profektive Punktreihen ausschneiden.
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Konstruieren w ir wieder (Fig. 43), ausgehend von 
drei Paaren A, A1( B ,B t , 0 , ¾  entsprechender Punkte, 
den perspektiven Schnitt p . Dieser treffe g und gt in 
zwei Punkten, die als Hilfspunkte () und II betrachtet
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werden mögen. Dann erkennt man, daß SiQ  eine Tan
gente q der erzeugten Kurve (Q fällt m it Q zusammen, 
während Qt der Schnitt von St (( und gL ist), und ebenso 
ist S R  eine Tangente r  von y.'2.

Statt nun von g, gn  a, b, c als Tangenten der er
zeugten Kurve x 2 auszugehen, können wir auch g, gt , b,



r ,  q zur Bestimmung von x 2 benutzen, da ja r  und q in 
g le icherw eise entsprechende Punkte der gegebenen pro
jektiven Punktreihen g und gL ausschneiden.

Denken wir uns jetzt die Kurve x 2 tangentenweise 
konstruiert, indem w ir von g , gt , a , b , c ausgehen. Dann 
seien drei beliebige ihrer Tangenten herausgegriffen, die 
w ir mit b , r , q bezeichnen. W ir wollen nun die vorige 
Figur rekonstruieren mit diesen Elementen. Die Tan
gente r  trifft gL in R , die Tangente q den Träger g in Q, 
die Tangente b schneidet auf g und gL zwei Punkte B 
und B, aus, die Verbindungslinie Q R  sei p.

W älüen w ir nun auf p irgend einen Punkt B ' beliebig, 
so möge B B ' mit r  den Schnittpunkt S ', Bt B' m it q den 
Schnittpunkt S/ liefern. Dann können w ir mit S ' und 
als Büschelmittelpunkten und p als perspektivem Schnitt 
dieser Büschel eine projektive Beziehung auf g und gt 
herstellen, die aber m it der gegebenen identisch sein muß, 
da sie m it ih r die drei Punktpaare B , B j, R , R 1, Q, Q, 
gemein hat. Es muß also auch die Verbindungslinie S ' S{ 
oder a ' entsprechende Punkte der projektiven Punktreihen 
g und gL ausschneiden, mitliin ist diese Linie a '  ebenfalls 
eine Tangente von y.2.

Nun war 15' noch beliebig auf p anzunehmen. Lassen 
w ir B' auf p wandern, so beschreiben die Strahlen aus B 
und Bx nach B' perspektive Strahlenbüschel, und diese 
Strahlenbüschel schneiden auf r  und q bezüglich die 
Punkte S ' und S{ aus. Es müssen also auch die Punkt
reihen S ' und Si als Schnitte m it perspektiven Büscheln 
projektiv sein oder mit anderen W orten: die Geraden a', 
die sämtlich Tangenten der Kurve x 2, schneiden auf den 
Tangenten r  und q projektive Punktreihen aus.

Die Analysis ergänzt diese Betrachtungen, indem sie 
zeigt, daß je d e  Kurve 2. Klasse als Erzeugnis projektiver
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Punktreihen dargestellt werden kann. Demnach ist be
wiesen :
S a tz  37. „Auf irgend zwei Tangenten einer Kurve 

2. Klasse schneiden die übrigen Tangenten dieser 
Kurve projektive Punktreihen aus.“

B e s tim m u n g  e in e r  K u rv e  2. K lasse .

6 8 . Aus der eben nachgewiesenen Erzeugung der 
Kurven 2. Klasse ergibt sich unmittelbar, daß man sich 
fünf Tangenten einer solchen Kurve beliebig geben darf, 
daß es also stets eine und nur eine solche Kurve gibt, 
welche fünf vorgegebene Gerade berührt.

Denn sind I ,  I I ,  I I I ,  IV, V  diese Geraden, so wählen 
w ir etwa I und I I  aus und ordnen die Punkte einander 
zu, welche I II , IV  und V je auf ihnen ausschneiden. 
Dadurch ist die projektive Beziehung der Punktreihen 
auf I  und I I  gerade festgelegt. Die durch diese Punkt
reihen erzeugte Kurve ist die verlangte. Es gibt nur 
e in e  solche Kurve, wie man ebenso zeigt wie in 61., 
also folgt
S a tz  38. „Es gibt e in e  und n u r  eine Kurve 2. Klasse, 

welche fünf beliebige Gerade berührt.“
Gehen von den fünf gegebenen Geraden drei, etwa 

H I, IV  und V durch einen Punkt S, so werden die Punkt
reihen auf I  und I I  perspektiv. Die Verbindungslinien 
entsprechender Punkte bilden also den Strahlenbüschel S. 
Außerdem fallen aber in dem Schnittpunkt von I  und II 
entsprechende Punkte E  und E t der perspektiven Punkt
reihen auf I  und I I  zusammen. J e d e  durch E  gehende 
Linie kann mithin als eine Gerade gelten, welche ent
sprechende Punkte, nämlich E  und E t , verbindet. Es 
gehört also auch der Strahlenbüschel E dem Erzeugnis,
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der perspektiven Punktreihen auf I  und II  an. Das 
Erzeugnis perspektiver Punktreihen besteht folglich in 
zwei Strahlenbüscheln, deren Strahlen je den Büschel
mittelpunkt umhüllen. Die Kurve 2. Klasse ist in ein 
Punktpaar, d. h. in zwei „Kurven 1. Klasse“ zerfallen.
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A u fg a b e  32. Yon einer Kurve 2. Klasse sind fünf 
Tangenten gegeben, man zeichne die durch einen 
Punkt S an die Kurve gehenden Tangenten.
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L ö su n g . In  Verfolgung des in 6 6 . bereits erörterten 
Gedankengangs greifen w ir zwei dor gegebenen Tan
genten, etwa I  und I I  lieraus (Fig. 44), markieren die 
Punktreihen, welche die drei übrigen Tangenten auf 
ihnen ausschneiden, und projizieren diese auf den Hilfs
kreis, von dem w ir annehmen, daß er durch den ge
gebenen Punkt S gehe. Die Doppelstrahlen der dadurch 
entstehenden Strahlenbüschel, die nach 45. konstruiert 
sind, liefern die gesuchten Tangenten.

§ 24. Der Satz von Brianchon.
G e g e n e c k e n  e in e s  S e c h s s e i t s .

69. Irgend sechs Gerade in einer Ebene lassen sich 
in verschiedenster Weise zu einem Sechsseit zusammen
fassen. Verteilen w ir auf die sechs Geraden irgendwie 
die Nummern I ,  I I ,  IH , IV , V , V I und durchlaufen 
die Seiten in der Reihenfolge der Nummern, so sind als 
Schnittpunkte a u f e in a n d e r  f o lg e n d e r  Seiten auch sechs 
Ecken bestimmt, nämlich der Schnittpunkt von I  und II, 
den w ir als Punkt (I, H) bezeichnen, der Punkt (H, III) 
usw., endlich der P unkt (VI, I). Es folgt also auf VI 
wieder I . (Zyklische Vertauschung.) Aus diesen sechs 
Ecken eines numerierten Sechsseits lassen sich drei Paare 
von „Gegenecken“ bilden, die Ecke (I, II) und (VI, V), dann 
(H, HI) und (V, VI), endlich (HI, IV) und (VI, I). Je zwei 
solche Gegenecken können w ir durch eine Gerade verbinden 
und erhalten so drei Verbindungslinien von Gegenecken, 
die -wir in der angegebenen Reihenfolge x , y, z nennen.

D as e in e r  K u rv e  2. K la s s e  u m s c h r ie b e n e  
S e c h s se it .

70. Betrachten w ir jetzt in Figur 43 das Sechsseit 
a q g b g 1r  und numerieren es in dieser Reihenfolge mit



1, I I ,  I II , IV , V , V I, so sind die Verbindungslinien der 
Gegenecken die drei Geraden S, B ., Q R, BS, welche nach 
der Figur durcli e in e n  Punkt B gehen. Die sechs Seiten 
des Sechsseits dürfen als sechs beliebige Tangenten der 
Kurve 2. Klasse angesehen werden. W ürde man sie in 
irgend einer ändern Weise numerieren, so könnte man 
doch wieder d ie  Tangenten, welche dann die Nummern III  
und V  tragen, als erzeugende Punktreihen für die Kurve
2. Klasse benutzen, ferner könnte man die Tangente mit 
der Nummer I  die Bolle der Tangente a spielen lassen usw., 
kurz man erhielte für das neue Sechsseit, das der anderen 
Numerierung entspricht, auch wieder einen (anderen) 
Punkt B, durch den die drei Verbindungslinien der 
Gegenecken hindurchgehen müßten. Es ist also bewiesen: 
S a tz  39. „Irgend sechs Tangenten einer Kurve 2. Klasse

liefern, auf irgend eine Weise numeriert, ein der Kurve 
umschriebenes Sechsseit, in dem sich die Verbindungs
linien der Gegenecken in e in e m  Punkt schneiden.“ 

Das ist der Lehrsatz von Brianchon, den dieser fran
zösische Gelehrte 1806 veröffentlichte. Den Punkt B, in 
dem sich die Verbindungslinien der Gegenccken schneiden, 
nennen w ir den Brianchonschen Punkt (B. P.).

Aber auch eineUmkehrung dieses Satzes folgt unmittel
bar aus der Figur 43. Dort fanden w ir ja weitere Tangenten 
a' der Kurve 2. Klasse, indem w ir immer Sechsseite kon
struierten, für welche sich S 'B  und S{Bi in Punkten B' 
von QR begegneten. W ir können also auch behaupten: 
S a tz  40. „Wenn in einem irgendwie numerierten Sechs

seit die Verbindungslinien der Gegenecken sich in 
e in e m  Punkte schneiden, so ist das Sechsseit einer 
Kurve 2. Klasse umschrieben, d. h. die Kurve 2. Klasse, 
welche fünf dieser Seiten berührt, berührt von selbst 
auch die sechste Seite des Sechsseits.“
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Es braucht wohl kaum erwähnt zu werden, daß sich 
die Sätze von Pascal und Brianchon nach dem Gesetz der 
Dualität für die Ebene entsprechen.

S p e z ia l i s ie r u n g e n  d e s  B r ia n c h o n s c h e n  S a tz e s .
71. Denken w ir uns ein einer Kurve 2. Klasse 

umschriebenes Sechsseit gegeben und halten wir fünf

seiner Seiten, etwa T, m ,  IV , Y , VI fest, während 
w ir die Seite I I  sich so ändern lassen, daß sie, stets 
Tangente der Kurve bleibend, sich der Seite I  mehr 
und mehr nähert. Ist dann im Grenzfall I I  mit I  
zusammengefallen, so haben wir statt des Sechsseits ein



Fünf seit. Dagegen sind noch sechs Ecken vorhanden. 
Denn als Schnittpunkt von I  und I I  müssen •wir den 
Berührungspunkt der Tangente I  m it der Kurve nehmen. 
Der Brianchonsche Satz läßt sich dann in entsprechender 
Weise für dies Fünfseit formulieren: es mag genügen, auf 
Figur 4 5 a  zu verweisen, die den Satz veranschaulicht. 
Ferner können w ir in dem Sechsseit zweimal zwei Tan
genten zusammenfallen lassen, wodurch w ir aus dem Satze 
von Brianchon Sätze über das V ie r s e i t  erhalten, das 
einer Kurve 2. Klasse umschrieben ist. Die Figuren 45 b 
und 45 c werden hinreichen, um auch den W ortlaut der
selben zu liefern. Fallen endlich dreimal zwei Tangenten 
zusammen, so erhalten w ir (Fig. 45 d) den

S a tz  41. „Hat man ein einer Kurve 2. Klasse umschriebenes 
Dreieck, so gehen die Verbindungslinien der Ecken 
m it den Berührungspunkten der gegenüberliegenden 
Seiten durch e in e n  Punkt.“

A u fg a b e  33. Welche Form nimmt der Pascalsche Satz 
an , wenn die Kurve 2. Ordnung in zwei Gerade zer
fällt und die sechs Punkte zu je dreien auf ihnen 
liegen? Wie läßt sich der duale Satz beweisen? Ygl. 7.

A n w e n d u n g e n  d es  B r ia n c h o n s c h e n  S a tz e s .

72. Nach Satz 40 können w ir das Brianchonsche 
Sechsseit benutzen, um  von einer Kurve 2. Klasse weitere 
Tangenten zu konstruieren und die beiden folgenden Auf
gaben zu behandeln.

A u fg a b e  34. Yon einer Kurve 2. Klasse kennt man 
fünf Tangenten und auf einer derselben einen Punkt P . 
Man soll die zweite, durch diesen Punkt gehende 
Tangente der Kurve zeiclmen.
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L ö su n g . "Wir numerieren uns ein Brianchonsches 
Sechsseit. Die Tangente, auf der P  liegt, sei I  
(Fig. 46), die gesuchte Tangente sei I I ,  die übrigen 
gegebenen Tangenten erhalten die 
Nummern I I I ,  IV, V, V I. Dann 
ist P  der Schnittpunkt (I, II).
Die Linien x  und z können w ir 
zeichnen und sie liefern den Bri- 
anclionschen Punkt (B. P.). Durch 
ihn und (V, VI) geht y  und diese 
Linie schneidet auf I II  einen Punkt 
aus, der mit P  verbunden die ge- Fig. 48.
suchte Tangente gibt.

A u fg a b e  35. Eine Kurve 2. Klasse ist gegeben durch 
fünf Tangenten; den Berührungspunkt einer derselben 
zu bestimmen.

L ö su n g . Die Tangente, deren Berührungspunkt bestimmt 
werden soll, bezeichnen w ir m it I  
und I I  (Fig. 47), die übrigen mit 
I II  . . . VT. Dann kann man zwei 
der Verbindungslinien der Gegen
ecken, nämlich z und y  zeichnen, 
deren Schnitt der Biianchonsche 
Punkt ist. Durch diesen und (IV, V) 
geht x  und diese Linie schneidet 
auf I  den Berührungspunkt T aus.

Ganz in ähnlicher Weise sind folgende Aufgaben zu
behandeln:

A u fg a b e  36. Von einer Kurve 2. Klasse sind fünf 
Tangenten gegeben; eine Tangente an die Kurve zu 
zu zeichnen, die parallel einer der gegebenen ist. Lösung 
■wie Aufgabe 34, nur liegt P  in unendlicher Feme. 
D o e h l e m a n n ,  P ro jek tiv e  G eom etrie  9



A u fg a b e  37. Yon einer Kurve 2. Klasse sind vier 
Tangenten gegeben und auf einer derselben ist ihr Be
rührungspunkt bekannt; man konstruiere die Be
rührungspunkte der anderen Tangenten.

L ö su n g . Brianchonscher Satz für ein Yierseit. 
A u fg a b e  38. Yon einer Kurve 2. Klasse sind zwei 

Tangenten gegeben und ihre Berührungspunkte, sowie 
eine dritte Tangente; man zeichne deren Berührungs
punkt.

§ 25. Identität der Kurven 2. Ordnung und 2. Klasse.

D ie  M a c -L a u r in s c h e  K o n f ig u ra tio n .

73. Hatten w ir eine Kurve 2. Ordnung durch pro
jektive Büschel erzeugt, so konnten w ir in jedem ihrer 
Punkte die Tangente bestimmen. Von welcher Klasse 
ist nun die erzeugte Kurve 2. Ordnung?

Lag andererseits eine Kurve 2. Klasse vor als Erzeug
nis projektiver Punktreihen, so war auf jeder Tangente 
ein Punkt, der Berührungspunkt, festgelegt. Yon welcher 
Ordnung ist die von den Berührungspunkten gebildete 
Kurve?

Um diese naheliegenden Fragen zu beantworten, 
gehen w ir aus von einer Kurve 2. Klasse, die durch vier 
Tangenten a , b , c, d und den Berührungspunkt A von a 
bestimmt sein möge (Fig. 48). Die Berührungspunkte 
B, C, D von b, c, d , die damit dann schon gegeben sind, 
wollen wir nun nicht wie in Aufgabe 37 mittels des 
Brianelionschen Satzes bestimmen, sondern unter Be
nutzung des Satzes 15 in 36. F ür den vorhegenden Fall 
haben w ir zu berücksichtigen, daß auf irgend zwei Tan
genten einer Kurve 2. Klasse die übrigen Tangenten pro
jektive Punktreihen ausschneiden, und ferner, daß die auf
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Grund des angezogenen Satzes zu konstruierende Linie p0 
die Berührungspunkte der beiden Tangenten ausschneidet 
(6 6 .). Die Tangenten a, b, c, d bilden nun ein vollstän
diges Yierseit. Es sei der Schnittpunkt von a und b mit 
M bezeichnet, also kurz (ab) =  M, ebenso (cd) =  M1,

Fig. 48.
ferner (ac) =  N , (bd) =  N j, endlich (ad) =  P  und 
(bc) =  P ,,  so daß N ,Ń j, M, ML, P , P t die drei Paare 
von Gegenecken des Vierseites. Weiter bezeichnen wir 
die Verbindungslinie N N L mit x, mit y, P P L mit z.

Greifen wir jetzt zunächst die beiden Tangenten a 
und b heraus, so schneiden die übrigen Tangenten c, d usw. 
auf a und b projektive Punktreihen aus und zwar ent
sprechen den Punkten N , P bezüglich die Punkte PL, .

9*



Die Linie p0 des Satzes 15 geht mithin durch den Schnitt
punkt Y der Verbindungslinien P P X und N-Nj und außer
dem durch A . Es schneidet also die Verbindungslinie 
AY auf b den Berührungspunkt B aus.

Betrachten wir in gleicher Weise a und c als Träger 
projektiver Punktreihen, so haben w ir M und Mt sowie 
P  und 1 \ zu verbinden und deren Schnittpunkt X  be
stimmt mit A verbunden die Perspektivitätsaclise, welche 
auf c den Berührungspunkt C ausschneidet. Die analogen 
Betrachtungen, durchgeführt für die Paare a und d, b und
c, b und d, endlich c und d, liefern dann folgendes Re
sultat: W ird noch der Schnittpunkt von N N X und MMt 
mit Z bezeichnet, so gehen AC und BD durch X , AB und 
und CD durch Y, AD und BC durch Z . W ir haben also 
S a tz  42. „Irgend vier Tangenten a, b , c , d einer Kurve 

2. Klasse bestimmen ein vollständiges Vierseit m it den 
drei Verbindungslinien x , y , z der Gegenecken. Die 
Berührungspunkte A, B, C, D der vier Tangenten 
liefern ein vollständiges Viereck, in dem X , Y, Z die 
Schnittpunkte der Gegenseiten. Dann fallen die Drei
ecke X  Y Z und x  y  z zusammen.“

Das System der Punkte und Geraden dieser Figur 
ist bekannt als die Mac-Laurinsche Konfiguration (1748).

D ie  K u rv e  2. K la s s e  i s t  v o n  d e r  2. O rd n u n g .
74. Diese Figur benutzen w ir jetzt, um weitere Tan

genten einer Kurve 2. Klasse und deren Berührungspunkte 
zu konstruieren, wenn die erstere durch drei Tangenten
a, b, c imd die Berührungspunkte A und C der ersten 
und dritten bestimmt ist. In  der Tat vertrauen wir uns 
der Führung der Figur an und wählen auf der Verbindungs
linie AC einen Punkt X  beliebig. MX sehneide c in Mt , 
P t X die Tangente a in P ; dann ist, wie wir beweisen
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worden, PM X eine weitere Tangente cl der Kurve 2. Klasse. 
Denn numerieren w ir ein Sechsseit derart, daß a m it I  
und I I ,  b m it III , c mit IV  und V, P J I ( oder d m it VT 
bezeichnet wird, so berühren diese 6  Linien e in e  Kurve
2. Klasse, da AC, , P P , sich in  einem Punkte X 
begegnen (71., Figur 45 c). Also ist d eine weitere Tan
gente der Kurve 2. Klasse.

~  Bringen w ir jetzt P Mt m it P XM in N1; ferner N N X 
in Y m it P I \  zum Schnitt, so schneidet AY auf b den 
Berührungspunkt B aus, und es ist leicht zu erkennen, 
daß nun BX  auf d den Berührungspunkt D liefert. Das 
folgt ohne weiteres aus einem neuen Brianchon sehen Sechs
seit, indem wir b als I  und II , c als III , d als TV und V 
und a als Tangente V I wählen.

Die ganze Figur zeigt nun wieder die oben bewiesenen 
Eigenschaften, d. h. CD geht durch Y, oder anders ausge
drückt: man kann D auch erhalten als Schnittpunkt der 
Strahlen B X  und C Y .

Lassen wir jetzt X auf AC fortrücken, so beschreibt 
derS trahlB X einen zurPunktreiheXperspektivenStralilen- 
biischel und ebenso M X; der Punkt Z wandert auf der 
Geraden BC w eiter, Y auf AB und der Strahl CY be
schreibt einen Büschel um C .

Man hat mithin folgende Reihe von perspektiven Grund
gebilden:
StrahlenbüschelBX a  Punktreihe X  Ä Strahlenbüschel MX 

a  „ Z a  „ NZ 
A  „ Y S  „ CY.

Also ist auch
Strahlenbüschel BC A Strahlenbüschel C Y .

Folglich ist der Ort der Punkte D dargestellt als E r
zeugnis projektiver Strahlenbüschel, also liegen alle Be-
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rühningspunkte D (1er Tangenten der Kurve 2. Klasse 
auf einer Kurve 2. Ordnung, welche natürlich auch durch 
die Punkte A, B, C, D geht, da ja die bewegliche Tan
gente d auch m it a , b , c, d zusammenfallen kann.

Die entsprechende duale Betrachtung, deren Durch
führung dem Leser angeraten w ird, zeigt, daß die Tan
genten einer Kurve 2. Ordnung eine Kurve 2. Klasse 
bilden. Wh’ haben demnach
S a tz  43. „Die Berührungspunkte der Tangenten einer 

Kurve 2. Klasse liegen auf einer Kurve 2. Ordnung, 
und die Tangenten einer Kurve 2. Ordnung bilden eine 
Kurve 2. Klasse.“

Ob man also von projektiven Punktreihen oder pro
jektiven Strahlenbüscheln ausgeht, man erhält die gleiche 
Kurve, nur das einemal tangentenweise, das anderemal 
punktweise erzeugt. Die Kurven 2. Klasse sind auch von 
der 2. Ordnung und umgekehrt. W ir wollen diese Kurven
2. Ordnung und 2. Klasse „ K e g e ls c h n i t t e “ nennen. 
Die Berechtigung dieser Bezeichnung w ird in einem 
späteren Abschnitte dargetan werden.

§ 26. Die verschiedenen Arten der Kegelschnitte.

U n e n d lic h  f e rn e  P u n k te .  A sy m p to te n .
75. W ir wollen jetzt sehen, welche verschiedene 

Formen die Kegelschnitte annehmen können. Man teilt 
diese Kurven ein nach ihrem Verhalten gegenüber der 
unendlich fernen Geraden der Ebene, in welcher der Kegel
schnitt hegt. Der Kegelschnitt kann diese unendlich ferne 
Gerade nämlich entweder in zwei reellen Punkten schneiden 
oder sie gar nicht schneiden (d. h. in  zwei imaginären 
Punkten) oder er kann sie berühren. Um für diese ab
strakten Möglichkeiten geometrisch brauchbare Unter-



Scheidungen zu erhalten, sei ein Kegelschnitt durch pro
jektive Büschel S und St erzeugt, deren projektive 
Beziehung durch drei Paare entsprechender Strahlen a,
b, c und au  bx, cx festgelegt sein möge. Um nun die 
Schnittpunkte des Kegelschnittes m it der u n e n d l ic h  
f e r n e n  Geraden zu bestimmen, haben w ir nur das Ver
fahren, auf Grund dessen w ir in 59. und Aufgabe 26 (S. 112) 
die Schnittpunkte einer endlichen Geraden 1 m it dem Kegel
schnitt bestimmten, entsprechend umzuändern. Da sich 
in jedem Punkte des Kegelschnittes entsprechende Strahlen 
der projektiven Büschel S und Sj begegnen, so sind 
etwaige unendlich ferne Punkte des Kegelschnittes dadurch 
ausgezeichnet, daß nach ihnen e n t s p r e c h e n d e  Stralden 
der Büschel S und Sx laufen, die überdies noch p a r a l l e l  
sind. Um solche Strahlen zu finden, verschieben wir den 
Büschel S[ parallel zu sich selbst, bis S, nach S fällt. 
Dies führen w ir aus, indem w ir durch S folgende Strahlen 
ziehen: af —}{- a i , bf —f(- b i , c{ -IpCj. Dann ist, wie leicht 
zu sehen, auch der Büschel (a, b, c) projektiv zum Büschel 
(a i, b j, Cj), wobei dem Strahl a der Strahl a / entspricht 
usw. Die Doppelstrahlen dieser Büschel aber liefern ent
sprechende Strahlen der Büschel S und S j, die parallel 
laufen. Denn wenn n =  n{ ein solcher Doppelstrahl, so 
ist n j -fr n{, also auch n 4 h 111 • Die genannten Doppel
strahlen, die sich nach der Steinerschen Konstruktion er
mitteln lassen, geben folglich die R ic h tu n g e n , in denen 
unendlich ferne Punkte des Kegelschnittes gelegen sind. 
Jede Parallele zu einer solchen Richtung geht auch durch 
diesen unendlich fernen Punkt der Kurve hindurch. Dies 
entspricht dem Umstand, daß durch irgend einen im End
lichen gelegenen Punkt einer Kurve ein Büschel von 
Strahlen hindurchgeht. W ie nun in  diesem eben genannten 
Strahlenbüschel die Tangente an die Kurve enthalten ist,
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so ist auch in dein Parallelstrahlenbüscliel durch einen 
unendlich fernen Punkt einer Kurve e in  Strahl vorhanden, 
für welchen auch noch der zweite Schnittpunkt m it dem 
Kegelschnitt in den unendlich fernen Punkt fällt und von 
dem w ir also sagen können, daß er die Kurve in dem 
unendlich fernem Punkte berührt oder daß er als Tangente 
in diesem Punkte anzusehen ist. W ir nennen allgemein 
die Tangente in einem unendlich fernen Punkt einer 
Kurve eine „Asymptote“ der Kurve. Ihre Konstruktion 
bleibt die gleiche wie die der Tangente, nur tr itt an Stelle 
des im Endlichen gelegenen Punktes der durch eine 
Richtung gegebene unendlich ferne Punkt.

E l l i p s e ,  H y p e rb e l ,  P a ra b e l .

76. Zurückkehrend zur Einteilung der Kegelschnitte 
müssen wir mithin folgende Fälle unterscheiden:

a) Die beiden projektiven 
Strahlenbüschel ( a , b , c) und 
(a{, b j, g{) haben k e i n e  
Doppelstrahlen. Der erzeugte 
Kegelschnitt besitzt keine un
endlich fernen Punkte, hegt 
also ganz im Endlichen. Man 
nennt ihn „Ellipse“ (e lh iy n ę )  

(Fig. 49). Sie kann speziell in den Kreis übergehen*).

*) Es gibt Kurven h ö h e re r  Ordnung, die infolge ihrer 
ovalen Form sich äu ß e rlich  nur wenig von einer Ellipse 
unterscheiden. Wählt man auf einer solchen Kurve zwei 
Punkte S und S, beliebig, so kann man die Strahlenbüschel 
S und S, durch die Kurve e in d e u tig  aufeinander beziehen, 
indem man solche Strahlen einander zuweist, die sich auf der 
Kurve begegnen. Trotzdem sind diese Büschel dann n ic h t 
projektiv, und es ist das Doppelverhältnis von vier Strahlen 
des einen n ic h t gleich dem der entsprechenden Strahlen des
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b) Die Doppelstrahlen der beiden projektiven Büschel 
sind reell. Der Kegelschnitt hat also zwei reelle, unendlich 
ferne Punkte. E r heißt Hyperbel {vjtEQßoXrj) (Fig. 50). 
Die Asymptoten sind a und b. Die Kurve besteht aus 
zwei Teilen, die sich den Asymptoten m ehr und mehr 
nähern. Die Kurve hat nur z w e i unendlich ferne Punkte,

§ 26. Die verschiedenen Arten der Kegelschnitte. 137

nämlich die unendlich, fernen Berührungspunkte A und 
B von a und b. Geht man auf der Kurve von 0 aus 
gegen 1 ins Unendliche, so kehrt man daraus über B zu
rück nach 2 ; geht man in der Richtung nach 3 ins 
Unendliche, so kehrt man auf der anderen Seite der 
Asymptote über A nach 4 zurück. Die Kurve scliließt 
sich also durch das Unendliche hindurch.

anderen. Denn aiialytisch betrachtet, schneidet irgend ein 
Strahl durch S die Kurve außer in den zwei reellen Punkten 
noch in imaginären Punkten, die für die Rechnung ebenso zu 
berücksichtigen sind wie die geometrisch sichtbaren Punkte. 
(Vgl. die Definition projektiver Grundgebilde in 31.)
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c) Die beiden projektiven Strahlenbüschel haben einen 
Doppelstrahl. Die Kurve besitzt e in e n  unendlich fernen 
(doppelt zählenden) Punkt, berührt also die unendlich 

ferne Gerade. Sie heißt Parabel 
(jtaQaßohfj) (Fig. 51). Die Asymp
tote derselben ist die unendlich ferne 
Gerade, auf ihr liegt der unendlich 
ferne Berührungspunkt P.

Diese Bezeichnungen der drei 
Kegelschnitte stammen schon von 
den Griechen her. Sie beziehen sich 
auf die eigentümliche Art und Weise, 
wie diese die Gleichungen dieser 
Kurven als Beziehungen zwischen 
Flächeninhalten deuteten.

T a n g e n te n w e is e  K o n s t r u k t io n  d e r  P a ra b e l .
77. Erzeugen w ir einen Kegelschnitt durch projektive 

Punktreihen, so können wir ebenfalls, wenn auch weniger 
einfach, die drei Arten von Kegelschnitten unterscheiden. 
W ann die P a r  ab  e l entsteht, ist sofort einzusehen: nämlich 
immer und nur dann, wenn die unendlich fernen Punkte der 
erzeugenden Punktreihen g  und g, in der projektiven 
Beziehung einander entsprechen. Denn dann ist die 
Verbindungslinie dieser beiden uuendlich fernen Punkte, 
also die u n e n d l ic h  f e r n e  Gerade der Ebene, eine 
Tangente der erzeugten Kurve, diese muß demnach eine 
Parabel sein. Projektive Punktreihen, in denen sich die 
unendlich fernen Punkte entsprachen, nannten w ir aber 
(40.) ä h n l i c h e ;  folglich schneiden die Tangenten einer 
Parabel auf irgend zwei festen Tangenten derselben solche 
ähnliche Punktreihen aus. Daraus ergibt sich eine ein
fache Konstruktion der Tangenten einer Parabel. Sind g



und g l die gegebenen Tangenten (Fig. 52) und bezeichnen 
w ir deren Berührungspunkte m it 5 und 0, so teilen wir 
die Strecken von ihnen aus bis zum Schnittpunkt von g 
und gj je in  fünf gleiche Teile. Dann liefern entsprechende 
Teilpunkte verbunden stets eine Tangente der Parabel. 
Durch Fortsetzung der Teilung erhält man, wie aus der 
Figur zu ersehen, weitere Tangenten derselben.

§ 26. Die verschiedenen Arten der Kegelschnitte. 139

A u fg a b e n  ü b e r  d ie  H y p e r b e l  u n d  P a ra b e l.
78. W ir fügen Mer noch einige Aufgaben bei, aus 

denen hervorgehen mag, daß unendlich ferne Elemente 
(Asymptoten, unendlich ferne Gerade) ganz ebenso kon
struktiv verwendet werden können, wie im Endlichen 
gelegene Bestimmungsstücke.
A u fg a b e  39. Von einer Hyperbel sind gegeben die 

Richtungen der Asymptoten und drei Punkte. W eitere 
Punkte der Kurve, sowie die Asymptoten selbst zu 
konstruieren. *



L ö su n g . Sind s und s{ die Richtungen der Asymptoten 
(Fig. 53), so sind also die unendlich fernen Punkte S 
imd Sj dieser Geraden Punkte der Hyperbel. W ir 
wählen sie als M itttelpunkte von die Kurve erzeugenden 
Strahlenbüscheln, die in diesem Falle in Parallelstrahlen- 
büschel übergehen. Durch die weiter gegebenen Punkte 
A, ß, C sind dann den drei Strahlen a ,  b , c des 
Büschels S als entsprechende im Büschel Sj die Strahlen
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a1, b j, (¾ zugewiesen. W ir konstruieren die projektive 
Beziehung der beiden Büschel nach 33., lassen aber 
zur Vereinfachung g mit a1 nnd g, m it a zusammen
fallen. Dann erhalten w ir in  bekannter W eise das 
Zentrum P  der Perspektivitat als (Schnitt von BB , 
und C Cx) und zu irgend einem Strahle d den ent
sprechenden d1; dessen Schnittpunkt D m it d der 
Hyperbel als Punkt angehört.

Um die Asymptoten, also die Tangenten in den 
Punkten S und SL zu finden, haben wir nach Satz 30 S. 107
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die Verbindungslinie S St als Strahl des einen und des 
anderen Büschels zu nehmen und immer den entsprechen
den Strahl im anderen Büschel zu suchen. Diese Ver
bindungslinie S St ist hier die unendlich ferne Gerade 
und sie trifft g und g t in den unendlich fernen Punkten 
dieser Geraden. Man findet dann durch konsequente 
Durchführung der Konstruktion, daß die Asymptoten die 
Linien s0 und só sind, die durch P  parallel zu s und s ' 
laufen. —  In  der Figur stehen die Richtungen der 
Asymptoten aufeinander senkrecht. Eine solche Hyperbel 
heißt eine „ g l e ic h s e i t ig e “.
A u fg a b e  40. Zwei kongruente, gleichsinnige Strahlen

büschel in der gleichen Ebene erzeugen einen Kreis, 
zwei kongruente, ungleichsinnige dagegen eine gleich
seitige Hyperbel. (Vgl. Aufgabe 16 S. 84.)

A u fg a b e  41. Von einem Kegelschnitt sind gegeben ein 
unendlich ferner Punkt, sowie zwei Tangenten mit 
ihren Berührungspunkten. Man zeichne die Asymptote 
in dem gegebenen unendlich fernen Punkte.

L ö su n g . Sind a und b die Tangenten m it den Be
rührungspunkten A und B, 
während S der gegebene 
unendlich ferne Punkt 
(Fig. 54), so sei die ge
suchte Asymptote die Ver
bindungslinie 1 2 ,  A sei
3, 4 und 5, 6 falle m it B 
zusammen. Dann erhalten 
w ir in  dem Pascalschen 
Sechseck 1 2 3 4 5 6 che 
Punkte Y undZ der Pascal
schen Linie(Satz 34 S .l 14), 
auf der sich auch 12 und
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45 schneiden müssen. Es geht also durch diesen 
Schnittpunkt X die Asymptote s0.

Man zeichne auch die zweite Asymptote.
A u fg a b e  42. Man löse die Aufgabe 39 unter Anwendung 

des Pascalschen Satzes.
A u fg a b e  43. Yon einer Hyperbel sind gegeben die 

beiden Asymptoten und ein Punkt; man zeichne weitere 
Punkte der Kurve.

L ö su n g . Nehmen w ir die unendlich fernen Punkte S 
und Sj der Kurve als Mittelpunkte der die Hyperbel 
erzeugenden projektiven Strahlenbüschel und verfahren 
wir im übrigen durchaus nach der in 59. Figur 36 
bereits besprochenen Methode. Die Parallelen durch 
den gegebenen Punkt A der Hyperbel (Fig. 55) zu den 
Asymptoten liefern entsprechende Strahlen a und at 
der beiden Strahlenbüschel und die Asymptoten selbst 
sind bzw. m it f und et zu bezeichnen, während die 
unendlich ferne Gerade die Bezeichnungen ft und e

Fig. 55.
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trägt. Für die Hilfsgeraden g und gL wollen wir im 
vorliegenden Falle eine speziellere Annahme machen, 
indem w ir g mit a, und g\ mit a zusammenfallen 
lassen. Dann kommt der Hilfspunkt P  der F igur 36 
in den Schnittpunkt der beiden Asymptoten (also in 
den Mittelpunkt der Hyperbel) zu hegen. W eitere Punkte 
der Kurve ermitteln wir, indem w ir durch P  irgend 
eine Gerade ziehen, welche und a in D und I)t trifft. 
Die Parallelen d und d, geben in ihrem Schnitte 
einen weiteren Punkt D der Hyperbel.

Die F igur 55 läßt weiter erkennen, daß unsere Kon
struktion neuer Hyperbelpunkte geometrisch auch in  der 
Weise gedeutet werden kann, daß durch dieselbe das 
Parallelogramm A F P E t der F igur in  ein flächengleiches 
mit der Ecke D verwandelt wird. W ir haben mithin 
folgende metrische Eigenschaft der Hyperbel bewiesen: 
Zieht man durch die Punkte einer Hyperbel Parallele zu 
den Asymptoten, so besitzt das von diesen Parallelen und 
von den Asymptoten gebildete Parallelogramm konstanten 
Flächeninhalt.

A u fg a b e  44. Von einer Parabel sind gegeben der un
endlich ferne Punkt, zwei weitere Punkte und die 
Tangente in  einem 
derselben; die Kurve ~
zu zeichnen.

L ö su n g . W ird m it SL 
der unendlich ferne 
Punkt, mit S der Punkt 
bezeichnet, dessen 
Tangente gegeben ist 
(Fig. 56), so wählen 
w ir wiederum diese Fig . ZG.



beiden Punkte als Zentren der projektiven Strahlen
büschel. Die unendlich ferne Gerade muß dann als 
Tangente ej in  Sj aufgefaßt w erden, während f die 
gegebene Tangente i s t  Deren unendlich ferner Punkt 
gibt bei Durchführung ganz der gleichen Betrachtung 
wie vorhin den Hilfspunkt P . Um weitere Punkte 
der Parabel zu zeichnen, haben w ir also m it irgend 
einer Parallelen zu f die Geraden aL und a in D und 
Dj zu schneiden. Die Strahlen d und dt begegnen sich 
in einem neuen Punkte D der Parabel.

14:4 V. Die Kegelschnitte als Erzeugnisse ns w.

F ür praktische Zwecke läßt sieh dieses Verfahren 
noch etwas bequemer gestalten. Bezeichnen w ir den 
Schnittpunkt von dL und f m it G, so gilt die Proportion
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Wenn also z. B.

FD =  - F A ,n
so ist auch

SGr =  — S F . 
n

Darauf beruht folgende bekannte Konstruktion der 
Parabel: w ir teilen (Fig. 57) die Strecke FA  sowohl als 
auch S F  in gleichviel gleiche Teile, z. B. vier, und ziehen 
die zugehörigen Strahlen der Büschel. Die Teilung darf 
nach beiden Seiten fortgesetzt werden.

A u fg a b e  45. Von einer Hyperbel sind gegeben die 
beiden Asymptoten und ein Punkt; man zeichne dessen 
Tangente.

L ö su n g . Sind a und b die Asymptoten und ist A der 
w eiter gegebene P unkt (Fig. 58), so liefert der Satz 
von Pascal ohne weiteres die gesuchte Tangente t  und 
es zeigt sich aus der F igur, daß das zwischen den 
D o e h l e m a n n ,  P ro jek tiv e  G eom etrie . 10
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Asymptoten liegende Stück der Tangente durch den 
Berührungspunkt halbiert -wird.

A u fg a b e  46. Von einer Hyperbel sind gegeben die 
beiden Asymptoten und eine Tangente; weitere Tan
genten der Kurve zu zeichnen.

L ö su n g . Bezeichnen w ir die eine Asymptote a  m it I  
und I I ,  die andere b m it IV  und V , die gegebene 
Tangente t  mit D I , während die gesuchte Tangente VI 
durch einen auf a beliebig angenommenen Punkt P 
gehen soll (Fig. 59). Der Brianchonsche Punkt wird 
in  diesem Falle ein unendlich ferner und die Haupt
diagonalen y  und z sind parallel.

Man erkennt dann aus der Figur die folgende Eigen
schaft: Die Tangenten einer Hyperbel begrenzen mit 
den Asymptoten Dreiecke von konstantem Flächeninhalte. 
A u fg a b e  47. Von einer Parabel sind vier Tangenten 

gegeben. Den Berührungspunkt einer derselben zu 
konstruieren.

L ö su n g . Da der Kegelschnitt eine Parabel sein soll, so 
berührt er die unendlich ferne Gerade der Ebene; diese 
unendlich ferne Gerade is t aber m it der Ebene gleich
zeitig gegeben als fünfte Tangente, ü m  die Aufgabe

F ig . 60.

ir

zu lösen, bezeichnen w ir d ie 
je n ig e  Tangente, deren Berüh
rungspunkt wir finden wollen, 
mit I  und n ,  die unendlich ferne 
Gerade m it HL, m it IV, V, V I die 
drei anderen Tangenten (Fig. 60). 
Dann is t  (H , H I) der unendlich 
ferne Punkt der m it H  bezeich
n t e n  Tangente, (IH , IV) der 
unendlich ferne Punkt von IV.
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Durch den Brianchonschen Satz finden w ir nun leicht 
den Berührungspunkt T auf der Tangente I.

A u fg a b e  48. Parallel einer gegebenen Richtung an eine 
Parabel die Tangente zu konstruieren.

L ö su n g . Verlangt man allgemein, die Tangenten eines 
Kegelschnittes zu ermitteln, welche zu einer gegebenen 
Geraden 1 pai'altel sind, so gibt es deren zwei. Denn 
die Aufgabe kommt darauf hinaus, durch den Schnitt
punkt von 1 m it der unendlich fernen Geraden die 
Tangenten an den Kegelschnitt zu legen. Berührt aber 
der Kegelschnitt die unendlich ferne Gerade, wie dies 
bei der Parabel der Fall ist, so ist die unendlich ferne 
Gerade selbst eine der Tangenten durch diesen Punkt, 
es bleibt also bloß noch e in e  im Endlichen gelegene 
Tangente, parallel der Geraden 1, die Aufgabe -wird 
eine lineare.

Is t nun die Parabel etwa gegeben durch zwei Tan
genten a und b mit ihren Berührungspunkten A und B 
(Fig. 61), so numerieren 
w ir uns ein Brianchonsches 
Sechsseit. I, I I  fallen auf a,
I II  und IV  auf b, V sei die 
gesuchte, zur gegebenen Ge
raden 1 parallele Tangente,
V I sei die unendlich ferne 
Gerade. Dann ergibt sich V 
wieder durch Konstruktion 
des Brianchonschen Punktes, 
wobei noch zu beachten, 
daß der Schnittpunkt (V, VI) 
natürlich der unendlich ferne 
Punkt von 1 ist. Fig. ei.

1 0 *



A u fg a b e  49. Eine Parabel ist gegeben durch vier 
Tangenten. Ihren unendlich fernen Punkt (die Richtung 
der Achse) zu bestimmen.
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F  g . 62.

L ö su n g . Bezeichnen w ir (Fig. 62) die vier gegebenen 
Tangenten mit I , I I ,  I I I ,  IV , die unendlich ferne 
Gerade m it V und V I, so gibt die Linie y , welche in 
dem Brianchonsehen Sechsseit nach dem Berührungs
punkt (V, VI) läuft, die Richtung, in welcher der 
unendlich ferne Punkt der Parabel hegt.



VI. Abschnitt.

Die Polarentlieorie der Kegelschnitte.

§ 27. Pol und Polare.

K o n ju g ie r te  P u n k te  u n d  k o n ju g ie r te  G erad e .

79. Liegt ein Kegelschnitt k 2 gegeben vor und ist 
g eine Gerade, welche ihn in  den Punkten A und B trifft 
(Fig. 63), so kann man zu irgend einem Punkte X  von g

den vierten harmonischen X ' bezüglich A und B kon
struieren, so daß also (X X 'A B ) =  — 1 . W ir nennen 
zwei solche Punkte X  und X ' „konjugiert“ in  bezug auf 
den Kegelschnitt

Berührtdie Gerade g den Kegelschnitt, so vereinigen 
sich A und B in  einem Punkt, etwa C . Der vierte



harmonische zu einem Punkt X  fällt dann, wo auch 
X auf der Tangente hegen mag, wieder mit C zusammen. 
Zu jedem Punkte einer Tangente ist also der Berührungs
punkt konjugiert.

Gehen andererseits von einem Pimkte G aus zwei 
Tangenten a und b an den Kegelschnitt, so kann man zu 
irgend einer Geraden x  durch G den vierten harmonischen 
Strahl x '  bestimmen in bezug auf a , b . Es ist also dann 
(x x 'a b )  =  — 1 . W ir nennen zwei solche Strahlen x, x ' 
„konjugierte Gerade“ in bezug auf den Kegelschnitt. 
Rückt G auf den Kegelschnitt nach G0, so fallen die 
beiden Tangenten in eine zusammen, nämlich in  die Tan
gente c in G0 an den Kegelschnitt. Zu irgend einer Ge
raden durch den Punkt G0 des Kegelschnittes is t dann c 
stets die konjugierte Gerade. —  In  der rechnenden Geo
metrie kann man diese Definition konjugierter Pimkte 
und Geraden formal übertragen auf den Fall, wo die Ge
rade g den Kegelschnitt nicht schneidet oder wo von 
dem Punkte G aus keine reellen Tangenten an den Kegel
schnitt möglich sind.

W ir stellen uns jetzt die Fragen: Wo hegen über
haupt a l le  Pim kte, die zu einem gegebenen Punkte X 
konjugiert sind in  bezug auf einen Kegelschnitt? Ferner: 
Was für eine Kurve umhüllen alle Geraden, die zu einer 
gegebenen Geraden x konjugiert sind in bezug auf einen 
Kegelschnitt?

P o la r e  e in e s  P u n k te s .
•

80. W ir gehen aus von der M ac-Laurinschen Kon
figuration, wie sie in Figui-48 S. 131 erörtertwurde. Bringen 
w ir dort noch AC in X', BD in X " zum Schnitt mit 
N N j, so folgt aus dem Viereck A B C D , daß sowohl 
(X X 'A C) =  — 1 als auch (XX "BD ) =  -  1 .
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Es sei nun der Kegelschnitt gegeben, sowie der Punkt 
X ; durch X ziehen wir eine Sehne AC beliebig. Bringen 
w ir die Tangenten a und c in  A und C in N  zum Schnitt 
und konstruieren ferner X ' als den vierten harmonischen 
zu X  bezüglich A und C, so ist durch N  und X ' die 
Linie NNX oder x  festgelegt. W ie man also auch eine 
Sehne BD durch X  zieht, der vierte harmonische X " zu

F ig . 64.

X bezüglich B und D muß stets auf dieser Linie x ge
legen sein. Diese Gerade x  ist demnach der Ort a l le r  
zum Punkte X konjugierter Punkte. W ir nennen sie die 
„ P o la re “ des Punktes X in bezug auf den Kegelschnitt. 
Auf ihr müssen sich dann auch die Tangenten b und d 
in B und D begegnen. Ebenso ist X Z oder y  die Polare 
von Y und X Y  oder z die Polare yon Z .

Es ergeben sich also folgende Eigenschaften der 
Polaren eines Punktes, die w ir durch die Figur 64 zur 
Anschauung bringen:



S a tz  44. „Hat man einen P unk t X  und einen Kegel
schnitt und zieht durch, ihn alle möglichen Linien, 
welche in  A, B oder 0 ,  D oder E , P  usw. den Kegel
schnitt treffen, und konstruiert man
1) zu A, B oder C, D oder E , F usw. den vierten har

monischen in bezug auf X,
2) die zwei anderen Nebenecken der vollständigen Vier

ecke A B C D , A B E F  usw.,
3) die Schnittpunkte der Tangenten in  A und B, in C 

und D usw.,
4) die Berührungspunkte der allenfalls von X  aus an 

den Kegelschnitt gehenden Tangenten,
so liegen alle diese Punkte auf einer Geraden x , der 
Polaren des Punktes X .“ *)

P o l  e in e r  G e ra d e n .

81. Ganz in ähnlicher Weise zeigen w ir, daß alle 
zu einer Geraden x  konjugierten Geraden durch einen 
Punkt X  gehen, den w ir den „Pol“ von x  nennen. In 
der Tat denken w ir uns in Figur 48 noch die Linien 
N X  und N jX  gezogen, die m it x7 bzw. x "  bezeichnet 
werden mögen, so ist sowohl (xx 'ac) =  — 1 als auch 
(xx"bd) =  — 1 . Haben w ir nun x  oder N N j beliebig 
angenommen, ferner von einem Punkte N  aus die Tan
genten a und c an den Kegelschnitt gezogen, welche 
in A und C berühren, so können w ir X  schon bestimmen 
als Schnittpunkt von A C und dem Strahle x', der zu x 
harmonisch ist bezüglich a und c. Wo dann auch auf x
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*) In dieser Figur, sowie in den folgenden ist der B e 
q u em lic h k e it wegen als Kegelschnitt eine Ellipse gewählt. 
Selbstverständlich gelten die Sätze für jeden Kegelschnitt, 
sofern nicht ausdrücklich etwas anderes bemerkt ist.
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eia Punkt NL •weiter angenommen wird, im m e r  muß die 
Berührungssehne B D der durch Nt gehenden Tangenten 
b und d durch den bereits festgelegten P unkt X gehen 
und im m e r  muß auch der Strahl x", der zu x  harmonisch 
in bezug auf b und d, ebenfalls durch X laufen. Damit 
ergibt sich (Fig. 48)
S a tz  45. „Legt man von den Punkten einer Geraden x aus 

die Tangentenpaare an einen Kegelschnitt und konstruiert
1) zu x  den vierten harmonischen Strahl bezüglich 

eines solchen Tangentenpaares,
2) in dem von zwei solchen Tangentenpaaren gebildeten 

vollständigen Vierseit die zwei anderen Nebenseiten,
3) die zu einem Tangentenpaar gehörige Berührungs

sehne (Verbindungslinie der Berührungspunkte),
4) in den (etwaigen) Schnittpunkten von x  m it dem 

Kegelschnitt die Tangenten,
so gehen alle diese Linien durch einen Punkt X , den 
Pol von x . “

Natürlich gehört zu X wieder x als Polare. Ferner 
folgt aus 3) in den beiden letzten Sätzen noch:
Z u sa tz . „Liegt der Punkt X  auf dem Kegelschnitt, so 

wird seine Polare die Tangente und ebenso w ird der 
Pol einer Tangente der Berührungspunkt derselben.“ 

Auf Grund dieser Sätze können w ir jetzt auch eine 
strengere, von der Realität der Schnittpunkte bzw. Tan
genten unabhängige Definition konjugierter Elemente 
aufstellen in folgender Weise:

„Zu einem Punkte sind konjugiert in bezug auf pinen 
Kegelschnitt alle Punkte seiner Polaren.“ Ferner:

„Zu einer Geraden sind konjugiert in bezug auf einen 
Kegelschnitt alle Geraden, die durch den Pol der ersteren 
gehen.“



Es folgt daraus daun unmittelbar:
„Sind zwei Punkte konjugiert, so geht die Polare eines 

jeden durch den ändern“ und:
„Von zwei konjugierten Geraden enthält jede den Pol 

der ändern.“

A u fg a b e  50. Zerfällt der Kegelschnitt (die Kurve 
2. Ordnung) in zwei Gerade, so folgt aus Satz 43 
(S. 134) der früher (S. 53) erwähnte Satz. Welcher 
Satz ergibt sich, wenn der Kegelschnitt (als Kurve 
2. Klasse) in zwei Punkte zerfällt?

§ 28. Das Polardreieck.
82. W ählen wir einen Punkt X  in der Ebene eines 

Kegelschnittes beliebig und zeichnen seine Polare x ; 
auf x  sei der Punkt Y beliebig angenommen. Dann muß 
die Polare y  von Y jedenfalls durch X gehen, da X und Y 
konjugierte Punkte. Der Schnittpunkt von x  und y sei Z. 
Dieser Punkt Z ist konjugiert zu X und Z ist auch 
konjugiert zu Y , also ist X Y  oder z die Polare des 
Punktes Z. In  X Y Z  haben w ir folglich ein Dreieck 
gefunden von der Eigenschaft, daß jede seiner Ecken die 
gegenüberliegende Seite zur Polaren hat. Ein solches 
Dreieck nennen w ir ein „Polardreieck“ des Kegelschnittes.

W ir haben schon in F igur 48au fS .131 inX Y Z ein  Polar
dreieck erhalten; aus dieser F igur können w ir entnehmen, 
wie man sich in  anderer W eise ein Polardreieck eines 
Kegelschnittes verschaffen kann. Sind nämlich A , B , C , D 
irgend vier Punkte auf dem Kegelschnitt, so konstruieren 
w ir in dem vollständigen Viereck derselben die drei 
Nebenecken: diese bilden dann ein Polardreieck. —  Ist 
umgekehrt in F igur 65 ein Polardreieck X Y Z  eines Kegel
schnitts gegeben, so finden wir in folgenderW eise eineGruppe
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von Punkten A, B, C, D, die zu ihm in der gleichen Be
ziehung steht. W ir wählen A beliebig irgendwo auf dem 
Kegelschnitt, ziehen A Z , welche Linie zum zweitenmal 
in B den Kegelschnitt trifft; dann verbinden w ir X mit A 
und B, wodurch w ir die Schnittpunkte C und D auf 
diesen Verbindungslinien erhalten. Der Schnittpunkt 
von CD und AB muß nun auf der Polaren x  von X liegen,

also geht CD  durch Z. Ebenso müssen A D  und B C  
durch T  laufen. —  Lassen w ir jetzt den Punkt X auf Z 
fortrücken und konstruieren für jede Lage seine Polare. 
Um z. B. die Polare für X ' zu finden, ziehen w ir A X ', 
welche Linie den Kegelschnitt nochmals in C ' trifft. 
Dann liefert B C ' auf z den Punkt Y', so daß Z Y ' oder 
x '  die Polare von X ' wird. E s ist folglich

P. Reihe (X, X ' . . .) Ä Str. Büschel A (X, X ' . . .)
A Str. Büschel B (C, C ' . . . )
A P. Reihe (Y, Y ' . . .)  
a  Str. Büschel Z (Y, Y ' . . . ) .



Also ist auch die Punktreihe X , X ' . .  . projektiv zum 
Büschel x , x '  . . .  der Polaren imd -wir erhalten 
S a tz  46. „Rückt ein Punkt X  auf einer Geraden z fort, 

so beschreibt seine Polare x  in  bezug auf einen Kegel
schnitt einen Strahlenbüschel um den Pol Z von z, und 
dieser Strahlenbüschel ist projektiv zu der von dem 
Punkte beschriebenen Punktreihe.“

Dreht sich eine Gerade um  einen Punkt Z , so bewegt 
sich ebenso der Pol dieser Geraden auf der Polaren z 
dieses Punktes.

W ir erhalten also in der F igur 65 ein System von 
Polardreiecken X T Z ,  X 'Y 'Z  usw., die alle die Ecke Z 
gemeinsam haben, während die gegenüberhegenden Seiten 
auf der Geraden z liegen.
A u fg a b e  51. Man beweise den Satz: Die sechs Ecken 

zweier Polardreiecke eines Kegelschnittes hegen auf 
einem Kegelschnitt, ihre sechs Seiten berühren einen 
zweiten Kegelschnitt.

D ie  zu  e in e r  G e ra d e n  u n d  zu  e in e m  P u n k te  in  b e 
zu g  a u f  e in e n  K e g e ls c h n i t t  g e h ö r ig e  I n v o lu t io n .

83. Die Punktreihe X , X ' . . .  ist nicht bloß pro
jektiv zur Punktreihe Y, Y ' . . .  (Fig. 65), sondern sie hegt 
zu ih r involutoiisch, da ja die Polare y  von Y durch X 
geht. Die Paare X , Y , X ', Y ' . . . bilden eine Punkt
involution, eben die Involution konjugierter Punkte auf z. 
Ebenso gehören die Strahlenpaare x ,y ,  x ',  y '  . . . einer 
Involution an, der Involution konjugierter Geraden durch Z. 
Schneidet z den Kegelschnitt in reellen Punkten, so sind 
dies die Doppelpunkte der Punktinvolution (z. B. X0, Y0). 
Gehen von Z ans reelle Tangenten an den Kegelschnitt, 
so liefern diese die Doppelstrahlen der Strahleninvolution
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(z. B. x0, y0). Aber auch wenn z den Kegelschnitt n ic h t  
in reellen Punkten trifft, so kann man trotzdem die Punkt
involution nach dem eben Bemerkten festlegen. Sie wird 
dann natürlich eine elliptische und kann dazu dienen, 
die imaginären Schnittpunkte der Geraden mit dem Kegel
schnitt in  geometrisch brauchbarer Weise zu ersetzen. 
Wenn ferner von Z aus k e in e  Tangenten an den Kegel
schnitt gezogen werden können, so wird die Involution 
der konjugierten Geraden durch Z, die immer noch be
stimmt werden kann, eine elliptische. Statt der imaginären 
Tangenten von Z aus führt man dann diese Involution in 
die Betrachtung ein. Berührt z den Kegelschnitt, oder 
fällt Z auf denselben, so wird die zu z oder Z gehörige 
Involution eine parabolische.

D as D u a l i tä t s g e s e tz  in  d e r  E b en e .

84. Ist in einer Ebene ein Kegelschnitt k 2, speziell 
etwa auch ein Kreis, gegeben und irgend eine Figur, so 
kann man zu jedem Punkte die Polare, zu jeder Geraden 
den Pol in bezug auf k 2 zeichnen. Den Punkten einer 
Geraden entsprechen dann nach Satz 46(S. 156)Gerade, die 
alle durch den Pol dieser Geraden gehen. Vier Punkten einer 
Geraden sind also vier Strahlen durch einen Punkt zu
geordnet, und es ist überdies das Doppelverhältnis der 
vier Strahlen gleich dem der vier Punkte. Dem Schnitt
punkt zweier Geraden entspricht die Verbindungslinie 
der Pole der beiden Geraden usw. Aus der ersten Figur 
können w ir demnach eine zweite ableiten, die ihr genau 
nach dem Dualitätsgesetz der Ebene 7. a entspricht. 
Jetzt ist aber zwischen den beiden Figuren auch ein 
direkter, geometrischer Zusammenhang hergestellt, sie 
sind „reziprok“ zueinander in bezug auf den Kegelschnitt. 
Irgend einer Kurve als Ort von Punkten entspricht eine



Kurve, eingehüllt von den entsprechenden Geraden. Die 
Klasse dieser letzteren is t gleich der Ordnung der ersten 
Kurve. Die Punkte des Kegelschnittes k 2 sind dadurch 
ausgezeichnet, daß die ihnen entsprechenden Geraden, 
nämlich die Tangenten von k 2, durch sie hindurchgehen.

§ 29. Mittelpunkt, Durchmesser, Achsen eines 
Kegelschnittes.

D er M it te lp u n k t.

85. Aus den allgemeinen Sätzen der Polarentheorie 
erhalten w ir wieder spezielle, metrische, wenn w ir das 
Unendlich-Ferne hereinziehen. W ir haben die Annahme 
als zulässig und notwendig erkannt, daß alle unendlich 
fernen Punkte einer Ebene auf einer Geraden liegen. 
Auch zu dieser unendlich fernen Geraden können w ir 
dann den Pol zeichnen in bezug auf einen Kegelschnitt, 
und w ir erhalten ihn, indem w ir von den Punkten der 
unendlich fernen Geraden aus Tangentenpaare an den 
Kegelschnitt legen. Die zugehörigen Berührungssehnen 
gehen alle durch diesen Pol. W ir nennen den Pol der 
unendlich fernen Geraden den „Mittelpunkt“ des Kegel
schnittes, jede durch ihn gehende Sehne einen „Durch
messer“. Die beiden Schnittpunkte eines Durchmessers 
m it dem Kegelschnitt müssen harmonisch getrennt werden 
durch den Mittelpunkt und durch den Schnittpunkt des 
Durchmessers m it der unendlich fernen Geraden, also 
muß jeder Durchmesser im Mittelpunkt halbiert werden 
(Satz 44,1 S. 152).

Für die Ellipse und Hyperbel hegt der Mittelpunkt 
im Endlichen, bei der letzteren ist er (Satz 45,4 S. 153) der 
Schnittpunkt der Asymptoten; für die Parabel, welche 
die unendlich ferne Gerade berührt, fällt der Mittelpunkt
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in den Berührungspunkt der unendlich fernen Geraden, 
also in den unendlich fernen P unkt der Parabel. Alle 
Durchmesser der Parabel sind folglich parallel 

Es hat sich mithin ergeben:
S a tz  47. „Die Verbindungslinien der Berührungspunkte 

paralleler Tangenten eines Kegelschnittes (Ellipse oder 
Hyperbel) gehen alle durch den Mittelpunkt und heißen 
Durchmesser. Jeder Durchmesser wird im Mittelpunkt 
halbiert (Fig. 6 6 a  und 66b).“

§ 29. Mittelpunkt, Durchmesser, Achsen. 159

K o n ju g ie r te  D u rc h m e s s e r .

86 . Nehmen w ir jetzt in Figur 65 (S. 155) z als die un
endlich ferne Gerade. Dann w ird Z der Mittelpunkt des 
Kegelschnittes (Fig. 66 a und 66 b). Die Linien x, y, x', y ' 
werden konjugierte Gerade durch den Mittelpunkt: wir 
nennen sie „konjugierte Durchmesser“. Jeder von ihnen 
ist also die Polare des unendlich fernen Punktes des 
anderen. Zieht man zu einem der konjugierten Durch
messer eine parallele Sehne AB, so muß die Mitte dieser



Seliue auf dem konjugierten Durchmesser liegen, da sie 
m it X  zusammen A und B harmonisch trennt. In  bezug 
auf konjugierte Durchmesser zeigt also der Kegelschnitt 
eine „schiefe Symmetrie“. Dies liefert
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Fig. 66 b.

S a tz  48. „Die konjugierten Geraden durch den Mittel
punkt eines Kegelschnitts liefern die Involution der 
konjugierten Durchmesser. Jeder von zwei konjugierten 
Durchmessern halbiert alle Sehnen, die zum anderen 
parallel laufen. Die Tangenten in den Endpunkten 
eines Durchmessers sind parallel zum konjugierten 
Durchmesser. Je  zwei konjugierte Durchmesser bilden 
m it der unendlich fernen Geraden ein Polardreieck 
(Fig. 66a und 66 b).“



H at man (Fig. 66c) eine Parabel und sind AB, A 'B '. . .  
parallele Seimen, M, M '. 
deren Mitten, so liegen diese 
alle auf einem Durchmesser, 
der durch den unendlich 
fernen Punkt S der Parabel 
geht. Der Durchmesser 
schneidet die Parabel noch
mals in T und die Tangente 
in diesem Punkte ist pa
rallel AB.

F ig . GCc.

D ie A c h se n  e in e s  K e g e ls c h n it te s .
87. In  der Involution der konjugierten Durchmesser 

eines Mittelpunkt-Kegelschnittes sind nach Satz 24 (S. 94) 
stets auch zwei aufeinander senkrechte (x", y") vorhanden. 
Man bezeichnet dieselben als die „ H a u p ta c h s e n “ des 
Kegelschnittes.

Bei der Ellipse muß gemäß ihrer Definition (vgl. 76.) 
die Involution der konjugierten Durchmesser eine ellip
tische sein, beide Achsen schneiden die Kurve in reellen 
Punkten (große und kleine Achse) (Fig. 66 a).

Zum Mittelpunkt der Hyperbel dagegen gehört eine 
Involution mit reellen Doppelstrahlen. Diese sind die 
Asymptoten der Kurve. Jede Asymptote ist also zu sich 
selbst konjugiert. Irgend zwei konjugierte Durchmesser 
der Hyperbel trennen die Asymptoten harmonisch. Daraus 
folgt unmittelbar, daß der Berührungspunkt T einer Tan
gente (Fig. 66 b) in der Mitte des Abschnittes R S hegt, 
den die Asymptoten auf der Tangente erzeugen. Die 
Achsen halbieren die Winkel der Asymptoten; die eine, 
x", schneidet die Hyperbel in  reellen, die andere, y", in  
imaginären Punkten.

D o e h ie m a n n . Projektive Geometrie. 11

§ 29. Mittelpunkt, Durchmesser, Achsen. 1G1



Treten in der Involution der konjugierten Durchmesser 
eines Kegelschnittes z w e i Paare aufeinander senkrechter 
Stralden auf, so ist die Involution nach Satz 24 (S. 94) eine 
rechtwinkelige und a l le  konjugierten Durchmesserpaare 
bilden rechte Winkel. Dieser Pall tritt immer und nur 
dann ein, wenn die Ellipse in  einen K re is  übergeht. 
Denn w ir können behaupten:

Is t die zum Mittelpunkte eines Kegelschnittes gehörige 
Straldeninvolution eine rechtwinkelige, so ist der Kegel
schnitt ein Kreis.

Bezeichnen w ir nämlich m it M den Mittelpunkt, mit 
A einen festen, mit B einen veränderlichen Punkt des 
Kegelschnittes, so geht nach Satz 48 (S. 160) der zur 
Bichtuug AB konjugierte Durchmesser durch die Mitte 
von AB und steht auf AB senkrecht, folglich ist MB =  M A 
und alle Punkte des Kegelschnittes haben von M den 
gleichen Abstand.

Dagegen kann man bei jedem Kegelschnitt einzelne 
Punkte finden, welche sich dadurch auszeichnen, daß die 
zu ihnen in bezug auf den Kegelschnitt gehörigen Strahlen
involutionen rechtwinkelige sind. Dies sind die „ B re n n 
p u n k te “ des Kegelschnittes.

Unter den parallelen Durchmessern einer Parabel gibt 
es einen T0S, der senkrecht steht auf der Tangente, die 
in seinem (eigentlichen) Schnittpunkt T0 m it der Parabel 
konstruiert werden kann (Fig. 66 c). Dieser Durchmesser 
heiß td ie„A chse“,derP iinktT 0 der „ S c h e ite l“ der Parabel. 
A u fg a b e  52. Schneidet eine beliebige Gerade eine H y

perbel in  den Punkten A und B und die Asymptoten 
in C und D, so ist CA =  B D . Beweis durch An
wendung des soeben bewiesenen Satzes über die Tan
gente.
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A u fg a b e  53. Ein Kegelschnitt ist durch, fünf Punkte 
oder fünf Tangenten gegeben. Seinen Mittelpunkt zu 
konstruieren.

L ö su n g . Man verschaffe sich parallele Tangenten und 
damit einen Durchmesser.

A u fg a b e  54. Man betrachte die Mac-Laurinsche Kon
figuration (Fig. 48) fü r den Fall, daß z die unendlich 
ferne Gerade ist, imd leite auf diese AVeise den Satz ab: 
In  irgend einem, einem Kegelschnitt umschriebenen 
Parallelogramm sind die Diagonalen konjugierte Durch
messer.

§ 29. Mittelpunkt, Durchmesser, Achsen. 1G3
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VII. Abschnitt.

Die Kegel- und Regel-Flächen 2. Ordnung als 
Erzeugnisse projektiver Grmulgebilde.

§ 30. über Flächen im allgemeinen.

R e g e lf lä c h e n .
88 . Eine Fläche (z. B. eine Ebene, eine Kugel, ein 

Kegel) enthält zweifach unendlich viele (°c2) Punkte, 
welche durch ein mathematisches Gesetz bestimmt werden. 
In  der rechnenden Geometrie wird eine Fläche definiert 
durch e in e  Gleichung, der die Koordinaten (x, y , z) eines 
jeden ihrer Punkte genügen müssen.

Eine Fläche kann insonderheit die Eigenschaft haben, 
daß es möglich ist, sie durch Bewegiuig einer festen Kurve, 
die w ir uns etwa aus Draht hergestellt denken, zu erzeugen. 
Im  einfachsten Falle wird diese Kurve eine Gerade sein. 
Die Flächen, die auf diese Weise durch Bewegung einer 
Geraden entstehen, heißen allgemein „Regelflächen“. Sie 
enthalten, gemäß ihrer Erzeugung, ein einfach unendliches 
System von geraden Linien, die w ir die „Erzeugenden“ 
der Fläche nennen. Solche „geradlinige“ Flächen treten 
uns entgegen, sobald w ir dieErzeugnisseprojektiverGrund- 
gebilde erster Stufe betrachten, die b e l ie b ig  im Raume 
hegen, wie ja  z. B. zwei behebig im Raume gelegene pro- 
jektivePunktreihen nach 5 7. (S. 10 2) alsErzeugnis ein solches 
System von einfach unendlich vielen, im Raume ange
ordneten Geraden lieferten.



W ir können nun zwei durchaus verschiedene Typen 
von Begelflächen unterscheiden je nach dem Verhalten 
unendlich benachbarter Erzeugenden der Fläche. Folgende 
Fälle sind nämlich zu trennen:

a) Irgend zwei u n e n d l ic h  b e n a c h b a r te  Erzeugende 
der Fläche schneiden sich stets. Dann bestimmen die
selben eine Ebene, und der zwischen 
den Erzeugenden gelegene Teil der 
Ebene ist ein Element der Fläche.
Es sind also die Elemente der Fläche 
sämtlich eben (Fig. 67). Eine solche 
Fläche (die auch durch Bewegung 
einer Ebene erzeugt werden kann) 
heißt eine „ a b w ic k e lb a re “ (deve- 
loppable). Irgend zwei einander n ic h t  
unendlich benachbarte Erzeugende der 
Fläche brauchen sich natürlich nicht f-ig. G7.
zu schneiden.

Die einfachste abwickelbare Fläche ist der „K eg e l“. 
E r  entsteht, wenn eine Gerade sich irgendwie bewegt, 
während einer ihrer Punkte festgehalten wird. Dieser 
fixierte Punkt heißt die „Spitze“ des Kegels. Liegt die 
Spitze im Unendlichen, bewegt sich also eine Gerade nach 
irgend einem Gesetze, aber stets p a r a l le l  zu s ic h  s e lb s t ,  
so entsteht aus dem Kegel der „ Z y lin d e r“.

b) Je zwei unendlich benachbarte Gerade der Flächen 
schneiden sich nicht. Die einzelnen Elemente der Fläche 
sind nicht eben, sondern gekrümmt, da zwei Nachbarge
rade auf der Fläche, so nahe aneinander man sie auch 
wählen mag, sich nicht schneiden, sondern windschief zu
einander verlaufen. Solche Flächen heißen „windschiefe“ 
Regelflächen. Wir werden ein Beispiel einer solchen Fläche 
weiter unten kennen lernen.

§ 30. Über Flächen im allgemeinen. 1 G5



T a n g e n t ia le b e n e  e in e r  F läc h e .

89. Is t auf einer Fläche ein Punkt P  gegeben, so 
können wir durch P a u f  der Fläche unendlich viele Kurven 
zeichnen, etwa die Schnittkurven mit den Ebenen eines 
Büschels, dessen Achse durch P geht. Jede dieser Kurven 
besitzt in P  eine Tangente, und diese Tangente hat mit 
der betreffenden Kurve, also a u c h  m it  d e r  F lä c h e , zwei 
Nachbarpunkte in P  gemein, ist also auch eine Tangente 
der Fläche. Nun zeigt die Analysis, daß alle diese Tan
genten in einem Punkte P  an eine Fläche in einer Ebene 
liegen, der T a n g e n t ia le b e n e  in  P  an  d ie  F lä c h e . 
P  heißt der Berührungspunkt der Tangentialebene. J e d e  
durch P  in dieser Ebene gezogene Gerade hat in P  zwei 
benachbarte Punkte m it der Fläche gemein.

Liegt eine Gerade h  ganz auf einer Fläche, so geht 
also die Tangentialebene in jedem Punkte von h jeden
falls durch diese Gerade hindurch.

Liegen auf einer Fläche zw e i gerade Linien, die sich 
schneiden, so ist die Tangentialebene in ihrem Schnitt
punkt bestimmt als die Ebene dieser beiden Geraden, 
gleichgültig, ob die beiden Geraden unendlich benachbart 
sind oder ob sie einen endlichen W inkel einschließen.

Is t P  ein Punkt einer Kegelfläche, so geht die Tan
gentialebene in P  jedenfalls durch die Erzeugende hin
durch, welche durch P  läuft. Dies ist die Verbindungs
linie von P  m it der Spitze S des Kegels. Durch S gibt es 
eine zu dieser Erzeugenden benachbarte Erzeugende und 
die durch beide bestimmte Ebene muß die Tangentialebene 
in  P  sein. Es ist also für a l le  Punkte einer Erzeugenden 
einer Kegelfläche (und allgemeiner einer abwickelbaren 
Fläche) die Tangentialebene die gleiche. Folglich berührt 
die Tangentialebene einer Kegelfläche oder abwickelbaren
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Fläche lä n g s  einer Erzeugenden die Fläche (Beispiel: 
der Kreiskegel).

O rd n u n g  u n d  K la s s e  e in e r  F lä c h e .
90. Unter der Ordnung einer Fläche versteht man 

die Anzahl der Schnittpunkte, welche eine beliebige Ge
rade mit der Fläche liefert und zwar im algebraischen 
Sinne, also ohne Rücksicht auf die Realität (vgl. 58.). 
Diese Ordnung gibt dann auch die Maximalzahl der 
r e e l le n  Schnittpunkte, welche eine Gerade m it der 
Fläche gemein haben kann.

Hat man eine Kegelfläche, z. B. eine von der 2. Ord
nung, so wird sie von irgend einer Geraden in zwei Punkten 
geschnitten. Nach diesen zwei Punkten laufen nun zwei 
Erzeugende der Kegelfläche, nämlich die Verbindungs
linien derselben m it der Spitze. Die durch die Gerade 
und die Spitze gehende Ebene hat mit der Kegelfläche 
die genannten beiden Erzeugenden und bloß diese gemein. 
Bei einer Kegelfläche gibt also die Ordnung auch che Zahl 
der Erzeugenden, welche eine beliebige, durch die Spitze 
gehende Ebene aus dem Kegel ausschneidet.

Der Schnitt irgend einer Ebene m it einer Fläche nter 
Ordnung ist eine Kurve n ter Ordnung, da jede Gerade 
in dieser Ebene n Punkte m it der Fläche, folglich eben
so viele m it der Schnittkurve gemein hat.

Unter der Klasse einer Fläche verstehen w ir die An
zahl der Tangentialebenen, die durch eine beliebige Ge
rade an die Fläche gelegt werden können, auch wieder 
im Sinne der Analysis.

Eine Kegelfläche, überhaupt jede abwickelbare Flache 
besitzt nur einfach unendlich viele (oc1) Tangentialebenen. 
Bei diesen Flächen definiert man die Klasse als die Zahl 
ihrer Tangentialebenen, die durch einen beliebigen P u n k t  
hindurchgehen.



B e is p ie l  e in e r  w in d s c h ie f e n  R e g e lf lä c h e .

91. Gegeben sind drei Gerade h , h t , h2, von denen 
keine zwei in  einer Ebene hegen. Eine Gerade bewegt 
sich so, daß sie beständig jede dieser drei Geraden schneidet. 
Man beweise:

1) Die bewegte Gerade schneidet auf den drei festen 
Geraden projektive Punktreihen aus.

2) Schneidet irgend eine Gerade die bewegte Gerade 
in d r e i  ihrer Lagen, so schneidet sie dieselbe in 
je d e r  Lage.

Zunächst ist zu zeigen, wie man sich Gerade ver
schaffen kann, welche h , hx und h , begegnen. Wählen
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w ir auf li einen Punkt A willkürlich (Fig. 68), so können 
w ir durch A und ht eine Ebene (Ahj), sowie durch A 
und h2 eine Ebene (Ah2) legen. Diese beiden Ebenen 
schneiden sich dann in  einer Geraden a, welche ht  in At , 
sowie h , in A2 trifft, also die verlangte Eigenschaft hat. 
Auf diese Weise können w ir unendlich viele solche Gerade 
b , c , d  usw. finden, indem w ir aid h Punkte B ,C ,D . . .  
wählen. Es ist klar, daß irgend zwei solche Gerade, z. B. 
a und b, sich nicht schneiden. Denn wenn sie sich schneiden



§ 31. Die Kegelfläche 2. Ordnung. 16D

■würden, lägen sie in einer Ebene, und in der gleichen 
Ebene müßten auch h, lit , h2 liegen, was gegen unsere 
Voraussetzung ist. Also beschreibt die Gerade eine wind
schiefe Regelfläche. Es ist aber dann nach Satz 4 (S. 38) 

(ABCD) =  [(A h,)(Bh1)(C h1)(D h1)] =  (A2B ,C 2D2) 
und

(ABCD) =  [(Ah,) (Bh2) (Cli,) (Dh2)] =  (A l B, C J ^ ) ,  
folglich

(ABCD) =  ( A jB jC ^ i )  =  (Aj B2C2D2) .
Damit ist der erste Teil imserer Behauptung bewiesen.

Es sei ferner eine Gerade h x gefunden, welche a, b 
und c schneidet. Projizieren w ir nun die projektiven 
Punktreihen A, B, C . . . auf h  und An  B1; C1 . . . auf 
ht je aus hx durch einen Ebenenbüschel, so sind diese 
Ebenenbüschel projektiv. Dann sind aber folgende Ebenen 
identisch:

(Ahx ) =  (Ajhx ) =  (hx a)

(Bhx ) =  (B!hx ) s ( M > )
(C hx) =  (Cj hx ) =  (hx c ) .

Es fallen also in  den projektiven Büscheln drei Ebenen 
mit ihren entsprechenden zusammen, folglich muß über
haupt je d e  Ebene mit ihrer entsprechenden identisch sein. 
Es ist demnach auch (Dhx) =  (DLhx), d. h. die Gerade d 
und überhaupt je d e  solche Gerade schneidet hx .

§ 31. Die Kegelfläclie 2. Ordnung.
92. Betrachten w ir jetzt zwei projektive Ebenen- 

büschel mit den Achsen s und Sj, die sich in S schneiden 
mögen (Fig. 69). Dann liefern je zwei entsprechende 
Ebenen eine Schnittlinie, die auch durch S geht. Das 
Erzeugnis der projektiven Ebenenbüschel ist demnach eine 
Kegelfläche m it der Spitze S. Wir fragen zunächst nach



der Ordnung derselben. Zählen w ir also ab, in wieviel 
Punkten eine beliebige Gerade g dieser Kegelfläche be
gegnet. Zu dem Zwecke werde durch g irgend eine Ebene 
gelegt. Diese wird die projektiven Ebenenbüschel s und Sj 
in zwei projektiven Strahlenbüschel S und Sx schneiden,
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und die Schnittkurve der Ebene m it der Kegelfläche stellt 
sich dar als das Erzeugnis dieser projektiven Strahlen
büschel. Also ist diese Schnittkurve der Ebene mit dem 
Kegel ganz allgemein ein Kegelschnitt. Die Gerade g 
aber trifft diesen in zwei Punkten und das sind zugleich 
ihre Schnittpunkte mit der Kegelfläche. Es ist mithin 
die Kegelfläche von der 2. Ordnung. Die analytische



Geometrie zeigt überdies, daß sich je d e  Kegelfläche 
2. Ordnung in dieser Weise durch projektive Ebenen
büschel erzeugen läßt. Es ist also die hier betrachtete 
Kegelfläche die allgemeine 2. Ordnung. Fügen w ir noch 
die Bemerkung hinzu, daß eine Tangentialebene des Kegels 
(he gewäldte Ebene in einer Linie schneidet, welche Tan
gente des Schnittkegelschnittes in dieser Ebene sein muß, 
so ergibt sich ganz ebenso wie in 59.

S a tz  49. „Zwei projektive Ebenenbüschel m it sich 
schneidenden Achsen s und st erzeugen durch die 
Schnittlinien entsprechender Ebenen einen allgemeinen 
Kegel 2. Ordnung, der auch die Achsen s und st als 
Erzeugende enthält. Die Tangentialebenen längs dieser 
beiden Erzeugenden sind die Ebenen, welche der Yer- 
bindungsebene (ssj) bezüglich entsprechen. Der Schnitt 
des Kegels m it einer beliebigen Ebene ist ein Kegel
schnitt. Der Kegel ist auch von der 2. K la s se .“

Da jede Erzeugende des Kegels in ihrer ganzen Aus
dehnung zu beiden Seiten der Spitze zu nehmen ist, so 
besteht der Kegel aus zw ei in der Spitze zusammenhängen
den Mänteln. Was den Schnitt des Kegels mit einer Ebene e 
betrifft, so ergeben sich die drei möghehen Fälle folgender
maßen: Legen w ir durch die Spitze S des Kegels eine 
Ebene e0 -H- e, so kann e0 zwei reelle Erzeugende mit 
dem Kegel gemeinsam haben. Dann ist der Schnitt von 
e mit dem Kegel eine H y p e r b e l ,  deren Asymptoten
r ic h tu n g e n  durch diese beiden Erzeugenden gegeben 
sind. Oder e0 hat keine reelle Erzeugende mit dem Kegel 
gemein, in diesem Falle ist der Schnitt von e mit dem 
Kegel eine E l l ip s e .  Wenn endlich e0 den Kegel berührt, 
so w ird man in e als Schnitt eine P a r a b e l  erhalten. 
Damit ist die Bezeichnung dieser Kurven als „Kegel
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schnitte“ gerechtfertigt. Sie stammt schon von den 
Griechen her*).

93. Legt man von einem Punkte S im Raume die 
projizierenden Strahlen nach den Pimkten eines Kreises, 
so erhält man eine Kegelfläche. W ählt man zwei ihrer 
Erzeugenden aus, so kann man mit diesen als Achsen die 
Kegelfläche durch projektive Ebenenbüschel erzeugen, 
ausgehend von der Erzeugung des Kreises durch projek
tive Strahlenbüschel. Die Kegelfäche ist also von der 
2. Ordnung —  sie ist, wie man zeigen kann, identisch 
m it der allgemeinen Kegelfläche 2. Ordnung —  und wird 
also von einer beliebigen Ebene in einem Kegelschnitt 
geschnitten. Dies liefert den
S a tz  50. „Projiziert man einen Kreis aus irgend einem 

Punkte auf eine Ebene, so ist die Projektion ein 
Kegelschnitt.“

W ird der Punkt S speziell auf der Senkrechten an
genommen, die man im Mittelpunkte M des Kreises auf 
der Ebene desselben errichten kann, so erhält man einen 
speziellen Kegel 2. Ordnung, der auch erzeugt werden 
kann durch Drehung eines rechtwinkeligen Dreieckes um 
die Kathete SM. Dieser Kegel heißt „ g e r a d e r  K r e is 
k e g e l“, „ U m d re h u n g s k e g e l“, „ R o ta tio n s k e g e l“. Der 
Schnitt desselben mit einer beliebigen Ebene ist aber 
auch wieder ein Kegelschnitt.

Nimmt man die Achsen s und st der projektiven 
Ebenenbüschel parallel an, so rückt die Spitze S des 
Kegels ins Unendliche und man erhält als Erzeugnis 
einen „ Z y l in d e r  2. O rd n u n g “. Derselbe kann drei ver
schiedene Formen annehmen, je nachdem die unendlich 
ferne Ebene zwei reelle oder zwei zusammenfallende
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oder zwei imaginäre Gerade aus dem Zylinder ausschneidet. 
Es gibt deswegen einen h y p e r b o l i s c h e n  (Fig. 70a), 
einen p a r a b o l is c h e n  (Fig. 70b) und einen e l l ip t i s c h e n  
(Fig. 70c) Zylinder 2. Ordnung. Man kann zeigen, daß 
der letztere auch erhalten w ird, wenn man durch die 
Punkte eines Kreises in beliebiger Richtung unter sich 
parallele Gerade legt.

§ 32. Die geradlinige Fläche 2. Ordnung. 173

Steht endlich die Richtung dieser parallelen Geraden 
auf der Ebene des Kreises senkrecht, so geht der elliptische 
Zylinder in den „ U m d re h u n g s “ -, „ R o ta tio n s “ - oder 
„K re is“ - Z y l in d e r  über.

§ 32. Die geradlinige Fläche 2. Ordnung.
94. Betrachten w ir jetzt zwei projektive Ebenen

büschel in allgemeiner Lage, deren Achsen s und st sich 
also n ic h t  schneiden. Je zwei entsprechende Ebenen der 
Büschel, wie etwa x  und a 1; werden sich in einer Ge
raden h  schneiden, die sowohl s in P  als st in P, treffen 
muß (Fig. 71). Wh- erhalten auf diese Weise unendlich 
viele Gerade h , hx, h , usw., die offenbar eine windschiefe 
Regelfläche bilden (Beweis dafür wie in 91.). W ir nennen



das System dieser Geraden auch eine „Regelschar“ und 
bezeichnen es kurz mit [h]. Die dadurch gegebene Regel
fläche ist von der 2. Ordnimg. Denn schneiden wir sie 
mit irgend einer Ebene, so werden die projektiven Ebenen
büschel s und sx in projektiven Strahlenbüscheln S und 
Sx getroffen, deren Erzeugnis den Schnitt mit der Ebene 
liefert. Es schneidet also die beliebige Ebene che Regel- 
fläclie nach einem Kegelschnitt, mithin ist die Fläche von
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der 2. Ordnung. Die Rechnung zeigt wieder, daß die 
a l lg e m e in e  Fläche 2. Ordnimg, wie sie durch eine be
liebige Gleichung 2. Grades gegeben wird, in dieser Weise 
erzeugt werden kann. Diese geradlinige Fläche 2. Ordnung 
heißt auch „einschaliges Hyperboloid“.

Es ergibt sich sofort auch eine zweite Erzeugung 
unserer Fläche. Trifft die Erzeugende hL in Q und QX) 
ferner h , in R und Rj die Achsen s und s, usw., so ist 
die Reihe der Punkte P j ,  Q1; Ri . . . perspektiv zu den 
Ebenen a , ß ,  y des Büschels s , durch die sie ausgeschnitten



wird. Ebenso ist die Punktreihe P , Q, R . . .  auf s zum 
Eben'enbüschel ä j ,  ß i ,  f t  • ■ • perspektiv. Da aber die 
beiden Ebenenbüschel projektiv, so ist auch die Punkt
reihe P , Q, R  . . .  projektiv zur Punktreihe P j , Q ,, R t 
Die Regelschar [h] kann also auch dadurch erhalten werden, 
daß man in zwei projektiven Punktreihen im Raume ent
sprechende Punkte durch Gerade verbindet.

Daraus folgt aber noch eine weitere merkwürdige 
Eigenschaft. Ist nämlich s2 ir g e n d  e in e  Gerade, welche 
die drei Geraden h, h1; h2 schneidet, so sind alle Voraus
setzungen erfüllt, um den in 91., 2) ausgesprochenen Satz 
anwenden zu können. Demnach muß s2 je d e  Gerade h 
der Regelschar [h] schneiden und jede Gerade, welche h, 
h t , h2 trifft, hat diese Eigenschaft. Allo diese Geraden 
bilden aber wieder eine Regelschar [s], die auch von der 
2. Ordnung, imd a l le  E rz e u g e n d e  dieser zweiten Regel
schar müssen ebenfalls auf unserer Fläche 2. Ordnung 
gelegen sein, da durch je d e n  Punkt einer Geraden von 
[s] ja eine Gerade von [h] geht. Die Achsen s und s, 
gehören auch zu dieser Regelschar [s]. W ir haben 
folglich:
S a tz  51. „Das Erzeugnis zweier projektiver Ebenen

büschel in allgemeiner Lage ist eine Regelschar [h] 
oder eine geradlinige Fläche 2. Ordnung. Dieselbe 
Fläche kann auch dadurch erzeugt werden, daß man 
in zwei projektiven Punktreihen im Raume ent
sprechende Punkte durch Gerade verbindet. Auf der 
Fläche hegt noch eine zweite Regelschar [s]. Alle 
Geraden h  sind untereinander windschief, ebenso alle 
Geraden s , aber je d e  Gerade h schneidet je d e  
Gerade s . Irgend zwei Gerade e in e r  Regelschar 
werden von den Geraden der a n d e re n  Schar in 
projektiven Punktreihen geschnitten.“

§ 32. Die geradlinige Fläche 2. Ordnung. 1 7 5



Die Fläche ist dieselbe wie die in 91. erwähnte, und 
sie läßt sich in doppelter Weise durch Bewegung einer 
Geraden erzeugen. Denn greift man irgend drei Gerade 
der e in e n  Regelschar heraus und läßt eine Gerade sich 
so bewegen, daß sie stets diese drei Geraden schneidet, 
so beschreibt die bewegte Gerade die a n d e r e  Kegelschar. 
Hat man überhaupt zwei Systeme [hj und [s] von un
endlich vielen Geraden derart, daß alle Geraden e in e s  
Systems untereinander windschief sind, während jede 
Gerade des einen Systems jede des anderen schneidet, 
so bilden dieselben die beiden Regelscharen einer solchen 
geradlinigen Fläche 2. Ordnung (Monge 1795).

95. Legt man durch eine Gerade hx der Regelschar 
[li] irgend eine Ebene, so w ird diese noch eine Gerade 
aus der Fläche ausschneiden, da die Schnittkurve im 
ganzen von der 2. Ordnung sein muß. Diese Gerade 
kann dann, da sie hx schneidet, nur der Regelschar [s] 
angehören und heiße sx. Für den Schnittpunkt von hx 
und sx ist die Ebene also (89.) die Tangentialebene. Es 
muß folglich jede Ebene, die durch eine Gerade der 
Fläche 2. Ordnung ljindurchgeht, eine Tangentialebene 
der Fläche sein. In jedem Punkte der Fläche w ird die 
Tangentialebene bestimmt als die Ebene der beiden durch 
diesen Punkt gehenden Erzeugenden.

Die verschiedenen Typen der geradlinigen Fläche 
2. Ordnung erhalten wir, wenn w ir uns die Fläche durch 
projektive Punktreihen s und st erzeugt denken. Es sind 
dann folgende zwei Fälle möglich:

a) Die unendlich fernen Punkte von s und sL ent
sprechen einander n ic h t  in der projektiven Beziehung 
dieser beiden Punktreihen. Es entspricht also z. B. dem 
unendlich fernen Punkt von, s ein bestimmter endlicher 
Punkt auf sx. Die Parallele durch diesen Punkt zu s ist

176 VII. Die Kegel- und Regelfläehen 2. Ordnung usw.



eine Erzeugende hs der Kegelschar [h]. In  gleicher 
Weise gibt es zu jeder Erzeugenden e in e  parallele E r
zeugende der anderen Schar. Die dadurch erzeugte 
Fläche lag unseren bisherigen Betrachtungen zugrunde 
und w ir nannten sie bereits das einschaiige Hyperboloid 
(Fig. 72). Die unendlich ferne Ebene schneidet die Fläche 
in einem Kegelschnitt.

§ 32. Die geradlinige Fläche 2. Ordnung. 177

b) T ritt der speziellere Fall ein, daß die unendlich 
fernen Pimkte von s und Sj e in a n d e r  e n t s p r e c h e n ,  
so sind diese Punktreihen ähnlich. Die Verbindungs
linie dieser beiden unendlich fernen Punkte ist eine ganz 
im Unendlichen gelegene Gerade h » , die bestimmt ist 
durch die Stellung der Ebene, welche parallel zu s und Sx 
läuft. Alle Geraden der Regelschar [s] müssen aber hoc 
schneiden, also sind sie alle parallel zu dieser Ebene.

D o e h i e m a n n  Projektive Geometrie. 12



Die unendlich, ferne Ebene enthält nun von unserer 
Fläche die Gerade hoo, sie muß mithin noch eine Ge
rade Soo der a n d e r e n  Schar enthalten. Alle Geraden h 
müssen Soo schneiden, also sind auch alle Geraden der 
Regelschar [h] parallel einer bestimmten Ebene. Die 
dadurch entstehende Fläche heißt „windschiefes“ oder 
„hyperbolisches Paraboloid“ (Fig. 73). Die Geraden einer 
jeden der beiden Regelscharen auf der Fläche sind je 
parallel einer Ebene. Diese beiden Ebenen heißen die 
„ L e i te b e n e n “. Die Fläche b e r ü h r t  die unendlich ferne 
Ebene.

178 VII. Die Kegel- und Regelllächen 2. Ordnung usw.

Man erhält die Fläche auch, wenn r$m  eine Gerade 
sich so bewegen läßt, daß sie beständig zwei-feste Gerade 
schneidet und dabei parallel bleibt zu e in e /' gegebenen 
festen Ebene.

Eine einfache Erzeugung dieser Fläche besteht darin, 
daß man (Fig. 73) in einem Tetraeder zwei Paare von 
Gegenkanten (AB und CD, BC und AD) in gleichviel 
Teile teilt und entsprechende Teilpunkte verbindet.

Daß diese beiden Systeme von Geraden der gleichen 
Fläche angehören, folgt leicht aus den abgeleiteten Sätzen. 
"Wählt man ferner eine Ebene, welche zu AB und CD



parallel ist, so gibt sie die Stellung der einen Leitebene, 
während die andere Leitebene zu den Gegenkanten BC 
und AD parallel läuft. Schneiden sich zwei Ebenen 
dieser beiden Ebenenbüschel in einer Geraden g und 
nehmen w ir eine Tafel senkrecht zu g, um in diese das 
Tetraeder und die Geraden der Fläche orthogonal zu 
projizieren, so erhalten w ir als Bild das Parallelogramm 
A1B1C1D1 (Fig. 74) sowie die Parallelen zu den Seiten.

§ 32. Die geradlinige Fläche 2. Ordnung. 1 7 9

Der Schnittpunkt mt der Diagonalen ist die Projektion 
der Linie m , welche die Mitten des l e t z t e n  Paares von 
Gegenkanten AC und BD des Tetraeders verbindet. Die 
beiden Leitebenen sind also auch zu m parallel.

F ig . 74.
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G. J. G öschen’sche V erlagshandlung in Leipzig.

In unserem Verlage erscheint:

Sammlung Schubert
Samm lung mathematischer Lehrbücher

die erstens auf wissenschaftlicher Grundlage beruhen, 
zweitens den Bedürfnissen des Praktikers Rechnung tragen 

und
drittens durch eine leichtfaßliche Darstellung des Stoffes 

auch für den Nichtfachmann verständlich sind.

W enngleich für jedes der einzelnen Gebiete der 
Mathematik Lehrbücher genug vorhanden sind, so fehlte 
es doch bisher an einem auf dem heutigen Standpunkt 
der W issenschaft und der Lehrmethoden stehenden Lehr
gänge der gesamten Mathematik, welcher, einheitlich an
gelegt, in systematisch sich entwickelnden Elnzel-Darstellungen 
alle Gebiete der Mathematik umfaßte. Dieser Umstand 
bewog uns, die „ S a m m l u n g  S c h u b e r t “ ins Leben zu 
rufen. Dieses Unternehm en soll sich in doppelter W eise 
brauchbar und nützlich erw eisen: einerseits für den 
Mathematiker, der in Fächern, die nicht zu seiner Spe
zialität gehören, sich un terrichten  oder auch nu r nach
schlagen will, anderseits für den Techniker und N atur
wissenschaftler, dem in leichtfaßlicher Sprache alles 
geboten w ird, was er von der Mathematik für seine 
besonderen Zwecke wissen muß. Die Form der Darstellung 
ist so gewählt, daß die einzelnen Bünde in gleicher Weise 
für den U nterricht, wie für den Selbstunterricht oder 
zur Repetition geeignet sind.

Ausführliche Verzeichnisse unberechnet und postfrei.



In unserem Verlage ist erschienen:

Arithmetik für Gymnasien
Bearbeitet von

Professor Dr. Hermann Schubert 
u. Oberlehrer Adolf Schum pelick

beide an  der G elehrtenschule des Johanneum s in Hamburg.

Z u g le i c h  fü n f te  A u f la g e  v o n  S c h u b e r t s  
S a m m lu n g  v o n  A u fg a b e n  usw .

Erstes Heft: Für mittlere Klassen
gr. 8n. VIII, 199 Seiten.

P r e i s :  broschiert Mk. 1.80, in Leinwand ge
bunden Mk. 2.25.

R e s u l t a t e  h i e r z u :  b r o s c h i e r t  60 Pf. 
(Das zweite Heft ist im Druck.)

G. J. G öschen’sche V erlagshandlung in Leipzig.
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Mathematische Mußestunden.
Eine Sammlung

von

Geduldspielen, Kunststücken und Unter
haltungsaufgaben mathematischer Natur

von

D r .  H e r m a n n  S c h u b e r t ,
Professor an der G elehrtenschu le  des Johanneum s zu Ham burg.

Große Ausgabe in 3 Bdn. gebunden k M. 4.—. 
Kleine Ausgabe in einem Bd. gebunden M. 5.—.
W ie schon der T itel sagt, handelt es sich  hier um kein streng  

w issenschaftliches W erk, sondern  um ein Buch, in dem der V erfasser 
a llerhand G edanken über D inge n iedergelegt hat. d ie m it der M athe
m atik  in B erührung s teh en  und m it denen sich jeder G ebildete oft 
und gern in seinen M ußestunden beschäftigt. Es sind  ungezw ungene 
k ritisch-h isto rische B etrachtungen und un terha ltende  P laudere ien  über 
a lle  m öglichen Problem e und K unststücke, die in einer auch dem 
Laien le ichtfaßlichen Form vorgeführt, e rzäh lt und ergänzt w erden.

Zwölf Geduldspiele
für Nicht=Mathematiker
zum Zwecke der Unterhaltung histo

risch und kritisch beleuchtet
von

D r . H e r m a n n  S c h u b e r t ,
P rofessor an der G elehrtenschule des Johanneum s in Hamburg.

Originell kartoniert M. 2.—.
N eue A u sg a b e .

In einigen d ieser Spiele dürfte je d e r Leser alte  B ekannte .w ieder- 
e rkennen, die ihm arges K opfzerbrechen gem acht haben. K inderleicht 
w ird  indessen  die A rbeit, w enn m an den W eisungen des V erfassers 
folgt. D erselbe begnügt sich übrigens n icht mit der Schilderung der 
Spiele und der Enthüllung ihrer Geheim nisse, sondern  e rte ilt zugleich 
seh r anziehende kulturgeschichtliche A ufschlüsse.

G. J. G öschen’sche V erlagshandlung in L eipzig.
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burg. m it 36 flbb. u .l  Sternt. H r.it.

3l(łroł>l)i)|tli. Die Befcf]affenl)eit bet 
Ijimmelstörper oon Dr. IDalter $. 
lüislicenus, prof. an ber Unioerfität 
Stra&burg. Ittit 11 flbbitb. Hr. DI.

3lu fu i i tu u fa m m lo .;. Ä iia ltjt. <Oco- 
tu c ir ic  b . Wb tu  1 1). (D. üt). Bfirflen, 
Prof. am Realgt)mna|ium in Sd)t».. 
®münb. m it 32 Jiguren. Hr. 2%

-------b .ilu tttitro  non ®. Uf). Biirtlen,
Prof. am Realgqmnafium in Sdirri.« 
ffimünb. m it 8 5tg. Hr. 309.

— i)!)itlilm lird |t, 0 . ®- matjter, Prof. 
ber tttattiem. u. pfmfit am ®t)mna[. 
tn Ulm. m it b. Relultaten. Hr. 243.
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Ju fT afeen tn iiirfe  non © berftubienrat 
Dr. C. U). Straub, Reftor oes £ber> 
f)arb>£ubtDigs=®t)mnafiums in Stutt. 
g a r t  Itr. 17. 

J U ta g le ld iu n g e rtd im tn g  itad i b e r  
Itle tljo b e  b e r  h te in lten  (Onn- 
b r a te  Don tDeitbred]t, Prof. 
ber ®eobäjie in Stuttgart, m it 15 
5iguren unb 2 (Tafeln. t t r  302. 

gnfce- «Hb ö d in iim m nnftn ltc it, 
« c ffc tttlid ie , non Dr. Karl tDotff, 
Stabt*©berbaurat in IjamtODer. m it 
5« 5ig. Itr . 380. 

g lituhm tft, U le, b ee  A benM nnbe« 
oon Dr. K. Schäfer, fljfiftent am 
®etDerbemufeum in Bremen, mit 
22 flbbilb. Rr. 74. 

$ t t r i e b e h r a f t ,  O ie m>eritmä|ii(tfte, 
oon 5ricbri4| Bartl), ©beringenieur 
in Rürnberg. 1. (Teil: Die mit 
Dampf betriebenen Ittotoren nebjt 
22 (Tabellen über ifjre flnfdiaffungs. 
u. Betriebsloften m  14flbb. Itr.224.

-------2. tte il: Derfdjiebene motoren
nebjt 22 (Tabellen über 11) re fln> 
fdjaffungs. unb Betriebstoften. mit
29 flbbilb. Hr. 2-25. 

g e tu cg u n g e lV ic le  non Dr. ¢. Kobl«
rau]4), Prof. am Kgl. Kaiier IDil. 
lielms ■ ®t)mnaiium 3U Ijannooer. 
mit 15 flbbilb. Hr. 'JB. 

g io lo g ie  S e r y f la ttie n  oon Dr. IS. 
m igula, Prof. an ber Sorjtafabemie 
(Etfenad). mit 50 flbbilb. Hr. 127. 

B io lo g ie  b e r  Spiere, A b rif tb e r , Don 
Dr. fjelnr. Simrott), Prof. an ber 
Unioeriität Ceipjiq Hr. 131. 

$ le td ) r re i  (ietje: (Tejtil. 3nbuftrie III. 
g rau ere iro eT e ii I : m äljerei oon Dr. 

Paul Drroeriioff, Direftor b. Brauer» 
u. m ä l3er|d)ule 3U (Brimma. mit 
16 flbbilb. Itr. 3U3. 

g h td ifü ljru u g  in einfaĄen unb bop» 
pelten poften oon Rob. Stern, fflber. 
Iebrer 6er ©ffentl. tjanbelslef)ranft 
u .t)03.b. t)anbelst)od)fd)ule3. Ceip3ig. mit Dielen Jormularen. Itr. 115. 

$ u b b l |a  Don prof. Dr. (Ebmunb Ejarbt). 
Itr. 174.

$ u r g r n h u n b e ,  S lbriß  b e r, oon fjof» 
ra t Dr. ©tto Piper in mündjen. mit
30 flbbilb. Rr. 119.

t t l je m it ,  A llgem eine u n b  plii}Fiha- 
lifdje, Don Dr. IRaj RuboIpt)i, prof. 
a. b. (Tedin. Jjocfi[d]ule in Darmjtabt mit 22 5ig. n r . 71.

ffljem ie, ÄnnlirHrdie. Don Dr. 3of)an» 
lies tjoppe. I : (Theorie unb ®ang ber 
flnalqje. Itr. 247.

— — I I :  Reaftion ber metalloibe unb 
lltetatle. Hr. 24a

— X \n«rgaitilri|e , oon Dr. 3of. Klein 
in tTCannljeim. Hr. 37.

------ jieljc aud): ITtetaHe. — metalloibe.
(f tjeniie, (Oerd)idite b e r, oon Dr. 

fjugo Bauer, flfftftent am Ąem. 
Laboratorium ber Kgl. (Tecf)nijct)en 
ęod||d)ule Stuttgart. I: Don ben 
ältejten 3eiten bis ju r  Derbremiungs» 
tt)eorie oon Eaooifier. Rr. 2tu.

— I I :  Don£aD0ifierbis3ur®egentoart. 
Hr. 265.

— b e r  Ü oltlenfto fT aerb inbungett
Don Dr. tjugo Bauer, flfjiftent am 
d)em. Caboratorium ber KgL üecf|n. 
Ąod)jd)ule S tu ttgart I. IX: flli« 
pl)atijd)e Derbinöungen. 2 (teile. 
Hr. 191. 192.

------ I I I :  Karboci)ttif<f)eDerbin!>ungcn.
Hr. 188.

— — IV: tjeteroct)!lifdie Derbinbungen.
Rr. 194.

— « rg a ttird )c , oon Dr. 3of. Klein in 
tttamiljeim. Rr. 38.

— VlinTiologirdte, oon Dr. med. fl. 
tegaljn in Berlin. I : flffimilation. 
m it 2 (tafeln. Rr. 240.

-------II : Difjimiiation. m it einer
(Tafel. Rr. 241.

C tjem ifdi - S'-editlifdie Ä natnTe oon 
Dr. ®. Cunge, prof. an ber <Etb« 
genöff. poli)ted)n. Sdiule in 3üri<b. 
m it 16 flbbilb. Rr. 195.

(Tl)ri ftcn tun t. Die (Entroidlung bes 
(Et)riftentums innerhalb bes Reuen 
(Cejtaments. Don Prof. Dr. Lic. 
(Carl deinen. Rr. 383.

SatnpfhefTel.Z lie. Kur3gefajjtes£el)r« 
bud) mit Beifpielen für bas Selbjt- 
jtubium u. b. praitiidlen ®ebraud) Don 
jriebritf) Bartl|, ©beringenieur in 
Rümberg. m it 67 5ig. Hr. 9.

D nm pfm nfd iiue , B ie . Kur3gefafjtes 
Celjrbud) m. Beifpielen für bas Selbjt. 
ftubium unb ben praft (Bebraud) Don 
5riebrid) Bartl), ©beringenieur in 
Rümberg. Ittił 67 5ig- Rr. 8.

D a m p f tu rb in e n , S ie ,  ifjre RHr- 
fungstoeife unb Konftruftion oon 3n* 
genieur Hermann IDilba, ©berlet)rer 
am ftaatl. (Tc4)nifunt in Bremen, 
m it 104 flbbilb. Rr. 274.

2



£>id |tungen o. m itttU io riib cn trd jtc  
£■ fiiljfe łt. 3n flustoahl rtt. (Einttg. u. 
ÜJörterb. herausgegeb o. Dr. tjcmt. 
3anfcen, Direftor öer Königin £ui(e* 
Sd)uie in Königsberg i. Pr. lir. 137.

J ic t iid ie p c it . Kubrunu. Dietridiepen. 
IRit (Einleitung unb IDorterbud) oon 
Dr. ®. £. 3 iric3ct, prof. an ber 
Unioerf. Rtünfter. Ilr. 10.

p iffc r rn tm lrc d jm m fl t>on Dr. $rbr. 
3un!er, prof. a. Karlsgt)mnafium in 
Stuttgart. OTit 68 5ig. R** 87.

— Repetitorium u. flufgabenfammlung
3.DifferentiaIred)ming oon Dr. 5rbr. 
3unfer, prof. ant Karlsgt)mnajium 
in Stuttgart. IUit 46 $ig. Kr. 140.

(E-bbalicbcv mit ©rammalif, Über» 
fetjung unb (Erläuterungen oon Dr. 
IDilhelm Ranifd), ©t)mnaiial.®ber> 
lefjrer in (Dsnabrüd. Hr. 171.

e ire n b c to tib o u , O tr ,  non Reg,.Bau. 
meifier Karl Röfele. Rtit 75 flb- 
bilbungen. Hr. 349.

C iren lliitt tiilm tib e  non fl. Krauß, 
bipl. Ąutteningen. I. Seil: Bas Ket;- 
eifen RIitl75ig.u.4tEafeln. Ilr. 152.

— II. tTeil: Bas SĄmiebeifen. Rtit 25 
5 igure:i unb 5 Hafeln. Hr. 153.

C iftnhonftruhtionen im flodibou 
oon 3 ngenieur Karl SĄinbler in 
Rteifecn. ITTit 115 5ig. Rr. 322.

«jU htriiitiit. atjeoret.PfjijTit III.Heil: 
<EIettri3ität u.Ittagnetismus. Don Dr. 
®uit. Tagcr, prof. a. b. Unioerf. 
UMen. Dtit 33 flbbilbgn. Rr. 78.

CUhtvodicm ic Don Dr.Jjeinr.Danneel 
in 5 rie6ritf|sl|agen. 1 . Ccii: ttljeo» 
retifĄe (Eleltrodjemie unb iljre pl)i)» 
(ifali(<fi>diemi[dien (Brunblagen. Rlit
18 J ig . Rr. 252.

------ II. Heil: (Ejperimentelle (Elettro«
Ąemie, lIIeEjmeltioöen, Ceitfäljigleit, 
Cofungen. Rlit 26 jig . R r 253.

(£U fttro ttt()n ilt. (Einfül)rung in 6łe 
mobeme ®Ieid)» uni> IBednelftrom- 
tedjnif oon 3 - Ąerrmann, profefjor 
ber <EIeftroted)nit an ber Kgl. tteĄn. 
tjod|[4)uIe Stuttgart. I : Die phqfira« 
Iifdjen ©runblagen. Ilt.475ig. Rr.196.

-------I I  :Die ®Iciu]itronitcd’iu[. Rtit
74 5ig. Rr. 197

— — I I I : Die tDedifelftromteĄniŁ ITTit 
109 5ig- Rr. 198.

(ü n tiu id ilu n « , C ie, b e r  ro iiale tt 
vn(ie oon prof. Dr. Jerbtnanb 
önnies. Rr. 353.

(■Bnłmidtlntte, Oie. b t»  d j r i f t e t t -  
t itm u  fiehe: (Ehriftentum.

— b e r  fln lib fc itc r io a ffr«  fiehe: 
tjanbfeuertoaffen.

<eittntidil«ti{ioocrditd)te b e r  f ite re
oon Dr. 3 oĄannes IReifent)eimer, 
Prof. ber 3ooIogie an ber llniocriität 
ITIarburg. I : 5urd)ung, primitiD* 
anlagen, £aroen, Sormbilbung, (Em* 
brt)Onalf)ÜUen. Rlit 48 Jig . Rr. 378.

— — I I : (Drganbilbung. Rtit 46 Sig. 
R r. 379.

(Epigonen, O ie,be« lii>firdtcn<^po«.
flustoafil aus beut(d)en Ditf)tungen 
bes 13. 3al)rl)unberts oon Dr. Diltor 
3unf, flltuarius ber Kaiferlidjen 
Atabemie bertDifjenjthaften inIDien. 
Rr. 289.

f f irb m a e n c tła m u » , C -rbftrom , JIo- 
la r l ir i i ł  oon Dr. fl. Rippolbt jr., 
IRitglieb bes Königl. prcufsijd)en 
RIeteorotogifd)cn 3njtituts 3U pots< 
barn. Rlit 14 flbbilb. unb 3 (Eaf. 
Rr. 175.

C tliih  oon profeffor Dr. Hljomas 
Hd)elis in Bremen. Rr. 90.

K rhurltotteflora oon Zleutrdilanb
3utn Beftimmen ber häufigeren in 
Deutfd)Ianbioilbu>ad|feubcnpfIan3en 
oon Dr ID. IRigula, profejjor an 
ber 5orftaIabemie (Eifenacb. 1 . Heil. 
Rlit 50 flbbilb. Rr. 268.

-------2. tteil. Rlit 50 flbbilb. Rr. 269.
(ßrp lofiaftoffe . (Einführung in bie 

Chemie ber efplojioen Dorgäuge oon 
Dr. t). Brunśroig in Reubabeisberg. 
Rtit 6 flbbilb. u. 12 Hab. Rr. 333.

fa m il ic n re d i t .  Re4)t bes Bürger- 
Iid|en ®efcfibud)es. Diertes Bud): 
5 amilienred)t oon Dr. tjeinrid) iEitje, 
prof. a. b. Unio. (Böttingen. Rr. 305. 

£ S rb « r« i fielje: tEejtilOnbuftrie III.
jfttbaefriitil!, J la*  m o b e r tt t ,  I :  Die

(Entroidlung bes Je  >ge|dtüfces feit 
(Einführung bes ge3ogenen3nfanterie. 
geroehrs bis einfd]liefjlid| ber (Er* 
finbungbes raud)Iofen puloers, etroa 
1850 bis 1890, oon Oberftleutnant 
U). F)et)benreid), Rtilitärlehrer an ber 
Rlilitartedin. fltabemie in Berlin. 
Rlit 1 flbbilb. Rr. 30G.
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( tlbgtfdiftl». Ooe m obernt, I I : Die |
(Entroicfluńg bes heutigen 5elbge> 
fcfjüues au f ® runb ber (Erfinbung [ 
bes raudilofen p u ln e rs, etroa 1890 
b is 3u r  ®egentoart, oon (Ober jtleut- 
n an t ID. l)et)benreid), ITTilttärieljrcr! 
an  bet m ilitä rted in . flfaöcmie in 
B erlin, m i t  11 flbbilb. Hr. 307. 

jf t r tiF p rc r iin te F c n , P o » ,  non Dr. 
Cubroig Rellftab in  Berlin, m i t  47 
5 ig . unb 1 tEafel. H r. 155. 

f e r t '9 !> t i t « le l ( r t  non ID. Ijauber, 
DipIom»3ngenieur. m . 56  5 ig . t t r .288.

5 i e ,  u n b  W tle  fotoie bie Seifen- 
u. Ker3enfabrifation unb bie l)a r3e, 
£ade, 5irniffe m it iljren roitf|tigften 
fiilfsjtoffen oon D r. K arl B raun  in  
Berlin  1: (Einführung in  bie(Il)emie, 
Beipreä)ung„ einiger S a l3c unb bie 
J e tte  unb ©le. I lr . 335.

------- I I :  Die S eifenfabrifation , bie
Scifcnanalo|e unb bie Kersenfabri- 
la tion . rn tt 25 flbbilb. Hr. 386.

-------I I I : J jan e , £ade, Sirniffe. Itr.337.
f i l i f i i l u ' i k u t i o u  (iel)e: H cftilO nbu- 

(trie I I .
2 in nn> tw ilT en rri |n ft o. p räfiben t D r. 

R . oan  6er Borgt)! in  Berlin. I : a l l 
gemeiner Heil. I tr . 148.

--------I I : Befonberer Seil (Steuerlefire).
I tr . 391.

f tm ilT *  fiefje: Sette unb Öle III. 
£ ir< l)t. D as tEierreid) IV : 5<Me »on 

Prioatboäent D r. I t ta j  R autl]er in 
(Biegen, m i t  37 flbbilb. I tr . 356. 

f f i M t v t i  u n b  jf ifr iiiu iti t ». D r. K arl 
(Edftein, P ro f. an ber Sorftatabem ie 
(Ebersroalbe, Abteilungsbirigent bei 
ber fjauptjta tion  bes fo rftliqen  Der- 
fud)stoe(ens. I tr . 159. 

J f c r m t i r a n im lu n a .  l l t o t l i t n t n t . ,  u. 
Repetitorium  b. tttatf)em atif, entl). bie 
CDid)tigften Jo rm eln  unb Eefujatje b. 
AritĄmetil, A lgebra, algebraifdjen 
Analijfis, ebenen ffieometrie, Stereo
metrie, ebenen u . (pt)ärif<t)en T rigo
nometrie, matt). ®eograpt)ie, anaIt)L 
(Beometrie b. (Ebene u. b. Raumes, b. 
Different.- u. 3ntegralred)n. o. <D. ¢1)- 
Bürflen, P ro f. am  Kgl. Realgijmn. in 
Sd)to.»®müno. m i t  18 £ ig. U r. 51.

— { U m lilm lird it, oon ® . m a ljle r.p ro f. 
n.® t)m n.inU Im . m it6 5 5 ig - I t r - 136-

fov (tnn (T tn rriin ftD O n  D r. Hb. Suiroap* 
pact}, profeffor an  ber5oritafaöem ie 
(Ebersroalbe, flbteilungsbirigent bei 
ber Ijaup tjta tion  bes forftlidjen Der- 
fudisroejens. I tr .  IOC.

j j r t m b n i o r t ,  5 a » ,  im  3 r u t r d | t n  pon 
D r. Hub K leinpaul in  Ceipäig. Itr.55.

£ r r m b i u ö i t c r b u r t i ,  U c u tid jc « . oon 
Dr. Hub. K leinpaiit in  Ceip3ig. 
I tr . 273.

W a v b ii i c n f a b r i lm tto i t  liehe: tEertil« 
3nbu jtrie  I I .

C a » l i r a f t n io r d | i n t n ,  D ie , oon 3ng. 
fllfreb Kirfdjte in  tja tle  a. S. m it 
5Ć S iguren. R r. 316.

(£itn<>ITenrd)aften>rr>it. O o » . in
jO ru trr iila iib . Don Dr. Otto tinbede, 
S e tre tä r bes tjauptoerbanbes beut. 
fd)er gemerblidier (Benojjenicbaften. 
I tr .  384.

ö r o b i i f ic  pon D r. d . Relntjertj, p ro f. 
a n  ber iEedin. fjodifcfjule tjannoner. 
m u  66 flbbilb. Hr. H Ä

(0 tO 8 rn p l) ie ,  A lli -o ito m ird it ,  »on 
D r. Siegm . ®üntf)er, p ro f. an  ber 
tEechn Ąodijdiule in  lliiinqen . m it 
52 flbbilb. R r. 92.

— IM inlirriir, »on Dr. Siegm. ®ünlt)er, 
p ro f. an  ber Königl.tEedin. fiodtidjule 
in  m ündien. m it 32 flbbilb. R r. 28.

— f. aud): £anbesfunbe. — Cänberfunbe.
© » o lb ß ic  in fu rje m flu s3ug fürSdiu len

unb 3u r  Selbftbelel)rung śufammen- 
geftellt pon p ro f  Dr. (Eberl). S raas  
in  S tu ttga rt, m it 16 flbbilb. unb 4 
tta f. m it 51 J ig .  R r. 13.

ö e o m t t r i r ,  ; \ t t  n li itifriie , 6  e r  f f b e n t  
oon p ro f  D r. m. Sim on in  S tra s 
burg . mit 57 5 i9 - H r. 65.

— — Slufgabcnratnmlung |uc  
. \n n l l |t i r d |tM  O 'ic o m r t lif  b e r  
« r-b tn t »on (D.tEft.Bürtlen, p ro f. am 
KgL Realgpm nafium  in  Sd|toäb.« 
(Bmiinb. mtt 32 5ig. I tr . 256.

— Ä iin tn tird ie , > «#  K a u m «  pon 
p ro f . D r. m . Simon in  Strafjburg. 
m it 28 flbbilb. R r. 89.

------- ^ u f e a b c n f a n t m lu n g  f .  J n a -
l t t t .  W e o m r tr ie  b . K a u m tö  »on 
ffl. HI). BürHen, p ro f. a.R ealgqm n. i. 
Sditoab -ffimünb. m. 8 5ig- I tr . 30».

— B m -R tlU itb e , »on D r. Robert 
liaugner, P ro f. an  be rU n i» .3 en a . I. 
mit 110 5i9- H r. 142.

4



C e o t t t t t r ie , l ln n lą t . ,  SUifgabeii- 
ra m m tu n g  f. A im ln tiM itn  «3co- 
m etvi*  b « ® b t i t t ,  oon (B.Iftatiler, 
Prof. am ®t)mnajium in Ulm. m it 
111 3toeifarb. 5ig. Hr. 41.

— tlv o je litiu e , in fi)ntl)«t. Bct)anö= 
Iung oon Dr. Karl Doel)lemanrt, 
profejfor an 6er Unioerfitat Ittün* 
dien, m it 91 5tg. Hr. 72.

© tM iiriite , jßabirrfre, non Dr. Karl 
Brunner, Prof. am ffiqmnafium in 
Pfor3i)eim mt6 prioat&ojent Oer (Be< 
ftt)id)te an 6er ĆEeĄn. tjodiiĄule in 
Karlsruhe. E r. » 10.

— b e r  e i)v l)ł» rlt*n  « M h a n f ta a t t»
(Bulgarien, Serbien, Rumänien, 
ITIoittenegro, ®ried)?n:*Kt) jon  Dr. 
K. Rotl) in Kempten. Itr. 331.

— jSntjtriM je, non Dr. Ijans ®del in 
Augsburg. Hr. 160.

— b t»  ä ijm u tin ir r iic n  Ilc id ico  oon 
Dr. K. Rotl) in Kempten, Itr. 11)0.

— HtutlYiic, Is ö t i t t e tn l t c f  (bis 
f519) non Dr. $. Kur3e, Prof. am 
Kgl. £uijengi)mn. in Berlin. Itr. 33.

— — II :  Z e ita lte r  b tt:  R e f o r 
m a tio n  u n b  b e r  fU lig io tta -  
h«riefle (1500-1648) oon Dr. 5. 
Kurje, profeffor am Königl. Cuifen> 
gqmnafiunt in Berlin. Itr. 34.

-------III : |J a m iM e |tf8 l ifd )e n  T r ie 
b en  b i»  j u r  Ä u flftfu it«  be» 
o lt» n  l l t id i»  (1648—1806) oon Dr. 
$. Kurse, Prof am Kgl. Cutfen. 
gqmnafumt in Berlin. Hr. 35.

— — (iet)e aucl]: G!uellenfun6e.
— Ct.flUriiie, oon prof. £. (Berber, 

®berlel)rer in Düffelborf. Hr. 375.
— #rattjSr«(ttie, oon Dr. R. Stemfelb, 

prof. a. 6. Unioerf. Berlin. Itr. 85.
— «TäficdiiWi*, oon Dr. IjeinriĄ 

Stoobo6a, Prof. an 6er 6eutfd)en 
Unioerf. Prag. Itr. 49.

— b t»  19. g n l i r l /u t tb t r t e  o. ® star 
Jäger, o. tjonorarprofejfor an 6er 
Unioerf. Bonn. l.B6d)n.:1800—1852. 
Itr. 216.

-------2.B6Ąn.: 1853 Bis CEnfae ö.3atjrf).
Hr. 217.

— J ia ra e l»  bis auf bie gried| 3eit Don 
Lic. Dr. 3 . Benjinger. Itr. 231.

(QcMfidite to t l i r in g e n » ,  o. Dr. Ijer.
mannDerfĄsroeiIer,ffiel).Regierungs- 
ra t in Straßburg. tir. 6.

— be»  ö lte n  iftoraen ln n b e»  oon
Dr. 5 r. fjommct, Prof. a. 6 Unioerf. 
Htünd)en. TH.9Bilb.iU Kart. Hr. 13.

— © e(terreid)ird ie, I :  Don 6er Ur. 
3eit bis 3um 5Co6e König fllbiedits II. 
(1439) »on profeffor Dr. j r a n j  
oon Krones, neubearbeitet oon Dr.' 
Karl Ut)lir3 , prof,. an 6er Unio. 
<Bra3. m it 11 Stammtaf. Hr. 104

-------I I : Dom lobe König fllbredjts II.
bis 3um tDe|tfäIifd)en Jrieben (1440 
bis 1648), oon prof. Dr. 5ran3 
oon Krones, neubearbeitet Don Dr. 
Karl lH)lir3 , Prof. an 6er Unio. 
®ra3. ITlit ii Stammtafeln. Hr. 1U5.

— łto ln ird ic , t>. Dr. dlemensBranöen» 
burger in pofen. Ur. 338.

— pöm ifriie , oon Realgtjmnafial.Dlr. 
Dr. 3ul. Koä) in (Erunemalb. Ur. 19.

— fJum rd ie , » Dr. IDilt). Reeb, fflberl. 
am®[tergt|mnaiiuminm ain3. K r.l.

— SüdiftTriie, »on profeffor ®tto 
Kaemmel, Rettor bes HiIolaigt)m> 
nafiums 3U Ceip3ig. Hr. 1U0.

— S d n o e iie t ifd it, »on Dr. K. Dän6< 
Ufer, prof. a. 6. Uni». 3ürid). Ur. 188.

— O pnntfdie, »on Dr. (üuitao Dierds. 
Hr. 266.

— cri)iirin0 irdK, oon Dr. Srnft Deo- 
rient tn 3ena. Hr. 352.

— b e r  (Sijeinie fief)e: dljemie.
— b e r  l l l a le tc i  ftet)e: malerei.
— b e r  U tutljrnm tih  f .: matf)ematit
— b e r  U lu fth  fielje: mujif.
— b t r  Vübagogilt fiel)e: pä6agogit.
— b e r  y ijilo lofltr f.: Philologie.
— b e r  illmRlt liebe: pi)t)iif.
— b e » b e u tfd |e n  K o rn au «  f.: Roman.
— b e r  § c rm a d |t  f.: Seemad)t.
— b e r  b ro trriten  S pvad je  jietje: 

(Brammatil, Deut(d)c.
— b e»  b e u tfd jrn  {(u te rriri)t» - 

u ie re it»  lielje: Unterrid)tst»eien.
—b e»  3e itu»a»n> eren»  j.: 3eitungs» 

toefen.
— ber Jo o lo o ic  fietje: 3oologle. 
öefri)iri)t9iui(T«iird|aft, E in le itu n g

in  b ie , oon Dr. €rnft Bernljeim, 
prof. an 6er Unioerj. ®reifstoal6.
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gU wofctrnen, btt 
Iftsß artiU erie. I: Dom Auftreten 
ber ge3ogenen ®efcf)üfce b is  3u r  Der* 
toenbung bes raud)fdjtoacfien pu lo e rs  
1850—1890 d. Ittummenljoff, ITIajor 
beim Stabe bes 5u&artilIerie*Regi» 
ments (Beneralf elb3eugmeifter iBran» 
benburgifefjes I t r . ;i). XTlit 50 CEert* 
bilbem . Hr. 334.

-------I I : Die (Enttoidlung ber heutigen
<Befd)üfce ber 5u&artiIIerie feit (Lin* 
füfyrung bes raud)fd)roa(t)en p u lo e rs  
1890 bis 3u r  (Begentoart. lU it 
31 (Eejtbilbern. H r. 362.

, ö i i r e c r l id ic tv ,  fiefye: 
Redjt bes Bürgerlichen (Befetjbudjes. 

fö c ru n M jc t te U li r r .  Der menfd)Iidje 
Körper, fein B au unb feine lEätig» 
leiten, oon (E. Rebm ann, (Dberfdjul* 
r a t  in  K arlsruhe. mit töefunb* 
ljeitslel}re oon D r. m ed . Ij. Seiler. 
ITlit 47 flbb. u. 1 tEaf. Hr. 18. 

43cn> erbct)t)g icne oon D r. (E. Rotl) 
in  po tsbam . H r. 350. 

( & e w tv b tw t fc n  oon tDerner Som bart, 
P rof. an  b. J}anbelsljod}fd}ule Berlin. 
I. 11. I tr . 203. 204. 

(ö rn iir i i tö m c rc n . TITaf}*, Tttün3« unb 
(BeioicfitstDefen oon Dr. flug. Blinb, 
p ro f. an  ber ĄanbelsfĄuIe in  Köln. 
fix . 283.

fö lc id tf l r a m m a r r i ih t t ,  f it e , oon d.
Kin3brunner, 3ngenieur unb Dozent 
fü r (Elettrotedjnif an  ber TTtunicipal 
Sd)ooI of Hedjnologt) in  mandjeftcr. 
m i t  78 5ig- n r .  257. 

(ö U trd ic rh itn fc c  oon D r. $rtfc ma* 
AaÜef in  IDien. m it 5 flbbilb. im 
tfe jt unb 11 ftaf. I tr .  154. 

(D o itfv icb  t»an  i . t r a f ) b n r a  Ijart* 
m ann oon flue , IDolfram oon 
(Efdjenbad) u. (Bottfrieb oon Strafe» 
bürg, flustoaljl au s  bem fyöf. (Epos 
m it flnm erfungen unb tDörterbudj 
oon Dr. K. tltaro lb , P ro f. am  K g l 
5riebridjs(ollegium  3U Königsberg 
l  p r .  H r. 22.

Z U utfd jc , unb fu r3e 
(Befd)id}te ber beutfeben Spradje oon 
S Ą u lra t profeffor D r. ©. £qon in  
Dresben. H r. 20.

— (ö trt tr ii ifd jr , I: $ormenlet}re DOn 
D r. Ijan s  m e lie r ,  P rof. an  ber 
Klofterfd)ule3um auIb ronn . H r. 117.

-------11: Bebeutungslef)re unb S tjn ta j
oon D r. Ą ans tltelfoer, P ro f an ber 
KIofterfĄule 3U ITlaulbronn. I tr .  118.

G ra m m a tik ,  C atciitifd it. (Brunbrifj 
ber Iateinifdjen Sprachlehre oon Prof. 
D r. tD. Dotfd) in ttlagbeburg. Hr. 82.

— iU ittc lIja rijb cu trd ir. Der ttibe» 
Iunge Rót in flustoahl unb mittel* 
hochbeutfdje (Brammatif mit funem 
IDörtcrbudj oon Dr. ID. (Boltrjer, 
prof. an ber Unioerf. Roftocf. Rr. 1.

— »urrifd je , oon Dr. (Eridj Bemefer, 
Prof. an ber Unioerf. Prag. Rr. <56.

-------jiehe auch: Ruffifdjes (Befprädjs*
buaj. -  Cefebud).

f ja n b c le h o rrc rp o n b c iti ,  DcutTrlje, 
oon Prof. ¢1). be Beauj, (Dfficier be 
l ’3nftruction publique. Rr. 182.

— (ßitfllifdi*. oon (E. (E. IDI}itfieIbr M. 
A., Oberlehrer an King (Ebmarb VII 
(Brammar Sdjool in King’s £t)nn. 
R r. 237.

— fvaiH önrrfK . oon profeffor (Ef). 
oe Beauj, (Dfficier be l’3nftruction 
Publique. Rr. 183.

— i>talienird?e, oon prof. fll&erto 
be Beauj, (Oberlehreram Kgl. 3nftitut 
S. S .A nnuziata  in 5loren3. Rr. 219.

— -Rumrriic. oon Dr. lEfjeobor oon 
Katoraqsfi) in Ceip3ig Rr. 315.

— d p a n ird te , oon Dr. fllfrebo Rabal 
oe m arie3currena. Rr. 295.

d an fe c lap a liiti t ,  ^ ts e w ä r t tg e ,  oon 
Dr. Ijeinr. Sieoefing, Prof. an ber 
Unioerf. m arburg. Rr. 2J5.

^a n bcU m icfcn , 9 « # , oon (Bel). Ober* 
regierungsrat Dr. tüilf). Cejis, 
Prof. a. b. Unioerf. (Böttingen. I: Das 
^anbelsperfonal unb ber U)aren* 
hanbel. Rr. 296

-------I I :  Die (Effeftenbörfe unb bie
innere Ijanbelspolitif. Rr. 297.

dan fc fe u tv n m lfc n , -Die (Cntmidt* 
lu ttg  b e r , feit berlRittebes 19.3ah*> 
hunberts unb ihr heutiger Stanb oon 
(B U)r3obef, Oberleutnant im 3n* 
fanterie*Regiment 5reif)err Ąiller 
oon (Bärtringen (4. pofenjdjes) Rr. 59 
unb flffiftent ber Königl. (Beroefyr* 
prüfungsfommiffion. m it 21 flbb. 
Rr. 366.

^ a rm o ttie lc ljr e  oon fl. I)alm. mit 
oielen Rotenbeilagen. Rr. 120.

d a i ’tu ta tu t  von  »oi«
(*5rd)citbad| unb © o ttfr ttfc  »><*« 
L'*trm'»b»ira. flusroaljl aus bem 
I)öfifd)en (Epos mit flnmerfungen 
unb IDörterbud) oon Dr. K. marolb, 
Prof. am Königlidjen 5riebrid}s* 
Kollegium 3U Königsberg i. p r . Rr.22.

6



9 < m c, lo rfte , firn ilT c  oon Dr. Karl 
Braun in Berlin. iDie Jette uuó 
ffile III.) Hr. 337. 

g u u y tl i te ro tm -n t ,  5 1 », b. (Orient*
0. Dr. m . tjaberlanbt, priuatöo}. a. ö. 
Uniocrj. IDicit. I. II. tir. 162. 163.

fjr iu m fl unb £ iift« n g  non 3ngenieur 
3 oI)annes Körting in Düfjelborf.
1.: Das IDefen unb bie Beredinung 
ber Ąci3ungs< unb Ciiftungsanlagen. 
M it 34 J ig . llr . 342.

------ II .: Die Ausführung ber tjei3Ungs>
unb Cüftungsanlagen. lllit 1915ig. 
I tr . 343.

flcIbcnT ant, H it  b tu tfd ie , oon Dr.
ffltto Cuitpölb 3 iric3ef, prof. an 
ber Unioerj. münfter. Hr. 32.

— iiet)c aud): rttijttjologte. 
gqQ ttttt b t s  ötiibtebau», S ie ,

oon profeffor t). dljr. Hufcbaum in 
fjannooer. m it 30 flbb. Rr. 348.

— bc» U>ol|mittgeiwercit» non P rof. 
t).<Ifir.nu6bauni in IjannoDer. mit 
5 flbbilb. Hr. 363.

Jttb u ftv it, Ä notonnifdic C'lrcitti- 
friic. n. Dr. ®uft. Rauter in Ilbar- 
lottenburg. I : Die Ceblancfobainbu- 
ftrie unb iljre nebenäroeige. m it 12 
(Eaf. nr.205.

— — I I :  Salinenroefen, K alifate, 
Düngerinbultrie unb Derroanbtes. 
m it 6 (Eaf. tir. 20G.

------ I I I :  flnorganifdie 2f)emi[cf)eprä<
parate, mit 6 (tafeln, nr. 207. 

3n bu|U ic b t r  S ilik ate , ber hiiit|ll. 
Önullehic unb b t»  it liir tr le . 
1 : ®Ias unb fcramifd)c3 nöu(trie oon 
Dr. ffiuftao Kauter in (li)arlotten- 
bürg, mit 12 «Eaf. n r . 233.

-------I I :  Die 3nbuftrie ber Iünftlitf|en
Baufteine unb bes mörtels. m it 
12 (Eaf. ttr. 234. 

H»felitiötn>ltrattkl)citrit, B it , «mb 
iljre  |lrtl|ütu ito oon Stabsar3t 
Dr. tD. fjoffmann in Berlin, m it
12  00m Derfaffer ge3eid)neten flb. 
bilbung. u. einer Jiebertafel. Hr 327. 

|in trgralrcri|m m s oon Dr. Srieör. 
3unfer, prof. am Karlsgt)ntn. in 
Stuttgart, m it 89 Sig. Hr. 88.

— Repetitorium u. flufgabenfammiung 
3u r 3 ntegralreĄnungo. Dr. Jriebridj I 
Junfer, prof. am Karlsgtjmn. in 
S tu ttgart m it52 5ig. Hr. 147. |

l ia r t tn lm n b r ,  gefä|id|tliä| bargeftettt 
oon ¢. (Eelcidi, Direftor ber f. f. 
Hautifdjen Sdjule in Cuffinpiceoio 
unb $. Sauter, prof. am Realgqmn. 
in Ulm, neu bearb. non Dr. Paul 
Dinje, fljjiftent ber ffiefellfdjaft für 
(Erbfunbe in Berlin, m it 70 flbbilb. 
Hr. 30.

jU r ic tlf a b r ik n tio u  fietje: Jette unb 
(Die II.

j l ird tcn lU b . m artin  £utf)er, (Ef)om. 
m urner, unb bas Kird)enlieb bes 
16. 3 at)rf|unberts. flusgeu)ät)It 
unb mit (Einleitungen unb fln. 
merfungen oerfeljen oon Prof. ffi. 
Berlit, Oberlehrer am nitolaigt)m. 
nafium 3U £eip3ig. Hr. 7. 

|H rd i» itred )t oon Dr. (Emil Seljling, 
orb. profeffor b. Rechte in (Erlangen, 
n r .  377.

g tlim nhuiib«  I :  allgemeine Klima, 
lehre oon prof. Dr. tu. Koppen, 
meteorologe berSeetoarte Hamburg, 
mit 7 (Eaf. unb 2 Jig . n r . 114. 

S o lo u ia lf ltld iir ijtt  Don Dr. Dietri* 
Sd)äfer, prof. ber (Befcfiidjtc an ber 
Unioerf. Berlin, l lr  150. 

f io ln m a ltr r l i t ,  S c u trd i ta ,  non Dr. 
Jj. (Ebler oon Ijoffmann, Prioatbo3. 
an ber UniDerj. ©öttingen n r. :ü8. 

i ło m p u litio n u lc ljic . lllujitali(*e 
Jormenlehre oon Stephan KreI)L 
I. II . m it oielen notciibeijpiulen. 
Rr. 149. 150.

j t im t ro l lm e r tn ,  S a »  a o r i lm ltu r -  
d jcm ird it, oon Dr. Pau l Krijcf)e 
in (Böttingen. nr. 304.

H ö r p t r ,  b t r  mtltfriilfrije, fein t ln u  
«mb ftln *  ® ä tij |k tite n , oon 
¢. Rebmann, ®berfd)ulrat in Karls
ruhe. mit ffiefunbljcitslehre oon Dr. 
med. I). Seiler, mit 47 flbbilb. unb
1 (Eaf. nr. 18.

R o |lcuunrd jluB  iief)c: üoranitt|Iagcn. 
j ir i l tn U o e rn p li i t  0011 Dr. U).Bruljns, 

Prof. an ber Unioerf. Strafibura. 
m it 190 flbbilb n r. 210. 

g lttb r itn  »mb iU t t r id i tp t i t .  m it 
(Einleitung unb Wörterbuch Don 
Dr. ffi. £. 3 iric3cf, Prof. an ber Uni- 
oerf. münfter. n r. 10.

------ fietje aud i: Ceben, Deutftf|es, im
12 . 3 al)ri)unbert. 

f: u lt  tu-, 5  ic, b t r  MeimifTimcc. ®e- 
iittung, JorfĄung, Did)tung oon 
Dr. Robert j .  flrnolb, Prioatbo3ent 
an ber Unioerf. Oien. Hr. 18a.
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$ u ltn rg e rd t< (litt, D riitrriit, non
Dr. Kcint). ®üntf)er. Itr. 58.

jt iin l tr ,  {lic flvuł>l|ifd|cn, »on (Carl 
Kampmatm, 5ad)lel)rer a. i), f. I. 
®rapl)ifd]en £ef)r« unb Derfud|s* 
anjtalt in IDien. m it 3aI)Iretdjcn 
flbbilb. unb Beilagen, tir. 75.

ę u r i f . 1 |i ' t f t  fietje: Stenographie.
£ itd tt (iclje: 5ette unb Öle III.
£ iü tb c rlm n b e  t>on K u ro w a  oon 

Dr. 5ton3 Ijeiberiä), prof. ant 
5rancisco«3ofcpt)imim in lTCöbling. 
Jllit 14 5efttärtd)en unb Dia« 
grammen unb einer Karte ber 
fUpeneinteitung. Itr. 62.

— b t r  a u |t ir tu ro p n irr i> rn  E r b 
te ile  oon Dr. j r a n 3 fieiberiĄ, 
Profeffor a.5rancisco<3ofepl)inum in 
ITtSbling. m it 11 Uejttärtdien unb 
Profit. Itr. 63.

{ a u b c o ltu n b e  « .  U lirtfriin f ieo co - 
g rn p ljie  S. $ e ftlan b . A u ttra lirn  
oon Dr. Kurt Ąaffert, profeffor ber 
®eograpt)ie an b t7anbeIs.f}od](d)ule 
in Köln, m it 8 flbbilb., 6 grapfyiftfy. 
(Tabellen unb 1 Karte. Itr. 319.

£ a n b c» ltu n b e  oo n  ä itb e n  oon prof. 
Dr. ffl. Kicnil; in Karlsruhe, m it 
Profil, flbbilb. unb 1 Karte, tlr . 199.

— be*  Ä öiiigv tiriie  R a ite rn  oon 
Dr. ID. ¢0¾. prof. an b. Kgl. (ted)n. 
ĄoĄfĄule mündien. m it Profilen, 
flbbilb. u. 1 Karte. Itr. 176.

— o o n  jü ri tir r ii-U o rb a m trif ta  oon 
Prof. Dr. fl. fflppel in Bremen, m it
13 flbbilb. unb 1 Karte. Itr. 284.

— » o n  (S iral)<$otltrinecn oon Prof. 
Dr. R. Cangenbetf in Strasburg i <£. 
m it 11 flbbilbgn. u. 1 Karte. Rr.215.

— bet- 3berirriie it fln lb iiiT tl oon 
Dr. 5ritj Regel, Prof. an ber Uni* 
oerf U)ür3burg. m it 8 KartĄen unb 
8 flbbilb. itn (teft unb 1 Karte in 
Sarbenbrud. Rr. 235.

— » o n  (O ltm e id i - g ln g a rn  oon 
Dr. fllfreb ®runb, profeffor an 
berUnioerf. Berlin, m it 10 lieft- 
illuftration. unb 1 Karte. Rr. 244.

— be»  <f u ro p iiifd icn  K n ß lan tm  
n tb l t  f im i la u b e  DonprofejforDr. 
fl. ptjllippfon in fjalte a .S. Rr.359.

— b t»  fiijiiif lr tir iie  Sniiifcn o. Dr.
3 . 3emmrid), ®berlef)ret am Real» 
gqmnaf. in piauen. m it 12 Ab. 
bilb. u. 1 Karte. Rr. 258.

gttubfeltunbt von ęh an bin auicn
(S<f)toebcn, Itonoegen unb Dänemarf) 
oon Jjeinrid) Kerp, Celjrer am ffit)m» 
nafium unb Cefjrer 6er (Erbhmbe am 
(lomenius.Semtnar 3U Bonn. Ttlit 
1 1  flbbilb. unb 1 Karte. Hr. 202.

— b r»  gän ig rrid )«  |tltii-ttcmberg 
o. Dr. Kurt £jaffert, prof.b.®cograpl)ie
an ber J}anbeIsI)Od)(ĄuIe in Köln, 
mit 16 Dollbilb. u. 1 Karte. Hr. 157. 

gan b c*- u.|>olhehnnbe ItaläfHtm » 
oon Lic. Dr. ®uftao fjölldier in Ralle, 
mit 8 DoIIMIb. u. 1 Karte. Itr. 345. 

£anbn>irtrd|aftlid|e t ie tr irb e ld ir t  
non (Ernjt Cangenbei in Bodium. 
Hr. 227.

geben, Dttitrd)«», tut 1 2 . u . 18. 
Jlal|t-l|unbert. Healtommentar 3U 
ben Dolfs. unb Kunftepen unb 3um 
minnefang Don prof Dr. Ju l. 
Dieffenbadier in Sreiburg l. B. 
1 . ttell: «Dffentlidjes Heben, mit 3al)I. 
reichen flbbilbungen. Itr. 98.

-------2. Heil: PrioatTeben. mit 3at)I-
reidien flbbilbungen. Itr. 3^8. 

JdTtno« «ßmilio B o lo tti. m it (Ein. 
Ieltung unb flnmerfungen oon Prof. 
Dr. ro. Dot|d}. Hr. 2.

— itlim m  <t. g lan iljtlm . m it flnm. 
oon Dr. ttomafäief. Itr. 5.

Jid it . tEI)eoretifd)c ptjijfit II. tTetl: 
£id)t unb IDärme. Don Dr. (Bujt. 
Jäger, prof. an ber Unioerf. IDien. 
m it 47 flbbilb. Hr. 77.

J it c r a tu r , ^Itljorfibcutrriir, mit 
ffirammatit, Ubertctjung unb (Er. 
Iäuterungenoonlfi.Sdiauffler, Prof. 
am Realgtimnafium ln Ulm. Itr. 28. 

S itcratu rb rn h m älci-b c»  14 . u. 15 . 
Jla ltrliu n bcrt» . flusgen>äl)lt unb 
erläutert oon Dr. Hermann jantjen, 
Direltor ber Königin £uife>Sd)Ule in 
Königsberg t. Pr. Itr. 181.

— be» 10 . ilnltrlrunbevt» I :  łt la r -  
tin  C utljtr, Cljont. I t lu rn rr  n. 
ba»  tiird)cnlicb bc« lö . 3a ljr-  
hun bert» . flusgeroäl)lt unb mit 
(Einleitungen unb flnmerfungen oer. 
fetjen ron prof. ® .  Berlit, (Sber. 
leljrer am nitoIaigt)mnajium 3U 
Cetp3ig. Hr. 7.

-------II: S a n »  gad)» . flusgeroäl)It
unb erläutert oon Prof. Dr. 3 ul. 
Sat)r. Hr. 24.
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giterntttrbenhm öler be» 16. S a ljr-  
Ijunbert» I I I :  |?on g r a n t  bi# 
KolU ttljo0 cn : g r u n t , Su tten , 
ft fd ja r t , foroie Stert))»»  unb 
la b e t . flusgetnäl)lt unb erläutert 
Don Drof. Dr. Julius Saljr. Itr. 36.

— Deutrilie, be» 17. unb 18. Ja ltr -  
hunbert» oon Dr. paul Cegbanb 
tn Berlin. (Elfter le il. Itr. 364.

Itte ra tu re n , S ie , be» (Orient». 
I. ffeil: Die Literaturen «Dftafiens 
unb 3nbiens o. Dr. ITt. t)nberlanbt, 
prioatbojent an ber Unioerf. IDlen. 
Itr. 162.

— II. Teil: Die Citeraturen ber Perfer, 
Semiten unb dürfen, oon Dr. nt. 
fiaberlanbt, prioatbo3ent an ber 
Unioerf. tDien. Kr. 163.

giteraturoerrtiW ite, ?eutrdje, oon 
Dr. tltat Ko4|, profeffor an ber 
Unioerf. Breslau. Itr. »1.

— Öeutrdie, ber « lo lT ih eritit oon 
ttarl tDeitbredjt, prof. an ber ttedjn. 
tjodifdiule Stuttgart. Itr. 161.

— »eutM te, be» l!l.3a l)r l|u n b trt»  
D. (Carl n>eitbred|t, prof. an b Hed)n. 
Bodtftfiule Stuttgart, neubearb. oon 
Dr. Rid). IDettbrcd|t in IDimpfen. 
I. II. Hr. 134. 135.

— <fn«Hrd)t, oon Dr. Karl TOeifer 
ln UHen. Ur. 69.

____ ffirunbjüge unb EjaupttTjpen ber
englifdjen Citeraturaefditdite oon Dr. 
flrnolb 11t. m. Sdjröer, Prof. an ber 
fjanbelsliodifdiule in Köln. 2 Heile. 
Itr. 286. 287.

_  «3ried|ir<tie, mit Berüdfiditigung 
ber ®efd]id)te ber tDiffenfdjaften 
oon Dr. fllfreb (berät, Prof. an 
ber Unioerf. töreifsroalb. nr. 70.

— atalienifdic, oon Dr. Karl Dofeler, 
prof. a. b. Unio fjeibelberg. Ur. 125.

— |lovbifd|e, 1. Seil: Die islänbifd)e 
unb nortoegifd)e Literatur bes Wittel- 
alters oon Dr. IDoIfgang ®oItt|er, 
Drof. an b. Unioerf. Koftocf. Ur. 254.

— łlortuBiefirdie, oon Dr. Karl oon 
Reinfiarbftoettner, prof. an ber Kgl. 
ffedfn. tjodifdiule Iltündien. Itr. 213.

— Jliim irdje, oon Dr. Ijermann 
Joadjim in Ijamburg. Itr. 52.

— Änritfrije, oon Dr. ffieorg polonsfij 
ln Iltündien. Itr. 166.

— Slau ild jc , oon Dr. Jofef Karäfet 
ln IDten. 1. tteil: filtere £iteratur 
bis 3ur rotebergeburt. Itr. 277.

------ 2. tCeil: Das 19 .3af)rf). Itr. 278.

g lte ra tu r0 r rri|irt|te, Spanifrtie, oon
D r. Ruöolf Beer tn IDten. I. II. 
Itr. 167. 168.

£ a g a r itl)m e n . Pierftellige lEafeln 
unö ffiegentafeln für logantl]mifd]es 
unö tngonometrifdies Redjnen in 
Jtoet Jarben 3ufammenge[tellt oon 
Dr. Ijermann Schubert, Prof. an 
6er u>elebrtenfd)ule öes 3ot)an- 
neums ln Ąamburg. Itr. 81. 

SOBlk. Pftletiologie unö Cogit 3u r (Eitt- 
führung in öie pijilofoptite o Dr. Cb. 
(Eljenljans. m it 13 Jig . Itr. 14. 

£ u t l j t r ,  a r t in ,  K t|om . T u r n e r  
u n b  b a »  J iirriien lieb  be«  16. 
i a l ; r h u n b e r t« .  flusgeroäl)lt unö 
mit (Einleitungen unö ftnmerfungen 
Derfel)en oon prof. ®. Berllt, ©ber. 
lehret am Itifolaigijmnafium 3u 
Ceip3tg. I t r . 7.

{ N a a n ttia u tu » . Cl|eoretii*e phofil
III. Hell: (Elettri3ität unö ITlaqnetis. 
mus. Pon Dr. (Bujtao 3äger, 
Prof. an öer Unioerf. IDien. m it 
33 flbhilö. ttr .  78.

$N aU r*i, «5erd|iriite b e r , I. I I . m .
IV. V. oon Dr.Rld). ITCutljer, prof. 
an 6. Unioerf. Breslau. Itr. ln7—111.

i l tä l ic r e i .  Braueretoeien I: llTäl3erei 
oon Dr. p . Dreoerlioff, Direltor öer 
©ffentl. u. I. Sädif. Perfud)sjtat. für 
Brauerei u m ä^erel, (oro. 6. Brauer-
u. Ittäl3er|<hule 3U ffirimma. ttr .  303. 

Itlafriiin e n e lem en te , H ie. K un. 
gefaßtes EeĄrbud) mit Beifpielen für 
bas Selbftjtuöium unö Öen pratt. Ge
brauch oon Sr. Bartl), ©beringenieur 
in ttürnberg. lltit 86 5ig. Hr. a  

itlitd o ita ltire  oon Dr. ffltto Rohm in 
Stuttgart, mit 14 5ig. Itr. 221. 

& ta ß -, I ttö n « - u n b  (Sem iriit«- 
tueren  oon Dr. fluguftBlinb, prof. 
anbertjanbelsfdiuleinKöIn. Itr.283. 

itlr tte r ia l |> rü fu n u » n ie re n . (tittfütjr.
i. 6. moö. tted)nif ö. materialprüfung 
oon K. memmler, Diplomingenieur. 
Stänö. m itarbeiter a. Kgl. material« 
Prüfungsamte 3u (Erofj.£id)terfeIöc 
I : materialeigenfäaften. — Seftig» 
teitsoertudie. — Hilfsmittel f. 5ejtig- 
feitsoerfud|e. m it58  5ig. Itr. 3i J.

-------I I : tTtetaKprüfung u. Prüfung o.
tjilfsmaterialien 6. mafĄinettbaues.
— Baumaterialprüfung — Papier. 
Prüfung. —Sdjmiermittelprüfung. — 
(Einiges über metallographie. mit
31 5ig. Hr. 312.
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J ll« tl)rm n tilt, © »rdjidite  b e r ,  oon
Dr. fl. Sturm, profeffor am Ober» 
gt)tnna|ium in Seitenftetten. I lt .  226. 

Jtlrdjniiili. lEljeoret. PĄt)jt( I. Heil: 
ITlediantf unb flhiftif. Don Dr. 
(Bufiao 309er, prof. an ber Unio. 
IDien. ITlit 19 flbbilb. Ur. 70. 

Jtlecrcohunbc, yi?t|rtr<i|t, oon Dr. 
®crl)ar6 Sdjott, flbteilungsoorftel)er 
an ber DeutfĄen Seetoarte in Ham
burg. Htit 28 flbbilb. im Eert unb 
8 Gaf. Kr. 112 . 

itttlTtm gam ctltobtn, pi|tirtlm lird|t 
o. Dr. IDilfielm Bal)rbt, ©berleljrer 
an ber ffiberrealfdiule in ©rofi- 
£id)terfe!be. m it 49 Jig . lir. 301. 

Ittrtn lle  (flnorganifd)e (Enemie 2. ICeil)
0. Dr.®sfarS<f)miM, bipl.3ngenieur, 
flffifient an ber Königl. Baugetoerf> 
fdiule in Stuttgart. Ilr. 212.

J i le ta llo ib t  (flnorgani(d)e dfjemie
1.tCeil) oon D r.® sfar SĄmibt, bipl. 
3ngenteur, fljfijtent an ber Kgl. Bau* 
getoerffdiule in S tu ttgart Ur. 2 11 .

S ttc taU urg i*  Don Dr. flug (Eettj, 
biplom. dl)emiter in miittĄen, l. II. 
m it 21 5ig- Ur. 313. 314. 

I t te t ro ro lo g ie  oon Dr. ID. Hrabert, 
Prof. an ber Unioerf. 3ttnsbru<I. 
m it 49 flbbilb. unb 7 lEaf. Ur. 54. 

i t l i l t t i i r f t ro f r rd j t  oon Dr. m a j  (Ernft 
m atjer, prof. att ber Unioerfität 
S trasburg i. ¢. 2 Bänbe. Hr. 371, 
372.

{ t tin c ra lo g ie  oon Dr. R. Brauns, 
Prof. an ber Unioerf. Bonn. m ii 
130 flbbilb. Ur. 2».

{ttin n tfan g  unb 5 *>rudtbid|tung. 
TOaltlier oott ber Dogelroeibe mit flus« 
rjab l aus Iltinnejang unb Sprud|> 
bid)tutig. m it flnmerfuitgen unb 
einem tDörterbucf) oon ©tto 
©üntter, prof. an ber ffiberreal» 
fĄule unb an ber Hed)n. Ł)od)jd)uIe 
in Stuttgart. Ur. 23. 

głtarp lia lag ic , A natom ie u.
R ologie b e r  iM n m e it. Don Dr. 
JD.ltligula, Prof. a.b. Sorftalabemie 
dijenad). m it 50 flbbilb. Ur. 141. 

y ii iu m ic rn t .  lHa[;=, m iin3> unb (Be- 
tDidjisroeien oon Dr. flug. Blinb, 
prof. an ber JjanbelsfĄuIe in Köln, 
far. 283.

{ N u r n tr ,  3"lio m a» . m artin  Cutter, 
lEI)omas m urner unb bas Kirdtenlieb 
bes 16. ja lirl). flusgeroätjlt unb 
mit (Einleitungen unb flnmerfungen 
oerfelien oon prof. ©. Berlit, ©beri. 
am Hifolaigt)mn. 3U £eip3ig. Ur. 7. 

łttu f ih , <5trd)id |tt b r r  a l te n  u n b  
n ti t tc la l ie r l i r i i tn ,  oon Dr. H. 
möl)ler in pfrungen. 3roeiBänbtf)en. 
mit 3ali!reid)cr. flbbilb. unb mufil* 
Beilagen. Ur. 121 unb 347.

Jtlu filta lifd i*  fo rn te n lc l t r c  (fion t- 
lio ltt ia n e U lire )  o. Stephan Kref)l. 
I. II . m it oielen Uotenbeifpielen. 
I l r - 149. 150. 

g ttu |tk ä |tl) ( tih  oon Dr. Karl ffirunsh) 
in Stuttgart. Ur. 344. 

iltu f th g * rd |id ) t t  b t»  17. u n b  18. 
3 a l |r l ) u n b c r t*  oon Dr. K. (Bruns» 
ft) in Stuttgart. Ur. 239.

— b t»  19 . 3 a l) r l )u n b r r te  oon Dr. 
K. ©ruttslt) in Stuttgart. I. IL 
Ur. 164. 165.

2$ lu f< ltlchre ,a llgem eine, D.Stepban 
Krel)I in Ceip3ig. Ur. 220. 

{ tllltlio lo g ir , O jerm an ifd it, oon Dr. 
(Eugen mögt, prof. an ber Unioerf. 
£eip3ig. Ur. 15.

— C3Hcd|ird|e u n b  räm irritc , oon 
Dr. tjerm. Steubing, Prof. am 
Kgl. ©t)mnafium in K utten . Ur. 27.

— (teile aud): Ijelbenfage. 
{ la b e ll iö lie r , S»ie. oon Dr. 5 . tD.

Ueger, Prof. an ber Kgl. Jorjtatab. 
3U tlfjarartöt. mit 85 flbb., 5 Hab. 
unb 3 Karten. Ur. 355.

| l a u t ih .  Kur3er flbrifj bes täglid) an 
Borb oon Ijanbelsfdiiffen ange> 
toaubten Heils ber Sd)iffaljrtsfimbe. 
Don Dr. 5 ran3 Sd>ul3o, Direftor 
ber Uaoigations>Sd|ule 3U £iibe<t. 
m it 56 flbbilb. Ur. 84. 

{ libclu itge . 5 e r ,  J tö t in flusroal)! 
unb mitteH)od)beutfd)e ffirammattf 
m. fui'3. IDörterbud) o. Dr. tD.ffiottljer 
Prof. an ber Unio. Hoftoi. Ur. 1.

— — Jielje a u * : Ceben, Dcutfcbes, im 
12. 3 al)rl)unbert

lltr tjp fliin ien  oon Prof. Dr.3.BeI)rens, 
Dorft. b. ©rofel)- Ianbroirtidjaftl. Der. 
fudisanft. flugujtenberg. mit 53 Sig.
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P o b n g o g ili im ffirunbrifl oon Prof. 
Dr. ID. Kein, Direttor bes pafragog. 
Seminars on bet Unio. 3«na. Ilr. 12.

-  «Sefdiidite b e r ,  non ®berlel]rer 
Dr. Ej. tücimer in UMcsbabcn. Ilr.145.

P alä o n to lo g ie  t). Dr. Hub. E)oernes, 
Prof. an ber Unio. üjraj. Hiit 87 
flbbilb. Ilr. 95. 

p a m U e lv ev rp eh tie e . Reditminflige 
unb |d|tefn>inflige flronometrie oon 
Prof. 3 . Donberlinn in ntiiniter. m it
121 5ig- Hr. 260.

łj* r lł* ck ti» t nebtt einem flnĄang üb. 
Sdjattenlonltruttion unb parallel*

?erfpettioe oon flrcf)iteft Ąans Steil» 
erger, fflbert. an ber Baugetoerl» 
(djule Köln. Hiit 88 flbbilb. Hr. 57.

łle tro g ra p llie  oon Dr. ID. Brufjns, 
Prof. a. b. Unioerf. S trasburg i. ü. 
Jhit 15 flbbilb. Ur. 173.

łlflam e, Oie. ifjr Bau unb ihr Ceben 
oon ®berlcl)rer Dr. ¢. Bennert, 
mit 96 flbbilb. Ur. 44. 

öflnttienbiologie oon Dr. ID. Rtigula, 
Prof. a. b. 5or|tafabemie <Ei|enad). 
filit 50 flbbilb. Ilr. 127. 

|)flnm enhranhl|ritcn d. Dr. IDerner 
Sriebr.Brud, prtoatbo3entin®ic&en. 
mit 1 farb. tEaf. u. 45 flbbilb. Hr. 310.

ö fla it je it- łito ry lio to g ie , -;\nato-
m it « n h  -piinliologie oon Dr.
ID. miguta, Prof. an ber 5orftafab. 
(Eifenad). m it 50 flbbilb Hr. 141.

ttf la tticn re td i, D a« . (Einteilung bes 
gejamten Pflan3enreid)s mit ben 
toiditigften unb belannteften Arten 
oon Dr. S ■ Reinede in Breslau unb 
Dr. ID. lltigula, prof. au ber Jorjt. 
alab. «Eifenatti- mit 50 5ig. Itr. 122.

»flam em tielt, Oie, b rr <r3en>HITer
oon Dr. ID. Iftigula, Prof. an ber 
5or[tafabemie (Eijenact). m it 50 Hb* 
bUb. Hr. 158.

» Ijn ro m h o g ito lie . Don flpoif)efer 
S- SĄmittfienner, flffiftent am Bo» 
tan. inftitu t ber tCcd)nifd)en Ijodi» 
jdiule Karlsruhe. Itr. 251. 

P h i lo lo g ie ,  G tW A iU  betr h la l-- nrrtitn, oon Dr. IDilf). Kroll, orb. 
Prof. on ber Unioerfitat lllünjter 
in IDeftfalen. Itr. 367.

P h ilo fo p llit. C in fiiliru n g  iit bi»,
oon Dr. m a r IDentfĄer, prof. a.b. 
Unioerf. Königsberg. Itr. 281.

— pii)d)oIogie unb Cogif 3ur <Einfül)r. 
tn bie pt)iIojopf)ie oon Dr. ¢1). 
<Elfenl)ans. m it 13 Sig. Hr. 14.

P h o to g ra p h ie ,  Oie. Don fj. Kefjter, 
Prof. an ber f. t. ®rapl)iid)en £ef)r» 
unb Der(ud)sanftalt in IDien. mit
4 llaf. unb 52 flbbilb. Ur. 04.

K ljeovetirdje, Don Dr. ®uftao 
3 äger, prof. ber pt)rjfit an ber 
ledinijiicn !}0ĄfĄute in IDien.
I. tEeil: mecfianif unb flfuftit. m it
19 flbbilb. Hr. 7«.

------- II. tEeil: £id)t unb tDärme. mit
47 flbbilb. Ur. 77.

------ - III. tEeil: (Eleftrisität unb Ittagne»
tismus. Iltit 33 flbbilb. Itr. 7S.

------IV. tEeil: £leItromagnetiti)e£id)t»
tlieorie unb (Eletironit. mit 21 5ig. 
Ilr. 374.

— «cfYilirilt« b e r, oon fl. Ki|tner, 
Prof. an ber ®ro|jf). RealiĄule 
ju  Sinsheim a. <£ I: Die pi)t)(tt bis 
Reioton. lUit 13 5ig. Rr. 293.

-------II: Die pfjijfit oon Retoton bis Jur
(Begentoart. Iltit 3 $ig. Rr. 294.

pi)t)ni'a!ird|t A ufgabcnram m luug
oon ®. mai)Ier, prof. b. matliem.
u. Pbtiftt am ®pmna(ium in Ulm. 
m it ben Reiultaten. Rr. 243.

piWlthaltMie Sorm elfam m luitg
oon ©. IRafiler, Prof. am ffitjrn. 
najium inUlm . mitG5Jig. Rr.136. 

p i |i) |ik a lird ie  lttclTuitg<>»ittl)oben 
o. Dr. Uiilliclm BaĄrbt, ®berlel)rer 
an ber ®bcrrealfd)ule in ffirofj« 
Cid)terfelbe. mit 49 5ig. R r 3Jl. 

p iitR ilt. O ie, be« A bciibUtitbco uon 
Dr. Rans Stegmann, Konferoator 
am ®crman. Hationalmu|eum 3U 
Rürnberg. mit 23 tEaf. Rr. 116.

— be»  li) .  3 a l |l l im tb c i te  oon fl. 
fjeilmeqer in miindien. mit 41 
Dollbilbern. Rr. 321.

P o f ti l t ,  O eutfd ie , oon Dr. K. Borinsfi, 
Prof. a. b. Unio. mündien. Rr. 40.

P o ra m e n tie v e re i jiehe: tEertil»3n» 
bujirie II.
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y fa d ta lo g i t  u n b  C ogih 3u r £infüf)t. 
tn bie pi)(Io(opt)ic, oon Dr. Hl). 
<Elfenf)ans. UHt 13 5ig. Hr. 14.

yr>)ri|opltnrih. 03runbv i0  b t r ,  oon 
Dr. 6 . 5- £ipps tn Ceip3ig. m it 
3 5 ig. Rr. 98.

Pum pen , tjnbraulirdie mtb pntu- 
m atifdie A nlagen . (Ein fur3cr 
uberbltd non Regierungsbaumeifter 
Ruöolf Dogfct, (Dbcrlebrcr an 6er 
Igt. Ijöljeren mafdjinenbaufdiule in 
Pofen. m it 3al)Ir. Abbilb. Ilr. 290.

(Q ueU tnhunb t |u r  b tn tH i tn  05c- 
fd jid itt non Dr. Hart Jacob, prof. 
an  öer ltninerf. lEübingen. 2 Böe. 
Hr. 279. 280.

$ a b io a k t iu i tü t  non dbemifer IDill). 
SrommeL m it 18 flbbili). Hr. 317.

R trim ett, fta u fm ü n n ird ie « , non 
HiĄarb Ju jt, Oberlehrer an ber 
<Dffentlid|en f)anbelslef)ranjtalt ber 
Dresbener Kaufmannfd)aft. I. II. III. 
Hr. lau. 140. 187.

g ltriit b. ü i i r g e r l id i .  « e re b b n d ie e . 
3toeites Bud): Sd)ulbred)t I. flb* 
teilung : Allgemeine £et)ren oon Dr.

ßaul ©ertmann, profeifor an ber 
nioerfität (Erlangen. Hr. 323.

— — II. Abteilung: Die ein3elnen 
Sd)ulboerI)ältnif|e o. Dr. Pau l ®ert< 
mann, profeifor an ber Unioerfitat 
(Iriangen. Hr. 324.

— Diertes Bud): 5amilienred|t oon 
Dr. Ąeinrid) tEttje, prof. an ber 
Unioerf. (Böttingen. Hr. 305.

$ td i t» l t l ) r t ,  A llgem eine, non Dr. 
tEi). Stemberg, prioatbo3. an b tr 
Unioerf. Caujanne. I : Bie metbobe. 
Hr. 169.

— I I :  Das Stjftem. Itr. 170.
JS td]t#rdju 1>, 5 e r  in te rn a t io n a le

g e ro e rb lid it,  non 3 . Reuberg, 
Kaiferl. Regierungsrat, mitgiieb bes 
Kaiferipatentam ts 3uBerlin. llr.271.

$ t b t l t l | r t ,  O tn trd it,  0. f)ans Probft, 
®t)mnafiaIprof. in Bamberg, m it 
einer la f .  Rr. 61.

JU b tT d irift fiet)e: Stenographie.
KeligionögeTdiiditt, Alttertam ent- 

tid)t, oon D. Dr. IR aj Cöfjr, prof. 
an  ber Unioerf. Breslau. Rr. 292.

— 3 n b ird |t ,  non Prof. Dr. (Ebmunb 
EJarbij. Rr. 83.

-------fiet)e aud) BubM)a.

$ttligion«n>ilTtnrd|aft, A brifi b t r  
n trg ltid itn b tn , non Prof. Dr. TEI). 
Ad)elis in Bremen. Rr. 208. 

RenailTanre. Die Kulturb. Renaiffance. 
©efittung, 5orfd)ung, Didjtung oon 
Dr. Robert 5- Arnolb, priDat()03. an 
6er Unio. EDien. Rr. 189. 

R ep tilien  jielje: tEierreid) III. 
JSom an. <Befdiid)teb.beutfdienKomans 

non Dr. fjeUmutf) mielfe. Rr. 229. 
UnffiFrij-geutMie* (ętfprnrijebndi 

oon Dr. (Erid) Bemefer, prof. an ber 
Unioerf. P rag. Rr. 68.

K um rrfite  ę t l tb u d t  mit ffiloffar oon 
Dr. (Erid) Bemefer, prof. an ber 
Unioerf. P rag . Rr. 67.

-------fielje aud): ffirammatif.
§ad i« , f)att«. AusgetoäI)It unb er

läutert oon Prof. Dr. Ju lius Sahr. 
Rr. 24.

S ä u g e tie re . Das tEierreid) I : Säuge« 
ttcre non ffiberftuOienrat Prof. Dr. 
Kurt £ampcrt, Dorftel)er bes KgL 
Raturalientabinetts in Stuttgart, 
m it 15 Abbilb. Rr. 282. 

§d|atttnhonftruhtiontn  0. prof. 3 . 
Donberlinn in münfter. m i t l l 4  5ig. 
Rr. 236.

gd im a ro b rr  u . Srim tarotertum  
tn b t r  S ie rn ttlt . <Erfte(Einfül)rung 
in bie tterifdje Sdimarofoertunbe 
D. Dr. J ran 3 0. Wagner, a. 0. prof.
a. b. Unioerf. ®ra3. m it 67 Ab
bilb. Rr. 151.

§d|U le, H it btntrdje, im  A u elan b t, 
oon Ąans Amrljein, Direltor ber 
beutfd)en Sd|ule in Cüttid). Rr. 259. 

§ d ju lp ra»t« . RtetfioMf ber Dolfs- 
fd)ule oon Dr. R. Setjfert, Seminar, 
birettor in 3fd)opau. Rr. 50. 

g ttm a d jt , p te ,  in b tr  btutrdjcn 
(ßefdiiditt oon IDlrtl. Abmiralitäts- 
ra t Dr. (Ernft oon Ejalle, Prof. an 
ber Unioerfitat Berlin. Rr. 370. 

§ te rtd )t . J a «  bcntfdie, non Dr. 
ffltto B ranbis, ®berlanöesgerid)ts. 
ra t in fiamburg. I. Allgemeine 
£el)ren: perfonen unb Saqen bes 
SeereĄts. Rr. 386.

— — II. Die einseinen feered)tlidjen 
Sd)ul6oerI)äItmlte: Derträge bes 
SeereĄts unö augeroertrag!id)e 
Haftung. R r. 337.
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geifen fo b rih atio n , S U , Me Seifen*
analqfe unb bie Ker3enfabritation 
son Dr. Karl Braun tn Bedln. 'Die 
Jette  unb Öle II.) Wit 25 flbbilb. 
Hr. 33C.

g im p liriu n  SitnplicilTitmi» oon
Ąans jjalob tT^riftoffel o. ®rimntels. 
liaufen. 3n flustoahl herausaegeb. 
oon prof. Dr. $■ Bobertag, Do3ent 
an ber Unioerf. Breslau. Kt. 138. 

jla r ło lo e ie  oon prof. Dr. lTI)omas 
Hdyelis tn Bremen. Itr. 10L 

S o tia le  frn ę ie  fielje: Sntroidlung 
S p in n e re i  (iehe: Hejtil*3nbujtrie I. 
§pifjeitfobrihati< iH  (ielje: Ueftil* 

tnbuftrle II.
£prad)benfm talrt\ (Ootifdie, tnlt 

ffirammatif, iiberfeęung unb <£r. 
Iduterungen o. Dr. Ijcrm. 3 an§en, 
Direttor ber Königin £uife>Sd)ule in 
Königsberg i. P t .  n r. 79. 

5«rrad|juifTenrd|aft, Kermanird)», 
o. Dr.Rid). £oetoe in Berlin. tir. 238.

— H it& öscrm nnirrfit.ö. Dr.R.merin« 
qer, prof- a b. Unio. (Braj. mit einer
ttaf. nr. 5a

_  UcimnniMie, oonDr.flboIf3auner, 
pduatöojcnt an ber Unioerf. IDien. 
1: Lautlehre u. tDortlel)« 1. nr. 128. 

____ H:tDortIehreIIu.Srintaj. n r . 250.
— S em itird ie , oon Dr. <t. Brodel, 

mann, prof. an ber Unioerf. Königs, 
berg. nr. 291.

Staat»U I)re , A llgem eine, oon Dr. 
Ijermann Rehm, prof. an b. Unio. 
Stra&burg t. <E. Hr. 358.

S łaa te rrritł, Vreuflirdie», oon Dr.
jr if t  Stler.Somlo, prof. an ber Uni. 
oerf. Bonn. 2 Heile. Ur. 298 u. 299. 

5toram c«kunbt, JlrutM te, oon 
Dr. Kubolf ntud), a. o. prof. an ber 
Unioerf tDien. ITtit 2 Karten unb
2 Gaf. Hr. 126.

§ tatih , I. t le li: Die (Brunblehren ber 
Statil ftarrer Körper o. ID. fiauber, 
Diplom.«3ng- m it 82 Jig . n r . 178.

— II. tCeil: flngetoanbte Statil. mit 
61 Jig. nr. 179.

$ten o « rap ł|ie  nad) bem Stiftern oon 
$. £. «Babelsberger oon Dr. Albert 
Sdjramm, mitglieb bes Kgl. Stenogr. 
3nftttuts Dresben. Hr. 246.

g t tn a g ra p fy łe .  Die Hebefdjrift bes 
(Babelsbergerfthen Sqftems oon Dr. 
Albert Sthramm, £anbesamtsaffeffor 
in Dresben. n r. 368.

— £el)rbu<h berDereinfad|ten Deutf<hen 
Stenographie (<Einig.»Si)jtem Stol3e* 
Sdircj]) nebft Scńliijfel, fcefeftiiden l t  
einem Anhang o. Dr. Amfel, ®ber. 
Iehrer bes Kabettenhaufes ffiranien. 
ftein. n r . 86.

g te re o d je m ie  oon Dr. <E. tDebelinb, 
Prof. an ber Unioerf. Tübingen, 
m it 34 flbbilb. Hr. 201.

S te re o m e tr ie  oon Dr. H. (Blafer in 
Stuttgart, m it 44 J ig . Itr. 97.

g tilh u n & c oon Karl (Dtto fjartmann, 
(Beroerbefdiuloorftanb in Lahr.- mu  
7 Dollbilbem unb 195 £e;t>3Itu> 
ftrationen. Hr. 80.

g c riin o lag ic , A llgem eine d itm lfd ic, 
oon Dr. ®uft. Kauter in Char* 
lottenburg. n r .  113.

— łłlrrtm n tfriir, oon (Leb. Ijofrat Prof. 
fl.£üM dei. Braunfdiroeig. Hr. »40141.

g jeerfa rb lto ffc , J lic , mit befonberer 
Berüdfiditigung ber fpntf)ctifdjen 
methoben oon Dr. Ijans Budierer, 
Prof. an ber Kgl. ITc<hn. F)odijtf)uIe 
Dresben. n r. 214.

(Telegrnpliie, O ie c leh trifd ic , oon 
Dr.£ub.RelIftab m. 19J ig  n r . 172.

(Teltnm ent. Die <Ent[tel)ung bes fllten 
tEeftaments oon Lic. Dr. ID. Staerf 
In 3<ma. Hr. 272.

— Die (Entftehung bes neuen (Tefta. 
ments oon prof. Lic. Dr. d a rł dlemen 
in Bonn. U t. 285.

— Iteu tc ltn m eu tlid ie  3eit«cM iiriite 
I : Der hiitorifche unb fulturgcfdjidjt» 
lidie Ąintergrunb bes Urd|ri(tentums 
oon £ic. Dr. VJ Slaerl, prioatboj. 
in 3ena. mit 3 Karten, nr. 325.

-------II: Die Religion bes 3ubentums
im 3eitalter bes Ijellenismus unb 
ber Römerherrfd)aft. m it einer pian* 
f«33e Hr. 326.

3 rc r tU -£ n b u |tr it  I :  Spinnerei unb 
3u)irnerei oon Prof. m aj ®iirtler, 
®eh- Regierungsrat im Königl. 
£anbesgeu>erbeamt 3U Berlin, mit 
39 Jiguren. Hr 184.

-------II. IDeberet, IDirferei, Pofamen*
tłererei, Spifcen* unb (fiarbinen. 
fabrifation unb JiUfabritation oon 
prof. m a j ®iirtler, ®el). Regierungs. 
ra t im Königl. £anbesgen>erbeamt 
3U Berlin, mit 27 Jig . Hr. 185.
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«Trrtil- flnbnftrit I I I :  IDäfdierei, 
Bleidjerei, Järberet unb tljre tjilfs* 
(toffe oon Dr. IDilf). maffot, £el)rer 
on bet preug. Ijölj. Sa ety di ule für 
(Eejtitinbuftrie in Krefelb. tltit 28 
Jig. Hr. Ib«. 

£l)crmobi}immtft(£ed)nifd)e tDärme» 
leljre) o. K. IDalttier u  OT. Röttinger, 
Dipl Ingenieuren. OT. 545ig. Hr.212. 

g itrb io lo o ir  fiet)e: Biologie b tEiere. 
C ir r r  fie ie aud i: (fntraicflungsae* 

fd|iĄle.
<£irvgeo(irat>ljic non Dr. Arnolb 

3aco6i, Prof. ber 3oologie an 
ber Kgl. Sorftatabemie su !El)aranbt. 
OTit 2 Karten. Hr. 218. 

C te rltu n b r d. Dr. J ra n 3 ». IDagner, 
Prof an ber Unioerf. ®ra3. OTit 
78 flbbilb. Hr. (K).

STierrtidi, O n*, I :  Säugetiere oon 
(Dberftubićnrat prof. Dr. Kurt tam .

fiert, Dor|tei)er bes Kgl. Haturalien» 
abinetts in S tu ttgart OTit 15 flb
bilb. n r . 282.

------ III : Reptilien unb Amphibien.
Pon Dr. Sran3 IDcrner, prioat- 
603ent an bet Uni». IDien. mit 
«8 Abbilb. nr. 383.

------- IV: 5ifite »on Drioatbojent Dr.
m a j Rautliet in (Biegen Hr. 356. 

S ic r iu d it lt lir  r. Allgemeine u. fpe3ielle, 
» Dr. Paul Rippert in Berlin. Hr. 228. 

(Trigonom etrie, O'licnc unb rpl|ü- 
rifd ir, oon Dr. ®erl). Ijeffenberg, 
Prinatboj an ber Hed|n. IjodijĄule 
in Berlin, m it 70 Jig . Hr. 9U. 

|tntcrnd|t«n)eren, i ia e  offeutlidie, 
CrutlYtilanb» f. b. « tflen n in rt 
öon Dr. pau l Stöfcner, ®i)mnafial* 
Oberlehrer in 3toidau. Hr. 180.

— «trri|i(i)tt be» bcutrdicn lln ttr -  
riditen ielcn» oon prof. Dr. Stieb- 
rid) Seiler, Direftor bes Kgl. ®i)m. 
ttajiums 3U Cudau. I. l e i l :  Don 
Anfang an bis 3um Jnbe bes 18. 
3ai)rl)unberts. Hr. 275.

------ II . Se il: Dom Beginn 6. 19.3at|tl|.
bis auf bie ®egent»art. Hr. 276. 

|!rgerd|iri|tt ber Ulenfd|l)eit ». Dr. 
m oris fjoernes, prof. an 6er Uni». 
IDien. m it 53 flbbilb. Hr. 42. 

{IrH tbcrrcdit. D a«, an IDerfen 6er 
Literatur un6 6er tEonfunft, 6as 
Derlagsredjt unb 6as Urheberrecht 
an IDerten 6er bi!6en6en Künfte un6

Sl)0i0grapi)ie »on Staatsamoalt Dr. 
Sd)littgen in (Etjemnig. nr. 361.

|(rlteberreri|t, ? o e  btutrdje, an
literarifdien, fünftlerifd)en u. getoerb- 
lidjen Sd)öpfungen, mit befonberer 
Berüdfid|tigung ber internationalen 
Derträge »on Dr. ®ufta» Rauter, 
gatentam oalt in (Eharlottenburg.

|lthtornnnlt)[i» ». Dr. Siegfr. Dalen. 
tiner, pri»atbo3ent am Phnf. jn ititu t
b.iEcdiniidien t)od)fd|ule in f;anno»er. 
m it 11 5ig. Hr. 354. 

|)eranrri)la(itn, S a » , im  flod|bau. 
Kur3gefagtes Fjanbbud) über bas 
tDcien bes Koftenanfd)lags »on 
(Emil Beutinger, Ardjitelt BDA, 
Affiftent an 6er Ied)n. fiody duile 
in Darmjiabt. mit »ielen Jiguren. 
Hr. 385.

y  crtidicruufl Olim t!jr um tili »on Dr.
Alfreb Coerot), Prof. an 6er Uni». 
Jreiburg i. B. Hr. 180. 

y tv r td jc ru ti0 9 m cltit, C o«, oon Dr. 
iur. p au l OTolbenhaucr, Do3ent 6er 
Derfid|erungst»iffen)d|aft an ber 
ljanbelsf)od)jdiitle Köln. Hr. 262.

V  olhrrhtm bt »on Dr. mid)ael fjaber- 
lanbt, I. u. t. Kuftos ber ethnogr. 
Sammlung bes natuttjiftor. tjof* 
mufeums u pri»atbo3. an 6. Unioerf. 
IDien. m it 56 Abbilb. Hr. 7a 

£lolh«bibliotl}chen iBüd|er- u. Cefe. 
fa llen), ilire (Einrichtung unb Der- 
toaltung »on (Emil 3 ne'dde, stabt* 
bibliotlfetar in (Elbetfelb. Hr. 332. 

IPolltelicb, 5 o * beutCdie, aus«

Setoälilt un6 erläutert »on Prof. Dr. 
ul. Sal)t. 1. Bänbd|en n r .  25.

-------2. Bänbdien. Hr. 132.
jyolh»niirtrd|oft»lel)te ». Dr. (Earl 

3ot)S. Sudjs, prof. an 6er Unioerf. 
5reiburg i. B. Hr. 133. 

V alh«n)irtrd|aft«politih  oon Prä« 
fibent Dr. R. oan 6er Borget in Ber* 
Hn. Hr. 177. 

y jn lt lio v ilitb , Ho», im Dersmage 
6er Urfd)rift überfegt un6 erläutert 
»on Prof. Dr. fj. Althof, ®berlet)rer 
a. Realgtjmnaiium i. IDeimar Hr. 40. 

JU o ltljrr  oon b tr  yogeltaeibe mit 
Austoahl aus minnefang u. Sprud)* 
6id)tung. mit Anmerfungen unb 
einem tDörtcrbud) »on ©tto ffiüntter, 
Prof. a. 6. (Dberrealfdiule unb a. 6. 
tted}n. f)Od)fd|. in S tu ttgart nr. 23.



JJ tln rrn k u n b r, non D t. Karl tjaffacf, 
Profeifor u. Ceiter 6cr f. t  Ąanbels. 
atabemie in ®ra3- I. H eil: llnor» 
jjanifdie IDaren. m it 40 Hbbilb.

— II. (Teil: ©rganifdje tDaren. mit 
36 ftbbilb. Hr. 22&

$Jarem cid|cureH |t, Z1ae . Rad) bem 
®e|etj 3«m Sdn:y ber IDaren* 
bejoidiü'UHqcn Dom 12. m oi 1894. 
Don Regierungsrat 3 . Reuberg, 
mitglieb bes KaijerL palentamts 
3U Berlin. Hr. 360.

IP ä r m e .  W)eoreti[d)e pijtifif II . tteil: 
£id)t unb IDärnte Don Dr. (Euftao 
3äger, prof. an ber UniDerf. IDien. 
m it 47 Hbbilb. Hr. 77.

g tä rm rle lire , (Tedinirdje, (Kljer- 
mobnnatnih) oon K. IDaltljer u. 
m. Röttinger, Dipl. * 3ngenieure. 
mit 54 5ig. Hr. 242.

JB iirrijtrei fietje: (TertU-3nbu(trie III.
JlilalTer, S a » ,  unb feine Derroentiung 

in Jnbuitric unb ®eroerbe oon Dr. 
(Ernft Cctjer, Dipl..3ngen. in Saaifelb. 
mit 15 Hbbilb. Hr. 261.

D ieberei fielje: Hejtil»3nbu[trie II.
yjettb em erb, Oer u n lau tere, oon 

RcĄtsanroalt Dr. m ariin  tDajjer= 
mann in Ijamburg. Rr. 339.

H J i r h t r t i  fiefje: CerHI<3nbu[trie II.

^W olfram oon Cfdienbodi. tjart*
mann o. Hue, Wolfram u. <E(d)en» 
bad) unb ®oitfrieb oon Strasburg, 
flustoal)! aus bem böf (Epos mit 
flnmertungen u. tDörterbud| d. Dr. 
K. Rtarolb, prof. am Kgl. 5riebrid|s« 
folleg. 3 Königsberg i. p r. Hr. 22. 

JO ö rte rb u d i nad) ber neuen beutjdjen 
Reditfd)reibung oon Dr. tjeinridi 
KIen3. Rr.200.

— S eu tM ie» , oon Dr. Jerb. Detter, 
prof. an b. llnioerfität p räg . Hr. «4.

g tid ic n rd iu l t  oon Prof. K. Kimmid) 
in Ulm. m it 18 JEaf. in Hon«, 
Jarben . unb ®oIbbrucf u. 200 Doll, 
unb JEejtbilbern. Itr. 39.

Bcidm cii, (Seam etriTriiee, Don f). 
Beder, flrdjiteft unb Ccbrcr an ber 
Baugetoerffd^ule in ITtagbeburg, 
neu bearbeitet oon profeffor 
3- Donberlinn, Direttor ber tönigl. 
Baugeroertfd)ule 3U münfier. mit 
290 5ig- unb 23 lEafeln im lEert. 
Rr. 58.

^«itungentcrtn , S a »  m oberne,
(St)ft. b 3eitungslet)re) 0 . Dr.Robert 
Brunljuber in Köln a. RI). Ilr. 820.

— A llgem eine (OeTdiidite be», 
oon Dr. £ubn>ig Salomon in 3ena. 
Rr. 351.

Z oo log ie , CjeTdiidite b e r, oon Prof.
Dr. Rub Burdljarbt. Rr. 357. 

i iu irn e re i fielje: lEejtiWnbuftrie I.

tDeitere Bänöe erfd)einen in rafefjer Solge.
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