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Dr. fgau
SrnftSim eb.

JHufttf. î t  53. 
dmntfu ' . — — * * i wi i t c r c a g c  , XUe getPcrMidje *
iürofefior an ter Uniberfitât îttsicn. Son SBerner Sombart, ‘Bcofeffor on
Mit 19 9Ibbilbungeit. 9it. 7<î. bec Unioerfitst SreSIau. 'Jir. 209.

— ÎIZuftfalifdîc, ». Dr. JSarlSJ.Sibâfer, 2lritf)metif u n i ÎJtçjcbra oon Dr. 
ïo jen t an ber Unioerfitât ®erlin. $erm. Sdjnbert, ^jrofejfor an ber 
S iit 85 «bbiib. 9ir. 21. Belebrtenfdjule be3 3obanneumS in

- '^ïïçîebra.iilxHh'iK'tir unb Sltgebra bon £amburg. 'Jir. 47.
TJrr'tn^m . ©ctmbert, 3irofeffor an _-------«JeiJsiflfaramiuns jur SIrttÇmetil

ber Selebrtenlrfiule beS 3ol>anneum8 îinb augebra. 2765 ülufgaben, fijfte»
in tfamburg. 'Jir. 47. motifs georbnet, bon Dr. Çermunn

ÎÏXpett, ÎHc, ooit Dr. SRob. Stegpr, ‘Eriu.* ©cfjubert, SBrofeifor an b. ©elebrten-
ïo jen t a. b. Unioerfitât u. 'l!tofeffot ((bute beS 3obanneumi in Çamburg.
a. b Sjportafabemie b. f. f. ÇanbelS» **• *8-
mufeumS in  SBien. ® iit 19 Stbbilb. î lf t r o n o m t* .  ©rüjse, SBetoegung unb
u. 1 f la tte . Sir. 129. (Snlfernuttg bec ÇimmeliSlijtpet oon

J l l t e r t i im c r ,  C ie  6< u tfd )cn , o. D r. 8L S -ü lô b iu s , neu bearb. o. D r .œ  gf.
S r a n j ftubfe, 5Dir. b. ftâbt. TOufeumS SBiêlicenui, igrof. a. b. Uniberfitât
i. iBraunfcbroeig. ï ï î i t  70 \JIbb. 'Jir 124. © traijburg. ï ïit t  36 Qlbbilb. unb einer

JO te r tu n ts fu n b c ,  (B rted )., o. !)Jrof. S tern ta rte . 'Jir. 11.
D r. Siic^- ffliaifdi, neu bearbeitet bon bie SBeftbaffenbeit ber
ÏReltor D r. g r a n j iPobltjammer. ffliit £i>mnelM5rper bon D r. SBalter ff.
9 BoDbilbern. Oit. 16. ÜBiSIicenuS, üSrof. a. b. Uniberfitât

— Somifcf)c, oon Dr. Beo ’Wocb, Strajsburg. ffiiit 11 Slbbilb. 3ir. 91. 
®ojent an ber Unioerfitât Süricft. ÎIuffalj<mtn>ürfe oon Cberftubienrat 
SKit 8 SBotlbilberu. 'Jir. 45. Dr. S. ÜB. Sttaub, aîeltor beé 6ber.

îln a lïfe , Cedjn.-iîbtm ., oon Dr. ®. Sarb«8ub]»ig»«»Dmnafium8 in ®tutt*
£unge, îirof. a. b. teibaen. -JSoitjtfdin. eî rt t - ,
©dinle Lfiüridj. ®îit 16216b. 9ir. 195. «au fu n ft, Vie , bes îl&enbtanbes

Mnat^fis, ^Sïiere, I :  Eifferential- « K
redjnung. Son Dr. fÇrtc. 3unfer, * " 2 “  ' S , ® " 1™ ’' ®ht
Srof. am Kealgomn. u. an ber Meal. „ r,f(. -A " 2 « i  >̂  J « «ri
anfiattinUtm. SKit 68 Sig * r  87. S a ^ ^ Æ f ber S«itateW^

— r  — Kepetitoruim unb Mufgaben» S etv U tstv a it, Oie îto^m afeigfie, 
fammlung j. ®tfferenttalrecfmung o. Son Snftlri4  fflart£ oberingeiïtcur 
Dr. grtebr. 3unter, JProf. am iReaj» in gjürnberg. 1. ï e i l :  ®ie mit 
gbmnaftum unb an ber Wealanftalt æamcf betriebenen OTotoren. ÜJÎit 
in U(m. K it 42 {Çig. !)ir. 146. I4 abbilbungen *Br. 224.

------ I I :  3jjtegratredfinung. Son Dr. Senxgungsfptele oon Dr. ®. «obt»
grbr. 3unter, 93rof. a. Mealgbmna- rau(cb, SProfefîor am »gt. ftatfec-
f*um unb an ber SHeaJanftaït in Ulm. 8BiibeIm8.®t>mnafium *u $annooer.
SBit 89 Sig. SRr. 88. gjüt 14 SIbbilbungen. ïRt. 96.

----------- iReoetitorium unb Hufgaben- Stologte ber pflan3en oon Dr. SB.
[am m lu n g  ju r  S n te g ra lr c d jn u n g  bon W tg u la , $ r o f .  a . b. Xed)n . ^ocbfcfiulc 
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£ « » f u n g  dSofcem. 80 $ f .
®. 3- (Bofdîcn'fdje üerfagsftanStung, Eeiyjig.

B io lo g ie  b er  Œ icre I  : Eutftebung u. 
ffie iterbilb . b. î ie rro e lt , iBejie&ungen 
ju r  otganitcben 9 !atu c 0 . D r. § e in t .  
S im ro tb , $ ro fe ffo r  a. b. U n iterfitâ t 
S e ip j ig .  SDiit 33 Slbbilb. !)!t. 131.

—  I I  : ® e jieô u n gen bet ï i e r e  ju t  o tga« 
n if$ en  SRatur non D r . £>eint. S im *  
rotb , îito fe tfo r  an  bet UniDCtfitat 
fieipèig. S »  35 îlbb ilb . 9 it . 132.

S U ic f je r é i .  ï f jç t i l  •  3n b u ftrie  111 : 
tB dftfitrfi, S lt id jc c t i .  ^ a rb tre t  unb 
ib te  fcilfsftoffe 0011 3BiIt)elm ÎDÎafiot, 
Seb rer an  bec 'üteufi b5f). Sacbfdiute 
f. ï f jt i l in b u f t r ie  tn tttefe lb . ÎDiit 
28 Sifl- 9lt. 186.

B r a n t .  $ a n S  S a $ 8  unb S o fja n n  gi(dj< 
a r t  nebft einem SInbang : SBrant unb 
CUttcn. SUuSgew. u. crlàu t. t .  35rof. 
D r. 3 u L  S a f ) t .  9ic. 24.

S u d j f ü f i r u t t g .  ïe b tg a n g  ber einfadjen 
u. bon». Sncfjbattung Don SHob. S te r n , 
O berlebret b et Cff. ÇanbelSIe&ranft. 
u . ï o j .  b. 4>anbeI8bod)f(buIe s . f ie tp jig . 
SJItt bieten S o rm u taren . 9lt. 115.

B u b b ï ja  to n  ïiro fe ffor  D r . Sbm unb 
$ a tb b  in  SBonn. 91t. 174.

B u r g e i t f u n b e ,  S b r i f j  b e r , b. 4>of- 
ra t  D r. O tto 55iper tn  OTündjen. Sffitt 
30 H bbilbungen. 9 îr . 119.

Œ l)em te, î lU g e m e in e  u n b  p f l ’efl- 
f a l i fd ie ,  oott D r . TOa j  9)uboIpbi,S)o j .
a . b. îe d )n . $>□(&{c^ule in S a rm fta b t. 
m i t  22  S ig u re n . 9îr. 71.

—  M n o r g a n ijc t je ,  non D r. 3 o f. fllein  
in  ffiaibljor. î i r .  37.

-------ftebe a u d j :  OTetaltoibe.
—  ® r g a n i f d |c ,  to n  D r. 3 o f .  ffle in  in 

SBalbliof. 9 !r. 38.
—  fc e r K o I jte n fto f f t ie r b in b u n g e n  ton  

D r. § u g o  B a u e r , Sljfifteut am  tftem 
S a b o ra to r iu m  bec J fg l.  Zecbn. £od)> 
(diuie S tu ttg a r t .  I. I I  : ülli- 
J)6ati(c6e S erb in b u n gen . 2 ï e i t e .  
S ir  191. 192.

------- I I I  : R atboct)n ifd je Süetbinbungen.
91t. 193.

------- IV: fy te ro c tjt lifd jt  iBerbinbungen.
91t. 194.

Æ I)<m lfdi-!C ed)ttifd)e H n a l t f e  to n  
D r . ffl. Uunge, $ r o f .  an  bet ®ib-

genôff. ^olotedjn. <5d)ule in Sürid j. 
©ht 16 «Xbbilb. 9îr. 195.

<£i&, t>er. ®efd)i(f)te beô Don SRup î) ia j,  
®rafen o on ïïio ar. 93on3. ®. jperber. 
£ r3g . u. erlâutert oon $ ro f. Dr. (i. 
Waumann in SBerlin. 9ir. 36.

T tam pffeffcl, Z>ie. fturjgefa&teS fieljr- 
burf) mit 83eifpielen fiir bai (Setbfl* 
ftubium u. b. prattifc^en ®ebraud) oon 
f^ricbricft SBartf), Dberingenieur in 
Würnberg. SRit 67 ftig. 9lr. 9.

D a m p fm a fd jin e , D ie . fturjgefafetel 
fiebrbudj m.SBeifpieten für ba« «Selbft- 
ftubium unb ben praft. ©ebraud) t>on 
tÇriebrid) '-bartlj, Oberingenieur in 
SRürnberg. 3Jht 48 ftig. 'Jir. 8.

TKdjtungen a .  m ittellîodî& eutfdî<r 
«jrrülfteit. 3 n  Wuèroabl m. ©inltg. u. 
SBôrterb. Çerauâgegeb. o. Dr. §erm . 
3anfcen in SBreêlau. 9ir. 137.

t> ie tr i$ e p e n . ftubrun unb 2)ietridj- 
epen. âflit ©inleitung unb ÎBôrter» 
bucf) pon D r. 0 .  fi. S in cae î, $ro f. 
an ber Unioerfitât 3Jîünfter. 'Jir. 10 .

Z H fferen tia lrcd jn un a Pon Dr. Çrbr. 
3unfer, ^3rof. am tRealgpmn. u. a. b. 
JHealanft.inUlm. SJlit 68 ftig. 9?r. 87.

— fôepetitorium u. Slufgabenfammlung 
S. S)ifferentialredjnung oon D r. ftrbr. 
3unfer, 'JJrof. am SWealgpmnariuin 
unb an ber SRealanftalt in Ulm. Sflit 
42 gfiguren. 8t& 146.

<£&&alie&«r mit ® ram m atif, Über* 
fe&ung unb (Srlâuterungen oon 
Dr. SBiif). SRanifcf), ©pmnafial* 
Oberleljrer in Oônabrütf. sJiv. 171.

<£ifcnl}üttenfuttî>e oon SI. ttraufe, 
bipl. fcütteningen. I. Xeil : SRop* 
eifen. sJJlit 17 Tyig. u. 4 ïa fe ln . M r. 152.

— II. Z e il :  25aô Sdjmiebeijen. 9Jlit 25 
iÇiguren unb 5 ïn feln . 9îr. 153.

<ei<?ftri3it a t .  îbeoret. IH .te i l  : 
eicftrièitat u 9Jîagneti«mu8. SBonDr. 

©uflao Sâger, ^rofefior a. b. Unioerf. 
îBien. SWit 33 Wbbilbungen. W r. 78.

Æ leftro ted jn it. £infübrung in bic 
mobcrne ®leicf>« unb 2Bed)ielftrom» 
te rn it  oon 3 .  çerrm ann, 'Jkofefîot 
ber ©Iertrotecfjnif an ber iîgl. îedjn . 
$o#fd)uIe S tu ttg art. 1 : 3)ie pljpfl*



talifcfjen ©runblagen. 9Mit 47 gig. 
Mr. >96.

€Ieftrotcc^niI I I :  Die «Ieicfiftrom* 
tedinil 4Mit 74 ftiguren. Mr. 197.

— III  : $ie 2Bedjfelftromted)nif. 9Jîit 
109 gfiguren. Mr. 198. 

<£rbm agnitism us, <£rôftrom, 
polarlid jt oon Dr. 91. Mippolbt jr., 
SWitgl. be3 AflI. SBreufc. SJieteoroIog. 
3nft. ju <Bot«bam. î« it 14 2Ibbilb. 
nnb 3 ïafeln. Mr. 175.

€ tf}i{  oon Dr. ïljom af ïïdjeli# in 
©remen. Mr. 90. 

v^arforei. SEertil - Snbuftrie III : 
ÏBàfdjerei, ©tetdjerei, ftàrberel unb 
iljre $ilf$ftofîe o. Dr. SBtlfj. Sttafîot, 
fieÇrer a. b. $reufj. Çôlj. Sfadjjcfiule 
f. Xejtilinbuftrie i  ttrefelb. 3Jlit 
28 *ig. Mr. 186. 

^emfprcdjtpefen , V a s  , bon Dr. 
üubroig Meüftab in ©ertin. Sïlit 47 
fttguren unb 1 Xafel. Mr. 155. 

^fllîfabrllatiott. £ejtil*3nbuftrie II. 
SBeberei, SBirferei, 95ofamentiererei, 
6pi|en* unb ©arbinenfabritation 
unb Oriljfûbrifation Oon $rof. 3ftaj 
©ürtler, Direttor ber Æônigl. ïectjn. 

entralftelle für £estil-3nbuftrie su 
erlin. 9J2it 27 g-ig. Mr. 185.

o. ©elj. Meg.« 
Mat Dr. W. oan ber ©orgljt in 
3rriebenau*33erlin. Mr. 148. 

^fifd?art, 3o$am t. #anft Sadj» u. 3oIj. 
tÇifd)artnebfte.2Inty.: ©rantu.$utten. 
SluSgeroâÇIt u. erlâut. oon ^rofeffor 
Dr. 3uL Sabr. Mr. 24.

Sifd jerci unb Sifd j3ud}t o. Dr. ftarl 
©cfftein, Ŝrof. an ber ftorftafa» 
bemie (Sbersnmlbe, îlbteilungôbiri* 
gent bei ber tfauptftation beô forft- 
lichen ©erfudjSroefenô. Mr. 159. 

'formelfammluttg, ÎUatlicmat., u. 
Mepetitoriunt b. 8Rat$emattf, entfc.bie 
h>irf)tigften gormeln u. AJebrfàfje bet 
îlritbmetif, îllgebra, algebraifdjen 
VnaloflS, ebeiten ©eometrie, Stereo* 
metrie, ebenen u. fpljàrift&en ïrigo* 
nometrie, matf). ©eograpbie, analtjt. 
©eometrie b. (Ebene u. b. fflaumet, b. 
®ifferent.* u. Sntegralredjn. 0 . 0 . Zf).

©ürflen, $rof. a. ftgl. Mealgtjmn. in 
Sd>ro.»®münb. 9Jîit 18 $ig. Mr. 51.

.^ormelfammlu n af o.
©. ®iabfer, ^roreflor am ©omnafiunt 
in Ulm. Mr. 136.

^orfttPiffcnfd?aft o. Dr. «b. Sdjtoap- 
pad), ^rofefîor an b. ftorftatabemie 
©berênjalbe, Qlbteilungdbirigent 
bei ber £auptftation be« forftU 
SerfucfcâtoefenS. Mr. 106.

^rem btport, Z>as , im D eutf^en
o. Dr. Mubolf Jîleinpaul inSeipaig. 
9îr. 55.

©arMnenfa&ritatiort. ïeçtil-3n- 
buftrie II : SBeberei, SBirTerei, ?3ofa« 
mentiererei, ©piften- unb ©arbinen» 
fabrifation unb giljfabrilation oon 
s15rof. SJlas ©ürtler, Sttreftor ber 
ftônigl. ïecftnifdjen fientralfteUe für 
ïejtil«3nbuftrie su ©erlin. 9ttit 27 
giguren. Sir. 185.

©eofcàfle Oon Dr. C. Wein^erft, $ro- 
feffoc an ber ïe^nifdjen £ocf)îd)uIe 
4»annooer. 3Kit 66 îlbbilb. Mr. 102.

(Beograpïjie, 2ïftrottomifdîe, oon 
Dr. ©iegrn. ©üntber, ^rofejfor a.
b. ïedjnifcÇen ôĉ fd^ule aïiünc ên. 
95?it 52 Slbbilbungen. Mr. 92.

— PW tftfK * oon Dr. 6iegmunb©ün- 
tber, ^rofefîor ûn ber ftgl. ï e d f  
nifdjen ^oc^î^ule in ®iün(^en. 
®iit 32 ftbbilbungen. Mr. 26.

— fiebeaudj: fianbeôfunbe — fiSnber* 
tunbe.

(Beoloaie o. ^rofeffor Dr. (5berÇ. 0fraa8 
in Stuttgart. ®lit 16 Slbbilb. unb 4 
ïafeln mit über 50 gig. Mr. 13.

®eometrie, 2tnal^tifd?e, 6. €ï>ene 
oon ^rofefîor Dr. 9Jî. ©irnon in 
©tra&burg. SJÎit 57 f îg. Mr. 65.

— 2ïnaItvif<*K » b es  Haumcs oon 
s43rof. Dr. SW. Simon in 6tra&* 
burg. ®Mt 2S îlbbilbungen. Mr. 89.

— %>arftetlen5e, 0. Dr. Mob. ^aufener, 
«Brof. a. b. ïedjn. Çocfcfdjule ftarl«- 
ru^e. 1. SMit !10 ^iguren. Mr. 142.

— <Zberu, rjon ©. ÎRa^Ier, 3̂rof. 
om ©Qmnafium in Ulm. 2J2it 111 
jtoeifarb. Qftguren. Mr. 41.



<5eometrie, proiettipe, in funtÇet. 
©efjanblg. o. Dr. flarl $oel)lemann, 
$rof. a. b. Unioerfitàt SWundjen. ®lit 
85 aum îe il  atoeifarb. fÇig. 9îr. 72.

<Sefdîid}te, 3aMfdje, oon Dr. flarl 
©runner, Û rof. ant ©qmnartum in 
$foc^etm unb ^rioûtbojcnt ber 
©cfcbicfite an bec ïerfjn. $od)fdjuIe 
in JtarlSruïje. 92r. 230.

— 3 a ? e rtf$ e , oon Dr. §an« Ccïel in 
viugSburg. 9ir. 160.

— bes  8 ?3antinifdjen Heidjes oon 
Dr. ft. tfiotlj in Sfeinpten. vJir. 190.

— Dcutfdîc, im îîtitte ta lter (bis 
1500) oon Dr. ft. fturje, Oberl am 
#gt. üuifengijmn. in ©erlin. 9ïr. 83.

------ im §eita lter ber Heformation
un5 ber Hcligtonsfricge oon Dr.

8ur*e, Oberlebreram ftgl. fiuifen* 
gUmnafium in ©erlin. 'Jîr. 34.

— ^rransofifdK, oon Dr. ?R. Sternfelb, 
$rof. a.b. Unioerf.in ©erlin. 9ir. 85.

— © riedîifd je, oon Dr. #einrid) 
6rooboba, 93rof. an ber beutfcf)en 
Unioeriïtàt ’Crag. 9fcr. 49.

— bes X9. 3alirl)unberts oon OSfar 
ftâger, o. #onorarprof. a b. Unioerf. 
©onn. 1. ©bdjn. : 1800-1852. « r . 216.

-------2 ©bcfcn. : 1853 bis Œnbe beS
ftabrbunbertS. «Rr. 217.

- -  3 sra e ls  bis auf bie griecb. fleit 
oon Lie. Dr. ©enainger. 9îr. 231.

— bes  alten tflorgenlanbes pon 
Dr. gfr. $ommet, ^rofefîor an 
ber Unioerfitât SRünd&en. ®iit 6 
©ilbern unb i ftarte. 9îr. 43.

— (Defterretdjifdje , I : ©on ber 
Urjett bis 1526 oon #ofrat Dr. 
8rr». o. fîroneS, $rofefîor an ber 
Untoerfitât @ra§. 9lr. 104.

-------I l :  ©on 1526 bis jur Segen*
tt)art 0 . #ofrat Dr. g-rj. o. ÆroneS, 
93rof. an ber Uitio. ©cas. Wr. 105.

— *tomifcfye» neu bearb. o. JReatgpm» 
nafialbireltor Dr. Qui. £odj. 9?r 19.

— Huffifdje, oon Dr. SBilfjelm 9?eeb, 
Oberleïjrer am Dftergpmnaiium in 
SJlain». 9?r. 4.

— S£dtftf$e, oon ^îrof. Dr. 0tto 
flaemmel, 9ie!tor beS Wicolai» 
gftmnaflum* &u Seipsig. ÜRt 100.

(Bcîdjidjte, S<$t»ei3erifd?e, oon Dr. 
ft. t)ânblifer, 'tërofefîor an ber 
Unioerfitàt flüricf). 9fr. 188.

— ber tfZaleret fiebe: ©îalereû
— ber tîïa lte rn atif fielje : SQÎatbematil.
— ber JTCufiï fiebe : ttnflL
— ber paôagogil fteïje: qSdbagogit.
— b es  beutfct}en Rom ans f.: SHoman.
— ber beutfdjen Spradje fiebe : 

©rammatif, $eutfd)e.
(Befunôfyeitsleîire. 2)er menftblidje 

ftôrper, fein ©au unb feine ïâtig- 
feiteit, oon ®. ÈRebmann, Oberreal» 
f^ulbirettor in greiburg i. ©. 9Jlit 
©elunb^eitSIe^re oon Dr. raed. $. 
Seiler. ®îit 47 Slbb. u. 1 îa f . î«r. 18.

(SetDerfcewefen oon ©erner Sombart, 
93rofeffor an b. Unioerfitât ©reSIau. 
L 11. 9ir. 203. 204.

<Slas- unb feramifdîe 3nbuftrie 
ftebe: ftnbuftrie ber ©ifitate.

©Ietfdjerfunbe oon Dr. ^rtçîïîac^a» 
6et in SBten. SJÎit 5 îlbbilbungen 
im ïf £ t  unb 11 Safeln. 9tr. 154.

<Sotter- unb ^elbenfage, <5ried?t- 
fdje unb rom ifd ie, oon Dr. ôerm. 
©teubing, ^rofeffor am ftôntgL 
©omnafium in SBurjen. 9îr. 27.

— ftelje audj: ^elbenjage. — ©tytÇo* 
logie.

®ottfrieb von Stvaf$buvg. Hart
mann oon ?Iue, ÜBolfram oon 
®fd)enbadj u. ©ottfrieb o. <Straft» 
burg. 3Iu*ma^I auS bem bôf. (£po* 
mit ÎInmertungen unb SBôrterbucft 
oon Dr. ft. ®laroIb, Ĵ3rof. am 
fgt. 3friebrid)8foHegium ju ifônifl*- 
berg in <Br. 9îr. 22.

© ram m atit, Deutfcfje , unb fur« 
©efc îcbte ber beutfdjen 6oracpe 
oon 6 *u lra t $rof. Dr. C. fiçon 
in 2)reSben. iRr. 20 .

— <Rriecf?ifdîe, I :  Orormenleljre oon 
Dr. ^an# ïflel&er, <|îrof. an ber 
ftlofterfc^ule SRauIbronn. 
9îr. 117.

-------I I :  ©ebeutungSIeïjre unb @tjn*
taj; oon Dr. $an& Éîelfier, 3îrof. 
a. b. ftlofterft^ule su SJlaulbronn. 
9h. 118.



©ram m atif, Cateinifdje. ©runbrife 
ber Iateinifdjen <SpracMeî)re b. $rof. 
Dr. SB. ©otld), ÏWaabeburg. 9îr. 82

— ïmtteHîodîbeutfàe. 2 )er 9ïibe* 
lunge »Jiôt in 3Iuôroa!)I unb SJÎittel* 
bodibeutfc&e ©rammatit mit furjem 
SBôrterbud) bon Dr. SB. ©oltber, 
ÎJrofefior au ber Unioerfitat 9io- 
ftocf. 9îr. 1.

— Huffifdje, oon Dr. ©rid) ©ernefer, 
î̂rofeffor an ber Unioerfitat $rag. 

9ir. 66.
-------fiefye aud): Wuffifdieô ©efprâd)8*

bud), — £e*ebud).
3 an6 eIsïorrefponben5 , DeutfcfK» 

bon 93rof. $b- be ©eanf. Oberletjrer 
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E r s t e r  A b s c h n i t t .

Kettenbriiche. Diophantische Gleidningen.

I. Kapitel.

K e t t e n b r ü c h e .

§ 1. Begrriff des Kettenbruchs.1
1. Ein fortgesetzter Bruch von der Form

b . .  1- oder a,» 0 - r  b  vu-™ “o ~  ,

a . + ------------h r  ----------V ~
a, +  — « T -  a , +  — r

a a +  -  ^ - » +  —

heiüt ein K e t t e n b r u c h .  Die B rüche— und —-  führen
a  U

die Bezeiohnung T e i l b r ü o h e ,  b heifit der l e i l -  
z à h l e r ,  a der T e i l n e n n e r .

2. W ir beschrânken uns auf die zweite A rt von 
Kettenbrüchen, in denen aile Teilzàhler gleich der 
Einheit, aile Teilnenner positiv und ganzzahlig sind, und 
lassen auûerdem nooh den W ert a0 weg. Den so er- 
haltenen Kettenbruch schreiben wir abgekürzt :

J _

ai +  ~  t oder (1 : a„ aa, a8,

2 a° + T '_________  4
» Die Kettenbrüche linden sich erstmals bei Lord Brounker 

(1620—1684); die erste eingehende Théorie derselben gab Euler 
(17U7—1788). • v, * ' •
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§ 2. Verwandlung eines Bruches in einen Kettenbruch.
157

1. B e i s p i e l .  E s soll der Bruch

Kettenbruch verwandelt werden. 
157 1 1 1
283 ~  283 _  126 ~  , 

157 +  157 157
126

283

1 +
1 + 31

126

l + -
126
31

i + T  +  i -  s ' + l  +  i + i
4  +  S Ï

2
=  (1:1,  1, 4, 15, 2).

1 + T + T + i  i  
15+ t

2. Die hier angewandte Bestimmung der Teil- 
nenner ist dieselbe wie die, die zur Aufsuchung des 
gemeinschaftlichen Teilers der Zahlen 157 und 283 führt, 
und wir erhalten dieselben rascher durch fortgesetzte 
Division wie folgt:

1 1 4 15 2
283 157 126 31 2| 1
157 126 124 30 1

126 31 2 1

§ 3. Yenvandlung’ eines Keltenbruchcs in einen 
gewühnlichen Bruch. Nàherungswerte.

1. Berücksichtigt man bei einem Kettenbruch nur

den ersten Nenner, also nur den Bruch ------und lafit
a i

aile folgenden Brüche weg, so erhâlt man den ersten



Verwandlung eines Kettenbruches in einen gewôhnl. Bruch. 9

Nàherungswert —  =  — . Beriicksichtigt man ebenso n, a,

nur den T e il—- , 1 des Kettenbruches, so erhalt man

den zweiten Nàherungswert —  = -----• Ebenso
d j  a i a j  i 1

findet man den dritten Nàherungswert

z» _  1 i _  a«a3 + 1 t—  —  i 1 ------ j—  u. s. f.ns a, i  a, a ^ j  +  a j +  a,

2. Von diesen Naherungswerten ist der erste zu 
grofi, da der Nenner a, zu klein ist; der zweite da-

gegen ist zu klein, da •— > —  1 , also der
a 2 a. + — ,

 ̂ a a +  • • .

Nenner des Bruches at "4" ~ > den wir in Xtechnung 

ziehen, grôfier als sein wirklicher W ert ist. Der dritte 
Nàherungswert ist wieder zu grofi, der vierte zu klein 
u. s. w. D ie  N a h e r u n g s w e r t e  e i n e s  K e t t e n -  
b r u c h s  s i n d  a l s o  a b w e c h s l u n g s w e i s e  k l e i n e r  
u n d  g r ô f i e r  a l s  d e r  w i r k l i c h e  W e r t  d e s 
s e l  ben .
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Is t  allgemein bis zu einem bestimmten W erte k :

D ie Regel gilt alao aucli für den ( k +  l)ten  Nàhe- 
rungsbruch, wenn sie bis zum kten gilt. Sie gilt aber, 
wie direkt gezeigt wurde, für den vierten, also gilt sie 
für den fünften, sechsten u. s. f., d. h. allgemein für 
ein beliebiges k (Schlufi von k auf k +  1).

Führt man noch die uneigentlichen Nâherungswerte

—  und —  ein , so erhâlt man zur Berechnung eines

Kettenbruchs, etwa des Kettenbrucks ( 1 :  2, 3, 1, 4, 5,
3, 2), das folgende Schéma:

so erhalt man den folgenden

setzt, oder:











oder die Zâhler und Nenner der obigen Brüche bilden 
eine Reihe von Werten, die abnehmen. "Ware nun der 
W ert eines unendlichen Kettenbruchs von einera be- 
stimmten Teilbruch abgenommen rational, d. h. also 
u und v endliche rationale Zahlen, so müfiten die fol
genden W erte u, n, u, . . . der Grenze Null sich nàhern; 
Bomit aber ware der Kettenbruch kein unendlicher mehr, 
oder mit anderen Worten ein unendlicher Kettenbruch 
kann von einem bestimmten Teilbruch ab nicht durch 
einen rationalen Bruch dargestellt werden, und damit 
ist dies auch fur den Kettenbruch selbst nicht môglich.



16 Kettenbrüche.

J e d e r  u n e n d lic h e  K e t te n b r u c h  i s t  a lso  irra - 
tio n a L

4. Aus § 56 folgt ferner, dafl ein solcher un- 
endlicher Kettenbruch stets einen endlichen W ert hat, 
d. h. konvergent ist.

§ 7. V crw an d ln n g  e in e r  Q u ad ratw u rze l in  e in en  
K e tte n b ru c h .

1. Das hierbei in Anwendung kommende Verfahren 
moge ein Beispiel zeigen. E s sei )/31 in einen Ketten
bruch zu verwandeln.

x  =  y ^ = 5 + l I i p l  =  5  +  7 I ^ = = 5  +  A.

Die / S ï  liegt zwischen 5 und 6, kann also durch 
5 und einen echten Bruch dargestellt werden. In  diesem 
multiplizieren wir Zâhler und Nenner mit V31 +  5 und
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V 3 i + 5 - 10+ x , -  

Es ist alsoÿ3T= 5 +  (1 : 1 , 1 ,  3, 5, 3 , 1 , 1 , 10 , 1 , 1 , 3 , 5 , 3 , . . . ) .
2. Zerlegt man den Teilnenner 10 in 5 +  5) so 

nimmt der Ausdruck für V31 die Form 5 +  1 :  1, 1, 3, 5,
1, 1, 5 +  5, 1, 1, 3, 5, 3 . . .  . an.

D ie so erhaltenen Teilnenner bilden symmetrische 
Perioden, und zwar ist der letzte Teilnenner der Periode 
(10 in obigem Beispiel) stets gleich der doppelten 
ganzen Zabi, die vor dem Kettenbruch steht.

Jed e Quadratwurzel in einen Kettenbruch ver- 
wandelt liefert einen solchen periodischen Kettenbruch. 
Diese Kettenbrüche sind für die Auflôsung der sogen. 
Pellschen Gleichung x * —  A y 9= l  in ganzen Zahlen 
von Bedeutung, doch kônnen wir hierauf nicht eingehen.

I I .  Kapitel.

Diophantische Gleichungen.1
§ 8. Définition «1er diophantischen Gleichungen.

1. Is t  irgend eine Gleichung, etwa 3 x  +  2 y = 7 ,  
mit zwei Unbekannten gegeben, so genügt diese nicht 
zur Bestimmung der Unbekannten x und y. W ir

1 Diophantos von Alexandrien (ca. 360 n. Chr.), nach dem diese 
Gleiohungen benannt sind, gab ein Werk über unbest. Gleichungen 
zweiten und hôheren Grades heraus.

S p o r  e r , Niedere Analysis. 2
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konnen vielmehr für die eine dieser Unbekannten einen 
beliebigen W ert ansetzen und erhalten dann immer für 
die andere Unbekannte einen zweiten W ert. So erfüllen 
z. B . die obigen Gleichungen die Wertepaare

x =  0, -g - , 1, 2, 3

y = 3 T »  2 T '  2’ T ’ _ 1  u> s> w>
TJnter den unendlich vielen Wertepaaren yon x 

und y , die wir auf diese A rt erhalten, konnen nun 
auch solche sein, für die sowohl x ala auch y ganze 
Zahlen sind, und es ist gerade unsere Aufgabe, aus den 
obigen Wertepaaren diese ganzzahligen und unter diesen 
insbesondere wieder diejbnigen auszuscheiden, die so
wohl für x als auch für y positiv sind. E in  solches 
W ertepaar für die obige Gleichung ist z. B . x =  1, y =  2#

2. Sind mehr als zwei TJnbekannte gegeben, so 
konnen wir zwei Falle unterscheiden. Es konnen nâm- 
lich zu deren Bestimmung eine oder mehrere Glei- 
chungeu dienen. Unsere Aufgabe ist aber auch jetzt 
nocb wesentlich dieselbe.

§ 9. Die Aufliisungsmcthode von Euler.
1. Ist irgend eine Gleichung des ersten Grades 

ax +  by =  c gegeben, so ist klar, daô wir zunachst an- 
nebmen dürfen, dafi a, b und c ganze Zahlen sind 
und dafi a, b und c keinen gemeinschaftlichen Teiler 
besitzen. W âre letzteres der Fall, so konnten wir durch 
Division diesen Teiler ausscheiden. Es müssen aber 
auch die Koeffizienten a und b unter sich relativ prim 
sein, indem sonst auch c mit a und b einen Teiler ge-



meinsam haben müfite, wenn die Gleichung durch ganze 
Zahlen auflôsbar sein soll.

2. Um die von Euler angewandte Methode klarer 
zu machen, wollen wir dieselbe an einem bestimmten 
Beispiel in Anwendung bringen.

Es sei die Gleichung 7 x - f ' l l y  =  47 aufzulôsen. 

W ir haben: s  =  -  ~ -- - y =  6 —  y +  ■ W ir

haben also die Division durchgeführt und einen B est 
5 — 4 y

- j —  erhalten. Soll x eine ganze Zahl sein, so mufi

aber notwendig auch dieser R est eine solche sein, d. h. 
setzen wir denselben =  z, so erhalten wir eine neue 
diophantische Gleichung 5 — 4 y =  7 z oder 4 y +  7 z =  5, 
in der die Koeffizienten von z und y kleinere Zahlen 
sind. Aus dieser Gleichung erhalten wir wieder: 

5 — 7z  1 — 3z 
y — r— J -----=  1 — z H-------- . — 1 — z +  u, wo u eben-

falls eine ganze Zahl sein mufi. Die neue diophan- 
1 — 3 z

tische Gleichung u =  — - —  liefert wieder

3 z  +  4 u = l ,  z =  J — =  —  u + J ^ .o à
Setzen wir in letzterem Bruch für u den W ert 1, 

so erhalten wir z =  — 1 und hierausy =  l  — z +  u =  3, 
x =  6 — y +  z =  2.

Unsere Methode bezweckte also, a iis  d e r  ge- 
g e b e n e n  G l e i c h u n g  e i n e  a n d e r e  a b z u l e i t e n ,  
d i e  k l e i n e r e  K o e f f i z i e n t e n  h a t t e ,  aus  d i e s e r  
w i e d e r  e i n e  m i t  n o c h  k l e i n e r n  K o e f f i z i e n t e n ,

b i s  w i r  z u l e t z t  a u f  e i n e n  B r u c h ——  k a m e n ,i

Die Auflôsungsmethode von Euler. 19
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der f ü r  u =  l  e i ne  g a n z e Z a h l  w urd e. W ir hâtten 
hierbei natiirlich für u auch z. B . den W ert 4 wâhlen 
konnen. W ir wâren auch etwas rascher zum Ziele ge-

j ____ 3  z

kommen, wenn wir z. B . i n -----;----- für z den W ert4
5 _7 Z

—  1 genommen hatten. Auch hâtten wir y = ------—----

1 +  z
=  1 — 2 z-|-----^— setzen konnen. Letzteres wâre eine

ganze Zahl geworden für z =  3 oder z =  7 u. s. f.

Haben wir in der abgeleiteten Gleichung eine 
Wurzel gefunden, so flnden wir rückwârts die Lôsung 
der gegebenen Gleichung.

3. Sind auf diese A rt für x  und y zwei zusammen- 
gehorige W erte a  und /? bestimmt worden, so ist es 
leicht, aus diesen unendlich viele andere solche Werte- 
paare abzuleiten, die aile die Gleichung a x - f - b y  =  c 
befriedigen. Solche W erte sind allgemein 

x  =  a - f b k ,  y =  j3 — ak,  

wo k eine beliebige ganze Zahl is t , wie wir sofort 
durch Einsetzen dieser W erte in die gegebene Gleichung 
sehen. Geben wir k  aile moglichen Werte von — oo 
bis + < » ,  so erhalten wir aile ganzzahligen Wurzel- 
paare, welche die Gleichung befriedigen.

So erhalten wir für obige Gleichung 
x = 2 + l l k ,  y =  3 —  7k.

Soll hierbei x und y positiv sein, so mufi k  notwendig 
Null sein, d. h. x =  2, y =  3 ist das einzige Paar po
sitiver Wurzeln der Gleichung. Andere ganzzahlige 
Wurzeln sind z. B . in folgendem Schéma enthalten.
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§ 10. Auflôsung durch Kettenbrüche.

1. Um die Gleichung a x —  by =  l  fiir a < b  aufzu-
a

lôsen, verwandelt man den Bruch -r- in einen Ketten- ’ b
bruch und sucht den vorletzten Naherungswert desselben, 

der —  sein môge. D er letzte Naherungswert ist dann 

a
-g- selbst. Dann ist immer: an  —  b z = - +  l ,  und wir 

haben offenbar für x und y entweder die Wurzeln 
x =  -)-n, y =  -|-z oder x =  — n, y =  —  z.

Sei z. B . 23 x — 37 y =  —  1 aufzulôsen, so findet 
23

m angy =  ( l :  1, 1, 1, 1, 1, 4). Daraus die Nàherungs-

1 1 2 3 5 23 , 5
werte — , -g-, -g -, -jr-, -g-, g y . D er vorletzte -g-

gibt das Wertepaar x =  8, y =  5 oder allgemeiner 
x  =  8 +  37k , y — 5 + 23 k.

2 . Ist die Gleichung a x-J- b y =  1 gegeben, so er- 
halten wir für a < b ,  ebenso x  =  +  n , y =  —  z oder 
x =  — n, y =  +  z.

3. Wenn endlich die Gleichung a x + b y  =  o auf
zulôsen ist, folgt, abgesehen vom Vorzeichen, x  =  nc, 
y =  zc.

4. Ist a >  b , so verwandelt man ----  in einen
dk

Kettenbruch und verfàhrt ebenso.
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5. Diese Auflôsung lafit sich noch wie folgt ab- 
iindern. E s sei 13x -| -5y  =  41 aufzulôsen. D er vor-

5 2
letzte Naherungawert von —  ist Setzen wir

l o  O
5 x - f - 2 y  =  k ,  bo  liefert die Auflôsung der Gleichungen 
nach x  und y sofort:

x =  82 — 5 k  
y =  - 2 0 5 + 13 k.

§ 11. Zvvoi Gleichungen mit drei Unbekanntcn.

1. E s seien z. B . die Gleichungen 
a x - ) - b y  +  cz =  d und Bjx +  b, y +  c, z =  d,

gegeben. Man kann aus diesen eine Unbekânnte aus- 
scheiden und erhalt dadurch eine Gleichung des ersten 
Grades^ die nur noch zwei Unbekânnte enthâlt. Scheidet 
man etwa z aus, nnd findet x  =  o -)-a 1k, y =  /î +  /S1k, 
bo  setzt man diese W erte in die eine der gegebenen 
Gleichungen ein und erhalt dadurch eine neue Gleichung 
zwischen k und z. Diese, nach k und z aufgelôst, gibt 
die Losung.

2. B e i s p i e l .
4 x - ) - 3 y - l - 2 z  =  16, 5 x  +  6 y  +  7 z  =  38. 

y eliminiert, gibt 3 x — 3 z  =  — 6 oder x —  z =  —  2. 
Hieraus durch Erraten x==0 ,  z =  2 oder allgemein 
x =  k, z =  2 +  k. Setzt man diese W erte in die erste 
gegebene Gleichung e i n, so findet man : 6 k +  3 y =  12 
oder 2 k + y  =  4, k =  l + u ,  y =  2 — 2u,  und hieraus 
x =  l  +  u, z =  3 +  u.

G ibt man u aile môglichen ganzen Werte, so er
halt man z. B . :
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—  3 — 2 —  1 0 1 2 3 4 5 6

X = —  2 — 1 0 1 2 3 4 5 6 7

y = 8 6 4 2 0 — 2 — 4 —  6 —  8 — 10

z = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Sollen x, y und z positiv sein, so gibt es nur die 
Wertegruppen, die zu u =  — 1, u =  0  und u =  1 ge- 
hôren.

§ 12. Eine Gleichnng des ersten Grades mit drei Un
bekannten. a x  +  by  +  cz  =  d.

1. Soll eine solohe aufgelôst werden, so dürfen auch 
in dieser die Werte a, b, c keinen gemeinschaftlicben 
Teiler besitzen, der nicht auch in d enthalten ist. Die 
Losung selbst entha.lt in den Ausdrückeu für x, y und 
z zwei Unbestimmte. E in  Beispiel wird auch hier den 
Gang der Losung am besten zeigen.
5 x  +  9 y — 2 z = 1 7 ,

, 2 +  2 z — 4 y „
■y-i--------- ë-------=  3 —y +  p

2  +  2  z — p
p + q .

17 +  2 z  — 9y 
x — 5 —
5 p =  2 +  2 z — 4y,

2z  +  2 — 5p
y = ---------g---------=  - F T --------- 4

4 q  =  2 +  2 z  — p, z =  2 q — l +  - y ,  p =  2r,

z =  2 q  +  r — 1, y =  q —  2 r , x =  4 r  —  q +  3.
Hierbei sind r und q beliebige ganze Zahlen. Setzt 

man z. B . q =  l ,  r==2, so erha.lt man x = 1 9 ,  y = — 3, 
z =  3.

2. Sollen nur ganze positive W erte für die Un
bekannten bestimmt werden, so bedarf dies beinalie
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immer einer besondern Untersuchung. Wahlen wir zu- 
nâchst q negativ, so müfite, damit y positiv ist, auch 
r negativ sein. Fü r q =  0 gehen die Wurzeln über in 
x =  4 r + 3 ,  y = —  2r ,  z =  r — 1, d. h. es müfite auch 
r wieder negativ sein, da sonst y negativ würde, q kann 
also nicht negativ und auch nicht =  0 sein. In  beiden 
Fâllen wâre sonst z negativ. Is t dagegen q >  0, so 
gibt es für jeden W ert q immer ganze positive W erte 
für die TJnbekannten x, y und z , die die Gleichung 
befriedigen. So haben wir z. B . für q =  2, für x, 
y und z die W erte x =  4 r + l ,  y =  2 —  2r ,  z =  3 +  r, 
es mufi dann also r =  0  oder =  + 1  sein, damit die 
drei W erte der TJnbekannten positiv sind. Fü r die 
Wurzeln selbst erhalten wir z. B . so die Wertegruppen:

q = 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 6 7 7

r = 0 0 1 0 1 1 2 1 2 1 2 3 1 2

x = 2 1 5 0 4 3 7 2 6 1 5 3 0 4

y = 1 2 0 3 1 2 0 3 1 4 2 0 5 3

z = 1 3 4 5 6 8 9 10 11 12 13 14 13 11

§ 13. Rationale pythagor. Dreiecke. x ’ +  y ^ z 8.

1. Es ist x s =  z8— y,  =  ( z - f y ) ( z  —  y). Setzt man 
m n m’ - f n 1

z +  v = —  . x, z —  y =  —  . x, so ist z =  — ----------x,n ’ J m ’ 2 m . n  ’

y =  --------- x. Hieraus erhiilt man die ganzzahligen

Lôsungen x =  2 m n, y =  m*— ns, z =  m, +  nJ.
Solche rationale ganzzahlige Wurzeln der Glei

chung x* +  y’ =  z* sind z. B . gegeben durch :
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W ir haben hierbei m und n nicht beide ungerade 
oder gerade und relativ prim angenommen. Aus jeder 
Losung gehen deren unzàhlige hervor (durch Multi- 
plikation mit einer beliebigen ganzen Zahl). Irgend 
drei Wurzein x, y, z der obigen Gleichung konnen als 
Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks aufgefafit werden.

A n m e r k u n g .  Ein weiteres Eingehen auf die Glei- 
chungen des zweiten und hôheren Grades müssen wir uns 
hier versagen, da dieselben doch mehr ins Gebiet der Zahlen- 
theorie fallen. Im übrigen verweisen wir auf E u l e r s  
A l g e b r a  (und zwar hauptsâchlich auf die s p â t e r e n  
f r a n z ô s i s c h e n  A u s g a b e n ) ,  in der eine Menge von 
Beispielen solcher Gleichungen des zweiten und hôheren 
Grades behandelt sind.
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I I .  A b s c h n i t t .

Kombinationslehre. Determinanten

E d . Kapitel.

Kombinationslehre.
§ 14. Aufgabe der Kombinationslehre. Elementc.

Gruppen. Einteilung.
1. D ie Kombinationslehre behandelt die Gesetze, 

nach denen eine gewisse Anzahl von Einzeldingen oder 
Grofien ohne Rücksicht auf ihre Beschaffenheit sich 
zusammensetzen lassen. Diese Einzeldinge führen die 
Bezeichnung E 1 e m e n t e und werden durch Ordnungs- 
zahlen (Buchstaben oder Ziffern) bezeichnet.

2. Mehrere zusammengestellte Elemente bilden eine 
G r u p p e  oder eine K o m p l e x i o n .  So ist a b c  eine 
solche aus den Elementen a, b und c ; ebenso 4132 von
1, 2, 3 , 4.

3. Die Kombinationen selbst zerfallen wieder in 
P e r m u t a t i o n e n ,  K o m b i n a t i o n e n  i m e n g e r n
S i n n é  und Y a r i a t i o n e n .

Perm utationen.
§ 15. Bildung und Anzahl der Permutationen aus lauter 

verscliiedenen Elementen.
1 . 2 . 3 . 4  =  4 !  1 . 2 . 3 . . .  n =  n !  P( n)  =  n!

1. Eine Anzahl Elemente p e r m u t i e r e n  oder 
u m s t e l l e n  heifit, dieselben in aile môglichen Reihen- 
folgen bringen. So sind die Permutationen von
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a, b, c : a b c  a c b b a c b c a  c a b  cb i
1, 2, 3, 4 :  1234 2134 3124 4123

1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321.

2. Aile Permutationen, die mit demselben Elé
ment beginnen, bilden eine O r d n u n g ,  die mit 2 oder
3 oder mehreren gleichen Elementen beginnen, eine 
U n t e r o r d n u n g .  Folgen in einer Permutation die 
Elemente nicht in ibrer natürlichen Reihenfolge, so 
bilden sie eine I n v e r s i o n .  So enthalt 2413 die In- 
versionen 21, 41, 43. Die Anzahl aller môglichon P er
mutationen aus n Elementen wird mit P  (n) bezeichnet.

3. Um die Permutationen der Elemente 1, 2, 3, 4, 5 
zu erhalten, gehen wir aus von den Permutationen der 
Elemente 1, 2, 3, 4 und setzen das Element 5 sowohl 
vor als nach den einzelnen Permutationen, sowie auch 
zwischen je  zwei Elemente jeder Permutation von 1, 2,
3, 4. So erhalten wir z. B . aus 3214 die Permutationen:

53214 35214 32514 32154 32145.

4. A ls Anzahlen der môglichen Permutationen er- 
gibt sich hieraus sofort:

P  (0) =  1 =  1 ! P  (4) =  4 .  P  (3) =  1 . 2 . 3 . 4  =  4 !
P  (2) =  1 . 2  =  2!  P  (5) =  5 .  P  (4) =  1 . 2 . 3 . 4 . 5  =  5 !
P (3) =  1 . 2 . 3  =  3! P (6) =  6 . P (5) =  1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6  =  6!

P (n ) =  1 . 2 . 3 . 4 . 5 . . . n  =  n!
D a s  a b g e k ü r z t e  P r o d u k t  n!  w i r d  n F a k u l t a t  

g e l e s e n .



28 Kombinationslehre.

§ 16. Perinutationcn aus teilweise gleidien Elementen.

p' !D|=«-T7T7i
TJm die Anzahl der Permutationen aus Elementen 

zu bilden, die nicht aile verschieden sind, z. B . aus
1. 1, 1, 2, 3, 4, versehen wir die gleichen Elemente zu- 
nâchst mit Indices 1, 2, 3 und denken uns je tz t aus 
1„  1„  18, 2, 3, 4  die Permutationen gebildet. Deren 
Anzahl ist 6 ! Greifen wir unter diesen Permutationen 
irgend eine herauB, etwa 1, 4 3 1.51a,  so sind unter den 
übrigen noch fiinf andere, 1, 4  3 1, 5 13, 1, 4  3 1, 5 1,, 
1 , 4 3 1 , 5 1 , ,  1 , 4 3 1 , 5 1 ,  uud 1 , 4 3 1 , 5 1 , ,  die sich von 
der ersten nur durch die Stellung der Indices unter- 
scheiden, oder sehen wir von diesen Indices wieder ab, 
so sind unter den 6 ! Permutationen je  3 ! unter sich 
gleich. D ie Zahl 6 ! ist also durch 3 !  zu dividieren 
und wir erhalten, wenn wir die Anzahl der môglichen 
Permutationen der obigen Elemente mit P '(6 ) bezeich- 

6 !
nen,P '(6) =  -gy- und allgemein, wenn unter n Elementen 

il !
a  gleiche sind, P '(n ) — — Si nd noch p andere E le

mente und ebenso y weitere Elemente je  unter sich
n!

gleich, so folgt ganz ebenso allgemein P '(n ) =  .

§ 17. Permutationen in lcxikograpliischer Anordnung.
1. Sind die Elemente Buchstaben und sind die Per 

mutationen wie die W ôrter eines Lexikons (oder wenn 
die Elemente Zahlen sind ihrem W erte nach) geordnet, 
so heifit die Anordnung l e x i k o g r a p h i s c h .

2. Um die Permutationen in dieser Anordnung zu 
bilden, konnen wir von der Permutation 12345 (z. B .



bei fünf Elementen) ausgehen und dieselbe von rechts 
nach links durchlaufen, bis wir auf zwei Elemente 
stoflen, die nicht in Inversion stehen. Dies sind hier 
die Elemente 4  und 5. 5 setzen wir an Stelle von 4 
und erhalten so 1 2 3 5 4 .  Yerfiihren wir hier ebeuso, 
so erhalten wir als erstes Paar von Elementen, die nicht 
in Inversion stehen, 3 4 . A n Stelle von 3 setzen wir
4  und lassen die übrigen durchlaufenen Elemente in 
ihrer natürlichen Ileihe folgen, erhalten also 1 2 4 3 5 .  
Hieraus finden wir 1 2 4  5 3 , dann 1 2 5 3 4  etc. Dieses 

Bildungsgesetz gilt auch für den Fall, daû die Ele
mente teilweise gleich sind.

§ 18. Bildung einer bestimmten Permutation in 
lexikographischer Anordnung:.

1. B e i s p i e l .  D ie 329. Permutation von 1, 2 , 3 ,
4, 5, 6 zu bilden.

Bildnng einer bestimmten Permutation. 29

329

Elemente
Zahl der vorangehenden 

Permutationen 
in den Ordnangen

Voraii-
gehende

Ordnungen
Elemeut Rest

1 2 3 4 5 6 3 2 9 : 5 ! (120) 2 3 89
1 2 4 5 6 8 9 : 4 ! (24) 3 5 17
1 2 4 6 1 7 : 3 ! (G) 2 4 5
1 2 6 5 : 2 ! (2) 2 6 l
1 2 1 : 1 ! (1) 0 1 1
2 1 : 0 ! (1) 0 2 1

D ie 329. Permutation ist 3 5 4 6 1 2 .

W ir finden zunachst, dafî die gesuclite Permutation 
in der dritten Ordnung zu suchen ist, indem jede Ord-
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nung 5 ! oder 120 Permutationen enthalt und 120 zwei- 
mal in 329 enthalten ist. Das erste Element ist also 3. 
Unsere Aufgabe ist je tzt die, von den Permutationen 
der Elemente 1, 2 , 4 , 5, 6 die 89. zu suchen. Von 
dieser erhalten wir wieder aïs erstes Element 5 u. s. w. 
Eührt die Division auf eine ganze Zahl ohne Best, so 
ist die nachst kleinere Zahl zu nelimen.

2. B e i s p i e l .  D ie 367. Permutation von a b b b c c d  
zu bestimmen.

3 6 7
ins

Elemente

a b b b c c d
a b b b c c
b b b c c
b b b c
bb  c
bo

Zahl der Permutationen 
in den Ordnungen

6 0 + 1 8 0 + 1 2 0 + 6 0  
1 0 + 3 0 + 2 0
6 +  4 
3 + 1  
2 + 1 
1 + 1

Hiervon gehen 
Permutationen

60+180+120=360I 
0
6 
0
O
0

Die 367. Permutation ist d a c b b b o .

Es gilt hier gleicbfalls das bei Beispiel 1 Bemerkte, 
nur enthalten die einzelnen Ordnungen nicht mehr gleich- 
viel Permutationen.

§ 19. Bestimmung der Stellun jj einer Permutation tn 
lexikograpliischer Anordnung.

1. B e i s p i e l .  Zu bestimmen, die wievielte Per
mutation d a f b e c  von a b c d e f  ist.



Bestimmung der Stellung einer Permutation. 31

d a f b e o

Elemente Element
Voran-

gehende
Elemente

Vorangehende
Permutationen

a b c d e f d 3 3 5!  = 360
a b c e f a 0 0 4!  = 0
b c e f f 3 3 3!  = 18
b ce b 0 0 2!  = 0
ce e 1 1 1! = 1
c c 0 0 0!  = 0

zusammen 379.

d a f b e c  ist die 380. Permutation von a b c d e f .  
(Es gehen ihr voran 379.)

2. B e i s p i e l .  Die Stellung der Permutation 321421 
von 112234 zu bestimmen.

3 2 1 4 2 1

Elemente Element Zahl der Permutationen 
in den Ordnungen

Hiervon geheu 
voran

1 1 2 2 3 4 3 6 0 + 6 0  +  30 +  30 60 +  6 0 =  120
1 1 2 2 4 2 ' 1 2 + 1 2  +  6 12 =  12
1 1 2 4 1 6 +  3 +  3 0  = 0
1 2 4 4 2 +  2 +  2 2 +  2 =  4
12 2 1 +  1 1 =  1
1 1 1 0  = 0

| zusammen 137.

321421 ist also die 138. Permutation von 112234.

Das angewandte Schéma bedarf in beiden Fâllen 
kaum einer Erklârung. B ei einiger TJbung kann das. 
selbe bedeutend verkürzt werden.
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Sollen von irgend einem W ort, z. B . amor, die 
Permutationen bestimmt werden, so ersetzt man ara ein- 
fachsten jeden Buchstaben des Wortes durch eine ZiSer. 
also a durch 1, m durch 2, o durch 3, r durch 4 und lost 
die betreffende Aufgabe an den Ziffern 1, 2, 3, 4  und 
ersetzt diese am Schlusse wieder durch die entsprechen- 
den Buchstaben.

Kom binationen und V ariatïonen.
§ 20. Kombinationen ohne Wiederholung.

«P, n _  n . (n — 1) (n — 2 ) . . . ( n  — p +  1) _  /n\
( 1 . 2 . 3 . 4 . . . p  VI*/'

1. K o m b i n i e r e n  o d e r  Z u s a m m e n s t e l l e n  
heifit, eine bestimmte Anzahl p von gegebenen n Ele- 
menten, o h n e  R ü c k s i c l i t  a u f  d i e  R e i h e n f o l g e ,  
zu verbinden. D ie Kombinationen aus p Elementen 
bilden hierbei die p te  K l a s s e  und ihre Anzahl be- 
zeichnet man durch Cp(n). So sind für die Elemente 
a, b, c, d die Kombinationen der

1. Klasse (Unionen): a, b, c, d,
2. Klasse (Amben): a b  a c  ad b c  bd  cd.
3. Klasse (Ternen): a b c  -abd a c d  bcd,
4. Klasse (Quaterne): a b c d .

2. TJm die Anzahl der Kombinationen z. B . aus 
sechs Elementen zu bestimmen, geht man von den Uni
onen, also den Kombinationen der ersten Klasse, etwa
1, 2, 3, 4, 5, 6 aus. Jed e dieser Kombinationen ver- 
bindet man mit den übrigen fünf Elementen und erhâlt 
daraus 6 . 5 =  30 Gruppen zu je  zwei Elementen. Ver- 
bindet man auch hier jede Gruppe mit jedem der vier 
fehlenden Elemente, so ergeben sich 6 . 5 . 4  Gruppen zu 
drei Elementen, ebenso 6 . 5 . 4 . 3 Gruppen zu vier 
Elementen u. s. w. Aile diese Gruppen treten aber in
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ihren samtlichen Permutationen auf, d. h. man erhftlt 
die betrefiende Kombinationszahl, indem man durch die 
entsprechenden Permutationszahlen die obigen Zahlen 
dividiert. Man findet also:

D arf bei der Bildung einer Kombination eiu E lé
ment mehr als einmal verwandt werden, so entstelien 
die Kombinationen mit Wiederholung. Die aus der 
dritten Klasse aus den Elementen 1234 sind so z. B . : 
U 1 112 113 114 122 123 124 133 134 144 
222 223 224 233 234 244 
333 334 344

Âddiert man zu den Ziffern dieser Kombinationen 
die Ziffern 0, 1 , 2, so gehen dieselben über in die Kom
binationen dritter Klasse ohne Wiederholung aus 6  E l», 
menten, namlich in :

( 3) =  20 C '(6)
6  . 5 . 4  . 3 . 2 . 1 

~  1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6

n .(n  —  l ) ( n — 2 ) .. .(n  - p  +  1)Allgemein ist C P ( n ) = ^ —

D er a b g e k ü r z t e  Q u o t i e n t  

p g e l e s e n .

1 . 2 . 3 . . . p

w i r d  n ü b e r

§ 21. Kombinationen mit Wiederholung1.

444.

S p o r e r ,  Niedere Analysis. 3
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123 124 125 126 134 135 136 145 146 156 
234 235 236 245 246 256 
345 346 356 
456.

Die Anzahl der Kombinationen der dritten Klasse 
mit Wiederholung aus 4 Elementen ist also

(4t 2)-©=20-
Ganz ebenso erhâlt man aus den Kombinationen 

mit Wiederholung der pten Klasse durch Addition der 
Ziffern 0, 1, 2 . .  p — 1 zu den einzelnen Elementen 
derselben die Kombinationen der pten Klasse ohne Wieder
holung aus (n +  p — 1) Elementen. D ie Anzahl der 
Kombinationen pter Klasse mit Wiederholung aus nE le-

menten ist also wC p(n) =  P .

§ 22. Variatlonen.

YP(n) =  n . ( n  — l) ( n  — 2 ) . . . ( n — p + 1 )  und WVP(n) — nP.
1. B ild et man aus den einzelnen Kombinationen 

sâmtliche Permutationen, so entstehen die Yariationen. 
Unter diesen unterscheiden wir wieder zwischen Y a
riationen ohne Wiederholung und Yariationen mit 
Wiederholung.

2. Die Anzahl der Yariationen ohne Wiederholung 
ergibt sich sofort aus der Anzahl der Kombinationen 
ohne Wiederholung, es ist die Anzahl der Variationen 
pter Klasse aus n Elementen

Y(n)«* =  n . (n — 1) (n— 2) (n -  3 ) . . .  (n — p +  1) =

3. TJm die Anzahl der Variationen mit W ieder
holung zu erhalten, geht man von den Variationen der 
ersten Klasse aus. Deren Anzahl ist n. Jed e dieser
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Variationen verbindet man mit jedem der n Elemente 
und erhalt dadurch die Variationen der zweiten KJaase, 
deren Anzahl =  n* ist.

Jede dieser Variationen verbindet man mit jedem 
der n Elemente und erhalt dadurch die Anzahl der Va
riationen der 3. Klasse =  n3. Ebenso findet man ganz 
allgemein wV p(n) — np-

§ 23. Eigenschaften des Binomialkoefflzienten.

1. E s ist:

(a +  b)"
» , fn\ n—1 , 1  , /n\ n— , /n\ “- S , .3 i v” ^  J a *b J . a b •••-f-b •

(Vergl. Sammlung Gôschen, Algebra, § 30.)

D ie Kombinationszahlen sind also n icits anderes 
als Binomial-Koefiizieuten.

Führen wir fiir a° und b” noch die Koeffizienten 

/n'
und ein , so erhalten w ir, da  ̂0 j  =  yn j  =   ̂ ist:

( , + b ) - = M . . - + ( ; ) . - ' b + W . - ! b - + . . . + ( : ) . v

wobei
( H - p)

2. Setzen wir a =  b =  l ,  so erhalten w ir:

2” = ( o )  +  ( î )  +  ( 2 )  +  ( 3 )  +  , - - " t' ( n - l )  +  ( n ) '

3. Setzen wir dagegen a =  1, b =  —  1, so wird :

0 =  (o) ~  (l) +  fa) “  0   ̂ +  (n - 1) +  (S*
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IV . Kapitel. 

D e t e r m i n a n t e n .
§ 24. Définition (1er Determinanten.

1. Sind uns etwa die folgenden 16 Grofîen
a. a.  as a* bi b, b , b4 c, ca c8 c4 d, da d3 d4 

gegeben und bilden wir aus diesen Grofîen Produkte, 
welche vier Faktoren enthalten, und kommt in jedem 
dieser Produkte jede der Grofîen a, b, c, d und jeder 
der vier Indices 1, 2, 3 , 4  vor, so erhalten wir im 
ganzen 24 solcher Teilprodukte.

Diese Teilprodukte lassen sich aile aus dem Pro- 
dukt a, ba c3 d4 dadurch ableiten, dafî wir die P er
mutationen der Indices 1, 2, 3, 4  bilden. Dies ge- 
schieht, indem wir je  einen der Indices mit einem an- 
deren vertauschen. Àndern wir noch bei jeder dieser 
Vertauschungen das Vorzeichen, so erhalten wir: 

a! b 2 °s di — ai b» c* ds +  a> b , c4 da
—  a. bS C2 d* +  ai b* °J d3 —  a, b4 °3 d8 
+  a 2 \ C8  d .  —  a 2 b 4 C1 d 3  +  a 2 b 8 O , d ^

— a2 b, Ci d, +  a2 b, c4 da — aa b, c, d4 

aa bl ®2 d4 a3 bl d 2 ' a8 ba dI
—  a3 ba c, d4 +  a3 b4 c, da —  a3 b4 ca d,
+  a4 b , ca d, — a4 b3 c, d2 +  a4 b, c, d3
— a, bs c3 d, - f  a4 b, ca da —  a4 b, ca da .
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2. D i e s e  S u m m e  v o n  24 P r o d u k t e n  n e n n t  
m a n  e i n e  D é t e r m i n a n t e  u n d  b e z e i c h n e t  a i e  
a b g e k ü r z t  d u r c h :

», a2 a3 a*

3. Jed e  der Grôflen a, b, c, d heiflt G l i e d  oder 
E l e m e n t .  Die Anzahl der Glieder ist 16 und all- 
gemein n! .

D i e  G l i e d e r  a u n d  e b e n s o  d i e  G l i e d e r  b, 
c u n d  d b i l d e n  j e  e i n e  H o r i z o n t a l r e i h e ,  di e  
G l i e d e r  m i t  g l e i c h e n  I n d i c e s  e i n e  Y e r t i k a l -  
r e i h e  d e r  D é t e r m i n a n t e .  Die Déterminante selbst 
heiflt von der 4ten O r d n u n g  oder vom 4ten G r a d e .

§ 25. Beslimnmngr «les Vorzeicliens eines Teilprodukts.
1. A uf das Yorzeichen eines Teilprodukts einer 

Déterminante ist nur die Anzabl der Vertauschungen 
bestimmend, die nôtig sind, um es aus dem ersten Glied 
abzuleiten. Soll so z. B . von dem Teilprodukt a6 b3 c, d8 e4 
einer Déterminante 5ter Ordnung das Yorzeichen be- 
stimmt werden, so bilden wir aus 5 3 1 2 4 die fol- 
genden Permutationen:

U m  d a s  g e g e b e n e  P r o d u k t  z u  b i l d e n ,  
w a r e n  a l s o  e i n e  g e r a d e  A n z a h l  v o n  V e r 
t a u s c h u n g e n  n o t i g ,  u n d  da s  Y o r z e i c h e n  des- 
s e l b e n  i s t  a l s o  p o s i t i v .

b, b,  b8 b,
=  (a b c d)c, c2 cs c4

d, d, ds d4
=  2  +  at b2 c3 d4 . . .

1 3 5 2 4  1 2 5 3 4  1 2 3 5 4
1 2 3 4 5.



2. Bilden wir aus dem Produkte a, b, c, einer 
Déterminante 3ter Ordnung durch cyklische Ver- 
tauschung die neuen Produkte a, b , cv, aa b, c,, so sind, 
um jedes Produkt in das vorangehende überzuführen,
2 Vertauscbungen notig, also baben aile drei Produkte 
dasselbe Vorzeichen und zwar das Yorzeichen — .

D u r c h  c y k l i s c h e  V e r t a u s c h u n g  d e r  I n 
d i c e s  à n d e r t  s i c h  a l s o  d a s  V o r z e i c h e n  d e r  
T e i l p r o d u k t e  e i n e r  D é t e r m i n a n t e  d e s  3 t e n  
G r a d e s ,  o d e r  a l l g e m e i n e r :  u n g e r a d e n  Grades »  
n i c h t.

3. Ganz ebenso findet man, dafl d u rch  c y k l i s c h e  
V e r t a u s c h u n g  d e r  I n d i c e s  b e i  d e n  T e i l p r o -  
d u k t e n  e i n e r  D é t e r m i n a n t e  g e r a d e r  O rd 
n u n g  d a s  V o r z e i c h e n  s i c h  b e i  j e d e r  V e r 
t a u s c h u n g  an d e r  t. So entstehen also z. B . aus 
+  a, b , c3 d4 die Teilprodukte :

— a, b , c4 d, +  a, \  c, d, —  a4 b, c, d, 
auf diese Art.

§ 26. Berecbnung der Déterminante dritter Ordnung.
1. Aus dem Obigen ergibt sich für die Berechnung 

der Déterminante 3ter Ordnung die folgende Regel:

Berechnung der Déterminante dritter Ordnung. 39

ai ft2 a3 a. a, a»
b, b,  b, b, b,  b,
C, C, c8 C1 c, c,

W i r  s c h r e i b e n  d i e  D é t e r m i n a n t e  z we i -  
m a l  n e b e n e i n a n d e r ,  b e g i n n e n  m i t  de n  W e r -  
t e n  a d e r  e r s t e n  D é t e r m i n a n t e  u n d  l e s e n  i n 
d e r  R i c h t u n g  d e r  D i a g o n a l e  n a c h  r e c h t s
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a b w a r t s .  D i e s e  P r o d u k t e  h a b e n d a s  V o r -  
z e i c h e n  + ,  a l s o :

ai b 2 c,  +  b,  Cj +  a3 b, e,.
H i e r a u f  g e h e n  w i r  a n s  v o n  d e n  W e r t e n a  

d e r  2 t e n  D é t e r m i n a n t e  u n d  l e s e n  w i e d e r  in 
d e r  R i c h t u n g  d e r  D i a g o n a l e ,  d i e s m a l  a b e r  
n a c h  l i n k s  a b w a r t s  u n d  e r h a l t e n :

—  ai b,  c2 — a2 b, c8 —  a, b2 c,.
2.  B e i s p i e l :

1 4 9 1 4 9
4 9 16 4 9 16

9 16 25 9 16 25

4 =  +  1 . 9 . 25 +  4 . 1 6 . 9  +  9 . 4 . 16 — 1 . 1 6 . 1 6  —  
4 . 4 . 2 5  —  9 . 9 . 9  =  — 8.

§ 27. Yertanschung von Horizontal- uiul Yertikalreihen.

1. Aus der Définition der Déterminante folgt un- 
m ittelbar:

D e r  W e r t  e i n e r  D é t e r m i n a n t e  â n d e r t  
s i c h  n i c h t ,  w e n n  m a n  al  1 e H o r i z on t  al  r e i h  en 
m i t  a l l e n  V e r t i k a l r e i h e n  v e r t a u s c h t ,  d. h. 
d i e  D é t e r m i n a n t e  um e i n e  D i a g o n a l e  d r e h t .  
Es ist also z. B . :

cil &g âj a, b| ct
b, b,  bs 1! &2 2̂ Cj

«1 c* CS a, b,  c,3 3 3

2. Ebenso erhalten w ir:
E i n e  D é t e r m i n a n t e  â n d e r t  i h r  Y o r -  

z e i c h e n ,  w e n n  e i n e  H o r i z o n t a l r e i h e  ( o de r
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V e r t i k a l r e i h e )  m i t  e i n e r  a n d e r e n  H o r i z o n t a l -  
r e i h e  ( V e r t i k a l r e i h e )  v e r t a u s c h t  w i r d .  

B e i s p i e l :

1 2 3 7 4 12
7 4 12 =  — 1 2  3
5 3 1 5 3 1

3. S i n d  i n  e i n e r  D é t e r m i n a n t e  a l s o  z w e i  
g l e i c h e  H o r i z o n t a l r e i h e n  o d e r  V e r t i k a l -  
r e i h e n  e n t h a l t e n ,  s o i s t  i h r  W e r t  s t e t s  Nu l l ,  
da  d u r c h  e i n e  V e r t a u s c h u n g  k e i n e  À n d e r u n g  
i n i h r e m  W e r t e  e i n t r i t t .

B e i s p i e l :
1 2  3 2
4 3 7 3
5 6 11 6 ~ ° -
7 3 0  3

4. U n t e r s c h e i d e n  s i c h  z w e i  H o r i z o n t a l 
r e i h e n  (od er V e r t i k a l r e i h e n )  nur  dur c h  e i ne n  
b e s o n d e r e n  F a k t o r ,  so v e r s c h w i n d e t  d i e  
D é t e r m i n a n t e  g l e i c h f a l l s .  Dieser Faktor ist 
offenbar auch ein Faktor der ganzen Déterminante und 
kann als solcher ausgeschieden werden, wodurch die 
Déterminante zwei gleiche Reihen erhâlt.

§ 28. Addition besonderer Determinanten.
1. H a b e n  z w e i  D e t e r m i n a n t e n  d e r s e l b e n  

Or d n u n g  a i l e  H o r i z o n t a l r e i h e n  o d e r  V e r t i k a l 
r e i h e n  b i s  a u f  e i n e  g l e i c h ,  so w i r d  i h r e  
S u m m e  e r h a l t e n ,  i n d e m  ma n  d i e  E l e m e n t e  
d e r  u n g l e i c h e n  H o r i z o n t a l r e i h e n  (re s p . V e r -
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t i k a l r e i h e n )  a d d i e r t  u n d  d i e  ü b r i g e n  R e i h e n  
u n v e r a n d e r t  l a f i t .

a i b , c. Pi Vi ai + “ , b i + ^ t c i + y ,
a2 b , c , + \ b s c» = aj  b ,  C2

a 3 b s C3 “3 b8 °3 a3 b3 C3

Analoges gilt bezüglich der Subtraktion.

2. In  Yerbindung mit dem in Nummer 3 und 4 
des vorigen Paragraphen Gefundenen folgt daraus 
wieder :

Eine D é t e r m i n a n t e  w i r d  n i c h t  g e â n d e r t ,  
w e n n  m a n  zu j e d e m  E l e m e n t  e i n e r R e i h e  d i e  
m i t  k o n s t a n t e n  P a k t o r e n  m u l t i p l i z i e r t e n  
E l e m e n t e  e i n e r  a n d e r e n  o d e r a u c h m e h r e r e r  
s o l c h e r  a n d e r e r  R e i h e n  h i n z u f ü g t .

B e i s p i e l :

1 2 3 1 2 3
1 4 9 — 2 6 1 2

1 8 27 1 8 27

1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 4 9 -f- 1 2 3 1 4 9
1 8 27 1 8 27 1 8 27

3. Ebenso finden w ir:
W e n n  d i e  E l e m e n t e  e i n e r  R e i h e  g l e i c h  

s i n d  d e n  S u m m e n  d e r  m i t  k o n s t a n t e n  P a k 
t o r e n  m u l t i p l i z i e r t e n  e n t s p r e o h e n d e n  E l e 
m e n t e  a n d e r e r  R e i h e n ,  s o i s t  d e r  W e r t  d e r  
D é t e r m i n a n t e  Nul l .
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B e i s p i e l :

/Îa. +  Ztaj a2 a3 

^ b . +  ^ b , b, b3 

A ca “f" f1 ®s c2 °3

X a. a. a, 
 ̂bj b2 b3 

X c, Ca cs

I* a3 a 2 a»
+  /*b3 b , b3 = 0 .

f  cs c.  c»

4. Damit ist die M ô g l i c b k e i t  g e g e b e n ,  a i l e  
G l i e d e r  e i n e r  R e i h e  b i s  a u f  e i n e s  z u m V e r -  
s o h w i n d e n  z u  b r i n g e n .  Alsdann geht die Déter
minante- in eine andere über, die um einen Grad 
niedriger ist.

B e i s p i e l :

Die 2te Vertikalreihe entsteht durch Subtraktion 
der Glieder der mit 4 multiplizierten ersten, die dritte 
ebenso durch Subtraktion der mit 2 multiplizierten 
Glieder der 2 ten Vertikalreihe und die vierte endlich 
durch Subtraktion der Glieder der 2 ten und 3ten V er. 
tikalreihe. Setzen wir noch den Faktor — 1  vor die 
Déterminante, so folgt daraus:

A ~  5 2 1 2
3 1 4  3

1 4 8  12
2 0  1 3

1 0 0 0 
2 — 8 1 2
5  — 18 — 3 — 1

3 — 11 2 — 2

8 1 2 
j = _  18 — 3 — 1

1 1  2  — 2
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§ 29. Subdeterminanten.

1 . T Jn te rd r iic k t  m an in  e i n e r  D é t e r m i n a n t e  
e i ne  A n z a h l  vo n  H o r i z o n t a l -  und di e  g l e i c h e  
A n z a h l  v o n  Y e r t i k a l r e i h e n ,  so e r g i b t  s i c h  
e i n e  S u b d e t e r m i n a n t e .  So sind von der D éter
minante

ai

a3
a«

b,
b2

b3
b,

d,

d,
d4

z. B . die folgenden Determinanten Subdeterminanten

a, c. d. <î2 b2 a2
a„ C2 d» ) ca da b3 und a4 c4

a4 c4 dj c4 d4 b4

2. Bezeichnen wir die zum W erte a, gehôrige 
Subdeterminante mit o,, die etwa zu cs gehôrige mit y3, 
so erhalten wir für die Berechnung einer Déterminante 

A =  a, a, +  a2 a2 +  a3 a3 +  . . . oder 
4  =  a1 a1 + b 1 01 + c I }'1 +  . . .

So ist z. B .

b,
b.
b3 C3

b. c. c. a0 a» b„
=  ai

2 2 
b» <=3

+  b, 2 2 

°3 a3.
+  C1

2 2 

a3 b3

3 . W eitcr folgt unmittelbar aus § 27, dafl z. B .
ai/5l +  M 2 +  M s  +  • • - = 0  ist.

So ist in Bezug auf die letztere Déterminante

=  0  und
b» c» a„ b„

«2
2 2

b 3 C, +  b,
2 2 

C3 ®3
+  c, 2 2

as b3
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b» c„ c„ a» a0 b0
a3

2 a
b3 C3

+  b8
î j

C3 a3 +  C3
a *

a3 b3
=  0.

B ei diesen Unterdeterminanten ist zu beachten, 
dafl die Reihenfolge der Buchstaben und Indices genau 
eingehalten wird. Diese Reihenfolge ist abc abc, so 
dafi auf b also c und dann erst a folgt. Ebenso folgt 
auf 2  die Zahl 3 und auf diese die Zahl 1 bei der 
dreireihigen Déterminante.

§ 30. Multiplikation zweier Determinanten.
1. Jede Déterminante kann auf einfacbe A rt in 

eine solche hôherer Ordnung verwandelt werden; wie, 
zeigt am einfachsten ein Beispiel:

b
d

b
d
0

0

2 . Werden zwei Determinanten der dritten Ord

8. b, c. “i Yi
bi c. und “i y»

a3 h c» y»

nung

miteinander multipliziert, so kann das Produkt als 
neue Déterminante dargestellt werden und zwar ist 
dasselbe:

a, a1+ bi/91+ 0i y1, a, a ,+ b ,  & + C , a, « ,+ b ,  ^ ,- f  c, y3 

a! “i + b« f t + c»î'i> ^ “i + b j^ + C jy , ,  aa a3+ b ,  /îj+c, y3
a.® .+ t * ^ i+ Csyi* a3 a3 ° 3 + bs/?3 + C3 y S

Zerlegen wir namlich diese Déterminante nach 
§ 28 in 27 andere Determinanten, so verschwinden von
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diesen 2 1 , und es bleiben nnr noch sechs Determinanten 
übrig, die aile die eine Déterminante zum Faktor haben. 
Setzen wir diesen Faktor vor eine Klam m er, so ist 
dann der Klammerausdruck die zweite Déterminante. 
W ir wollen, um den Gang des Beweises zu zeigen, uns 
auf ein Produkt zweier Determinanten 2ter Ordnung 
beschranken.

aa-(-b/î, ca -| -d 0 , 
ay +  bd, cy-\-Ai |

b p, c a  +  d/î 
bd, c y + d d

+

a b 
o d

a a, 
a y,

a a
a y
bp
b<5

a p
y i

ca-(-d/S 
c y-\- d d +

C a
c y

d/3
dd

+
a a 
a y

d p  

d y +
b,3
bd

c a
c y

=  0 +  a d — b c

o p a b
y  d c d

a p

y s

a p
y d-f- 0  =  (a d — b c)

3. Sind die Determinanten nicht von derselben 
Ordnung, so werden sie zuerst in solche derselben 
Ordnung verwandelt. Sind die Determinanten hoherer 
Ordnung als der dritten, so ist das Produkt von ana- 
loger Form.

§ 31. Auflosung der linearen Gleichungen mit mehreren 
Unbekannten.

1. Losen wir die Gleichungen
a! x +  bi y +  ci = o
a , x + b ,  y - f o , = 0  

nach x und y auf, so erhalten w ir:
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x =
b, c ,  —  b, c,
a, b2 —  a, b,

_  at e, —  a, e, __
a, b„ — a, b,

b, c,

c, a, 
c„ aj

a, b,
a, b,

ai b.
a2 b2

c, b, 
c, bs

C2

a, b,

a.) bj

2. Soll die W erte x  und y noch eine dritte Glei- 
cbung a, x +  b, y +  c3 =  O erfüllen, so folgt, wenn wir 
die für x und y gefundenen W erte in diese Gleichung 
einsetzen, unmittelbar:

b, c,
b2 Cj +  b3

oder :

a.
as
a.

b ,
ba
b.

c.
c,
c.

c. ai
c2 as

=  0.

+  C3

a, b, 
a2 b2

= 0

D i e s e  D é t e r m i n a n t e  e t e l l t  al so di e  Be-  
d i n g u D g  d a r ,  daf i  o b i g e  d r e i  G l e i c h u n g e n  
g l e i c h z e i t i g  g ü l t i g  s i nd.

3. Haben wir ebenso die Gleichungen 
ai x +  b, y +  c, z - f d ,  = 0  

a 2 x +  b2 y - j -  Cj z +  ds =  0
a3x + b3 y + cs z + ds = 0 ,

so folgt aus diesen sofort, wenn wir dieselben als Glei
chungen für x und y allein ansehen :

a, b, c, z +  d,
c8 z -j- d, = 0  oder 

cs z +  d,

=  0

b.

a l b . ° 1 a l b , d ,

z . a . b * C , + a 2
b ,

a » b , c » a . b , d .
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und ebenso :

a, b, d, ai b, C!
a2 b, ds a a b, C 2

aa b3 d3 a» b , cs

d, b, c. a, b, c.
d2 b2 Ca 82 b j c a

d3 bs C8 a3 bs C3

d, C. ai b, C1
â d3 Ca a a b 3 c a

a 3 d3 C3 a 3 b3 cs

y =  —

S o l l  a l s o  d e r  W e r t  e i n e r  U n b e k a n n t e n  
a u s  d e n  o b i g e n  d r e i  G l e i c h u n g e n  g e b i l d e t  
w e r d e n ,  so g e b t  m a n  a u s  v o n  d e r  D é t e r 
m i n a n t e  der  K o e f f i z i e n t e n  der  U n b e k a n n t e n .  
D i e  U n b e k a n n t e  i s t  d a n n  i m m e r  g l e i c h  d e m 
n e g a t i v e n ' W ' e r t e  e i n e s  B r u c h e s ,  d e s s e n  N e n 
n e r  d i e s e  D é t e r m i n a n t e  un d  d e s s e n  Z a h l e r  
e i n e  D é t e r m i n a n t e  i s t ,  d i e  a us  d e m N e n n e r  
d a d u r c h  h e r v o r g e h t ,  daf i  d i e  K o e f f i z i e n t e n  
d e r  U n b e k a n n t e n  d u r c h  d i e  A b s o l u t g l i e d e r  
d e r  G l e i c h u n g  e r s e t z t  we r d e n .

4. Ist aufier den obigen drei Gleichungen noch 
eine vierte gegeben : a4x + b 4y +  c1 z-)-d 4 =  0 , so finden 
wir für das gleichzeitige Bestehen dieser Gleichung 
wieder wie oben:

ai

a3
a»

b,
b,
b,
b.

1

C,
C3
Ci

d.
d4

d»
d.

I

=  0.



Hieraus folgt, dafi die für drei TJnbekannte an- 
gegebene Regel auch für vier TJnbekannte und über- 
haupt allgemein gilt.

5. B e i s p i e l .
3 x  +  5 y — 13 =  0 
2 x  +  3 z  — 18 =  0 
2  y —  z —  1 = 0

Auflôsung der linearen Gleichungen. 49

- 1 3  5 0 3 5 0
X = --- - 1 1  0  3 2 0  3 =  — 8 : — 8  =  1

— 1  2 — 1 0  2 — 1

3 — 13 0 3 5 0
y = — 2 — U  3 2 0  3 = — 16: — 8  =  2

0 — 1 — 1 0  2  — 1

3 5 — 13 3 5 0
Z —--- 2  0  — 1 1 2 0  3 ceII001<N1II

0  2 — 1 0  2 — 1

1 Über eingehendere Untersuchungen vergl. etwa Hesse, 
Detcrmhianten, oder Salmon-f-’ledler, Algebra der linearen Trans- 
formatlon, oder Baltzer, Determinanten.

S p o r c r ,  Niedere Analysis.
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I I I .  Abschnitfc.

Arithmetische Reihen hôherer Ordnnng. 
Figurierte Zahlen. Interpolation.

Y . Kapitel.

A r ith m e tis c h e  R e ih e n  h ô h e re r  O rd n u n g .'

§ 32. Entstehung der aritlimetischen Reihen. 
Differenzenreilien.

1. Setzt man in dem Ausdruck

y , =  ao *a +  aix ' +  a2 x +  • • • + an_ i x +  a„ 
für x nacheinander die W erte 0 , 1, 2, 3, . . . oder all- 
gemeiner die Glieder einer arithmetischen Reihe der 
ersten Ordnung, so erhalt man W erte

y<>? yp y3- y* • ■ •
welche eine a r i t h m e t i s c h e  R e i h e  d e r  n t e n  O r d 
n u n g  bilden.

2. Bezeichnet man mit A yp die Differenz y  ̂^t — y , 
so hat man

4 yp =  a» ((p + i)n -  p") +  a, ((p + 1)“ ‘ 1 -  pn~‘) +  • • •
=  a'o p" 1 +  &‘l p" 2 +  a<2 p” 3 +  • • • + a'n_l* 

Entwickelt man nâmlich die Potenzen von (p -(- 1 ), 
so verschwindet das Glied mit p". Setzt man anstatt 
p wieder x, so folgt aus der Définition der arithmeti
schen Reihen unmittelbar, dafî die Reihe der Diffe- 
renzen

1 Die ersten arittam. Reihen finden sich bereits in Stifeis Arith-
rnetica integra.
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^y0, ^ y2> J y3. •••
eine arithnietische Reihe der Ordnung (n —  1) bildet.

3. Bezeichnet man ebenso die Difierenzen der auf- 
einanderfolgenden Glieder dieser Reihe mit A*y, so er
hâlt man eine Reihe der Ordnung (n —  2)

4 ! y0, 4*y,, i ’ y ,, 4 2ys, . . .
Fâhrt man so fort, so kommt man zuletzt auf eine 

Reihe der ersten Ordnung, deren sâmtliche Differenzen 
gleich sind.

4. Is t die Reihe z. B . gegeben durch y—2 x 3-f-x9—x-(-1 , 
so erhâlt man daraus die
Reihe der 3. Ordn.: 1 3 19 61 141 271 . . .  und die
I . Differenzenreihe : 2  16 42 80 130 . . .
I I .  Differenzenreihe : 14 26 38 50 6 2 . . .
I I I .  Differenzenreihe: 1 2  1 2  1 2  1 2  . . .

5. Allgemein erhâlt man
y„ y, y, y3 y4 ................... (arithmetische Reihe),
Ay0 4 y, Aya i y 3 ..............(I. Differenzenreihe),
A"y0 i ’ y, i ! y, A sy3 . . . .  ( I I .  Differenzenreihe), 
^3y<s Asy, A*y, ................... ( I I I . Differenzenreihe),

§ 33. Bildung: des allgemeinen Gliedes aus einer Reihe.
1. Soll umgekehrt aus der Reihe der Ausdruck für 

das allgemeine Gliedyx der Reihe bestimmt werden, so hat 
man znnâchst die Ordnung der Reihe durch Bildung der 
Differenzenreihen festzustellen und erhâlt daraus für yx 

yx =  a0xn +  a, x11- 1 +  a, x“ - 2 +  . . .  +  n„.
Setzt man hierin für x die W erte 0, 1 , 2 , 3 . . ., 

so erhâlt man dann zur Bestimmung der Koeffizienten 
a0, at , a2, a3, . . .  an, (n 1) Gleichungen, indem man 
die erhaltenen Werte für yx den W erten der Glieder 
der gegebenen Reihe gleichsetzt.
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2. Ist z. B . die Reihe
1 3 11 31 69 131 2 2 3 . . .  

gegeben, so erhalt man die Ordnung der Rtîihe durch 
Bildung der Differeozenreihen

2 8  20 38 62 92 . .  .
6 12 18 24 30 . . .

6 6  6  6  . . .
D a die Differenzenreihe 6 , 12, 18, 24 . .  . von der 

ersten Ordnung ist, ist die gegebene Heihe von der 
dritten Ordnung und das allgemeine Glied heifit dem- 
nach y x  =  a0 x 3 - j -  a, x 2 - ) -  aa x  - j -  aa. Setzt man hier 
x =  0 , 1, 2, 3, so erhalt man die Gleichungen 
y 0—  1  =  a3 Subtrahiert man jede
y ,=  3 =  a0 -f- a, -)- as +  a3 dieser Gleichungen von 
ys= l l =  8 a0 +  4 a1 - f 2 a2 - j-a 3 der nachstfolgenden, so 
y ,=  31 =  27 a0 9 at +  3 a, +  a3 erhalt man:

2 =  a0-j- a,-|-a2. Hieraus ebenso:
8 =  7a0 +  3a 1 +  a3 

2 Q = 1 9 a 0 4 -5 a , +  a2 

6 =  6 a0 +  2 a,
1 2  =  1 2 a0 4 - 2 a,, 6  =  6 a0, also:

a# =  1 , a, =  0 , aa =  1 , a3 =  1  und y =  x* - f  x +  1 .
3. Zur Bestimmung der allgemeinen Glieder yx 

dienen (n -f- 1 ) Glieder der Reihe. E s müssen dies nicht 
notwendig die ersten (n -f- 1 ) Glieder der Reihe sein, 
doch ist dann die Bestimmung von y nicht immer so 
einfach.

§ 34. Ableltungr der allgemeinen Glieder aus den 
Differenzenreilien.1

y « = y «  +  ( î )  a 7„+  (2 ) 4 1 y» +  (3 ) 4 , yo +  ” *
1. E s ist

y ,= y . +  4 yo» 4 , y , = 4 , y , + 4 * y „ . . .
* Diesa Formel für das allg. GHed gab Newton.



y«=y, +  4y,. AJt = A7i + A,Jif A,yt = A,y i + A3y^-- 
y»=y,+Ay„ 4y3= j yj+ 4 2y8, ^ y . ^ ' y .  +  d’ y,,...

Hieraus erhalten w ir;
y<> Yo 
y,=ya+Ay0 
y%=yt + Ayl=y„ + 2 Ay<>+A'y<>
y»= y, +  ^ys = y 0 +  3 4 y0 +  3 A*y0 +  4 sy„
y*—y»+ A y» =y®+ 4 A y» +  6 4>y » + 4 43y„+ A*y0
........................................................................................ AUgemein^

yx =  y» +  (i) 4y» +  (2) 4*y0 +  (3) 4*y. +  • •.

2. Um die Richtigkeit dieaer Formeln zu zeigen, 
wollen wir annehmen, aie gelte bis zu eiuem bestimmten x. 
E s ist dann:

y * +-1 — y x "t" Ayx
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y » + ( i)  Ay» + (2) 4 'y« + ( 3 W +

+  ^ .  +  (ï) 43y. +  - - .

y0 + (x t X)4 y0+(xt4 » y 0+(xt  ̂ ’y.+ . .
(Yergl. § 23 .4 ).

G ilt die Gleichung also für x, so gilt aie auch für 
(x +  1 ). Da aie aber für x =  1, 2, 3, 4 gilt, so gilt 
aie auch für x =  5 , 6  u. s. w., d. h. allgemein.

3. Eür das allgemeine Glied erhalten wir in dem 
Beispiel in § 33 auf diese A rt
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a 35. Summicrung der arithmetischen Itoihe. 

S i = ( X | 1 )y . +  (X t 1 ) . 4 y 0 +  (x  +  1) .  +  und 

Sx =  A0 x"+ 1 -j- At xn +  A2x" 1 -J- . . .

1. Aus der Définition der arithmetischen Reihe 
und ihrer Differenzenreihen folgt unmittelbar, dafi, wenn 
man die Summe der Glieder von y0 bis yx mit S x be- 
zeichnet, die W erte der S x eine Reihe der (n -f- 1 ) ten 
Ordnung bilden, deren Anfangsglied man gleich 0 wâhlen 
kann und deren erste Differenzenreihe die gegebene Reihe 
ist. Daraus folgt unmittelbar

2. Man kann aber auch auf analoge Weise wie in 
§ 33 die Summe der Reihe bis zum xten Gliede mit

SI = A 0x” + 1 +  A 1 x" +  A 2xn- 1 +  . .  .

bezeichnen. Soll z. B . die Summenformel für die Reihe 
der dritten Ordnung

0  1 8  27 64 125 . . .  
gefunden werden, so setzt man

S x =  A 0x* +  A 1 x 8 +  A s x2 +  A , x +  At 
und erhâlt für x =  0, 1, 2, 3, 4  die Gleichungen

S„ =  0  =  A 4, A 4 = 0
S, =  1 =  A 0 +  A, +  A 2- f  A 3 +  A4

S , =  9 =  1 6 A () +  8 A 1 + 4 A 2 +  2 A s +  A 4

5 3 =  36 =  8 1 A 0 +  2 7 A I + 9 A 2 +  3 A 3 +  A 4

5 4 =  100 =  256 A 0 +  64 A,  + 1 6  A 2 +  4 A 3 +  A 4.

Hieraus wie in § 33
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1 — A 0 +  A, +  A2 +  A 3 
8 =  15A 0 +  7 A I +  3 A S +  A , 

27 =  65 A0 +  19A , +  5 A S +  AS 
6 4 = 1 7 5 A 0 +  3 7 A ,+ 7 A a +  As 

7 =  14A 0 +  6 A 1+ 2 A a 
19 =  5 0 A 0 +  1 2 A 1+ 2 A 1 12 =  3GA0 +  6 A , 
3 7 = H O A 0 +  1 8 A i + 2 A 2, 18 =  6 0 A 0 +  6 A 1, also: 

6 =  24 A0

§ 36. S ch lu B dif ferenz .  M u lt ip l ik a t lo »  d e r  G l ie d e r  
z w e ie r  R e il ien .

1. W ie wir sahen, ist eine arithmetische Reihe ge- 
geben durch yx =  a0 x” +  a, xn—1 +  . . .  +  an. W ir fanden 
für die erste Differenzenreihe 

4 yx =  a0 ((x +  1)" — x") +  a, ((x +  l)'*-1  — xn_1) +  . . .
§ 32. oder:

— n . a0xn-1 +  a1'x “_ 2 + a 2/xn -» +  . . ., 
wo a,', a2', a3' irgend welche Ausdrücke in den Koeffi
zienten a0, a ,, a2 . . . sind. Gleicherart finden wir:
'4Syx =  ao - n - (n — l )x n_2 +  a1" x n~3+  . . .

d ay x =  a0 - n . ( n — l ) ( n  — 2 ) x n _ 3 - J - a 1I I ,x n _ 4 - f  . . . 

4 ‘ y x = a 0 . n ( n - l ) ( n - 2 ) ( n - 3 ) x " - ' ,  +  a1l v x n- 5 +  . . .
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4 n - i y x =  n ! a 0x +  a 
4nyx =  n U 0.

Bezeiclinen wir 4 “ yx als Schlufidifferenz, so finden 
wir also, dafi d i e  S c h l u f i  d i f f e r e n z  n u r  a b -  
h a n g i g  i s t  v o n  d e m  K o e f f i z i e n t e n  d e r  l i oc h-  
s t e n  P o t e n z  v o n  x ,  w e l c h e  i n  d e m  a l l g e -  
m e i n e n  G l i e d  yx e n t h a l t e n  i s t .  A i l e  R e i h e n  
d e r s e l b e n  O r d n u n g ,  f ü r  w e l c h e  d i e s e r  K o e f f i -  
z i e n t  d e r s e l b e  i s t ,  h a b e n  a l s o  a u  ch d i e  g l e i c h e  
S c h l u f i d i f f e r e n z .

2. F o l g e r u n g .  D i e  n t e n  P o t e n z e n  d e r  
n a t ü r l i c h e n  Z a h l e n  b i l d e n  e i n e  a r i t h . R e i h e  
n t e r  O r d n u n g  m i t  d e r  S c h l u f i d i f f e r e n z  n! ,  
a l s o  d i e  Q u a d r a t z a h l e n  e i n e  a r i t h .  R e i h e  
d e r  z w e i t e n  O r d n u n g  m i t  d e r  S c h u f î d i f f e -  
r e n z  2! ,  d i e K u b e n  e i n e  d e r d r i t t e n  O r d n u n g  
m i t  d e r  S c h l u f i d i f f e r e n z  3!  u. s. w.

3. Setzen wir für x die Glieder einer zweiten Reihe 
y'x =  b0 x P b ,  xP—1 - f - . . . mit der Schlufidifferenz d, 
=  p l b 0 ein, so erhalten wir eine neue Reihe, deren all- 
gemeines Glied gegeben ist durcli
J x = %  (b0 xP-l-bj xP - i + . .) n+ a ,  (b0xP+b, x P - ! + . .)n-1+  • • 

=  a0 b0nxnP +  c, x“P~i + . . .
Die Schlufidifferenz dieser neuen Reihe ist, wenn 

wir die Schlufidifferenz der gegebenen Reihe mit d 
bezeichnen.
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Is t p =  1 , so erhalten wir eine Reihe derselben 
Ordnung (vergl. § 33).

4 . Multiplizieren wir dagegen jedes Glied yx mit 
dem entsprechenden Glied y so erhalten wir eine weitere 
Reihe, die gegeben ist durch

zx= y* ■ y'x =  «o\  *n+p+e, ^n+p“ 1+ es *n+p_2 +  • • •
D ie Schlufidifferenz dieser Reihe ist

( n +  u)l , ,
D , =  (n +  p)! a0 . b0 =  —  j- -  y -  d d,.

M u l t i p l i z i e r e n  w i r  a l s o  d i e  e n t s p r e c h e n 
d e n  G l i e d e r  z w e i e r R e i h e n  d e r  n t e n u n d d e r  
p t e n  O r d n u n g ,  so e r h a l t e n  w i r  e i n e  R e i h e  
d e r  O r d n u n g  (n +  p).

5.  P o t e n z i e r e n  w i r  e b e n s o  d i e  G l i e d e r  
e i n e r  a r i t h .  R e i h e  n t e r  O r d n u n g  m i t  d e r  
Z  ah 1 p, s o e r h a l t e n  w i r  e i n e  R e i h e  v o n  d e r  
O r d n u n g  n . p.

6 . Ebenso erhalten wir unmittelbar : z. B . :  D a s  
e r s t e ,  d r i t t e ,  f ü n f t e ,  s i e b e n t e  G l i e d  e i n e r  
a r i t h .  R e i h e  b i l d e n  w i e de  r e i n e  a r i t h .  R e  i h e 
d e r s e l b e n  O r d n u n g .  Und:

A d d i e r e n  w i r  zu d e n  G l i e d e r n  e i n e r  ar i t h .  
R e i h e  d e r  n t e n  O r d n u n g  d i e  G l i e d e r  e tc . e i ne r  
a r i t h .  R e i h e  v o n  n i e d r i g e r e r  O r d n u n g ,  so 
e r h a l t e n  w i r  e i n e R e i h e  d e r  s e l b  en O r d u u n g.

§ 37. Summen der Potenzen der natürlichen Zahlen.
Die Bernoullischen Zahlen.

1 . 0  1 4 9 16 . . . Quadrate der nat. Zahlen. 
1  3 5 7 . . .

2  2  2  -2 . . .
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Diese Bernoullischen Zahlen selbst sind von grofier 
Bedeutung für die hôhere Algebra.

5. Die oben entwickelten Summen lassen sich ihrer- 
seits wieder zur Summierung arithm. Reihen benutzen. 
Soll z. B . die Summenformel für eine Reihe aufgestellt 
werden, deren allgemeines Glied yx =  3 x s- } -2 x , - ( -x —  1 
ist, so erhalten wir für die Summe derselben 
S* =  3 .  S  (x8) +  2 S (xs) +  S (x 1) —  S (x°)

==-jx,(x+1/+f--x(x+1)(2x+1)+— (x+i) 

=  a ____ — X  — 1  1
4  6 4 6

§ 38. Limes S (xn) : x n+ 1 =  1 s (1 +  n) (fur n =  oo).
Die obigen Summen für die Potenzen der natür- 

lichen Zahlen finden verschiedene Verwendung, so 
namentlich in der Mechanik. Hierbei ist es oft nicht 
notig, den W ert der Summe selbst zu kennen, sondern 
man mufi vielmehr wissen, welchem W ert der Bruch 

l n +  2n+ 3 n+ . . .  +  xn
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4. Ebenso ist

4 y p — yp+ i— yp
4 "yp =  yp+2 — 2yP+ i + yP
^3yp= yP+« — 3 yP+ 2 + 3yp+ 1 — yp 

nnd allgemein:

A*yp= yp+q — ( 1 ) yp+q- 1  +  yP+ q- a ------- +  yP.

Sind die Glieder einer arithmetischen Reihe die 
Potenzen 1 1 , 2 <i, 34 etc., so wird aber A q ! und 
wir haben, wenn wir den Ausdruck rechts umgekehrt 
schreiben, die merkwiirdige Beziehung

±  q ! =  1  q _  (V) . 2q +  . 31 -  Q  . 45 +  . . .  ±  (q +  l)q,

wobei links das Zeichen 4~ fur gerade, das Zeichen — 
fiir ungerade q zu nehmen ist.

V I. Kapitel.

Figurierte Zablen.
§ 40. Entstehung der figurierten Zahlen.*

1. Bildet man von der Reihe
1  d d d d . . .

die Summenreihen, so erhalt man
(I.) 1 1  +  d l  +  2d  1 +  3 d 1 +  4 d 1 +  5 d

( i l . )  1 2 +  d 3 —)— 3 d 4 +  6 d 5 -f -1 0 d  6 -}-1 5 d
1 Mit den figurierten Zahlen beschâfrigte man sich namentlich 

viei in der ergten Hàlfte des 17. Jahrhunderts, so z. B. Faulhaber in 
ülm, der in den Pyramidalzahlen allerlei Wlnke über die gSttllche 
Weltordnung zn finden hoffte, aber aneh zur Kenntnis der Lehra 
derselben beitrng. Spater waren e9 Jakob und Joh. Bernonlli und 
Wallis, die sich besonders mit ihnen abgaben.
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(I I I .)  1 3 +  d 6  +  4d  l O + l O d  15 +  20d  2 1  +  35 d 
(IV .) 1  4 +  d 1 0  + 5 d 2 0 +  I5 d  3 5  +  35d  56 +  70d

u. s. w.
2. Setzt man in die Reihe I I .  für d n&cheinander 

die W erte 0 , 1 , 2 , 3 . . ., so entstehen die Reihen:

1  2 3 4  5 6  . . . (natürl. Zahlen),
1  3 6  1 0  15 2 1  . . . (Dreieckszahlen),
1 4 9 16 25 36 . . . (Quadratzahlen),
1 5 12 22 35 51 . . . (Fünfeckszahlen),
1  6  15 28 45 6 6  . . . (Sechseckszahlen)

u. s. w.

Diese Zahlen führen den Namen P o l y g o n a l -  
o d e r  V i e l e c k s z a h l e n .

3. Nimmt man ebenso in der Reihe I I I .  für d 
nacheinander die W erte 1, 2, 3 . . . ,  so erhalt man die 
P y r a m i d a l z a h l e n :

1 4 10 20 35 . . . (dreiseitige Pyramidalzahlen),
1 5 14 30 55 . . . (yierseitige Pyramidalzahlen),
1 6  18 40 75 . . . (fünfseitige Pyramidalzahlen)

u. a. w.

4. Wird weiter in den Reihen I .,  I I . ,  I I I . . . für 
d der W ert 0  gesetzt, so ergeben sich aus der Reihe 
die e i g e n t l i c h e n  f i g u r i e r t e n  Z a h l e n :

1 1 1 1 1  1 (fig. Zahl. d. 1 . Ord.)
1 2 3 4 5  6  ( „ n „ 2.  „ )
1  3 6  10 15 21 ( „ .  „ 3.  „ )
1 4  10 20 35 56 ( „ „ „ 4.  „ )
1 5  15 35 70  126 ( ,  „ „ 5.  „ )

u.  s. w.



§ 41. P o ly g o n a lz a h le n . B ild u n g  von F ig u re n  aus K u g e ln .
1. Bildet man aus einer Anzahl von Punkten oder 

Kugeln Figuren in der Gestalt von Dreiecken, so geben 
uns die Dreieckszahlen an, wie viele Kugeln oder 
Punkte wir hierzu brauchen. Es ist dies aus der fol
genden Anordnung ersiohtlich:

Polygonalzahlen. Bildung von Figuren aus Kugeln. 65

Von den Fünfeckszahlen an ist die Bildung dieser 
Figuren keine so übersichtliche mehr.

3. In  der obigen Reihe I I .  (§ 40) ist das n te 

Glied yn =  n +  -  d.

Bezeichnet man die Polygonalzahl durch F pn wo 
p die Zahl der Seiten des zugehôrigen Polygons an- 
g i b t ,  bo  hat man:

S p o r  e r ,  Nieilere Analysia.
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■̂ 4° — n +  * 2  == n*,

n.fn — 1) n (3n  — 1)F  n —  r, _1_____!_______ 1 Q —  — _-------------/
4 +  1 . 2  2 ’

F„n =  n - ( - -^ -—^ ^ - .4  =  n . ( 2 n —  1 ) u. s. w.

4. Führen wir für die Dreieckszahlen die besondere 
Bezeichnung 4 n e i n, so gelten für diese unter andern 
folgende Beziehungen:

a) D ie  S o m m e  d e r  Q u a d r a t e  z w e i e r  au f- 
e i n an d e r f  o l g e n  d e r  D r e i e c k s z a h l e n  i s t  wi eder  
e i n e  D r e i e c k s z a h l .

(4n)s +  (4n+l)’ =  4(n+l)>.
E s ist namlich 

n»(n +  l)*  (n +  l ) ’ (n +  2)s (n’ + 2 n + l ) ( n ’ + 2 n + 2)
4 4  1 . 2
b) D ie  S u m m e  d e r  Q u a d r a t e  v o n  2 p  a u f- 

e i n a n d e r f o l g e n d e n  D r e i e c k s z a h l e n  l â i l t  s i c h  
s t e t s  a l s  d i e  S u m m e  v o n  p a n d e r n  D r e i e c k s 
z a h l e n  d a r s t e l l e n .

(4n)! +  (4n +l)s +  (^n-f2), +  . . .  +  (-^n+2p—l)’
=  4 ( n + l ) ' +  ^(n+2)* +  i(n + 3 )*  +  . • • +  A (n+2p—1)’ .
c) D e r  U n t e r s c h i e d  d e r  Q u a d r a t e  z w e i e r  

au f  e in a n d e r  f  o l g e n  d e r  D r e i e c k s z a h l e n  i s t  ein 
"Wür f  el.

(4 n+I) * - ( 4 „ ) *  =  ( n + l ) * .
d) D ie  S u m m e  d e r  d r i t t e n  P o t e n z e n  d e r  

n a t ü r l i c h e n  Z a h l e n  i s t  s t e t s  d a s  Q u a d r a t  
e i n e r  D r e i e c k s z a h l .

1»+ 2 » +  3 » + . . .  +  q*= S ^ ± ! ï  =  (4q)>. (Vergl. § 37.)
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§ 42. Pyramidalzahlen.
B ildet man ebenso aus Kugeln regelmafiige Pyra- 

miden, so erhalt man aus der Anzahl der Kugeln die 
Pyramidalzahlen. Bezeichnet man die n-seitige Py- 
ramidalzahl mit P(n), so folgt aus Gleichung ( I I I .)  in 
§ 4 0 , wenn x die Zahl der Kugeln in einer Seite der 
Grundfiache der Pyramide ist:



68 Figurierte Zahlen.

§  44. B e re c h n u n g  von K u g elh a u fen .

1. Aufier in dreieckigen und quadratischen Haufen 
lassen sich Kugelhaufen noch auf rechteckiger Basia 
aufbauen. D ie Berechnung der Anzahl von Kugeln 
in einer drei- oder vierseitigen Pyramide ist gegeben 
durch die drei- und vierseitigen Pyramidalzahlen.

2. Is t  die Grundlage ein Beohteck und sind in 
der lângem Grundkante a , in der kürzem b Kugeln, 
so ist die Anzahl der Kugeln in der untem Schicht 
=  a . b. In  der über dieser gelegenen Schicht sind in der 
liingern Kante nur noch (a — 1), und in der kürzem noch 
b —  1, d. h. in der Schicht selbst sind (a — 1) (b —  1) 
Kugeln. Ebenso ist die Zahl der Kugeln in der 
nüchsten Schicht = ( a — 2 ) . (b — 2) u. s. w. Die Zahl 
der Schichten ist für den vollstandigen Haufen gleich b, 
und wir erhalten also für die Berechnung der Anzahl 
Kugeln im Kugelhaufen die Summe der Glieder der 
arithmetischen Reihe
ab  (a — 1) (b — 1) (a —  2) ( b - 2 ) . . . .  (a — b + 1 ) .  1.
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D ie zu dieser Reihe gehôrigen Differenzenreihen 
sind aber

— (a +  b — 1) — (a +  b —  3) — ( a + b  — 5) . . .
2 2 2

E s ist also

S =  ( ï ) . a b - ( 5 ) ( .  +  b - l )  +  2  . Q  

^ 4 ( 3 a b - b .  +  3 a + l ) = b > ( b + 1 ) - f - b +  1 ) -

Schreibt man diese Formel S  =  ^

so gibt der erste Faktor die Zabi der Kugeln an, die 
in einer dreiseitigen Seitenflache sich befinden, wàhrend 
der zweite Faktor das arithmetische M ittel aus den 
Zalilen der Kugel im Rücken des Haufens und aus den 
zu ihm parallelen Grundkanten desselben ist.

V I I .  Kapitel.

Interpolation.
§ 45. Ton den Funktionen im allgemeinen.

1. Ist irgend eine Gleichung
y =  f(x ) =  a x 3 +  b x ï +  c x  +  d oder y =  tangx 

gegeben, so heiflt in dieser y eine F u n k t i o n  von x. 
Setzt man für x verschiedene W erte, so erhâlt man 
auch für y solche verschiedene W erte. So findet man 
im ersten Beispiel für x = l ,  y=-  f  ( 1) =  a +  b +  c + d ,  
im zweiten für x =  0 , y =  0 .

2. x und y heifien die V a r i a b e l n  oder V e r -  
a n d e r l i c h e n  oder auch A r g u m e n t e .  Das Zeichen
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der Funktion wird durch Buchstaben ausgedrückt, denen 
—• jedoch nicht immer —  eine oder mehrere Ver- 
anderliche in Klammern beigefügt sind, wie durch 

f(*)> g (x), h (x> Y), F (x ) , F (z ) .
3. f  (1) bedeutet eine Funktion, in der für die 

Variable, etwa x, der W ert 1  gesetzt worden ist. Ebenso 
bedeutet f  (1, 2) eine Funktion, etwa von (x, y ) , in 
der für x  der W ert 1 , für y der W ert 2  gesetzt 
worden ist.

4. Eine Funktion heifit r a t i o n a l ,  wenn in ihr 
nur e i n e  e n d l i c h e  A n z a h l  v o n  A d d i t i o n e n ,  
S u b t r a k t i o n e n ,  M u l t i p l i k a t i o n e n  o d e r  D i 
v i s i o n  en auftreten. Kommen die Veranderlichen 
überdies in keinem Divisor vor, so heifit die Funktion 
g a n z ,  andernfalls g e b r o c h e n .  So sind z. B .

y =  (ax -f-b ) (cz +  d) und y =  a x 2 +  2 b x + c  
ganze rationale Funktionen,

a a x - f  b
 ̂ x ’ ^ cx - f - d 

gebrochene rationale Funktionen.
5. Eine F u n k t i o n  h e i f i t  v o m n t e n  G r a d ,  

wenn sie ganz ist und die Form
y =  a x ” +  b x 11—1 +  cx»—- +  . . . + p  oder 
y =  a xn +  b xn—1 . z +  c xn~ 2 . z’ + . . . . +  g z”

+  h xn— 1 - j - i . x n_ 2 . z + . . . .  
hat, d. h. wenn die Veranderlichen inden beiden Summen 
Glieder der Form  x“ resp. yfl. zv bilden und a resp. 
p-\-y hôchstens =  n ist. Funktionen der vier ersten

Grade heifien auch l i n e a r ,  q u a d r a t i s c h ,  k u b i s c h  
und b i q u a d r a t i s c h .

6 . Kommen in einer Funktion Wurzeln vor, wie
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ln y =  l/x, so nennt man die Funktion i r r a t i o n  al. Funk- 
tionen, in denen andere Operationen als die genanntpn 
auftreten, wielog x, sin x, ex etc., heiflen t r a n s e e n d e n t .

§ 46. B egriff der Interpolation.
1 . I n t e r p o l i e r e n  oder e i n s c h a l t e n  heifit a u s  

g e g e b e n e n W e r t e n  d e r F u n k t i o n  a n d e r e W e r t e  
d e r s e l b e n  b e r e c h n e n .  Es ist hierbei nicht not- 
wendig, dafl von der Funktion ein allgemeiner Ausdruck 
bekannt ist. Selbst wenn dem so ist, so kann er doch so 
kompliziert sein, dafl er sich zur direkten Ausrechnung 
nicht eignet. So sind auch von unseren meisten Tabellen, 
trotzdem die entwickelten Funktionen bekannt waren, 
nur die wenigsten W erte direkt bestimmt worden; die 
weitaus grôfite Zahl derselben ist vielmehr aus jenen 
wenigen Werten durch Interpolation gefunden worden. 
Die Lehre von der Interpolation ist deshalb wichtig.

2 . W ir setzen voraus, dafl sich d ie  F u n k t i o n ,  
um die es sich handelt, entweder v o l l s t à n d i g ,  oder 
doch m it  j e d e r  b e l i e b i g e n  A n n â h e r u n g  n a c h  
s t e i g e n d e n  P o t e n z e n  e i n e r  Y e r à n  d e r l i c h e n  
e n t w i c k e l n  la sse . E s ist hierbei unsere Aufgabe, aus 
einer gegebenen Anzahl von Werten, die die Funktion 
für gewisse Argumente annimmt, eine neue Funktion 
zu finden, welche der unbekannten oder doch zu sehr 
verwickelten Funktion so nahe kommt, dafl, für gewisse 
W erte der Argumente wenigstens, die gefundene Funk
tion ohne m e r k l i c h e n  F e h l e r  gesetzt werden darf.

3. Um dies auch geometrisch zur Ansehauung zu 
bringen, wollen wir auf einer Geraden von einem Punkt 
A  aus die Argumente A ï , = x ,  A X , = s l , A X 8= x ,  etc-
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abtragen und auf der Geraden in den Punkten X l ( X ,,  
X ,  . . .  Lote X , P ,,  X ,  P „  X ,  P s, . . . gleich den zu- 
gehôrigen Funktionswerten errichten. Yerbinden wir

die Endpunkte die- 
ser Lote je tz t durch 
einen Kurvenzug, 
so werden wir an- 
nebmen dürfen, daft 
z. B . für W erte x, 
die nabe bei x , 
liegen, die zuge- 

hôrigen W erte y gefunden werden, indem wir von A 
aus A X = i  abtragen und in X  auf A X  ein Lot er
richten ; das Stück dieses Lotes zwischen A X  und dem 
Kurvenzug ist dann der zu x gehôrige Funktionswert y.

§ 47. Interpolation bei arithmetisclicn Reihen.
z . ( z  — n — 1 ) d ' y 0 

' 1 . 2
7 =  7. 7,n +  l ’ - ^ . T  (n +  j.)- 

z(z —n—l ) ( z - 2 n  —2) A % r0 
(n +  1 )* ’ ~3V +  <

1. Is t irgend eine arithmetische Reihe gegeben, 
deren allgemeines Glied durch die Gleichung

y * = y o + ( i ) ^ y o + ( 2 ) - 4 , y o + ( 3) 43y . + . . .
bestimmt ist, und sollen zwischen die Glieder dieser 
Reihe je  n weitere Glieder eingeschaltet werden, so 
haben wir nur an Stelle von x nacheinander die Werte 

1 2  3 , n + 2
°» n + l ’ n + l ’ n + r  •• • ’ n +  l ‘ , .  zu setzen. Die

Bezeiohnung bleibt hierbei dieselbe, nur ist jetzt
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keine ganze Zahl mehr, d. h. es ist z. B .
(A  _  * • ( * — o  
\2/ 1 . 2

z
Setzen wir aber allgemein x =  > 80 geht das 

allgemeine Glied der neuen Reihe über in

y z = y o + [ n+ ! J - ‘4 y<r*~^n1>'1 ' ‘d8y°^" ‘

__ ,____^ y 0 , 2 (z — n — 1 ) 4* y,
“ y o ^ n  +  l  • 1  ! ( n + l ) *  • 2 ! ^  

z (z — n — l ) (z  — 2 n —  2 ) dsy0

(n +  l ) s • 3 ! +  >- -
und die interpolierte Reihe wird erhaltan, indem wir 
bier fiir z nacheinander die W erte 0, 1, 2, 3 . . . setzen.

2. Is t  z. B . die Reihe zweiter Ordnung 4, 7, 12 . . . 
gegeben und sollen zwischen je  zwei Glieder dieser Reihe 
zwei neue Glieder eingeschaltet werden, so haben wir 
aus dem allgemeinen Glied

yx =  4 + ( i )  • 3 +  (2) 2
fiir die interpolierte Reihe das neue allgemeine Glied 

yz =  4 + - | - . 3 +  Z ‘ ^ 9  3 \ y ^  =  4 + z  +  -| -z (z — 3).

Setzen wir hierin z = 0 ,  1, 2, 3 . . ., so erhalten 
wir die Reihe

7 7 4 1
4  4 9 5 9 7  8 F  1 0  9" 12‘

3. W ir haben in obigem Beispiel die W erte der 
interpolierten Glieder direkt ans dem allgemeinen Glied 
der neuen Reihe entwickelt. E s  ist dies aber praktisch 
oft zu umstaadlieh, namentlich dann, wenn der Aus-
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druck für das allgemeine Glied yz ein zur Berechnung 
von yz etwas unbequemer wird. Haben wir nâmlich 
die ersten Glieder der interpolierten Reihe 80 weit ge- 
funden, daü wir die Schlufldifferenz der neuen Reihe 
durch die Differenzenreihen ableiten konnen, so konnen 
wir von der Schlufldifferenz aus rückwârts die Differenzen
reihen und die interpolierte Reihe aufbauen. Das obige 
Beispiel würde uns die folgende Entwickelung geben, 
wobei die Zahlen rechts der Geraden rückwârts von 
der Reihe der Schlufldifferenzen aus aufgebaut sind, 
wâhrend nur die 2 ersten interpolierten Zahlen der 
Reihe direkt bestimmt worden sind.

7 7 / 4  1 1
4  4 9 5 9- 7  /  8 9 109 1 2  149

7 9 n . / 1 3  15 17 19 2 1  

9 9  9 / 9  9 9 9 9
2 2 /  2 2 2 2̂  2
9 9 /  9 9 9 9 9

§ 48. Iiiterpolationsfonncl für Argumente, die eine 
arithmetische Reihe erster Ordnung bilden.
V — V I x ~~*° 4 y» I ( x — x „ ) ( x — x , ) 4 ‘ y . s Jo -r  J  • A x -r i  2  CAX)i

(x  —  x „ )  (x  — x , ) ( x — x 8) A ’ y„
_ 1 . 2 . 3  '  +

1. Bilden die gegebenen Argumente eine arithmetische 
Reihe der ersten Ordnung x0, x , , x , ,  x s . . .  x n, so konnen wir 
annehraen, dafi die Funktionswerte y0, y,, y, . . .  yn eine 
arithmetische Reihe vonhôchstensderntenürduung bilden. 
Das allgemeine Glied dieser Reihe wird aber die Form

y* =* y» +  Q  * y.+ ( 2 ) * * y,+ Ç) 41 y, + . . .
haben.
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2. Setzen wir x ^ x o  +  j x ,  x8 =  x0+ 2 i x ,  x , =  
x0 +  3 A x . . . ,  xp =  x0 +  p . 4 x ,  so finden wir für z =  p 
xP =  x0+ p z l x  =  x1-)-(p — l ) Ax  =  xa +  (p — 2 ) 4 x  =  . . .  

und hieraus wieder
_ ~~ Xp Xj Xn X.
P =  — t------, p —  1 =  — t----- f p —  2 =  — ------u.s.w.,also:Ax r Ax 7 r Ax ’

p (p — i)
(XP X0 ' (*P  x l )

(4 x ) '
( X p  — x„)(xp— x ,)(x p —  X , )

( 4 x ) 8 'P Cp — l)(p  — 2) =

Diese W erte in die obige Gleichung eingesetzt, 
gibt aber, wenn zugleich xp =  x  gesetzt wird, die Inter
polationsformel:

V = v  _ i _ 2 L r x » 4  y» i x — x » * — x < ! x ~ x o
J  j o "T" | A x l  ' 2 

-x ,  x — x„ 4 ax,
3

(Ax)»

‘ 2 ' 3 ' ( Ax f
3. B e i s p i e l .  Es soll aus den bekannten W erten 

der Logarithmen von 103, 104, 105 und 106 der Loga- 
rithmus von 104,5 gefunden werden.

W ir verlassen hierbei, wie bei der eigentlichen 
Interpolationsrechnung überhaupt, die Anordnung, die 
wir bei den arithmetischen Reihen getroffen hatten, in- 
dern wir die Funktionswerte nicht mehr horizontal, 
sondern vertikal schreiben. Sonst bleibt sich die An
ordnung wesentlich gleich.
A-rg.
103
104
105
106

log 103 =  2 . 012 837 225 
log 104 =  2 . 017 033 339 
log 105 =  2 . 0 2 1  lh9 299 
log 106 =  2 . 0 2 5  305 865

A'ÿ 4 3y

4 196114 
4 155 960 
4 116 566

— 40154
— 39 394 760.
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E s ist hier x — x0= l , 5 ;  x — x ,= 0 ,5 ;  x — xa= — 0,5 ; 
x — x3 =  — 1,5, also <

, 3  „ . 3 1 4 2y 3 . 1 . 1  4 8 y 
y4— y y o r 2 , y«' 2 2 1 . 2  2 . 2 . 2 1 . 2 . 3

=  2 .0 1 2  837 225 +  0 .0 0 6  29 4 171 —  0 .0 0 0  015 058 
— 0 . 000  0  000 48 =  2 . 019 116 290 

Letzterer W ert ist auf 9 Stellen genau. Im  Schéma 
haben wir der Einfachheit halber bei den Differenzen 
die Nullen im Anfang weggelassen.

§ 49. Die Interpolationsfonnel yon Lagrange.
(x — x .) (x — x,) (x  — x3) . . .  (x — x„)

J  — (x0 - x , ) ( x 0 — X2)(J(0— Xa) . . . (Xq xu)
(x — x0) (x  — xa) (x — x 3) . . .  (x — x „)
(Xj x0) (x, — X j )  (x, — x3) . . . (x,— x n) 1 

(X — x„) (x — X.) (x — X,) . . .  (x — x n) y #
(xa — x0) (x, — x,) (xa— X,) . . . (Xj— xn) *
W ird

y *= A»y0 +  A. y.+ +  • v + A„yn
gesetzt, so müsseu für x0 samtliche Glieder aufier A 0 y0 

verschwinden. Dies ist nur dann moglich, wenn aile 
Koeffizienten A  aufier A 0 den Faktor (x — x0) ent
halten. Setzt man ebenso x =  x ,, so müssen wieder aile 
Koeffizienten aufier A , verschwinden, d. h. den Faktor 
x — Xj enthalten. E s folgt dies daraus, dafi die Gleichung 
gelten mufi, gleichgültig, welcheW erte wir den einzelnen 
Funktionsgrofien y beilegen, d. h. für aile beliebigen 
W erte y , ya, y3 . . . Fâhrt man so fort, so findet man, 
dafi die obige Gleichung in folgende übergeht:

yx= ao (x—xJ  (x—x2) (x—x8) • • (x—x„)y»
+  ®i (x —  xo) (x —  xs) (x —  X3) . . .  (x —  x j  y,

+  a>(x — x0)(x  — x ,)(x  — xa) . . . ( x  — xn)y ,
+  a4 (x —  x0 (x — x j ) (x —  xs ) (x —  x4) . . .  (x -  xu) y,  +  . . .



Setzt man hier aber x =  x0, x =  xt u. 3. w., so er- 
halt man:
y» =  a0 (x0 — x,) (x0 — x ,) (x0 —  X3)  . .  . (x0 —  x p)y 0,

y.= a, (x,—x0) (x,—x?) <x—x3) • • • (xi—x„) 7i>
y» =  a2 (x .  —  x o) ( x .  — Xl ) ( X2— X a ) - - -  ( x » —  X n) y .  u - S. W. 
tind also

1

Interpolationsformel von Newton. 77

a ° > 0 — X. ) ( X0 — X2>(X0 — Xs ) - -  
1

• ( x o —  Xn/

a ‘ _  (x : —  x o) ( X 1 —  x 2) ( X 1 —  x a) • 
1

• •(X ,—  Xn)’

u. s. w.
2 (XJ — Xo)(Xî — Xl ) ( X2 — X3 ) - " ( X2— X_n)

Diese W erte in die letzte Gleichung für yx eingesetzt, 
gibt die Interpolationsformel.

§ 50. Interpolationsformel yon Newton.1

Jx =  y, +  K  ( *  -  *„) +  A, (x -  x„) (x — x ,)
+  A, (x — x 0) (x — x,) (x — xs) -h • • •

1. D ie Interpolationsformel von Lagrange zeichnet 
sich durch ihre Gleichartigkeit in Bezug auf die Argu
mente aus, aber sie ist in dieser Form doch wenig ge- 
eignet zur Interpolation selbst, da sie auf umstândliche 
Rechnungen führt. E s bedarf deshalb einer Umfonnung 
derselben. E s ist :

— —  =  +  1 •
X0 X2 X0 ~ X2 ’
X  —  X 1 x ----x * X -----X .  / X  —  X„\ X  —  X.- X ,  X —  X , = X  —  X , / X  —  x„\ 

*1 X0 *2 X0 X1 \ X0 X2/x 0 X1 Xû X2 Xo X1 \ x 0 X2/ X0 X1
I x ~ X 1  x ~ x o  t  . x  — x „  , x  — x ,  x ~ x ,  ( T / )

X 0 ~  X 1 X 0  X 2 X 0  X 1 X 0  X 1 X 0  X 2 

Ebenso ist
und

X 0 ~  X 8  X 0 — X 3  X 0 — X 1 X 0  X 2 X 0  X 3

1 Prlncipla Philos, natur.
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Diese Formel ist deshalb für die Berechnuug ge- 
eigneter, weil die Ausdrücke in den Klammern ein 
für allemal berechnet werden kônnen. Aufierdem ist in 
dieser Formel die Korrektion ersichtlich, welche eintritt, 
Wenn zur Berechnung ein weiteres Element hinzutritt.

3 . D ie Ausdrücke in den Klammern lassen sich 
aber noch auf einfache A rt rasch ausrechnen. Be- 
zeichnet man dieselben durch A o; A t , A 2 . . so geht 
die Formel über in

J x =  yo +  A o(x - xo ) +  A 1(x — X0)(x  — x,)
+  A s ( x  — x 0 ) ( x  — x , ) ( x — x , )  . . .

Sei weiter xzzrxj, so folgt

I s t  terner:
■r_y2 yi p 7s y2 -n y* y3 A Ao — v U = --------- , JD0= --------- etc.: so is t :

X * — X 1 °  X 8 — X 3 °  X 8
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4. B e i s p i e l .  Aus den gegebenen W erten von 
sin 42° 0 ', sin 42“ 2', sin 42° 3/ sin 42“ 5 ' und sin 4 2 “ 6' 
Boll sin 42° 4 ' berechnet werden.

Argument x y

x0 =  42° 0' s in x 0 =  0 . 6 1 2  907 053 653
x, = 4 2 °  2' sin x,  =  0 . 6 1 3  155 257 923
x2 =  42° 3' sin x,  =  0 . 6 1 3  279 337 366
x3 =  42° 5' s in x 3 =  0 . 6 1 3  527 450 853
x4 =  42° 6' sin x4 = 0 . 6 1 3  651 484 891

■̂ 0) ®0> O()|D0 A0, B ,, C, A 2, b 2 As

124 102 135 
124 079 443 
124 056 744 
124 034 038

—  7564
—  75663
—  7568,

<o
o 

o
 

1 
1 0

sin 42°4 ' =  0,612 907 053 653 +  4 .0 ,0 0 0  124 102 135 
— 4 .2 .0 ,0 0 0  000  007 5 6 4 — 4 .2 .1 .0 ,0 0 0  000 000 000, 

=  0,613 403 401 677 (auf 12 Stellen genau).
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IV . A b s c h n i t t .

U nend liche Reihen.

V I I I .  Kapitel.

Summierbare Reihen. Konvergenz und Diyergenz 
nnendliclier Reihen.

§ 52. Bildnng: summierbarer Reilien.
1. W ir haben bereits summierbare Reihen kennen 

gelernt, nâmlich die arithmetischen Reihen. So ist z. B . 
die Summe der Reihe

1 . 3  +  3 . 5  +  5 . 7  +  7 . 9 H ------+  (2 x —  1) (2 x +  1) 

=  y  +  -g -(2 x  - l ) (2 x - ) -  l ) (2 x - f -  3).

Andere Beispiele summierbarer Reihen bilden die geo- 
metrischen Reihen (vergl. Sammlung Gôschen, Algebra, 
§ 27). W ir haben z. B .

1 1 1  1 2n+1— 1
■" 2 4 ' 8 +  ' ' ' +  2 n 2“

2. Aufier den arithmetischen und geometrischen 
Reihen lassen sich noch eine Menge anderer Reihen auf- 
stellen, deren Summen gefunden werden konnen. Es 
sei irgend eine Reihe

a +  b +  c +  d +  e . . .  +  p 
gegeben. Aus dieser Reihe lâfit sich die neue Reihe 

(a —  b) -}— (b —  c) -|- (c d) -|- . . .  -\- (0 p) 
bilden, deren Summe =  a — p ist.

S p o r  e r , Niedere Analysis. 6
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S sn =  l  +  3 x  +  6 x i!+  . . .  +   ̂ j . x n 1

/ 1 — xn \ n . xn / n + l \  xn

S 4u =  l + 4 x + l 0 x ! +  . . .  +  n̂ ^ 2j  . x 0- 1

_  1 — xn /n\ xn / n + l \  xn /n~^\ x° 
- ( T Z ± ÿ - [ l )  ( ï = ï ÿ - [  2 ) ( 3  j i ^ t

§ 54. Einteilung' der unendlichen Reihen in kouvergente 
und divergente Reihen.

1. Unter Reihen versteht man,  wie bereits durch 
dasBisherige bekannt ist, eine Anzahl von algebraischen 
Grofien, die durch Addition oder Subtraktion mit- 
eiuander verbunden sind. Is t die Anzahl der Glieder 
eine endliche, so heifit die Reihe e n d l i c h ,  ist die 
Anzahl der Glieder dapregen unendlich grofi, so heifit 
die Reihe selbst u n e n d l i c h .

2. Is t  es môglich, für eine Reihe einen e n d l i c h e n  
W e r t  a n z u g e b e n ,  d e m d e r  W e r t  d e r  R e i h e  
i m m e r  n â h e r  u n d  n à h e r  k o m m t ,  j e  m e h r  
G l i e d e r  d e r  R e i h e  i n  R e c h n u n g  g e n o m m e n  
w e r d e n ,  so s a g t  m a n ,  d i e R e i h e  k o n v e r g i e r e  
g e g e n  d i e s e n  e n d l i c h e n  W e r t ,  u n d  d i e  R e i h e  
s e l b s t  h e i f i t  k o n v e r g e n t .  Den W ert, dem die 
Reihe sich nahert, bezeichnet man als ihren G renzw ert:1 
derselbe wird durch limes, abgekürzt lim, bezeichnet. 
So ist z. B .

hm ( i T â  +  T r i  +  ¥ 7 4  +  •••) =  *•

> V e r g l .  h ie z u  § 60.
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3. Ist es dagegen nicht môglich, einen solchen 
endlichen Grenzwert anzugeben, sondern wird der W ert 
der Reihe mit der Zahl der Glieder selbst unendlich 
grofi, so sagt man, die Reihe d i v e r g i e r e ,  oder sie 
sei d i v e r g e n t .  Eine solche divergente Reihe ist z. B .

1 +  2 +  4 +  8 + 1 6 . . .
4. Aufier konvergenten und divergenten unter- 

scheidet man manchmal noch eine dritte A rt von Reihen, 
namlich o s z i l l i e r e n d e  Reihen. B ei diesen kann 
man keinen bestimmten W ert für die Reihe angeben; 
man wird vielmehr, je  nach der Zahl der Glieder, die 
man nimmt, zwei verschiedene W erte erhalten, denen die 
Reihe sich nahert. So erhalten wir in der Reihe

je  nachdem wir eine gerade oder ungerade Zahl von 
Gliedern nehmen, für eine grofie Anzahl von Gliedern

2 2
nahezu den W ert -5- oder 1 -5 -, d. h. der W ert der Reiheo o

2 2
s c h w a n k t z  wischen -g- und 1  -g-. Man spricht bei diesen

Reihen manchmal auch von einem m i t t l e r e n  W ert 
derselben.

§ F>5. Beispiele konvergenter nnd divcrgeuter Reihen.
1. Das einfachste Beispiel einer konvergenten Reihe 

ist die geometrische Reihe, deren Exponent (Quotient) 
kleiner als Eins ist. So haben wir als W ert S  der Reihe

8  =  l + x  +  x , +  . . .  für x <  1, S  =  —

W ird aber x =  1 , so wird S  unendlich grofi und 
ist x >  1 , so ist dem noch mehr so.
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d. h. eine divergente Reihe. In  letzterer ist aber jedes 
Glied kleiner als das entsprechende Glied der ersten, 
nlso ist die ursprüngliche Reihe um so mehr divergent. 
] s t  a < d ,  so ersetzen wir a durch d und verfahren 
ebenso.

§ 56. Konvergenz der Reihen, deren Glieder ab- 
wechselnd positiv und negativ sind.

1. Soll eine Reihe überhaupt einen endlichen W ert 
haben oder konvergieren, so müssen deren Glieder, 
wenigstens von einem bestimmteu an, kleiner und kleiner 
werden und zwar müssen sie zuletzt Null zur Grenze 
haben. Eine Abnahme der Glieder allein genügt nicht, 
wie z. B  die Reihe

O, 11 +  0, 1 0 1 + 0 ,  ICO 1 +  0, 100 01 +  . .  . 
zeigt, deren W ert unendlich grofi ist.

W ir haben also als e r s t e  B e d i n g u n g  d e r  
K o n v e r g e n z  e i n e r  R e i h e

«i +  Uj +  n, +  u4 +  . .  • +  un +  U u + i+  . . 
d a fi l i m e s  ua =  0  für n =  oo ist.

2. N e h m e n  a b e r  d i e  G l i e d e r  e i n e r R e i h e ,  
v o n  e i n e m  b e s t i m m t e n  a n ,  i m m e r  m e h r  ab  
u n d  h a b e n  d i e s e l b e n  N u l l  z u r  G r e n z e ,  so 
k o n v e r g i e r t  die  R e i h e  s t e t s ,  we nn die Gl i e d e r  
a b w e e h s e l n d  p o s i t i v  u n d  n e g a t i v  s i nd.

Um dies zu zeigen, wollen wir annehmen, dafi 
diese Eigenschaft der Glieder mit dem ersten beginne. 
W are dem nicht so, so würden wir einfach den Teil 
der Reihe, der diese Eigenschaft nicht zeigt, besonders 
berechnen.
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W ir erhalten aus S  =  u, —  u, +  u, —  u4 -j- n6 —  . . .
S =  (u,—  u,) +  K — u4) +  (u#— u ,) +  . . .,

d. h. die Reihe hat jedenfalls einen positiven W ert, 
da aile Ausdrücke in den Klammem positiv sind, oder 
es ist S > 0 .

Schreiben wir dagegen

S =  u, —  {(u , —  u,) +  (u4—  u6) +  (u6 — u7) +  . . . } >  
so tinden wir ebenso, dafi der W ert der Reihe auch
<  u, ist, oder dafi

u , > S > 0 , 
d. h. die Reihe konvergiert.

3. Bezeichnen wir weiter den W ert der ersten 
n Glieder der Reihe m it S n, so haben wir für den 
W ert der übrigen Glieder

R  =  +  (un+l —  Un-1-8 +  Un+3 —  U n+ 4  + • • • )•

Fü r diesen Rest erhalten wir ebenfalls, dafi sein 
W ert zwischen 0  und un+ i liegt. V e r n a c h l a s s i g e n  
w i r  a l s o  a l l e G l i e d e r  d e r R e i h e  vo m n t e n  ab,  
so i s t  d e r  F e h l e r ,  d e n  w i r  b e g e h e n ,  j e d e n 
f a l l s  k l e i n e r  a l s  d a s  G l i e d  un̂ _i d e r  R e i h e ,  
o d e r  es  i s t ,  a b s o l u t  g e n o m m e n ,  S — S n<Cun-|-i-

4. So erhalten wir z. B . in der Reihe

_________ L + _ i -------------. .
1 . 2  2 . 3 3 . 4  4 . 5  5 . 6  

S6 = 0 , 4 .  Dieser W ert ist zu grofi, aber der Fehler, 
der begangen wird, wenn wir anstatt der Reihe S 6

setzen, ist <  g—  ̂, d. h. <  0,023 . . . ,  und der wirkliche 

W ert der Reihe liegt also zwischen 0,377 . . .  und 0,4.
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§ 57. Kennzeiclicn der Konrergenz.
1. E s  gibt keine allgemeine Regel, nach der bei 

jeder Reihe sofort entschieden werden kann, ob sie 
konvergiert oder divergiert. Man ist vielmehr genôtigt, 
iu jedem besondern Fall eine besondere TJntersuchung 
darüber anzustellen, ob die Reihe konvergiert oder 
nicht. Ein wichtiges Mittel hierfür ist aber die Ver- 
gleichung der Reihe mit einer andern Reihe, von der 
man weifi, ob sie konvergent oder divergent ist. S i n d  
vo n  z w e i  R e i h e n

U =  ul +  u, +  u8+  . . .
V  =  v, +  v,  +  v , +  . . . ,

d e r e n  G l i e d e r  a i l e  p o s i t i v s i n d ,  v o n  e i n e m  
b e s t i m m t e n  a b  w e n i g s t e n s ,  d i e  G l i e d e r  d e r  
e i n e n  R e i h e  a i l e  k l e i n e r  a l s  d i e  e n t s p r e c h e n -  
d e n  d e r  a n d e r n ,  d. h. i s t  z. B . vp< u p, so  w i r d  
d i e  R e i h e  V  k o n v e r g i e r e n ,  w e n n  d i e  R e i h e  
U k o n v e r g i e r t .  I s t  d a g e g e n  t p > u p,  so w i r d  
a u c h  d i e  R e i h e  V  g l e i c h z e i t i g  m i t  d e r R e i h e  
U d i v e r g i e r e n .

2. Unter den Reihen, über deren Konvergenz oder 
Divergenz sofort entschieden werden kann, ist aber 
insbesondere die geometrische Reihe

1 +  x +  x* +  x * +  . . .
1 __xn

Deren Summe erhalten wir =  —------- . Die Reihe
1 — x

konvergiert für x <  1 , divergiert dagegen für x >  1 .
E s sei nun für die gegebene Reihe 

U  =  u, +  u, +  u, +  n4 + .  . ,

R eihen m it nur positiven G liedern.



Kennzeichen der Konvergenz. 93

wenigstens von einem bestimmten Gliede ab, < e ,
Un

wo e einen bestimmten W ert < 1  hat. W ir haben 
dann: un+i<  e . un, un-|-2<  eun-f-i<  e’ .u n, u n -fs< *3.u n 
n. s. w. und somit:
lim (nn+i +  Un-|-2 -t- . . .) <  ïun  +  e2un +  «3un+ . . .  oder 
lim (un-|-i -f- Un+a +  . • •) <  Un(* +  «2 +  e3 +  «4) + . . . )  d. h.

€

<  un • -j— e , d. h. = 0 ,  

oder die Reihe konvergiert.
3. Is t dagegen » > 1 ,  so erhalt man ebenso:

1 __ en
lim (un-t-i +  Un+2 +  un-f-3 + . . . ) >  un s  ̂ , d. h. =  *  ; 

die Reihe divergiert. W ir haben also:
I s t  v o n  e i n e m  b e s t i m m t e n  G l i e d  ab  l i m  

n"̂ 1- <  e u n d  i s t  e um e i n e  a n g e b b a r e  G r ô f i eUn
vo n  E i n s  v e r s c h i e d e n ,  so k o n v e r g i e r t  d i e

R e i h e  U.  I s t  d a g e g e n  l i m e s  Ull-~̂ 1->  e und ist e
Un

um e i n e n  a n g e b b a r e n  W e r t  g r ô f i e r  a l s  E i n s .  
so d i v e r g i e r t  d i e  R e i h e .

4. W ir wollen ausdriicklich noch hinzufügen, dafi 
dieser Satz meistens für die Untersuchung der Kon- 
vergenz oder Divergenz einer Reihe genügt, dafi aber 
aus j e d e r  R e i h e ,  v o n  d e r  w i r  w i s s e n ,  wa n n  
s i e  k o n v e r g i e r t  o d e r  d i v e r g i e r t ,  e i n  M i t t e l  
z u r  U n t e r s u c h u n g  d e r  K o n v e r g e n z  o d e r  
D i v e r g e n z  a n d e r e r  R e i h e n  a b g e l e i t e t  we r de n 
k a n n .

5. B e i s p i e l .  F ü r die Reihe
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haben wir

un+i x .(n  + l ) ( n  +  2 ) 1  n
um -------=  —— r-rr-7— f-57-  =  x . ------- - = x  (furn  =  00).

Un (n -f-2)(n  +  3) 1 +  —
n

D ie Reihe konvergiert also für x <  1 , divergiert 
dagegen für x > l .

§ 58. Konvergenz für den Grenzfall lim ^ 5± l— l . 1
" n

1 . Das obige M ittel zur Untersuchung der Kon
vergenz oder Divergenz einer Reihe versagt für den

FaJl, dafi lim — —  =  1  ist. So z. B . für die Reihe 
un

s = ï ï + F + i ï+ •
E s ist hier

d. h. für n =  oo, l im -^ ;^  =  l .un

Um zu untersuchen, ob die Reihe konvergiert oder 
divergiert, vergleichen wir dieselbe mit der Reihe

St =  1 TT2 +  2T3 +  371  “*■ ' • ‘
deren W ert wir aus § 52 als — 2 fanden und von der 
wir wissen, dafi sie konvergent ist. Jedes Glied der 
Reihe S  ist aber je tzt gleieh oder kleiner als das ent- 
sprechende Glied der Reihe S ,, d. h. der W ert der ge- 

■ V e r g l.  h ie r ü b e r  z  B .  S t e r n ,  A lg e b r .  A n a ly s is .
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gebenen Reihe ist kleiner al3 der W ert der Reihe S ,.
E r  liegt somit, da er jedenfalls positiv is t . zwischen

n 2
O und 2. In  der T at ist der W ert der Reihe —  •o

2. Um auch für diesen Grenzfall ein M ittel zur 
Untersuchung zu erhalten, das in vielen Fâllen genügt, 
gehen wir von der Reihe
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- j-a aX (c o s 3 9 > + i8 in 3 ç ) )+ . .
=  a0-)-a1 X c o s g) +  aî X ! co s2g > + . .
+  i . ( a 1.Xsinç>-(-aJ .X, 3in2gp-f". .) ,

nnd wir haben:
E i n e  P o t e n z r e i h e  i s t  f ü r  e i n  k o m p l e x e s  

A r g u m e n t  s t e t s  k o n v e r g e n t ,  w e n n  a i e  es  f ü r  
d e n  M o d u l  d e s  A r g u m e n t s  i s t .  X  heifît der 
Modul von y +  iz .

§ 60. Allgemeine Konvergenzbcdingnng. Unbedingte 
und bcdingte Konvergenz.

1. W ir haben oben unsere Untersuchungen über 
Konvergenz wesentlich auf Reihenvergleichung gestützt. 
E s bleibt uns noch übrig, das allgemeine Kriterium der 
Konvergenz einer Reihe anzuführen. E s sei

8p =  u ,+ u 1+ u 1+ . .  - + u p. 
es ist alsdann die n o t w e n d i g e  und h i n r e i c h e n d e  
B e d i n g u n g  f ü r  d i e  K o n v e r g e n z  d e r  R e i h e ,
dafi  Sp-l-q —  S q  =  Sp+ 1 +  Sp_|_2 +  . .  • +  Sp-fq
n u r  d u r c h  W a h l  v o n  p f ü r  j e d e s  q b e l i e b i g  
k l e i n  g e m a c h t  w e r d e n  k a n n .

W ir müssen jedoch dieserhalb auf eingehendere 
Werke verweisen.1

2. W ie wir weiter oben fanden, ist eine Reihe von 
Gliedem mit abwechselnd positiven und negativen Vor- 
zeichen konvergent, wenn die Glieder der Reihe gegen 
Null konvergieren.

E i n e  s o l c h e  R e i h e  w i r d  d a n n  i m m e r  
k o n v e r g i e r e n ,  w e n n  d i e  R e i h e  d e r  G l i e d e r

1 VergL etw a: Encykl. der math. Wissensohaften, Bd. 1, A. 8, 
p. 78 oder Lipschitz, Grundlehre der Analysis, Bd. 1, p. 502 u. f.



s â m t l i c h  m i t  p o s i t i v e n  V o r z e i c h e n  g e n o m 
men k o n v e r g i e r t .  H i e r b e i  i s t  es  d a n n  g l e i c h -  
g ü l t i g ,  i n  w e l c h e r  R e i h e n f o l g e  d i e  G l i e d e r  
e i n e r  s o l c h e n  R e i h e  z u s a m m e n g e f a f i t  w e r 
den.  I n  d i e s e m  l ' a i l e  s a g t  m a n ,  d i e  R e i h e  
k o n v e r g i e r e  ( a b s o l u t )  u n b e d i n g t .  I s t  j e d o c h  
d i e  R e i h e  d e r  G l i e d e r  m i t  l a u t e r  p o s i t i v e n  
V o r z e i c h e n  n i c h t  k o n v e r g e n t ,  so k a n n  d u r c h  
U m o r d n u n g  d e r  G l i e d e r  d i e  K o n v e r g e n z  d e r  
R e i h e  v e r l o r e n  g e h e n  o d e r  a b e r  d i e  R e i h e  
z w a r  n o c h  k o n  v e r g i e r e n ,  a b e r  g e g e n  e i n e n  
a n d e r e n  W e r t . D a f i  d i e s  b e i  j e d e r  s o l c h e n  
R  e i h e  a u c h  w i r k l i c h  e i n t r e t e n  k a n n .  i s t  von 
R i e m a n n  g e z e i g t  wo r d e n .  E i n e  s o l c h e R e i h e  
h e i f i t  b e d i n g t  k o n v e r g e n t . 1 Doch müssen wir 
auch hier auf umfassendere W erke verweisen; wie etwa 
auf die angeführte Encyklopâdie der mathematischen 
Wissenschaften.

IX . KapiteL

Die Methode der unbestimmten Koeffizienten. 
Umkehrung von Reihen.

§ 61. Darstellung einer Funktion durch eine 
nnendliche Reihe.

1. Sei irgend eine Eunktion y durch die beiden 
Reihen

y =  a0 +  a, x +  a, x*-f- a3 x 8+  . . .  und 
y = b 0 +  bt x +  b, xs+ b 3 x s +  . . .  

dargestellt und seien diese Reihen für bestimmte Werte

1 Die Unterscheidung zwischen bedingter und nnbedingter
Konvergenz rührt von Dirichlet her.

Darstellung einer Funktion durch eine unendl. Reihe. 99



von x =  0, einschliefllich bis zu einem bestimmten an. 
deren Werte, konvergent, so fo lg tfü rx  =  0  unmittelbar 
a0 =  b0 und liieraus

yJ = a 1 +  ai x + a sx ,  +  . . .  
y4 =  b, +  b ,x  +  b3 x 2+ . .  

woraus wieder a, =  b, und sofort a, =  b2 etc. folgt. Es 
ist hierbei aber notwendig, dafi die Reihen auch für 
x =  0 konvergent sind, andemfalls sind diese Schlüsse 
nicht zulâssig. Entsprechendes gilt für die folgenden 
Untersuchungen.

E i n e  F u n k t i o n  k a n n  a l s o  n u r  a u f  e i n e  
e i n z i g e  A r t ,  w e n n  ü b e r h a u p t ,  d u r c h  e i n e  
e n d l i c h e  o d e r  u n e n d l i c h e  R e i h e  v o n  G 1 i e- 
d e r n ,  d i e  s t e i g e n d e  P o t e n z e n  e i n e r  V e r -  
a n d e r l i c h e n  s i n d ,  d a r g e s t e l l t  w e r d e n .

2. Eine unmittelbare Polge hiervon ist: V e r -  
s c h w i n d e t  d e r  W e r t  e i n e r  P o t e n z r e i h e  f ü r  
j e d e n  W e r t  d e r  Y e r à n d e r l i c h e n ,  so s i n d  
s â m t l i c h e  K o e f f i z i e n t e n  d e r  G l i e d e r  d e r  
R e i h e  g l e i c h  N u l l .

§ 62. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten.
1. A uf dem in § 61 Entwickelten beruht die 

Methode der unbestimmten Koeffizienten. Das dabei 
angewandte Verfahren nimmt an , eine Funktion lasse 
sich in eine Potenzreihe entwickeln, also in eine Reihe 

y =  a0 +  a , x + s 1x ' + . . - ,  
deren Koeffizienten aber vorerst noch unbestimmt sind 
und zu deren Bestimmung aus den Eigenschaften der 
Funktion Gleichungen abgeleitet werden. B e i  d e r  
g e f u n d e n e n  R e i h e  i s t  a b e r  s t e t s  e i n e U n t e r -

100 Die Methode der unbestimmten Koeffizienten.



s u c h u n g  ü b e r  i h r e  K o n v e r g e n z  o d e r  D i v e r 
g e n z  zu v e r a n s t a l t e n ,  d e n n  n u r  u n t e r  d e r  
B e d i n g u n g  i h r e r  K o n v e r g e n z  d ü r f e n  w i r d i e  
l ' u n k t i o n  g l e i o h  d e r  R e i h e  s e t z e n .  Einige 
Beispiele werden das Verfahren am besten zeigen.

2. B e i s p i e l .  y =  -z— ;— s- soll in eine Reihe r  J 1 — 2 x + i ’
entwickelt werden.

1 — 2 x  +  x» =  (ao+ a, x + a, x * -+ a, x 3 +  . . .)

Hieraus durch Multiplikation
f a» +  a, x +  as +  a, x 3- f  a4 x ‘ +  . . .
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(
ao r  ai x  

2 a 01 =  { — 2 a 0x — 2 a ,x a— 2 a ax3— 2 a ,x 4— ,
-|- a„ x s +  a, x 3 +  », x 4 +  . . .

Setzen wir die Koeffizienten der Potenzen von x rechts 
und links einander gleich, so erhalten wir (nach § 61):

1 =  a0 oder a0 =  1
0  =  a , — 2 a 0 a, = 2
0  =  as —  2a , +  a„ aa =  3
O =  a, — 2 aa +  a, a, =  4
0  =  a4 — 2 a3 -)- aa u. s. w. a4 =  5 u. s. w., also

7 =  2 x  +  x» =  1 +  2 x + 3x>+ 4xS+ 5x4 +  6xi,-i-----

limes —5 Ü  =  n  ̂ .  x  =  f l  +  — )  x =  x ;  d. h. die 
u". 11 \ . n / 

letzte Gleichung fur y ist gültig für x  < 1 (absolut ge- 
nommen).

3. D er Nachweis der Bedingungen, unter denen 
die erhaltene Reihe konvergiert, ist nicht immer so 
einfach wie bei obigem B eispiel; so erhalten wir z. B .

y =  y n  x + x »  = 1 + x ~  x3- x * + x i,+ x 7- x l,- x lo- f ..
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H ier konnen wir am einfachsten je  zwei Glieder 
der Reihe zusammenfassen und erhalten

y =  ( l  +  x) — x8( l  - f  x ) - J - x ‘ ( l  +  x) — 
d. h. eine geometrische Reihe, die für x  < 1 (absolut 
genommen) konvergiert.

§ 63. Umkehning Ton Reihen.
I s t  e i n e R e i h e y  =  a0 +  a) x + a a x*-|-a3 x8 +  . , .  

g e g e b e n ,  so h e i f i t  d i e  R e i h e  u m k e h r e n ,  a u s  
d e r s e l b e n  e i n e  R e i h e  f ü r  x ,  a l s o  e i n e  R e i h e  
x =  A 0 -t-A j y +  A ay2- j - A3 y8. . .  a b le ite n . Auch diese 
Aufgabe lafit sich am einfachsten durch die Methode 
der unbestimmten Koeffizienten lôsen. Soll z. B . aus

y =  x  +  - L x s +  - L x» +  i - x ‘ +  . . .  (I)

(konvergent für x “ < 1) 
umgekehrt für x eine Reihe in  y entwickelt werden, 
so haben w ir:

x =  A 0+ A , y  +  A ay * + A 3y8+ . . .  (II).
Hieraus erhalten wir für x =  0, y =  0, d. h. A 0 =  0, 

oder x =  A x y +  A 2 y2 +  A 3 y3 +  . . . Setzen wir für x 
in Reihe I .  diesen W ert ein, so erhalten w ir:

y = A , y + Aa y »+A3 y 8+ .. + 1  (A, y + Aa y >>+ A 3 y8+ . .)* 

+ ^ (A 1y + A ay,+ A 3y8+ ..)8+ | (A 1y + A ay,+A 3y8+ . .)*+ .. 

=  A1y + ( A a + | A l»)y* +  (A3 +  | 2 A 1.A î + | A 18)y« 

+  (A, + - i ( 2 A t . A3+ V ) + | . 3 A 1,As + -i V ) y ‘ +  . . .



Hieraus durch Gleichsetzung der Koeffizienten der 
Potenzen voa y redits und links;

1= A1 A , =  l

0 = A , + | v  A , = - i

( ^ A .  +  A .A . +  i - V  ^ = + ^ 1

0 =  Aé + A ,A 3+ 1 A ,» + A ,aA 2 + ^ A fu .s .w . At =  —  ~

u. s. w., also

____z l . zl_
y 2! 3 ! 4 ! ^  5!

Letztere Ileihe ist konvergent für jeden W ert von y.
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X . Kapitel.

Die binomische Reihe.

§ 64. Der binomische Satz für ganze negative 
Exponenten.

(f ur x s < 1.)
1. D er binomische Satz ist für ganze positive E x 

ponenten bereits in der Algebra erledigt worden (vergl. 
Sammlung Goschen, Algebra, §  30). Es erübrigt uns 
also noch, den Fall der ganzen negativen Exponenten 
und den der gebrochenen Exponenten zu erledigen.

2. Um die Gültigkeit der Formel für diesen Fall 
zu zeigen, wollen wir zunachst eine Gleichung von der 
Form A x * - )-B x s-| -B x -)-D = 0  betrachten, derenWurzeln
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xu x2, x3 sein môgen. Subtrahieren wir von derselben 
etwa A x i8 +  B x , ! +  C x 1 +  D = 0 ,  so erhalten wir eine 
neue Gleichung A  (x8— x ,s) + B  (x *— x, ’) +  C (x — x, ) = 0 ,  
die durch x —  x, teilbar ist. W ir schliefien daraus, 
dafi die gegebene Gleichung d e n F a k to r x — xt enthàlt, 
und dafi sie auf die Form A (x —  x,) (x — x2) (x — xa) = 0  
gebracht werden kann. E ine unmittelbare Folge hiervon 
ist aber der Satz :

I s t  ir g e n d  e in e  G le ic h u n g  d es n te n  G ra d e s  
m it  e i n e r  U n b e k a n n t e n  g e g e b e n ,  so k a n n  
d i e s e l b e  n i c h t  m e h r  a l s  n W u r z e l n  h a b e n .  
H a t  s i e  n â m l i c h  m e h r  a l s  n W u r z e l n ,  so 
müs s e n  n o t w e n d i g  a i l e  K o e f f i z i e n t e n  A,  B,  C . . .  
v e r s c h w i n d e n  u n d  d a n n  b e f r i e d i g t  j e d e r  be-  
He b i g e  W e r t  f ü r  di e  U n b e k a n n t e  d ie  G le ich u n g .

3. E s ist aber für ganze p und q :
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Entwickeln wir aber die letzte Gleichung und 
ordnen nach Potenzen von q, so werden wir eine Gleichung 
von der Form

A  . qa +  B q * - 1 +  C qa—2 +  . .  . =  0  
erhalten. Da diese Gleichung für aile môglichen ganzen 
W erte p und q g ilt, so werden wir aber für ein und 
dasselbe p jedenfalls mehr aïs a W erte q erhalten, 
welche diese Gleichung befriedigen, oder mit auderen 
Worten, e s  w i r d  ü b e r h a u p t  j e d e r  b e l i e b i g e  
W e r t  f ü r  q d e r  G l e i c h u n g  g e n ü g e n ,  o d e r  di e  
G l e i c h u n g  (I.) g i l t  n i c h t  n u r  f ü r  g a n z e p u n d  
q, s o n d e r n  ü b e r h a u p t  f ü r  b e l i e b i g e  p u n d  
e b e n s o  f ü r  s o l c h e  q.

4. Es  sei nun
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§ 67. Konvergenz und Divergenz der Iiinoinialreihe.
1. W ir haben es bis je tz t unterlassen, zu unter- 

Buchen, unter welchen Bedingungen die Binomialreihe 
konvergiert oder divergiert. Erinnern wir uns, dafi

U O - C O - . S Î
ist, so erhalten wir aus der Reihe für (1 x )î

i — a.
lim .Ü 5Ü  =  ^ B . x  ---------------- B. x =  —  x, oder :

un n + 1  1 +  —
n

D ie  B i n o m i a l r e i h e  k o n v e r g i e r t  s t e t s  f ür  
p o s i t i v e  o d e r  n e g a t i v e  x k l e i n e r  a l s  E i n s .

2. I st  x = l ,  so bedarf es einer weitern Unter- 
suchung, ob die Reihe konvergiert oder nicht. W ir 
haben wieder

un+ i n — q 
lim — i 1 • nn n + 1

W ir finden hieraus, dafi für jedes beliebige q und hin- 

reichend grofies n der Quotient lim Un+ X negativ wird, 

oder, dafi die Glieder der Binomialreihe für diesen Fall ab- 
wechselnd positiv und negativ sind. Es genügt also, wenn die

Glieder überhaupt abnehmen oder der Quotient lim - - n+1-
Un

kleiner als Eins bleibt. Dem ist aber so für n — q <  n + 1 ,  
das heifit:

I s t  x =  + l ,  so  k o n v e r g i e r t  d i e  B e i h e  f ü r  
a i l e  E x p o n e n t e n ,  d i e  > — 1 s i n d ,  u n d  es i s t  
f ü r  e i n e n  s o l c h e n  E x p o n e n t e n  a l s o

(1 +  1 ) , = 2 , = 1 + Q  +  (|) +  (|) +  . .
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3. Nehmen wir dagegen x  = —  1 , so haben aile 
Glieder der Reihe, von einem bestimmten ab wenigstens, 
dasaelbe Vorzeiohen. W ir haben aber je tz t: 

un+i _ n — q _  1  _  1  

u» ~ n  +  l ~ i  q + l ~ l  +  q ’ 
n — q

also n . a =  -  . ( q + l )  =  q +  l .  A lso:

F ü r  x = —  1  d a g e g e n  k o n v e r g i e r t  die R e i h e  
n u r  n o c b  f ü r  p o s i t i v e  E x p o n e n t e n  q.

§ 6 8 . Binomialreihe für (a +  b)n 

(a +  b)“ =  a„ +  ( j  j  a" - 1  b +  (2) • a” - 2  b *+  (3 ) a"~ s . b s+  • •

Setzen wir in der Formel für (1  + x ) n für x den 
b . . .  ~

W ert — , und multiplizieren wir mit an, so erhalten wir a
die Binomialreihe für (a +  b)n :

(a +  b)n =  an +  ”̂j  . a " - i b +  a n -S b ’ . . .

Über deren Konvergenz gilt das in § 67 Ge- 
fundene in entsprechender Umformung der Bedingungen.

§ 69. Umwandlung von Wurzein in unendliche Reihen.
1. Soll z. B . die Quadratwurzel aus 50 in eine 

unendliche Reihe verwandelt werden, so wahlt man 
das Quadrat, das 50 am nâchsten liegt, also 4 9 . Man 
hat dann

/ 6 Ô = r i 9 T Ï  =  ] / 4 9 ( l  +  ^ )  =  7 ( l  +  l ) 7
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=  7 / 1 4 - 1  J ___ I  1 _____ Ë_ _ L  .
2 ' 4 9  8 ' 49* 1 6 ’ 498 1 2 8 ' 4 9 * + ' " ^

. 1 1 1 1 . , 1 1 . 5 1 7 1 
—7 ( ! + 2 '49 4 49 I_^ ' 4 9  8 '49  a”*“Ï0 *4 9  < — ^  

=  7 ,07106781187 .
In  letzterer Gleichung bedeutet A p immer den W ert 

des vorangehenden Gliedes der Reihe.
Ebenso ist

y S 5 _ r t 6 = i _ | / ^ Z y = 6 ( 1 - 4 ) 7 .

2. Is t  kein Quadrat vorhanden, das nahezu gleich 
dem Radikanten ist, so würde diese A rt der Auflôsung 
auf wenig rasch konvergierende Reihen führen. Man 
sucht dann aber durch passende Umformungen zu andern, 
zur Berechnung besser geeîgneten Reihen zu kommen.
So hat man z. B .

3. W ie die Quadratwurzel kann jede beliebige Wurzel 
auf diese A rt in eine Reihe verwandelt werden, so z. B .

3,— 1 3 —  13.________  3 l 1 3/  1\1
/ ® - 2 ^2 4 - 24 — 2 ]  9 2 \ 9 ) *

U .  8 .  W .



Die Zahl e. 1 1 1

X I .  Kapitel.

Die Exponentiaireihe. Die logarithmische Reihe. 
Logarithmen.

§ 70. Die Zahl e.
. . 1 , 1 , 1 ,  1 .

T ï  2 l  3 Ï  4 Ï  * ’ ’
1. Es ist nach dem binomischen Satz

( 1 +  1 )  =  1_^ (T )  ' nT (™) (™) ' m* ‘ •
_  ra 1 m. ( m —  1) 1 | m(m—l)(m —2) 1 ,

1 ’ m 1 . 2  +  17273 - r -
=  l  +  l  +  l . ( l - l - ) i î + l . ( l _ l . ) ( l _ A ^ + ...

Hieraus erhalt man für m =  »

lim(1 + i )  ==e=1 +  l !  +  Ï !  +  è + Ï ! + - “
=  2,718281828459 . . .

2. D ie Reihe für e selbst ist konvergent, indem
un+i 1 .

lim -------=  —  ist.
un n
3. D ie Zahl e selbst ist, wie wir sehen werden, die 

Basis des natürlichen Logarithmensystems und nimmt 
überhaupt in der niederen Analysis wie die Zahl n eine 
ungemein wichtige Stelle ein. Sie ist wie die Zahl n 
transcendent und kann also durch keinen Bruch dar-

r
gestellt werden. W are e nâmlich =  — , so erhielten

s



wir durch Multiplikation der Reihe mit s ! aus der 
Reihe eine ganze Zahl und die Reihe

1 1_______ -_______|----------------- 1___________ [_
s +  1 ( s + l ) ( s + 2 )  ( a + l ) ( s + 2 ) ( s + 3 )  ^ r ' " t

und es müfite der W ert dieser Reihe ebenfalls eine
ganze Zahl sein. D er W ert der letzten Reihe ist aber
kleiner als der W ert der Reihe

___----- 1------ *-------1------- --------L

also kleiner als - j - , also unmoglich eine ganze Zahl,

r
und somit kann auch e nicht gleich dem Bruch —  sein. 1

4. Aus dieser Betrachtung folgt auch, dafi der 
F  eh 1er, den man begeht, wenn man die Reihe nur bis

zum Gliede nimmt, <  ist. So finden wir z. B .

1 + 1 + + -|r+ j r + + - | r = 2 , 7 1s o s 5 . . .

D er Fehler, den wir begehen, betragt weniger als 

1 1 =  0,00023.

H 2  Die Exponentialreihe. Die logarithmische Reihe.

6 . 6 !  4320

§ 71. Die Exponentialreihe. 
,  . x  . x* . x ’ , x ‘ . 

e*  =  1 + i y + 2 T +  3 ï +  4T +  '

1 Ein anderer Beweis geht von der Entwioklung von e ln einen 
Kettenbruch aus. E s ist

e  =  2-1— —
2 -{- 3

8 +  _4_
4 -f - . .  und es làsst sich auf àhnliche Art wie in 

§ 6 zelgen, dass dieser Bruch stets irrational ist. Vgl. Schiômilch a. a. O.
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1. W ir haben ebenso
/ x \m 1 1 1

= 1 + 1 T X+ 2 ! X , +  3 ! XS+ - - -  
Setzen wir aber für m den W ert f i . x ,  so erhalten 

wir auch:

■ + ^ r = ( ‘ + 7  r - * -

« ' - 1 + n + l r + m + ï r + - - -
2. Diese Reihe konvergiert für jeden W ert für x, 

indem lim ~ ~ ~  =  ~  beliebig klein gemacht werden

kann. D ie Reihe selbat heifit die E x p o n e n t i a l r e i h e .
3. W ir kônnen diese Reihe auch durch die Methode 

der unbestimmten Koeffizienten ableiten.
D a ax für x =  0  den W ert 1 annimmt, kônnen 

wir setzen:
aI  =  l + A x + B x 1-) -C x 1- f  . . . und 
a y = l  +  A y  +  B y *  +  O y s+  . . .

Durch Multiplikation erhalten wir aber daraus: 
as+y =  l  +  A x ( l  +  A y  +  B y î +  C y 3+ . . . )

+  M x 2 +  N x 3- ) - . . .  und auch 
ax + y = l  +  A (x  +  y) +  B ( x  +  y)2+ .  . .

=  l + ( A + 2 B y + 3 C y * + 4 D y s+ . . . ) x + P x a+ Q x s+ . .
Hieraus erhalten wir aber durch Gleichsetzung 

der Koeffizienten
A  =  A, A  =  A 

A ’ =  2 B , B  =  ̂

A  B  =  3 C, C =  A>31
S p o r  e r , Niedere Analyste.
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A 4
A C = 4 D ,  D  =  ̂ y u. s. w., oder

,  . A x  . A V  , 
a* =  l - 1 ! 2 !  ' ‘ 

worin A und a voneinander abhângig sind.
Setzen wir hierin A =  1, so erhalten wir, wenn wieder

e = 1 + i r + ¥ r  +  j r  • • ist:

, x , x* , x 3 ,
ex =  1 + 3 j + 2 J - + 3 T +  . . .

§ 72. Die Reihe fiir a*.
„ ,  , l a . x  , ( l a ) a x a , ( l a ) ’ . x s ,

^ Ï J _ 2 !  3 l ------ + " •

Wâhlen wir die Zahl e zur Basis eines Logarithmen- 
systems und bezeiohnen die zu dieser Basis gehôrigen 
Logarithmen zum Unterschied der Logarithmen der 
Basis 10 mit 1 oder mit log. nat., so erhalten wir fiir 
ey =  a, y =  la  und ax =  exy= ex la . Setzen wir diesen 
"Wert in die Exponentialreihe ein,  so erhalten wir aus 
derselben

. l a . x  (1 a)! . x s (la )’ * 3 .
ax =  H — j y  +  — ~2]------- 1------3 I r  • . .

Diese Reihe konvergiert fiir jeden W ert a und x.

§ 73. D as n a tü r lic h e  und das k iin stlich e  
L o g a ritk m e n sy ste m . 

ï o g a  I x * f l o g a \a , x ’ / l o g a Vt ,
a  - 1  +  x .  lQ g e +  2 J  •^l o g e J  I 3 ! Vlogre J +  * * *

lo g  e =  0 ,434294481903 _____

1. Unter den Logarithmensystemen sind es zwei, 
die durch ihre Eigenschaften sich vor allen andërn



auszeichnen. E s sind dies das künstliche und das 
natürliche Logarithmensystem. Das künstliche hat den 
Vorzug, dafi es aich am besten für unser dekadisches 
Zahlensystem eignet, indem die Potenzen der Zahl 10 
unmittelbar gegeben sind. Das natürliche Logarithmen
system dagegen hat den Yorzug, dafi aile Formeln 
und Reihen, die in ihm auftreten, die einfachste Gestalt 
annehmen. D ie Basis dieses Systems ist die Zahl e. 
Die natürlichen Logarithmen sind zudem diejenigen, 
die in der hôheren Mathematik beinahe ausschliefilich 
vorkommen. Aufierdem konnen die künstlichen Loga
rithmen auf eine einfache A rt aus den natürlichen be- 
rechnet werden. Es sei namlich 10 =  ex, W ir haben 
dann l  =  xloge. Is t ebenso a =  1 0y = e*y , also lo g a = y , 
la  =  x y , so haben wir

log a =  1 a . log e (I.)
=  l a . 0 ,434294481903 . . .

D a weiter aus 10 =  e!t auch 1 10 =  x sich ergibt, 
so folgt noch

1 a =  log a . 110 =  log a . 2,302585092994 . . . ( II) .
Die künstlichen Logarithmen werden also aus den 

natürlichen durch Multiplikation mit 0,43429448 er
halten, und ebenso finden wir die natürlichen durch 
Multiplikation mit 2,30258509 aus den künstlichen.

D ie Z ahl 0 ,43429448 .. =  log e = heisst der M o d u 1 

des künstlichen Logarithmensystems.

2. Setzen wir in die Gleichung für ax für la  den 

W ert 80 g A t die Gleichung über in

Das natürliche und das künstliche Logarithmensystem. 115





Ebenso ist:
(1 +  x +  y) =  +  B  (x +  y) +  C (x +  y)s +  D ( x + y ) s +  •.. 

=  +  B x + C x ’,+  D x 3 +  . . .  +  y (B  +  2 C x  +  3 D x 3+ . . .  
+  M y* +  N y3 +  . . .

Ferner ist

l ( l + x + y )  =  l ( l  +  x )( l  +  î J i )  =  l ( H - x )  +  l ( l  +  i ^ - )

=  A x  +  Bx> +  C x s+ . . .  +  B 1- ^ + ^ ) 2. . C x + . . .  

=  A x + B x * - f C x » + . . .  +  B y ( l — x +  x *— x8+ x * + . . . )

(1 +  x)* B + - * -  
Werden die Koeffizienten von y in diesen beiden 

Gleichungen für l ( l  +  x +  y) einander gleich gesetzt, so 
erhalten wir aber

Die logarithmische Reihe. 117
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3. Es eriibrigt uns noch, die Konvergenz der Reihe 
für 1(1 x) zu untersuchen. Es ist klar, dafi die Reihe 
konvergiert für positive und negative x kleiner als Eins. 
Is t x =  - f - 1, so konvergiert die Reihe gerade noch, da 
die Glieder abnehmen und abwechselnd positiv und 
negativ sind. Is t dagegen x =  —  1, so divergiert die 
Reihe. Dafi für diesen Fall die Reihe divergieren 
mufi, geht auch daraus schon hervor, dafi 10  =  — <x> ist.

4. Insbesondere erhalten wir also:
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X*
+

x 5 x 7

31 5 Ï ~  1\
x*

+
X 4 X*

2 ! 41 _  6 Ï

X I I .  Kapitel.

Die trigonometrischen Funktionen. Im aginâre  
Logarithmen.

§ 76. Die Reihen fiir sin x und cos x.

■ _sin x x  -p fj | “r  •••

+ . . .

1. Setzen wir in der Exponentialreihe anstatt x 
den W ert ix , so erhalten wir

elx= 1- Î T  +  * - f T + -

+ i . ( x - | r + f 7 — •)

=  c o s x + i .  sinx.
2. Um die Richtigkeit dieser Formel zn zeigen, 

benützen wir zur Ableitung der Reihen für sin x und 
cos x die Methode der unbestimmten Koeffizienten. 
Es ist:

cos (x +  y) +  cos (x — y) =  2 cos x cos y.
Setzen wir, da cos 0 = 1  ist,

c o s x = l  +  A x * + B x 4- f  C x * +  . . . ,
was wir tun dürfen, da cos ( —  x) =  +  cos x  ist ; so er
halten wir:

cos (x +  y) +  cos (x — y) =  2 +  A ((x +  y)’ +  (x — y)1)
+  B ( (x  +  y)4 +  ( x - y ) ‘ ) + . . = 2 + 2 ( A x ’ +  B x ‘ + O x ’..)

+  2 +  Q  j  B  x* + ^ 2 )  C x 4 + . . .  j  y* +  M y4 +  N y* + . . .
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2 cos x . cos y =  2 (1 +  A  xs +  B  x4 +  C x 9 +  . . .) ( l +  A  y* 
• f B y 1 +  C y ,  +  . . . )  =  2 ( l  +  A x , + B x ‘ + C x 1+ . . . )  

+  2 ( l  +  A x 2 +  B x 4+ . . ) A y , +  R y 4 +  S y « + . . .  

Hieraus durch Gleichsetzung der Koeffizienten von y*: 
A  =  A  also A =  A

2 A* 2 J A S
4 . 3  — 4!

2 S. A S 2 8A 8
6 . 5 . 4 . 3  - _ 6 T  

2 S A 4 2 4A 4
8 . 7 . 6 . 5 . 4 . 3  ~  ~ 8 Ï  
. . 8 A 8 . , 1 6 A 4

( î

o»IIM

B  =

C !
| C =  A B C =

(,8) D  =  A O D  =

cosx =  l  +  A x î H
4 A* 

h 4!

u. s. w.

6 f x ' + ^ n x8+ -
3 . Ebenso sei

sin x  =  A 1x +  B 1x 8 +  CI x ll +  D 1x 7 +  . . 
was wir immer tun dürfen, da sin 0  =  0  und sin x =  sin 

(— x). Setzen wir diesen und den gefundenen W ert 
für cosx etwa in die Gleichung sin, x +  cos8x =  1 ein, 
so erhalten wir:

(A , x +  B , x8 +  C, x8 + . . . ) 1 +  ( l  +  A  x • + ^ W . . ) ’= l  

und hieraus
A 1, +  2 A  =  0, A, = y ^ 2 Â

Q  A I  ■*

2 A , B 1 +  A ! +  -1 1 - = 0 ,  B , =  - J - A ) / = 2 Â  

8 A 8 16 A 8 „ „  1
2 A 1C1+ B , 2+ - j | -  +  ■ g-,— — 0, C, =  g^A'V— 2 Au.s.w .

4. Zur Bestimmung ’
dafi für sehr kleine W erte
darf. Daraus folgt aber:

4. Zur Bestimmung von A  dient der Umstand, 
dafi für sehr kleine W erte von x man sin x  =  x  setzen



sin x =  x =  A, x +  B j x 3 +  . . .

A, — 1, A =  — , B , =  —  Cj =  etc.,

d. h. wir erhalten
xs x 4 x 8

co8x =  1 - 2 T +  Ï T - ^ T + . . .

x 3 x 5 x 7 
8inx =  x -  — +  ^ T - y f + . . .

§ 77. Relationen zwischen den Funktionen sin x , 

cos x und e,x

122 Die trigonometrischen Funktionen.

( e,x 4- e~ix
I COS X  =  ------- ---------------S in  X :

eix — e~Ix

x 2 2 i
( (cos«^+ is in £ )“ —-c o s n x  +  i s i n n x .

1. Wie wir sahen, ist

eix =  cos x +  i sin x.

Setzen Wir anstatt x, —  x, so erhalten wir ebenso : 
e—lx =  cos x — i sin x. Hieraus folgt :

e ix _]_ e—ix e ix —  0 - i x  
c o s x = ------g ----- , sinx = ------^ ------. (I.)

2. Aus eix . e'y =  e'(x+y) folgt weiter :
(cos x +  i sin x) (cos y +  i sin y) =  cos (x +  y) +  i sin (x +  y), 

ebenso : ( I I .)
(cos x +  i sin x) (cos y +  i sin y) (cos z +  i sin z)

=  cos (x +  y +  z) +  i sin (x +  y +  z). 

Insbeaondere folgt daraus:
(c o s x + s in x )n =  cosnx +  i s i nnx .  ( I I I .)  (Yergl. Samm- 
lung Goscben Nr. 47, Algebra, § 3 1 ; Satz von Moivre.)

3. Werden in der Gleickung (II)  die reellen und
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imaginâren "Werte einander gleich gesetzt, so erhalten 
wir daraus:

cos (x +  y) =  cos x cos y — sin x sin y 
sin (x +  y) =  sin x cos y +  cos x sin y.

Überhaupt lassen sich auf diese A rt beinahe aile 
trigonometrischen Relationen zwischen Winkeln leiclit 
ableiten, und wir wollen uns beschrânken, darauf hin- 
zuweisen. Betreffs der Yerwendung des Satzes von 
Moivre zur Lôsung der Gleichung xn +  1 =  0  müssen 
wir auf Sammlung Gôschen, Algebra, § 31 verweisen.
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cosxm ®sinx +  i4 . ( 4  jcosm 4x sin 4x - f - . • •(ï)
Durch Gleichsetzung der reellen und der imaginaren 

Teile rechts und links gehen hieraus unmittelbar die 
Formeln für cosm x und sin m x hervor.

2. So erha.lt man z. B . : 
cos 2  x =  coss x  — sins x =  1  —  2  sin* x =  — 1  +  2  cos* x, 
cos 3 x  =  cos8 x  —  3 cos x  sin® x  = 4  cos8 x  —  3 cos x, 
co s4 x  =  cos4x — 6 cos! x . sin2x +  sin4x 

=  1  —  8 cos4x + 8 cos4x, 
cos 5 x  =  cos5 x  — 10 cos8 x  sin* x  +  5 cos x sin1 x 

=  16cos8x  — 20cos8x  +  5co sx  u. s. w.
Ganz ebenso findet man: 

s in 2 x = 2 c o s x s in x , 
sin 3 x  =  3 cos2 x  sin x  —  sin* x, 
sin 4 x  =  4  cos8 x sin x  —  4 cos x  sin8 x, 
s in 5 x  =  5cos4x s in x  —  10cossx sin 8x 4 -s in “x u. s. w.

§ 80.' Reihen fttr cosnx  nnd sinBx .

2" ’cos" x =  cos n x +  (“j  cos (n — 2) x  +  cos (11—4) x + . .

2“ Icos” x =  cos n x +  j  ces (n—2) x + ^,'j cos (n— 4) x + . .

Én
(—l ) 2 .2 "  1 . sin” x =  cos n x  — cos (n — 2) x
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(—1) 2 • 2“—1 . sii/x =  sin n x —  ̂ )  sin (n — 2) x

+  ^2)  sin (n — 4) x — . . .  +  ^  sin x (für ungerade n).

1. Setzen wir
cosx +  i s i nx  =  r, 00s x  —  is in x  =  s/ 

so erhalten wir r s  =  l  und
2 cosx =  r-|-s, also:

2 " cos” x =  (r +  s)n =  r" j  rn_1 s +  ^9 j  rn _a s* + . . .

=  ( r " + 8”) +  Q ( r " - 1s + r s n- 1) + ( 2 ) ( r ,,- 2s + r V - 2+ ) + .. 

Hierbei ist das letzte Glied dieser Reihe für gerade n

M . s 2
. 2

und für ungerade n dagegen

l  n  ,  \ / n~ *  ï+ 1  5 ± î
y-$-)(r 2 -s 2 + r 2 • s 2 )•

Berücksichtigen wir aber, dali r s =  1 ist, so folgt 
daraus weiter:

2 " cos" x =  (r" +  s")+ ( i ) ( r " - 2+ s " - 2) + ( “)(r" - 4 + s “- 4) + . .  

Nach dem Satz von Moivre haben wir aber ferner: 
rP +  SP =  (cos x + i sin x)p +  (cos x —  i sin x)p 

=  cos p x +  i sin p x  +  cos p x —  i sin p x =  2  cos p x, 
also wird:

2S _1 cos" x =  cos n x +  f ” j cos (n — 2 ) x + (  ̂  j cos (n— 4) x + . . ,

1 /n\ / n \ • • wobei das letzte Glied — I n oder I n —  1 ) cos x ist, je
2 \2 / \ 2

nachdem n gerade oder ungerade ist.
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Ganz ebenso ergeben sieh aus ( r — s) die Formeln 
für 2n—1 sin x.

2. Insbesondere erhalten w ir:
2 cos2 x == cos 2 x +  1 
4 cos3 x  =  cos 3 x +  3 cos x 
8 cos4 x =  cos 4 x  +  4 c o s 2 x  +  3 

16 cos6x =  cos 5 x +  5 cos 3 x +  10 cos «.
32 cos6 x  =  cos 6 x  +  6 cos 4 x  +  15 cos 2 x +  10

2sin , x  =  —  c o s 2 x + l  
4 sin8 x =  —  sin 3 x +  3 sin «.

§ 81. Die Reihen.
S1 =  l + x c o s a - f - x , c o s 2 a - f x , cos3a-|- ,

1  —  x  COS a

~  1 — 2 x c o s a  +  x*
St =  l  +  x sin  a - ) - x J s i n 2 a - ) - x 3si i i3a +  . . .

_1 . x sin a
1 — 2 x c o s a - f - x * ’

1. W ir haben S, +  i . S , =  1 +  i - j- x  (cos a -f - i  sin a) 
■f x* (cos 2 a +  i sin 2 a) +  . . . oder:

S i +  i Si = l  +  i +  x . e a i - i - x! . 2 « ‘ +  x 3e 3 a i +  . , .
=  i +  { l  +  (x .e “ i) +  ( x .e “ ')’i +  (x .e “ i)3+  . . .}

1 • , 1=  1+  i — zrT7rr =  1-41 — x e“ 1 1 —  x (cos a +  i sin a)
_  (1 — x co sa  +  i xs i na)

1 (1 — x co sa )ï +  x î 8ins o
1 —  x cos a , , i xs i na  \

1 — 2 x c os a  +  x “ \ 1 — 2 x c o s a  +  x'r j '
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Hieraus folgen durch Gleichsetzung der reelleD 
und imaginaren Teile die obigen Reihen.

2. Gleicherweise lafit sich jede Reihe 
S ' =  a +  b xcosct +  c x 2cos2 a +  d x 3cos3 a +  . . .  oder 

S ', =  a +  b x sin a - f  o x 2 sin 2 a +  d x3 sin 3 a +  . . . 

summieren, wenn die Summenformel für a +  b x  +  c x 2 
+  d x 3 +  . . .  bekannt ist.

l a  =  o +  2 k « i .

Z u  j e d e r  p o s i t i v e n  Z a h l  a g e h o r e n  a l s o  
u n e n d l i c h  v i e l e  L o g a r i t h m e n ,  es  i s t  v o n  
d e n s e l b e n  a b e r  n u r  e i n e r  r e e l l .

2. Ebenso ist für ganze k
c o s (2 k +  l ) j r  +  i s i n ( 2 k +  1) ti =  —  1,

§ 82. Imagindre Logarithmen.

la  =  ct +  2k?ri ,  1(— a) =  o +  ( 2 k w +  l ) i ,

l(a  +  bi) =  -g- l(a* +  b2) +  ç>i +  2 k j i i ,

1 l i
2  71 i

1. F ü r irgend eine ganze Zahl k ist 
cos2kw +  isin  2 k 7 t = l ,  also

—  a .
1(— a) =  a +  ( 2 k + l ) r c i .



D i e  u n e n d l i c h  v i e l e n  L o g a r i t h m e n  e i n e r  
n e g a t i v e n  Z a h l  s i n d  a l s o  a i l e  k o m p 1 e x i m a 
g i n a  r.

3. W eiter ist

cos 2 k +  -g-j n -f- i sin 2 k -f- n =  i,

, . j - a t n ü + i n i  
oder i =  e 2 >

also

a i  =  e“ . i = e “ : t a k j t l + T jrl «nd 

l(a i) =  o +  2 k w i + - i - » i  und
Z

1(— ai) =  a + 2 k w i -----

Insbesondere folgt aus i = e —2k?rl'* " * ^ 1f ü r k = 0
— i 1 noch i =  e 2 n oder : 1 i =  —  n i, oder endlich :

1 l i
2 71 i

4. Is t endlich eine komplexe Z a hl a  +  b i  gegeben, 
so haben wir:

a +  b i  =  r(cosg) +  is in ç>) =  r  ((cos(y +_2kw)
+  i sin (ç> +  2 k ») )  =  r . e^1 —2kwl .

Hierbei ist:

r* =  a2 -(- b2, —  =  tang q>, also q> — arc tang — .a a
Daraus folgt aber:

I (a -f -b i)  =  I r - ( - i y - f ~ 2 k f f i

=  1 (a2 +  b 2) +  2 k tt i +  i arc tang . —  .
■“ a

D ie Zahl r  heifit der M o d u 1 der komplexen Zabi.
S p o r e r ,  Niedere Analysis. 9

Imaginâre Logarithmen. 129
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X IIT . Kapitel.

Die cyklometrischen Funktionen.

§ 83. Die Reilten für arc s in x  und arc cos x.
, 1 sin3x , 1 . 3  s in 'x  , 1 .3 .5  sin ’ x  , 

ï i n x + g - .  3 + 2 < 4 » 6 + 2 . 4 . 6 *  7

1. Setzen wir sin x =  y, so folgt aus der Reihe

x — A .y  +  B y s +  C y 8- f  D y 4 +  . . . (Umkehrung der

zunachst, dafi die geraden Potenzen von y verschwinden, 
indem in der ersten Reihe x mit y das Yorzeichen 
wechselt.

W ird für y in der zweiten Reihe der W ert aus 
der ersten Reihe eingesetzt, so erhalten wir daraus:

Durch Gleichsetzung der Koeffizienten der Potenzen 
von x finden wir hieraus:

;3 , x 6 x 7

Reihe in § 76)

1 =  A, also : A  =  1
A  , _

0  =  —  g j  +  C,

0 -  +  | r - 3 C . i  +  E,



A 3 -  3 C  5 E  5 = 1 . 3 . 5  l  
0  =  ~  7 T + 5 T C +  3 ! 3 !  +  ' 3 l  +  G’ G = ïï~ Ü 6  7

u. s. w. E s ist also:

_i__L i I - l U *  y8 . t . s . 6  r ,
x  2 ' 3 * ^ 2 . 4 '  5  + 2 . 4 . 6  ' 7 *

1 sin3x 1 . 3  siu5x 
x  =  s m x - f - .  5------ \--

Die Reihen fiir arc sin x und arc cosx. 131

2 3 ' 2 . 4  5

1 . 3 . 5  sin7x
2 . 4 . 6

iii* y  W p r f. 
7̂1

2. Setzen wir hierin für x den W ert —-----x, so folgt

aus der Reihe
n 1  cos8x 1 . 3  cos5x

x =  Y ~ ° ° aX~~ Y ‘ ~ 3 2 . 4  5

1 . 3 . 6  cos7 x 
~  2 . 4 . 6  ~ 7

3. Die beiden für x  gefundenen Reihen sind stets kon

vergent für sin2 x, reap. cos2 x < ; 1 , da lira — — — sin2 x
un

resp. =  cos2x. Sie sind aber auch noch konvergent für

sinx oder c o s x = l ,  denn wir finden für diesen F  ail :

3 3a  =  -fi— und also n a =  — , d. h. n a > l .
2. Il A

.. Un-f-i_ (2n  —  1)’ _  4 n 2— 4 n + l
m un 2 n ( 2 n  +  l ) — 4 n 2 +  2 n

1  1

6 n — 1  3
 ̂ 4 n 2 +  2 n   ̂ 2n
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§ 84. Die Reihen fü r arc ta n g x  und a r c c o tx . 

x =  tan g x  — 4 -ta n g sx  +  -^ tan g *x  — -^ tan g Tx +  . .  .
O u f

1. Ganz ebenso finden wir aus der E eihe für 
tangx durch TJmkehrung die Eeihe für arc tangx. W ir 
konnen aber auch noch einen andern W eg einschlagen. 
E s ist

elx cosx +  is in x  1 +  itan g x
e s== -— rr = ---------- — —  =  - ,-----rr-------- , also:e~“  co sx — is in x  1 — itan g x

2 i x  =  l - 1 + i t a n ^
1 — ita n g x

Entwickeln wir diesen W ert nach § 75 in eine 
Eeihe, und dividieren wir mit 2 i ,  so erhalten wir

x =  tan g x----- g- tang8 x  +  -g- tang5 x -----— tang7 x +  • • •

2. Setzen wir auch hier wieder für x  den W ert 

-----x, so folgt daraus:
A

x =  — cot x +  -i-  cot8 X -----i -  cot5 X +  . . .

3. Diese beiden für x  erhaltenen Eeihen kon- 
vergieren für jeden W ert von tang* x resp. c o t * x < l .  
Sie sind gerade noch konvergent für einen W ert =  +  1 
(§ 53), sie divergieren aber für W erte >  1.

X IV . Kapitel.

Die Berechnung der Zahl n .
§ 85. Berechnung von n ans der Reihe für arc sin x . 

1. Setzen wir in der R eihe für arc. sin x für x  z. B .
n

den W ert - 5- ,  so erhalten wir die Reihe



71 % \

2. Ebenso erhalten wir für x  =  - j - ,  sin x =  — )/"2~

n 1 _  1 1 _ 1  , 1 . 3  1 / 5 - 1 ,
4  2 y 2 +  2 ' 4  3 +  2 . 4 '  8 ^  5 +  0

J L _ Ü _  . JL O Y
4 — \2 +  2 \ 2 / * 3  "‘ 2 . 4 ’ 5 \2 /

, 1 . 3 . 5  1 ( 1  \* , V—
+  2 . 4 . 6 ’ 7 ( 2 ) +  * ' *

3. A uf die gleiche A rt konnen wir noch beliebig 
viele Reihen für n ableiten.

Berechnung von n  aus der Reihe für arc tang x. 133

§ 86. Bereclinung ron n aus der Reihe für arc tang x . 
Die Lcibnizsclie Reihe.

n — 1 1 -I- 1 1 4- — 4- 
T - 1 _ y  +  ¥ _ T +  9

1. Wird ebenso in der Reihe für arc tang x für x

der W ert -5 - gesetzt, so erhalt man die Leibnizsche Z
Reihe

I 4. l _ J L 4. l _
4 3 5 7 9 •**

71 1
Ebenso findet man z. B . für x= -g -, tangx=^=g

j r ___ 1 _ _ 1  ±  i  l  J_  1  , 1 _ 1

6 _ V3 3 ’ 3 ‘ f l  5 ‘ 3 1 ’ 7 ‘ 3 3 /3 ’ ’ ‘ 
oder:

f=i,r(1-¥-r+F(ï)'-T(ir+-)
2. Aile die so erhaltenen Reihen sind aber für die 

Berechnung der Zahl n wenig geeignet, da sie zu 
langsam konvergieren. So müflte man z. B . jedenfalls 
mehr als 200 Glieder der Leibnizschen Reihe in



Rechnung ziehen, um auch nur ~  bis zur fünften Decl-

malstelle genau zu erhalten. Um eine rascher konvergie- 
rende Reihe zu erhalten, setzt man

71

tang [a+  /?) =  tang —  =  1, also: 

tang a -)- tang B

134 Die Berechnung der Zahl n .

1 —  tang a tang p 

Diese Gleichung ist befriedigt durch tang a =  -jr-,
A

tang i® =  und man erhâlt daraus: 

j  =  a + P =  ( y  +  -3 ) ~  3 ( 2* +  3Ï) ~ ' * ’

§ 87. W eitere Formeln für n. 1
1. Setzen wir

• • — / I+ S Î\ 2— 1 +  2 q i  — q1 
\1 — qi/ 1 — 2 q i — q” 

so erhalten wir zur Bestimmung von q die Gleichung 
1 +  2 q i — qa= i  +  2 q  —  qs i oder 

(1 —  i ) ( l  — 2 q — qs) =  0, oder q =  /2 —  1.
E s ist also :

, .  i / i + ( y 3 _ i ) î \ «  a i  +  ( / 2 - i ) i
( l - ( V 2 — l ) i j  0<!"  ~  1 — (/ 2  —  1) i’

Wie wir aber sahen, ist-^- =  -jp-l i, 8 8 2 : also ist auch 
’ 4  2 i  0

„  =  1  i ± a j - i y  
J f f  i 1  — (/ 2  — i ) i

1 Vergl. hi<rzu: Stern, Alg. Aîialyslg.
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1 , 1 .
l , l + ‘ _  5 ‘ 1 , 2 3 9 1

4  2 i  1 - i  2 i  1 . +  2 i  , 1 .
X~ b X 2 3 9 1

oder

~~ \5 3 . 5 *  +  J 7 ¥ ~  7 . 5 , + "  ')
_ ( ± _ 1  J _ + i  A ____1  J _  i \

\239 3 * 239s r  5 * 239“ 7 * 23!)’ ^
D ie letzteren Reihen lassen sich auch direkt aus 

der Reihe für arctang ableiten.
5. W ie wir weiter sahen (§ 84), ist

arc tang v =  - i  1 . ~ —r—, ebenso6 2 i  1 — iv ’
1 i l  +  i u  ,arc tang u =  -rrr 1 . z-----—, also :°  2 i  1 — îu

, • A 1 , 1 - f  v i  1 1 +  u i
arc tang u - - arc tang v — —.-1 -------- r +  -z-r-1 -------- ;° °  2x 1 — v i  2 i  1 — a i

-  _ L  i / i + v i\ / i + ui \
2 i  \1 — v i / \ l - u i /

1 + r — "  • i1 — v u

1 —
v + u  ;

-uv
Hieraus erhalten wir aber umgekehrt

u + v
arc tang u +  arc tang v =  arc tang 

Setzen wir hier z. B . u =  v =  so ist :

— +  -1 1 5 8 1
arc tang — -\- arc tang g =  arc tang —— j-—-  =  arc tang .

1 _  5 ’ 8
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A n m er k un g .  Es ist
w =  3,141592 653589 793238 462643 . . .

—  =  0,318309 886183 . . .
71

log n = : 0,497149 872694 . . .
Nàherungsweise ist n :

3 22 333 355 103993
1 ’ 7 ’ 106 ’ 113 ’ 33102 ’

22
Hiervon fand Archimedes den Wert -y  und der holl.

355
Landmesser Metius den Wert  ̂-g- . Ludolf van Ceulen

( f  1610) berechnete die ersten 35 Stellen von n ; spâter 
wurde n auf mehrere hundert Stellen genau bestimmt, so 
von Vega auf 140, Dahse 200 und Richter in Elbing auf 
500 Stellen.

Eine wichtige Errungenschaft der neuern Mathematik 
ist jedoch der strenge Nachweis davon, daB n  durch keine
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geometrische Konstruktion mittels Lineal nnd Zirkel dar- 
gestellt werden kann, eine Quadratur des Kreises mit diesen 
Mitteln also unmôglich ist. Dass n kein rationaler Bruch 
ist, geht z. B. aus dem Kettenbruch hcrvor, den Lord 
Brounker gefunden hat, nàmlich aus

J L  =  ±  !
4 +  i  25

2 +  . . .
Ebenso kann n  keine Qnadratwurzel sein, denn es 

kann z. B. gezeigt werden, dafi

2 =  — n' , fi _—  n
1Ü- Ï 4 - . . .

ist. Wâre hier n 1 rational, so müBte der Bruch irrational 
sein, kônnte also nicht den Wert 2 haben. Weiter konnen 
wir uns jedoch hier mit diesem nicht beschâftigen.

X V . Kapitel.

Unendliche Produkte.

§ 88. Konvergenz und Divergenz derselben.
1. W ie eine Reihe aus unendlich vielen Summanden 

besteht und dennoch einen endlichen W ert haben kann, 
so kann auch der W ert eines Produktes von unendlich 
vielen Faktoren endlich sein. Der W ert dieses Pro
duktes selbst ist wesentlich abhangig von der Beschaffen- 
heit dieser Faktoren.

2. Sind die Faktoren von einem bestimmten ab 
aile um einen angebbaren W ert a  grôfier als Eins, so 
ist das Produkt notwendig divergent, in dem wir dann 
für den B est der Faktoren ( l  +  a)n setzen konnen, der
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für n =  oo ebenfalls unendlich w ird; also ist der W ert 
des Produkts um so mehr unendlich.

3. Is t umgekehrt von einem bestimmten ab jeder 
F a k t o r < l  —  a , wo a eine angebbare von Null ver- 
schiedene Grofie ist, so ist (1 — a)n =  0 , also auch der 
W ert des Produktes gleich Null.

4. S o l l  d e m n a c h  e i n  P r o d u k t  v o n  u n e n d 
l i c h  v i e l e n  F a k t o r e n  o d e r  e i n  u n e n d l i c h e s  
P r o d u k t  e i n e n  e n d l i c h e n  W e r t  h a b e n ,  so 
m ü s s e n  d i e F a k t o r e n  d e s P r o d u k t s  s i c h  not -  
w e n d i g  d e r  E i n h e i t  u n b e g r e n z t  n â h e r n .  W ir 
konnen also jeden Faktor des Bruches durch 1 —|— k 
ausdrücken und erhalten also für das unendliche P ro
dukt selbst die Form :

P  =  ( l  +  k , ) ( l  +  k ,) (1 +  k .) (1 +  k , ) . . . ,
wobei notwendig lim k =  0 ist.

5. Entwickeln wir, so erhalten wir, wenn aile k 
positiv sind :

(1  + k1) ( l  +  k ,) =  l  +  kl +  k, +  k1k! , oder 
( l + k , ) ( l  +  k2) > l  + k , - f  k,.

Ebenso
( l  +  kI) ( l  +  k , ) ( l  +  ks) > ( l  +  k1 +  k , ) ( l  +  k3)

> 1  +  k, +  ks - f  k3,
( l  +  k1) ( l + k J) ( l  +  k3) ( l  +  k4) > ( l + k 1 +  ks+ k . ) ( l + k t) 

> l + k ,  +  k2 +  k3 +  k4
und allgemein

P  >  1 +  k, +  k, +  k8 +  kt +  . . .
D i v e r g i e r t  a l s o  d i e  R e i h e  d e r  k ,  k j - f - k j  

+  k3+ . . . ,  so d i v e r g i e r t  a l s o  a u c h  n o t w e n d i g  
d a s  P r o d u k t  s e l b s t .

Ein solches divergentes Produkt ist z. B .
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6. W eiter haben wir für eine bestimmte Anzahl 
von Gliedern
C 1 (kr, kr+i . .  ,ks) =  k r +  kr+i +  kr+2 +  . .  .k„
C 2(kr, kr+ ), kr+2 • ■ • k ,) < (kr, + k r + i +  kr+2+ .  . k3)’ , 
C s(kr, kr+ i . . .  k s) < (kr + k r+ i +  kr+2 H------ k ,)3 u .s. w.

Konvergiert aber die obige Reihe der k, so konnen 
wir für r  einen endlichen W ert immer so wahlen, dafi 
lim (kr4 -k r_|_i-f- . . . . ) <  1 ist. Dann haben wir aber 
für den Rest der Paktoren des Produktes 
P r = ( l + k r)(l-|-kr -|-i)(l-f-kr-t-2).- < l -i~(kr-|-kr-|_i”f~kr_|_2 ..)* 
- j-(k r +  kr^ -i+  kr_|_a -J- - •)* + (k r  +  kr+ i +  kr+ 2 +

Letzere Reihe ist aber eine geometrische Reihe, 
deren Quotient kleiner als E ins ist, d. h. dieselbe hat 
stets einen endlichen W ert. Dann hat auch P r einen 
endlichen W ert und somit das Produkt selbst.

S in d  a lso  a i le  k p o s i t iv ,  so k o n v e r g ie r t  das 
P r o d u k t ,  w e n n  d i e R e i h e  d e r k ,  k,-|-k2-|-k8-l-. . . , 
k o n v e r g i e r t .  Das gleiche gilt, wenn die k erst von 
einem bestimmten endlichen ab aile positiv sind.

7. Sind aile k  negativ, so kann das Produkt nur 
einen W ert haben, der zwischen Eins und Null liegt. 
E s ist aber dann wie oben

lim (kf,+ k r+1+ k r+2 +  . . .)= w , w < 1.
W eiter finden wir wie oben 

(1 — k , ) ( l — ka) =  l — (kl + k , ) + k 1k1> 1 — ( k ,+ k ,)  
und allgemein

(1 — k ,) ( l  — ka) ( l - k 3) . . . > 1 — (k1+ k ,  +  ks4------- ),
also auch
(1 — kr) (1 — kr +1) (1 — kr +2) ..  > 1 —  (kr+ k r+ i+ k r + 2  + . . )  

oder > 1  — w.
D er R est der Paktoren gibt also ein Produkt, 

das grofier als 1 — w ist, und das Produkt hat also einen 
endlichen W ert.
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K o n v e r g i e r t  a l s o  d i e  R e i h e  d e r  k ,  so 
k o n v e r g i e r t  a u e h  d a s  P r o d u k t j  d i v e r g i e r t  
d a g e g e n  d i e R e i h e  d e r  k, so h a t d a s P r o d u k t  
n o t w e n d i g  d e n  W e r t  N u l L

Sind die k erst von einem bestimmten ab aile 
negativ, so scheiden wir die Faktoren bis zu diesem 
bestimmten aus dem Produkt aus.

Eine konvergentes Produkt ist z. B .

(1- A \ ( 1_± )(1_± \  = ±  ? 4  48 80 
[  3 V \ 5  / \ 7 / 9 '2 5  '4 9  *81 ”  *

8. Sind die Faktoren teils positiv, teils negativ, 
so ist eine besondere Untersuchung in jedem einzelnen 
Falle  nôtig.1

§ 89. U n en d lich es P ro d u k t fü r  c o s x .

1. In  § 79 fanden wir für ganze n für c o s nx  
die Reihe:

cos n x = c o s n x —  ̂g jcosn_2x . sin2 x + j  cosn -  4x . sin4 x__..

Sei zunachst n gerade, so konnen wir in dieser Reihe
für cos’ x  den W ert 1 —  sin2 x setzen und erhalten da-
durch eine Reihe

cos n x = A 0 +  A 1sin2x +  AJ sin4 x +  •.. +  A n. sinn x
__________ T

1 Notwendige und hinreichende Bedingung fur die Konvergenz 
eines Produktes ist, dafi

P + . M  O  +  ^  +  l ) - "  C  +  ’S. +  r )  
bei passender Wahl von n für jedes beliebige r  dem Werte Eins be- 
liebig nahe kommen mufi, also den W ert des Produkts der voran- 
gehenden Faktoren nicht melir wesentlich ândern kann. Vergl. 
EncykL der math. Wissensoh., B. 1, S. 113.
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V. A b s c h n i t t .

G l e i c h u n g e n .
X V I. Kapitel

Âllgemeine Eigenschaften der algebraisclien 
Gieichungen m it einer Unbekannten.

§ 94. Die ganze algebraische Funktion als Gleichnng.
1. Is t  irgend eine ganze algebraische Funktion 
y =  f(x ) =  a0xn +  a, x " - 1 +  aa xn~ 2 +  . . .  + a n

gegeben und setzen wir dieselbe gleich Nul l , so stellt 
dieselbe eine Gleichung des n ten Grades dar: 

a°xn + a ,  xn~ 1 -f" a2 xn~ 2 —|— . . .  —(— an = 0 .
2. In einer solchen Gleichung dürfen wir n0 stets 

gleich Eins setzen; denn wiire a0 nicht gleich Eins, so 
hiitten wir nur die Gleichungen mit a0 dnrchzudividieren, 
um dies zu erhalten.

3. Jed e Grofie x, die, für x in die Gleichung einge- 
setzt, dieselbe befriedigt, heiût eine Wurzel der Gleichung.

4. Multiplizieren wir die Binôme (x — xf), (x —  x2) . . 
(x —  xn) miteinander und bezeichnen wir die Summe 
der pten Kombinationen der W erte x ,, x2 . . xn durch 
ap, so erhalten wir als W ert des Produktes
(x— x, ) (x— x, ) . .  (x— xn) =  xn — a, x" - 1 +  a2xn ~2— ..  +  a„.

Setzen wir in dieser Gleichung irgend einen Wert 
x ,, xa . . . oder xa für x, so verschwindet die linke 
Seite der Gleichung und also auch die rechte Sêite der-



selben. D ie "Werte x ,, x2, x , . .  xn sind also die Wurzeln 
der Gleichung

Xn — a, xn—1 +  as xn_2— . . .  +  an =  0.

5. Is t umgekehrt x, eine Wurzel einer beliebigen 
Gleichung xn -f-a, xn- ! + a , x n—2+ • • • = 0 ,  so ist x — x, 
stets ein Faktor der linken Seite dieser Gleichung.

Zieben wir nâmlich von der urspiünglichen Glei
chung den W ert

x1n +  a1x1n- 1+ a ax1n~2- f  . . . = 0  
ab, so erhalten wir die neue Gleichung 

(xn — x ,n) + a, (xn~ 1— x ,» - 1)-f-aa(xn~ 2— x, 2) =  0.

In  dieser Gleichung ist aber x —-x, in jedem ein- 
zelnen Gliede enthalten.

6. Is t  irgend eine Wurzel xt bekannt, so kann die 
Gleichung des nten Grades durch Division mit x —  x, 
auf eine des (n —  l)ten  Grades reduziert werden.

7. D ie Aufgabe, eine algebraiscbe Gleichung zu 
losen, ist also die, solche Faktoren x — x ,, x — x, . . . 
zu finden, welche ohne R est in der linken Seite der- 
selben enthalten sind.

§ 95. Die Gleichung durch Potenzen von (x — a) aus- 
gedriickt.

1. Soll irgend eine ganze Funktion des nten Grades, 
etwa die Funktion x *— 2 x 3+ 3 x s— 4 x + 5  durch einen 
Faktor (x — a), hier etwa (x — 3) dividiert werden, so 
erhalt man durch Ausführung der Division das folgende 
Résultat (vergl. hierzu Sammlung Gôschen, Algebra, § 10).
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x 4 — 2 x 8 +  3x*  —4 x  +  5 _____ x — 3 ____
x4 — 3 x 3 x 3 +  x s +  6 x + 1 4 ;

+  x3 +  3x*
+  x3 - 3 x 2

+  6 x a -  4 x  
+  6 x * — 18 x

+  1 4 x  +  5 
-]- 14 x — 42

+  47.
Dieses Yerfahren kannbedeutend vereinfacht werden 

wie folgt:
x 4 — 2 x3 +  3 xs — 4  x +  5 : x  — 3,

J _  ± 3  + 3  + 1 8  + 4 2
1 + 1  + 6  + 1 4  + 4 7  "

"Wir schreiben zuerst — , alsdann multiplizieren wir

den Nenner 1 mit +  3 und erhalten den Zâhler 3 des 
zweiten Bruchs. Dieser zu dem darüber geschriebenen 
Koeffizienten addiert gibt den Nenner des zweiten
Bruchs, der wieder 1 ist. Dieser wieder mit 3 multi- 
pliziert liofert den Zahler des dritten Bruches, der um 
den über ilim stehenden Koeffizienten +  3 vergrôliert 
den Nenner des Bruches gibt u. s. w.

D ie Nenner der Brüche sind dann die Koeffizienten 
des Qiiotienten, der letzte der Rest, den die Division 
ergibt. E s ist hierbei nichts anderes geschehen, .‘vis in 
obiger Ableitung ailes Entbehrliche weggelassen worden.

W ir haben daraus erhalten : 
y = x 4— 2 x3+  3 x*— 4 x + 5 = ( x —3) (x3+ x 2+  6 x + 1 4 ) r  4 7.

2. Den Ausdruck x 3 +  x s+ 6 x + 1 4  konnen wir 
wieder durch x — 3 dividieren und erhalten dann fiir 
die Funktion y einen Ausdruck

y ;= (x® + a  x + b) (x —  3)S +  R 2(x —  3 )+ 4 7 .
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Hierauf folgt ebenso wieder: 
y = ( x + a , ) ( x - 3 ) ' + E , ( x - 3 ) H R 1( ï - 3 ) + R 1(R 1= 4 7 ) 
und endlicL:

y = ( x - 3 ) <+ R 1( x - 3 ) » + R , ( x - 3 ) ' + E s( x - 3 ) + E 1.
3. Wenden wir das obige Yerfahren auf diese Di- 

visionen an, so erhalten wir das Schéma:
y =  x4 — 2 x 3+ 3 x * —  4 x +  5, x — 3,

1 3 3 18 42 T> ___ J rr

1 1 6 14 4 7  —

1 3 1 2 54
R , =  68,1 4 18 68

1
1

3
7

2 1

39 39,

1
1

3
1 0

r 4= 1 0 ,

1
1 = 1 .

Es ist also:
y =  (x — 3)* + 1 0  (x — 3)’ +  39 (x — 3)’ +  68 (x — 3) -f- 47.

§ 96. Die Gleichung als stetige Funktion.

Setzen wir in der Gleichung y =  a0 xn +  ax x11-1 
+ a 2x”~2- ) - , . .-)-an anstatt x einen W ert x + d ,  wobei d 
sehr klein ist, so wird auch der W ert von y sich nur 
um eine kleine Grolie A y verândern. Lassen wir 
namentlich x stetig wachsen bis zum W erte x-(-d, so 
wird auch y stetig wachsen bis zum W erte y +  4 y. 
Dieses Wachstum wird also nie sprungweise stattfinden, 
sondem es wird ein allmâhliches sein. Stellen wir die 
Funktion aber auf die in § 46 angegebene A rt durch 
eine Kurve dar, so wird zu jedem W ert von x n u r  
e in  W e r t  von y g e h o r e n  und die Funktion selbst
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wird durch einen f o r t l a u f e n d e n  Kurvenzug zum 
Ausdruck kommen. Nimmt nun die Funktion für die 
Argumente x, und x2 verschiedene Vorzeichen an, so ltann 
dies nur dadurch môglich werden, d a fi d e r  I v u r v e n -  
zug z w i s c h e n  d e n  S t r e c k e n  x, u n d  x2 d i e  
x A x e  s c h n e i d e t .  Diesem Schnittpunkt entspricht 
aber ein Argument x0, das die Funktion zu Nul! macht, 
also eine Wurzel der Gleichung y =  0  ist. N i m m t  
a l s o  f ü r  z w e i  W  e r t  e x, u n d  x2 d i e  F u n k t i o n  
v e r s c h i e d e n e  V o r z e i c h e n  an,  s o h a t d i e g l e i c h  
N u l l  g e s e t z t e  F u n k t i o n  e i n e  W u r z e l  x0, d i e  
z w i s c h e n  x,  u n d  x2 l i e g t .

So wird z. B . die Funktion x 3 +  2 x'2-f-5 x — 8 für 
x ,= 0  gleich — 8 und für xa= 2  gleich 1 8 , also liegt 
eine Wurzel der Gleichung x 3+ 2 x a+ 5 x — 8 = 0  zwischen
0  und 2. E s ist dies die Wurzel x =  l .

§ 97. Fnnktionswerte mit positivem Vorzeichen.
1. Is t unter allen Koeffizienten der grôfito absolut 

genommen gleich p, so ist:

(p +  l ) n> p  ((p +  l ) n - 1 +  (p +  l ) n_2+ ------ h l ) .  d. h .:
> ( p  +  l ) n_ l .

Hieraus folgt aber, dafi, selbst wenn aile übrigen 
Koeffizienten negativ und gleich p wâren, für x =  (p + 1) 
der W ert der Funktion

_ (p + 1 ) “ +  a, (p +  1 ) * - H -  a, (p +  l)n 2 + . . .  
positiv wird. x kann also in jeder Gleichung so grofi 
gewahlt werden, dafi die Gleichung als Funktion an- 
gesehen einen positiven W ert der letzteren ergibt.



"Wird x  noch grôfier ala (p + 1 )  gewâhlt, so ist 
der W ert der Funktion um so mehr positiv. E s  k a n n  
a l s o  k e i n e  p o s i t i v e  W u r z e l  e i n e r  a l g e b r a 
i s c h e n  G l e i c h u n g  g r ô f i e r  a l s  d e r  g r ô f i t e  um 
E i n s  v e r m e h r t e  K o e f f i z i e n t  d e r s e l b e n ,  d i e s e r  
a b s o l u t  g e n o m m e n ,  s e i n .

2. H at man ferner auf irgend welche A rt die 
Gleichung auf die Form

(x —  a)n +  R n (x ^Ça)11- 1 +  R n_ i (x —  a)n ' 2 +  . . .
+  R 2 ( x  —  a) +  R , =  0 

gebracht und sind sâmtliche W erte R  positive Grôficn, 
so wird für x =  a oder x > a  der W ert der Funktion 
ebenfalls positiv, und wir finden, dafi a g l e i c h f a l l s  
e i n e  o b é r é  G r e n z e  f ü r  d i e  p o s i t i v e n  W u r z e l n  
d e r  G l e i c h u n g  i s t .

3. Is t insbesondere die Funktion von geradem Grade, 
so wird auch für ein negatives x  =  (p + 1 )  oder x >  p + 1  
der Funktionswert positiv, und es ist also für G l e i 
c h u n g e n  v o n  g e r a d e m  G r a d e  d e r  g r ô f i t e ,  a b 
s o l u t  g e n o m m e n e ,  um E i n s  v e r m e h r t e  K o e f 
f i z i e n t  d e r s e l b e n  a u c h  e i n e  u n t e r e  G r e n z e  
f ü r  d i e  W u r z e l n  d e r  G l e i c h u n g .

§ 98. Funktionswerte mit negativem Yorzeichen.
1. Is t eine Gleichung von ungerader Ordnung, so 

konnen wir das eine Mal x  =  +  ( p + 1), das andere Mal 
x =  —  (p +  1) setzen und erhalten das erste Mal einen 
positiven, das zweite Mal einen negativen W ert der 
Funktion. J e d e  G l e i c l i u n g v o n u n g e r a d e r O r d -  
n u n g  h a t a l s o  m i n d e s t e n s  e i n e  r e e l l e  W u r z e l  
z w i s c h e n  — (p +  1) un(l +  (p +  l)«
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2. Is t ebenso eine Gleichung von gerader Ordnung 
mit negativem Absolutglied gegeben, so erhalten wir für
x =  0 einen negativen und für x =  +  ( p - f l )  positive 
W erte der Funktion. J e d e  G l e i c h u n g  v o n  ge-  
r a d e m  G r a d e  m i t  n e g a t i v e m  A b s o l u t g l i e d  
h a t  a l s o  w e n i g s t e n s  z w e i  r e e l l e  W u r z e l n ,  
v o n  d e n e n  d i e  e i n e  z w i s c h e n  — (p +  1) u n d  0, 
d i e  a n d e r e  z w i s c h e n  0  u n d  + ( p  +  l )  l i e g t .

§ 99. Komplexe Wurzeln einer Gleichung.

1. Is t irgend eine Gleichung in x von ungerader 
Ordnung gegeben und dividieren wir diese Gleichung 
durch x — a ,  wo a die in § 97, 1 erwahnte Wurzel 
ist, so ergibt sich (§ 94) eine Gleichung vom Grade 
(n— 1), also von gerader Ordnung. H at eine Gleichung 
von gerader Ordnung ferner ein negatives Absolutglied, 
so folgt aus § 98, 2 ebenso, dafi durch Division aus 
derselben eine Gleichung vom Grade n —2 gebildet 
werden kann. In  beiden Fiillen werden wir also den 
Grad der Gleichung verkleiuern konnen, bis wir auf 
eine Gleichung gerader Ordnung mit positivem Ab
solutglied kommen.

2. Is t  eine solche Gleichung gegeben, so mufl keine 
Wurzel dieser Gleichung reell sein, es konnen vielmekr 
einzelne oder aile Wurzeln dieser Gleichung imaginâr 
sein. Durch Einführung von x =  a~f/3 i geht dann die 
Gleichung in die Form A  +  !B i =  0 über. Setzen wir 
hier A  =  0  und B  =  0, so kann gezeigt werden, dafi 
diese Gieichungen immer durch reelle W erte a  und p 
befriedigt werden konnen. E s gibt aber keinen ein-
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fachen Beweis hierfür, und wir müssen deshalb uns 
begnügen, darauf hinzuweisen.j

3. Die Richtigkeit dieses Satzes vorausgesetzt, 
konnen wir aber bebaupten, dafi j e d e  G l e i c h u n g  
des  n t e n  G r a d e s  a u c h  n W u r z e l n  h a b e n  mu fi. 
Is t a nâmlich eine W urzel der Gleichung, und eine 
solche mufi, wie wir sahen, jede Gleichung haben, so 
konnen wir durch Division mit x  — a die Gleichung 
auf eine vom Grade (n — 1) zurückführen. Aus dieser 
folgt eine vom Grade n — 2, hieraus eine solche vom 
Grade n — 3 u. s. f . ;  d. h. wir fin den, dafi die Anzahl 
der Wurzeln gleich n ist. D ie Anzahl dieser Wurzeln 
kann aber auch nicht grosser als n sein. Ist sie grôsser 
als n, so müssen aile Koeffizienten gleich Null sein.

4. Entwickeln wir nach dem binomischen Satz 
(a +  /îi), so erhalten wir die Gleichungen

(o +  fi i)P =  A  +  B  i und 
(a —  /? i)P =  A  — B  i.

Wenden wir dies auf aile Glieder einer Gleichung 
an, so haben wir für das Einsetzen von x  =  o +  /3i und
x =  o —  /Si die Funktionswerte

P  +  Q i und P  — Q i.
Ist aber a-)-/Si eine Wurzel der Gleichung, so mulJ 

sowohl der reelle als auch der imaginâre Teil von 
P  +  Q i gleich Null sein, d. h., es ist P  =  0  und Q =  0. 
Dann ist aber auch P  — Q i =  0, und es ist somit auch 
a — i eine Wurzel.
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A i l e  k o m p l e x e n  W u r z e l n  e i n e r  G l e i c h u n g  
treten also paarweise unter der Form a +  /?i und a —  pi 
auf. E in solches Wurzelpaar heisst koujugieït.

X V I I .  KapiteL 

Eigenschaften der Koefflzienten einer Gleichung. 

§ 100. D ie K o e fflz ie n te n  a ls  K o m b in atio n en  d e r  W u rzeln .

1. Sind a„  a2, a3, . . .  <*n die Wurzeln einer Glei
chung, so erhalten wir die Gleichung als Produkt der 
Binôme (x — a,), (x —  o2) . . . (x — an) oder:

x n _  C 1 (a) x“- 1 +  C 2 ( a ). x “-2 —  C3 ( o )  x “- *  -f .. . =  0, 

wo C '(a ), C “(a), 0 3(a ) . .  . die Kombinationen der ersten, 
zweiten, dritten u. s. w. Klasse der Wurzeln sind.

2. Is t  also
xn +  a !x n- 1 +  a2x11—2+  . . .  + a n =  0 

die gegebene Gleichung, so gelten die folgenden Be- 
ziehungen:

C ‘ («) =  —  a„ C 2(a) =  +  as,
C3(a) =  —  o3, C4(a) =  +  ai;
C5(a) =  —  a6, C*(a) =  +  a# u. s. w.

3. So ist z. B . fiir die Gleichung des zweiten Grades
x* +  HjX-f- a , = 0 ,

“ i +  C2 = ---- ®1* “ l « 2  =  V

Ebenso ist für die Gleichung dritten Grades 
x 3 +  a, x 2 +  as x +  a3 =  0, 
o, +  a, +  at — —  a,, 
o ,  a , + a 1 o3+ a , o 3 =  aa,

« i  “ 2 “ 3 =  —  a s-



4. Insbesondere haben wir: D a s  A b s o l u t g l i e d  
i s t  g l e i c h  d e m p o s i t i v e n  P r o d u k t  d e r  ¥ u r -  
z e l n  f ü r  G l e i c h u n g e n  v o n  g e r a d e r  O r d n u n g  
u n d  g l e i c h  d i e s e m  n e g a t i v e n  P r o d u k t  f ü r  
G l e i c h u n g e n  u n g e r a d e r  O r d n u n g .  W e i t e r  
i s t  d e r  K o e f f i z i e n t  d e s  z w e i t e n  G l i e d e s  d e r  
G l e i c h u n g  g l e i c h  d e r  n e g a t i v e n  S u m m e  d e r  
W u r z e l n .

§ 101. Summeu von Potenzen der Wurzeln.

1. Bezeichnen wir die gleichen Potenzen der 
Wurzeln mit S ,, S , . . . ,  also ist z. B .

S, =  a, +  a2-f- a3 +  . .  . an,
Ss =  “i 2 +  “s* +  a3, +  . • • an*,
S3 =  a1s +  a2s-(-a :l3-)- . . .  an3 u. s. w., so ist 
S t =  —  a, oder S ,- l -a 1= 0 .

W eiter finden wir unmittelbar: 

a, !=(ct, + « * + “8+..<*^s}= « , * + “2 *+ ..an s+ 2 (o 1 as+ ..)  
oder

at 2 =  Ss +  2 a, oder
S2 —  a1* +  2 a 2 =  0, d. h.
S , +  a ,S 1 +  2 a ) =  0.

Ganz ebenso finden wir weiter:

S , +  a, S a +  a8 S, +  3 a3 =  0,
S 4+  a, S 3 +  a, S , +  a3S, +  4 a4= 0 ,
Ss+ a I S 1 +  aaS3 +  a3S!! +  aeS , +  5 a 5 =  0  u. s. w.

2. Umgekehrt erhalten wir aus diesen Gleichungen 
wieder, wenn wir für S ,, S2, S3 die Werte, die wir 
nacheinander in den Koeffizienten finden, einsetzen:
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160 Auflôsung der Gleichungen hühern Grades.

X V I I I .  Kapitel.

Auflôsung der Gleichungen hôhern Grades.

§ 104. Umformungen ron Gleichung'en.
1. Wird anstatt x  in einer Gleichung y +  h ge- 

setzt, so geht dieselbe in die folgende über:
(y +  h)n+ a 1(y +  h)n- 1 +  a ,(y  +  h )n -2+  . . . = 0 ,  oder:

yn +  ( n h + a ,) y n- 1+ ^ 2 )  h* +  ̂ - y ^ j . h a 1 +  ai j -  

y“- 2 +  . . .  = 0 .

Setzen wir in dieser letzteren Gleichung h = —  — ,

so wird der Koeffizient der zweithochsten Potenz von 
y gleich Null, und unsere Gleichung nimmt also die 
Form

yn +  h ,y n_2 +  b3y11-3 +  . . . + b n= 0
an. Gleicherweise kann durch passende Wahl eines 
Wertes für h irgend ein anderer Koeffizient zum Ver- 
schwinden gebracht werden. D ie so erhaltene Gleichung 
ist deshalb wichtig, weil von dieser Form ausgehend 
die Lôsungen für die Gleichungen des dritten und 
vierten Grades sich am einfachsten ergeben.

2. Ersetzen wir ebenso x durch py, so erhalten 
wir eine Gleichung, deren Wurzeln pmal kleiner sind 
als die der ursprünglichen; nâmlich

Pnyn +  aiP n—1yn-1 +  aaPn—2yn -2 +  . . .  = 0  oder
yD-1 yll—2

yn+a*7  + a* - p  + . . . = o .



y
3. Ganz ebenso finden wir für x  =  —  eine Glei-

P
chung, deren "Wurzeln p mal grôfier sind als die der 
gegebenen:

y i - f  a, p . y™-1 +  a , . p ’ . yn~ 2+  a8p3 . y”- 3 +  . . .  = 0 .

4. B e i s p i e l .  Soll etwa in der Gleichung

x 4 +  8x3+ 3 x , +  8 x + 1 2  =  0
der Koeffizient des zweiten Gliedes zu Null gemacht 
werden, so haben wir für x den W ert y — 2 zu setzen 
und erhalten die neue Gleichung

y4— 21y 2 +  6 0 y — 40 =  0.
Die Wurzeln dieser Gleichung sind um 2 grôfier 

als die der alten.

§ 105. A u flo su n g  d er G le ich u n g  v ie r te n  G ra d e s .1 D ie 

M éthode von E u le r .

I . D ie Auflosung der Gleichungen des vierten 
Grades kann auf die verschiedenste W eise dadurch er
halten werden, dafi wir eine bestimmte Gleichung des 
dritten Grades ableiten, die von der ersteren abhàngig 
ist, und deren Wurzeln m it denen der gegebenen 
Gleichung in gewissen Beziehungen stehen. A uf

' Die Auflosung der Gleichungen des dritten Grades ist bereits 
in Sammlung Gôschen Nr. 47, Algebra, behandelt und wir müssen 
auf dieses Bàndchen verweisen. Desgleichen findet sich dort auch 
die Auflosung der reinen Gleichungen hohem Grades x = 1  durch 
die Moivresche Formel. W ir haben es deshalb auch unterlassen, auf 
die letztere Formel weiter, als wir mufiten, bei der Theorie der 
Reihen einzugehen, und müssen also auch betreffs dieser auf das 
Bàndchen Algebra der Sammlung verweisen.
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diesem Yerfahren beruhen auch die Auflôsungen von 
Ampère und Euler. Beide gehen von der Gleichung 
x * + a x s +  b x  +  c =  0  aus, in der also das Glied mit 
x 8 fehlt.

2. M e t h o d e  v o n  E u l e r .  E s seien x ,, x2, x3, x, 
die Wurzeln der Gleichung.

W ir haben dann allemal die Relation

xi +  x , +  x , +  x4 =  0.

Setzen wir je tz t

x, +  xa =  o =  —  2/yA
xI +  xB =  /S =  — ( L)  
x, +  x4= y  = — 2 y y8J 

so erhalten w ir:

a’ + fi*+ y7= (a+ fi+ y? — 2 (“ fi+ “ y + fi y)
=  (3 x, +  xs +  xs +  x4)s —  2 (xt +  x4) (x, +  x8)

—  2  (x, +  x„) (x, +  x4) —  2 (x, +  x ,) (xt +  x4)
=  ( 2  x , +  x ,  +  x 4+  x 3+  x j s — 2  ( x , 9+ x ,  x 3+  x ,  x 8+  x ,  x 4)

—  2 (x , x2 +  x, x , + x 1x4 +  xJ xs +  x2x1 +  xsx J  — 4 x ,a. 

Nun ist aber nach § 100

x1x , +  x ,x ,  +  x 1 x4 +  x2x3 +  xs x1 +  x3x1 =  a, 

und da
Xj Xj x8 “j” x4 0

(2 xt +  x, +  x2 +  x3 +  x4)’ =  4 x, ’
x, * +  x, x, +  x, x , +  x , x4=  x, (x, +  x, +  x , +  x4) =  0, also :

»* +  /»’ +  /* =  —  2a .

W eiter ist:
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a fi y =  (x , +  x a) (x , +  x„) (x , +  x 4)
=  x t 9 (x , +  x , +  x 3 +  x4) +  x , x , x 3 +  x , x2 x 4 

+  X j  x 3 X 4 +  X 2 X j  x 4
oder da

X] x 2 x 3 -f- Xj x 8 x 4 4" Xj x 2 x4 -|- xs x 3 x 4 — b 
afiy — —  b.

Ebenso ist
a fi =  xl x , x 3 “I- Xj x 2 -|- x 2 x 8 

=  x 1(x1 + x 2 + x 8 +  x4) +  x 2 X3 —  X, x 4 
=  X2 X8 — x , x 4, und 

a 2 /S* +  a 9 y* +  fi* y* —  (x2 x 8 —  x , x4)9 +  (x , x 4 —  x, x s)* 
-f-(x 3x 4 —  x , x 2)s oder nach einigen Umformungen

— (XjXg-j- X1X3 + X 1X4 +  XSX3+ X 2X4 +  X3X4) 4  Xj x 2 x3 x4,
oder da

x , x 2 x 3 x4 =  c ist, 
a s /?9 +  a V  +  /*V  =  a9 — 4 c ,  

a a,j89 und y2 sind aber die W urzeln der Gleichung 
Z3_ ( o' +/î«+ j , > ’ +  (a V , +  « V  +  /*, r 1) z - a V V = 0 ,  
oder der Gleichung

z8 +  2  a z 9 -|- (a* —  4 c) z —  b* =  0 , 
oder a, fi, y selbst sind die W urzeln der Gleichung 

u *-J -2 a u * -)-(a 2 —  4 c )u 2 —  b9 =  0.
TJm an Stelle der W erte  a, fi, y die W erte  2  / y , ,

2 /ÿ 7 , 2 /y ,"  zu erhalten, haben wir nur noch z = 4 y  zu 
setzen und erhalten nach Division mit 64 die Resolveute:

y 8+ - ^ - a y ’ + j j r ( a 9—  4 c ) y —  ^  b* =  0.

3. D ie W urzeln der gegebenen Gleichung sind dann 
gegeben durch die obigen Gleichungen (I.), und es wird

x , = - t f T - i f t - y ÿ j  

xa = - ^ + / ^ + y y , ,  für e b  

x8 =  +  Vy, — Vy» +  l'y, 
x ,  =  +  t'y , + V 'y a — Y j , ,
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und

für negative b .

x : =  +  l/̂  +  Vy! +  /ÿ^ 
x2 =  -h Vÿ7 — Vŷ  
xa =  — +  Vyj 
x4 =  — Vy,— Vy2 +  l/y3

D ie Vorzeichen von yyt , fy 9, Vŷ  sind dadurch be-

stimmt, daüyy",. )/y2 . |/y3 =  — a,3j/ =  — — b sein muü.

4. B e i s p i e l .  x 4 — 2 5 x a-|-60x — 3 6 = 0 .

D ie Resolvente wird y8 —  ^  y2+  - t t t  y —  —r~—0.j  2 J  16 4
D ie Wurzeln dieser letztern Gleichung sind aber

9 , 25 , . .— 3 ,—  — 5
T ’ ’ T ’ a 1 ŷ> =  T ’ ^  =  2’ ŷs =  T und die
Wurzeln der ursprünglichen Gleichung sind demnach
1, 2, 3 und —  6.

§ 106. Fortsetzung. Méthode von Ampère.

1. D ie Auflôsung von Ampère ist der von Euler 
nahe verwandt.

E s  sei
z z

x i 2  * X2 — 2  a'
Setzen wir diese W erte in die Gleichung ein, so 

erhalten wir

(~2~ +  “)  + a ( -2” +  a)  + b ^-|- +  aj  +  o =  0  oder:

z4 , zs . a , 3 a 2 , .  , zs
■Jg +  ~2 ~ +  ~2 ~ z +  2 a 3z - f a 4 +  a .  —  +  a a z  +  aa*

+  b - ^ - - f b a  +  c =  0.





Quadrieren sich sofort ergibt, ÿ + 2 , und wir erhalten 
also :

* i  =  — /3i ^ = - i V 3 ,  xa =  +  f 3 ,  x4 =  — i / &

§ 107. Fortsetzung. Methode des Cartesius.

1. Auch diese Methode ist den obigen nahestehend. 
Gehen wir wieder von den Gleichungen x 4 -j- ax2 -(- bx -f- c = 0  
aus und setzen

x 4+ a x ! + b x + c = ( x , + x y  +  t)(x ’ - x y + z ) ,  
bo erhalten wir durch Gleichsetzung der Koeffizienten 

a =  t-J -z  — y 4, oder t-|-z =  a -f-y 2>

b =  y ( z - t ) ,  z - t  =  y ,

c — tz , tz  =  c und hieraus:

2 z  =  a +  y2+ y ,

2 t  =  a-^-y, -----—, also:

(a +  ya+ y ) ( a  +  y! - y  )  =  4o

oder wieder wie oben:
y * + 2 a y ‘ + ( a * - 4 c ) y * - b * = 0 .

Aus dem W erte für y finden wir weiter die Werte 
für t und z, und wir haben dann nur noch x aus den 
beiden quadratischen Gleichungen 

x 2- f  x y -| -t= 0  
x 2 —  x y 4 - z  =  0

zu bestimmen.
2. B e i s p i e l .  x *— 7 x ’ — 1 2 x - f l 8 = 0 .

y»— 1 4 y * _ 2 3 y ‘ — 1 4 4 = 0 . y = 4 .

2z  =  - 7  +  1 6 — z — 3,
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2 t =  — 7 +  16 +  - ^ ,  t  =  6,

x ' +  i x  +  G^^O, x, und xa =  2 +  y— 2,
x a— 4 x  +  3 =  0, x3 und x4 =  2 + l ,  also = 3  und =  1.

An me r k u n g .  Aufier den angeführten drei Methoden, 
die reduzierte Gleichung des vierten Grades aufzulôsen, 
gibt es noch eine ziemlich groBe Zahl anderer solcher 
Methoden. Wir müssen aber uns begnügen, dies erwâhnt 
zu haben.

§ 108. Auflosung zweier quadratischer Gieichungen 
mit zwei Unbckannten.1

1. Seien
a x 2 +  (b y  +  c )x  +  (d ya +  y + f 1) =  0, 
ai x ! +  (bj y +  c,) x +  (d, y* +  e, y +  f, ) == O 

zwei Gieichungen des zweiten Grades und denken wir 
uns dieselben abgekürzt gesohrieben

A x a +  B x  +  C =  0  A , x* +  B , x +  C, =  0 ,  
so erhalten wir daraus die vier Gieichungen: 

A x '+ B x ’ + C x  = 0 ,
A x a +  B x  +  0  =  0,

A , x 3 +  B , x a +  C, x  = 0 ,
A j x a +  B , x +  Ci =  0.

Sehen wir in diesen x 3, x a und x  als Unbekannte 
an, so ist die Bedingung für das gleichzeitige Bestehen 
dieser Gieichungen (vergl. §  31)

A B C 0
0 A B  C

A =
A , B , C, 0 =  0,

0 K B , C,

1 Vergl. bicrzu z. B Salmon-Kiedler, Algebra d. li»  Traneform



womit zugleich die Elimination von x aus obigen Glei- 
chungen vollzogen ist.

2. B e i s p i e l .
x 2 —  2 x y  +  3 x  +  2 =  0,

2 x y —  y 2 +  x — y — 2 =  0
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gibt:

A =

oder :

1 — 2 y  +  3 2 0
0  1 — 2 y  +  3 2
0  2y  +  l  - ( y , +  y +  2) 0
0  0  2 y  +  l  —  (y2+ y  +  2)

3 y* —  2 y3 — 1 2  y* —  2 3 y  — 1 2  =  0.

=  0

§ 109. Aufsuchen von ganzzaliligeuWurzeln nlgebraischer 
Gleichungen.

1. Sind die Koeffizienten einer Gleichung lauter 
ganze Zahlen, so kann die Gleichung keine Wurzel 
haben, die ein rationaler Brucli ist. Hierbei ist aber 
der Koeffizient von xu gleicli Eins vorausgesetzt.

r
H âtte namlich eine W urzel die Porm , so wâre

s
r n 

8“
Durch Multiplikatlon mit sn~ 1 würde sich hieraus 

aber die Summe

rn I r V1- 1 / r \“ - 2
s r + » ( - r )  + * . ( t )  + • ■ - « •

+  a i . s . rn—1 +  a2. s2. r“—2 +  . . .  =  0

ergeben, und es wâre also ein Bruch und eine ganze 
Zahl zusammen gleich Null, was unmoglich ist.

2. Hieraus ergibt sich aber: H a t  e i n e  a l g e -  
b r a i s c h e  G l e i c h u n g  e i n e  g a n z z a h l i g e  Wu r -
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z e l ,  s o muf i  d i e s e l b e  n o t w e n d i g  e i n  F a k t o r  
d e s  A b s o l u t g l i e d e s  s e i n .

3. W ie wir sahen, konnen wir für irgend einen 
W ert a jede Gleichung in die Form

(x — a)11 -|- Rn (x — a)n—1-(-R n—l (x — a)n_2 + . .  -f - R , =  0 

bringen (§ 95). Um den W ert von R , zu erhalten, 
haben wir also nur in der Gleichung für x den W ert 
a zu setzen und werden alsdann als Funktionswert 
der Gleichung

R i =  “n +  an—1 +  . . . +  au
erhalten.

Ziehen wir diesen W ert von einem zweiten solchen 
W ert R , '  ab, für den wir erhalten

R , ' =  /*" +  a, fia~l +  a2 +  . . .  +  a», 
so folgt aber, dafi — R t ' stets durch a—fi teilbar ist, 
indem jedes Glied der Funktion

(« n _ ^ n ) - f  a i(a n -l — i?“- l )  +  a2(a n -2 _ ^ n -2 )  . , _

durch diese Differenz teilbar ist. F ü r  i r g e n d  z w o i 
g a n z z a h l i g e  W e r t e  a u n d  fi i s t  a l s o  s t e t s

, Ri  —  Ri '  • n  , ,a u c h  -------------  e i n e  g a n z e  Z a h l .a —  fi
I s t  i n s b e s o n d e r e  fi e i n e  W u r z e l  d e r  G l e i 

c h u n g  u n d  i s t  a l s o  R / = 0 ,  so i s t  n o t w e n d i g  
a u c h R ,  d u r c h  a — fi o d e r  a u c h  fi —  a o h n e R e s t  
t e i l b a r .

4. Nachdem wir dies vorausgeschickt haben, wollen 
wir zur Bestimmung der ganzzahligen Wurzein einer 
Gleichung gehen und hierfür das Beispiel

x4 — 14 x3 +  71 x 8 — 154 x + 1 2 0  =  0 
wàhlen. Xacli Absatz 2 kann nur eine der Zahlen
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Haben wir hierbei einmal die Wurzel x, =  2 ge- 
funden, so benützen wir zur weitern Entwicklung nicht 
mehr die ursprüngliche Gleichung, sondern die Glei
chung xs— 12 x2 +  47 x — 60 =  0 ,  deren Koeffizienten 
die vierte Reihe des Schémas bilden. Hierauf unter- 
suchen wir zuerst, ob nicht die Wurzel + 2  nochmals 
eine solche ist.

Haben wir die 2te Wurzel xa =  3 gefunden, eo 
brauchen wir — 3 nicht mehr in Betracht zu ziehen, 
da das Absolutglied den Faktor 9 nicht enthâlt.

Nachdem die 2te Wurzel xa =  3 gefunden, hatten 
wir, anstatt zur weitern Rechnung x2—  9 x  +  20 =  0  zu 
benützen, auch letztere Gleichung direkt auflôsen konnen.

D ie Gleichung hat also die Wurzeln 2 , 3, 4, 5.
5. Manchmal ist es von V orteil, wenn wir auch 

für x  =  —  1 den zugehorigen W ert von R  zur Aus- 
scheidung ganzzahliger Faktoren des Absolutgliedes 
hinzunehmen. In  obigem Beispiel hatte dies keinen 
Nutzen gebraclit, da der R est 360 uns nicht gestattet, 
weitere Faktoren von der Untersuchung auszuscheiden.

Is t der erste Koeffizient nicht gleich Eins, so kann 
die Gleichung in eine andere transformiert werden, in 
der dies der Fall ist. W ill man das n icht, dann er- 
leidet das Schéma entsprechende Anderungen.

§ 110. Mehrfache Wurzeln einer Gleichung.

1. E s sei irgend welche ganze Funktion 
y =  f(x ) =  xI1 +  a1xI1- 1 +  aaxn- 2- f  . . . + a a

gegeben. W ie wir in § 94 sahen, ist dann immer 
f ( x) _ f ( z )  durch x — z teilbar. Setzen wir in dem so
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f  __f ( z\
erhaltenen Quotienten — ——-— nach der ausgeführten

Division z =  x, so werden wir einen Quotienten erhalten, 
der im allgemeinen nicht gleich Null ist. Diesen W ert 
lieifien w ir  d ie  e r s t e  A b t e i l u n g  v o n  f(x ) na c l i  
(x) u n d  b e z e i c h n e n  d i e s e l b e  d u r c h  y', f '( x )  
o d e r  D  f(x ). So ist z. B . 

x® —  zn
D x n = -----------------=  X 11—1 +  x11-1 z +  . .  . +  zn

X  —  z

und für
z =  x, D x n =  n . x n- 1, D a x n =  n . a . x11- 1,

D  (xn +  a, x" - !  +  a2 xn - 2 +  . . . )  =  n . x » - 1 +  (n — 1) a,xn- 8 
+  (n — 2 ). aaxn-3 - f - . .  . +  an_ i ,

D ( x - « ) ” =  D ( x « - ( “) . x n- i .  « +  (“) .  x * - * a -  . . .)

n . n — 1 „ n . ( n  — l ) (n  — 2)
=  n . xn----------1----- x " - * . <*+ — ----- j-------------- x11' 3 .

=  n . (x — o)”—1.
2. D ie Ableitung der Ableitung bezeichnen wir 

ebenso als die zweite Ableitung und bezeichnen die
selbe mit y ", f " (x )  oder D ! f(x ). Desgleichen erhalten 
wir die dritte Ableitung y '" ,  f '" (x )  oder D af(x).

3. Ist insbesondere a eine Doppelwurzel der Glei
chung, so werden wir die Gleichung stets auf die Form 
bringen konnen

(x -  «)« +  Rn (X  -  a ) * - 1 + . . .  +  R ,  (X  -  «)’ =  0, 
da ja  (x — o)’ ein Faktor der Gleichung ist. Fü r die 
Ableitung dieser Gleichung, die linke Seite als Funktion 
angesehen, nach x müssen wir, wie aus der Définition 
unmittelbar folgt, denselben Ausdruck erhalten, ob wir 
die letztere Form der Gleichung benützen oder die



ursprüngliche, d. h. wir finden, dafi die beiden Aus- 
drücke
n . (x — a)n—1 “h (n— 1) En (x — a)n—2 -f - Rn—l (x— a)n_s -f -..

+  2 R s (x —  a) und 
n . x n +  (n — l ) .a ,  x11- 1- ^  — 2 )a 2xu- 2 +  . . .  +  an_i  

identisch sind. D er erstere Ausdruck verachwindet 
aber, wenn wir für x  den "Wert a setzen, und wir 
finden: H a t  e i n e  G l e i c h u n g  e i n e  D o p p e l -  
w u r z e l a ,  so i s t  a a u c h  e i  n e W u r  z el  d e r g l e i c h  
N u l l  g e s e t z t e n  e r s t e n  A b l e i t u n g  d e r  G l e i 
c h u n g .

Ist a  von der ursprünglichen Gleichung eine drei- 
fache W urzel, so ist a von der ersten Ableitung eine 
zweifache und von der zweiten Ableitung eine einfaclie 
Wurzel. W ie der Satz allgemein lautet, ist leicht er- 
sichtlich.

4. Wissen wir so z. B ., dafi die Gleichung 
x 3 — 4 x ’ +  5 x  — 2 =  0 

eine zweifache Wurzel liât, so mufi diese auch eine 
Wurzel der Abteilung 3 x 2— 8 x  +  5 = 0  sein. Um diese 
W urzel zu bestimmen, haben wir nur noch den gemein- 
samen Teiler dieser beiden algebraiscben Gieichungen 
aufzusuchen (vergl. Sammlung Goschen Nr. 47, Algebra, 
§ 11). Dieser Faktor ist x — 1. In  der T a t sind 1,
1, 2 die Wurzeln der gegebenen Gleichung.
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X I X .  Kapitel.

Nâherungsweise Auflôsung der Gleichungen.

§ 111. AUgemeine Bemerkung.
W ie wir im vorigen Kapitel sahen, kônnen wir die 

Gleichungen des vierten Grades noch auflôsen. Das- 
selbe ist für besonders gestaltete Gleichungen des hôhern 
Grades môglich, so z. B . für die Gleichungen xn + 1 = 0 .  
Im  allgemeinen aber ist es unmôglich, für Gleichungen 
hôher als vom vierten Grade eine algebraische Losung 
zu finden.1 Man ist dann genôtigt, wenn die in § 109 
und 110 angegebene Arten zur Auffindung einzelner 
Wurzeln versagen, die Wurzeln nâherungsweise zu be- 
stimmen zu suchen. Auch bei Gleichungen des dritten 
und vierten Grades wird diese nâherungsweise Be- 
stimmung manchmal vorzuziehen sein , da die andern 
Methoden oft auf sehr verwickelte Bechnungen führen. 
D ie nâherungsweise Bestimmung eignet sich zudem auch 
zur Auflôsung anderer als algebraischer Gleichungen.

§ 112. Die Metliode von Lagrange.
1. Eb sei die Gleichung x8— 4 x — 5 =  0 aufzulôsen. 

Bezeichnen wir die linke Seite dieser Gleichung durch 
f  (x), so haben wir für x  zwei solche W erte zu suchen, 
für die f(x ) entgegengesetzte Yorzeichen hat. Zwischen 
diesen W erten x  mufi dann nach § 100 eine Wurzel 
d e r  Gleichung liegen. So finden wir z. B . f(0 ) =  — 5

i  D ie s e  U n m o g lic h k e it  w n r d e  z u e r s t  v o n  A b e l ( C r e lle s  J o u r n a l

B d . 1 )  b e w ie s e n .



und f(3 ) =  +  10, d. h. eine Wurzel der Gleichung liegt 
zwischen 0  und 3. Diese Wurzel suchen wir durch 
Probieren in noch engere Grenzen einzuschlieÜen, und 
.zwar liegt dieselbe zwischen 2 und 3, da f(2 )  =  — 5 ist.

2. D ie zu suchende Wurzel setzen wir nun = 2 -\——
y

und setzen diesen W ert in die gegebene Gleichung ein 
und erhalten

+  — 4^2 +  — j —  5 =  0  und hieraus:

5 y3— 8 y ’ — 6 y — 1 = 0 .
In  dieser Gleichung finden wir wie oben, dafi für 

y ein W ert zwischen 2 und 3 liegt, und setzen hier

wieder y =  2 +  —  und erhalten so die neue Gleichung

5 zs — 2 2 z’ — 2 2 z — 1 = 0 ,  z =  5 + - l .

3. Setzen wir dieses Yerfahren fort, so erhalten wir:

* - « + T + ±  !

2 + T -
Hieraus ergeben sich uns aber für x die Naherungs- 

werte (8 3):
1 5 „ 16 „ 21 „ 58 253 

2> 2 2 ’ 2 11 ’ 35 ’ 46 ’ 127 ’ 2 554 ' 
Letzter W ert ist = 2 ,4 5 6 6 7 8 6 . Würde als letzter 

Teilnenner die Zahl drei gewâhlt worden sein, so würde
195

sich als letzter Naherungswert j ^  =  2,456675 ergeben. 

Die W urzel der letzten Gleichung liegt zwischen 3 und 4.

Die Methode von Lagrange. 1 7 5



§ 113. Die Newtonsche Methode.
1. Auch diese Methode wollen wir an einem Bei- 

spiel zunàchst klarzumachen suchen. E s sei etwa die 
Gleichung x 3+ 2 x ! +  3 x — 7 =  0  aufzulôsen. Haben wir 
auch hier gefunden f ( l )  =  —  1 u n d f ( 2 ) = l l ,  so setzen 
wir hier x =  1 +  h und erhalten durch Einsetzen in die 
gegebene Gleichung

( l  +  h)3 +  2 ( l  +  h)* +  3 ( l + h ) — 7 =  0  oder:
( l  +  2 +  3 - 7 )  +  h (3  +  4  +  3) +  e h, +  <rh3 =  0, d. h.

—  l  +  10h  +  e h * + ffhs =  0
Um aus dieser Gleichung nàherungsweise h zu er

halten, konnen wir h* und h3 vemachlàssigen und er
halten zur Bestimmung von h die Gleichung

—  l  +  10h  =  0 oder h =  0 ,l .
2. H ierauf setzen wir ebenso x =  1, 1 +  h, und er

halten ganz gleicher weise für h, wieder eine Gleichung
( l , l + h 1)3 +  2 ( l , l  +  h1), +  3 ( l , l  +  h )— 7 =  0 , 

oder wenn die Glieder mit h(* und h ,3 weggelassen 
werden,

0 ,0 5 1 +  11,03 h, =  0, h, =  — 0,0046 
also x =  1,0954 . . .

Fahren wir so w eiter, so erhalten wir mit jeder 
beliebigen Genauigkeit den W ert von x.

3. Sei allgemein z. B . eine Gleichung des vierten 
Grades gegeben, etwa

x* +  ax3 +  bxs +  ex +  d =  0, 
und sei a ein nàherungsweise richtiger Wurzelwert der 
Gleichung; so setzen wir x  =  a +  h und erhalten durch 
Einsetzen von a +  h in die Gleichung 
a4 +  aa3 +  ba2 +  ca +  d +  h (4a3 +  3aa2 +  2ba +  c) +  g h* 

+  oh3 +  ch 4 =  0
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Dann erhalten wir aber:

------ - =  -77^  und hieraus
x — /»

f i . S ( a )  —  a . { ( f i )

{ ( a ) - { ( f i )  •
2. Diese letztere Formel ist namentlich aucti ge- 

eignet zur Auflôsung transcendenter Gleichungen, d. h. 
solcher Gleichungen, die durch transcendente Funktionen, 
die gleich Null gesetzt werden, gebildet sind. Um diea 
zu zeigen, wollen wir von obiger Formel noch eine

geometrische Ableitung 
geben. W ir tragen auf 
einer Geraden von einem 
beliebigen Punkt O aus 
zwei Strecken OA und 
O B  gleicli a und fi ab 

und errichten in A  und B  auf O A  Lote A  P  und B  Q 
gleich f(o) und {(fi). Die Funktion selbst konnen wir 
uns dann durch eine Kurve dargestellt denken, die 
durch P  und Q geht. Sind nun {(a) und {(fi) nahezu 
gleich Null und liegen A  und B  nahe beieinander, so 
werden wir den Yerlauf der Kurve von A nach B  als 
nahezu gerade ansehen und annehmen dürfen, dafi der 
P Q  benachbarte Schnitt X  der Kurve mit O A  nahezu 
mit dem Schnittpunkt C von P Q  mit O A  zusammen- 
fallen wird. Dann konnen wir aber ohne grofien 
Fehler setzen:

f(« ) C A  O A — O C  a — x 
{ (fi) C B  O B  — O C — fi — x ~ x  — fi u’ 8< w- 

E s ist natürlich hierbei womôglich a und fi so zu 
wahlen, dafi f  (a) und f  (fi) entgegengesetzte Yorzeichen
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haben. Notwendige und hinreichende Bedingung für 
die Anwendung der Régula falsi ist dann, dafi die 
Funktion f(x ) zwischen den W erten a und fi stetig ist, 
also sicb nicht etwa sprungweise andert; die Kurve, 
welche die Funktion darstellt, also zwischen den 
W erten P  und C A  eine fortlaufende Linie darstellt. 
Sind f  (a) und f(/S) beide positiv oder beide negativ, 
so ist nicht immer notwendig, dafi die Methode zum 
Ziele führt, namentlich dann nicht, wenn f ' (a) und f'(fi) 
nahezu Null sind; oder gar entgegengesetzte Vorzeichen

jy  / \

besitzen, wodurch die Annahme der Annàherung =  1

hinfallig werden kann. Sind jedoch die notigen Vor- 
aussetzungen für die Anwendbarkeit vorhanden, so gilt 
die Methode für algebraische wie für transcendente 
Funktionen.

3. B e i s p i e l .  x* — 100x  =  0



E i n e  S a m m l u n g
von

Geduldspielen, Kunststücken und 
Unterhaltungsaufgaben

mathematischer Natur.

A. Kleine Ausg. in 1 Band, orig. geb. Mk. 5.—.
B. Grosse Ausg. in 3 Banden, orig. geb. à Mk. 4 .—.

ie schon der Titel sagt, handelt es sich hier um

um ein Buch, in dem der Verfasser die Gedanken niederge- 
legt hat, mit denen sich der Mathematiker in seinen MuBe- 
stunden gern beschaftigt. Es sind ungezwungene kritisch- 
historische Betrachtungen und unterhaltende Plaudereien 
über aile moglichen Problème und Kunststücke, die in 
einer auch dem Laien leicht fasslichen Form vorgeführt, 
erklart und erganzt werden.

O. J. Goschen,8Cheu Yerlagshandlung

kein streng wissenschaftliches Werk, sondera

Verlag der

in Leipzig.
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«eom etrie Bon Dr. 3oljn Sdjrôber 
in fcambutg. 2R. 5.—.

— 12

13 t>ifferentia(g[ei<$ungen B. Brof. 
Dr. Si. Scbltfiiigtr in Rlaufenburg.
2. Siuflage. 50?. 8.—.

14 p ra ç is  ber «Ietctyungen Bon 
Brofefior E. îiunge in ÿannoBer. 
Si. 5.20.

19 î»af)rfef)einltcf)teits- unb 21 u *- 
glcidjungs-Hedinung Bon Dr. 
Siorbert c e t} in SBien. TO. 8.—.

20 Ocrfid)eruttgsmatJ)ematif Bon 
Dr. SB. ®ro6mann i. SBien. ïïî. 6.—.

25 Hiutlvtifdic «eom etrie bes 
Haumes II . ffcü : ï>ie Jladfett 
3 t»eiten « rab e s  oon Brof. Dr. 
S Ja j Simon in Stra&burg. TO. 4.40. 

27 ©eometrifctfe ÎTransformatio- 
nett I. C eil: Oie prejeftipen 
Œransformationen nebft ihrett 
Jlnœettbuttgett Bon (Jkoftffor 
Dr. if irl SJoeblemann in Wüniten. 
W. 10.—.

29 ZlUgemeine Œlieorie ber R aum - 
furtictt unb vflScfjen I. Ceil Bon 
Btoffffot Dr. ffiiltot RommereO 
in fReutlittgen unb Btofeffor Dr. 
» . RommeteHi. Çeil&ronn. SW. 4.80. 

31 ïfjeorie b. algebraifdjen Ju n f -  
tionen unb ilirer Jn tegra le  Bon 

• Cberlcbret S. Sanbfriebt in Sttafr 
burg. SB. 8.50.

82 Cljeorie u. p r a jts  ber Ketïjen 
Bon Brof. Dr. a. SJuttge in ©an* 
noser. SU. 7.—.

34 Sintengeometrie mit 2Jnt»en- 
bungen I. l e i t  B. BrofeRor Dr. 
Jlonr.8inb[ert3nn8brutf. SJi.12.—.



Sammlung Schubert
®. 3. ï>erlu0sf)im&lurtg, £eip3ig.

35 îttelir&imenfionale ®eometrie 
I . ÎTeil : Die Itneuren Hciume 
»on ÎBrofetîor Dr. 83. ®. 6d)oute 
in Broningen. 3B. 10.—.

39 ŒJiermoSünamtl I. ÎTeil 0. ®rof. 
Dr.Sffi. !BoigH.®5ttingen. 3H. 10.—.

40 SHat[)cmattfci)< © ptif «on Dr.
3 .  Elafien in feamburg. W. 6.—.

41 S c o r ie  Sec Æ lettrijitât u. Ses 
ÎTlagnetismus 1. ÎTeil: <£lel- 
troftatifu.&IeftrolinetiEo.^tof. 
Dr. 3 . Elafient flambutfl. 3JI. 5.—.

42 Ctieorie Ser flc ltc i^ ita t u. S. 
ïllagn etlsm u s 11. Œeil : TOaq. 
nttiimuS unb glettromagnetiimuS 
oon $rof. Dr. 3- ttla[fen in 
ÿamburg. UR. 7.—.

44 îltlgemeine Cljeoric 5. Ztaum- 
furpctt u. Jlad tett II. ÎTeil «on 
ÎSrof. Dr. SBiltor Rommerell i.Meut* 
lingen unb üîrofeffot Dr! ftarl 
RommereHin Çeilbtonn. K . B.80.

45 îlieSere JIn a lïf is  II . ITeil : 
vfunttionen, pctenjreiïîen, 
®Ieid)ungen o.!Brof.Dr.£etmann 
Ediubert in $amburg. 3H. 3.80.

46 ÎTtietafunftionen unS bvçer- 
eHiptifd)e A m tttonen o. Cbtr
iturée (S. Sanbfrieb in Stta&- 
burg. fflt 4.50.

48 ÎTl)ermoSi;nami( 11. ÎTeil o.îgrof. 
Dr.28.SBoigt,@ôttingen. 2B.10.—.

49 £Ti<4ît-<£u(liSifdje ®eometrie B. 
Dr. ceint, liiebntann in Üeipjig. 
ilH. 6.50.

In Vorbereitung bezw. projektiert sind:
Jntegralred)nung oon üScof. Dr.

granj SJteijer in #6nig8berg. 
Clemente Ser Hftronomie «on 

Dr. Srnfl ®arttoig in «amberg. 
tn«tl)emati(ci!c ®eograpftie oon 

Dr. drnfi Çartroig in sBamberg. 
DarfteUenSe ®eometrie II. ÎTeil : 

21'tttx’enSungeti S. SarftetlenSen 
fleometrie oon îprofefior 8 c i$  
®etjget in Jfafîel.

®efd)i<4te Ser ÏTCatfjemattt oon 
«Prof. Dr. 31. o. fflraunmübl unb 
Çrof. Dr. S . Wûntber in Wünditn. 

O tnam it oon $rof. Dr. ffarl $eun 
in #art4rube. 

tCed)ni\d)t ÏTtecf)anit oon Dr.
Barl $eun iu RartSruÇe. 

«eoSSfie Oon ^rof. Dr. a . Balle in 
$otibam.

ItOaemeine Junftionentfieorie o.
Dr. $aul ®»ftein in Stra&burg. 

RSumlidie projeftioe ®eometrie. 
®eometrifd)e Cransformationen 

n. ÎTeil 0 . 93r°f- Dr. Rarl ffioeÇte* 
mann in ®!üncf)en.

Œïîeorie S. Ijoljeren algebraifdien 
Rurt>en.

®ntptifd)e ^unftionen. 
JWgemeine Jorm en- » .  3n »ari-

antentlicorie oon 'Brofeflor Dr. 
3o[. ffieHftein in ®ie{jen. 

îlleftrSimenfionale ®eometrie II. 
ÎTeil oon SÇrof. Dr. 'B. Ç. Sdjoule 
in (SSrsningen.

Ciniengeometrie II. ÎTeil O. $tof.
Dr. jtonrab ginblec in 3nn8brui. 

Hinemattî oon ïkof. Dr. Rarl ÿeun 
in RarISruIir.

2lngett>anSte potentialt^eorie oon 
Cberlebrer Brimfebl in iiamburg. 

£le(trom agnet. Cid)ttt)eorie Don 
SÇtof. Dr. 3 . Elaffen i. £ambutg. 

®ruppen- unS Subftitutionen- 
tijcorie oon $rof. Dr. S. Sieito 
in (Biefjrn.

ÎTIieorie S. Jlacfyen Sritt.fflrSnung. 
tnatf)ematifd|e potcntialtbeorie. 
®Iafti5itS ts- unS ,ïeftigfeitslet!re 

im Sautoefett oon $ r . ing. 
§ . ÏReinner in îPerlin. 

®Iafti3ita t« - unS Jeftigfeitsteftre 
im SUafditnenbau oon Dr. 
Mubolf SBagner in Siettin. 

®rapl)ifc{)e5 Kedjnen oon 53rof.
Slug. SIbtec in ®rag. 

tioltere Hifferentialgleidjungen 0. 
$rof. 3 . C’orn in Sfauitbal.



Goschens Kaufmânnische Bibliothek
S a m m lu tif  p r a k tis c h cr  k a u fm à n n isch er  H a n d bü cher, die nach ihrer 
ganzen A nlage b eruf n sein sollen. gowohl im kaufmânnischen U nterricht 

als in der P ra x is  w ertvolle D ienste zu leisten.

B d. 1 :  D e u t s c h e  H a n d e l s k o r r e s p o n d e n z  von 
R o b e r t  S t e r n ,  Oberlehrer an der Ôffentlichen Handels- 
lehranstalt und Dozent an der Handelshoçhschule zu 
Leipzig. Geb. Mk. 1.80. t

Bd. 2 :  D e u t s c h - F r a n z o s i s c h e  H a n d e l s k o r r e s p o n 
d e n z  von Prof. Th. d e  B e a u x ,  Oberlehrer an der Ôffent
lichen Handelslehranstalt und Lektor an der Handels- 
hochschule zu Leipzig. Geb. Mk. 3.—.

Bd. 3 : D e u tsc li -  E n g l i s c h e  H a n d e l s k o r r e s p o n 
d e n z  von J o h n  M o n tg o m e ry , Director, and Hon-Secy, 
City of Liverpool School of Commerce, University 
College in Liverpool. Geb. Mk. 3 .—.

Bd. 4 : D e u t s c h - I t a l i e n i s c h e  H a n d e l s k o r r e s p o n 
d e n z  vori Professor A lb e r to  d e  B e a u x , Oberlehrer am 
Kônigl. Institut S. S. Annunziata in Florenz. Geb. Mk. 3 .—. 

Bd. 5 : D e u t s c h  -  P o r t u g i e s i s c l i e  H a n d e l s k o r r e 
s p o n d e n z  von C a r lo s  H e lb lin g . Professor am N ational- 
kolleg. u am polytechn. Liceum i. Lissabon. Geb. Mk. 3 .—.

Die Zeichenkunst
Methodisclie D a r s te lla n g  des gesamten Zelclienwesens 

Herausgegeben von K a r l  K im m ic h .
Unter Mitwirknng von H. HndSl. H. C am m lssar, Ciidwig Ç an* 
f is d itr , m. fü rs t , Otto I)upp, Hlbert Rull, Honrad tan g » , 
Hdalbert fnidiolitsdi, Hdolt flîâller, P a u l lîau m ann , fr it ]  K«U», 
H. v . Saint-G eorge, H. Stel|t, R. Crunh, Vorderlinn n. anderen.
Zwei starke Bande mit 1091 Text-lllustrationen sowie 

56 Farb- und Lichtdrucktafeln.
P r e i s :  G e b u n d e n  M a r k  25.—.

Auch in 23 Heften à Mk. 1.— zu beziehen.

G. J. Gôschen’sche Verlagshandlung 
in Leipzig.
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