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I. A bschnitt.

Punkt, Ebene, gerade Linie.

§ 1. Punkt und Vektor.
B ezeichnungen : 0  Nullpunkt oder Ursprung, P  

Punkt im Raum, OP =  r , oc, ß , y Richtungswinkel 
von O P, x  y  |» Koordinaten von P .  Es sind stets, 
wofern nichts anderes bemerkt ist, rechtwinklige Ko
ordinaten vorausgesetzt.

1. Wo liegen die folgenden Punkte?
a) 4 0)0 , b) 4|3|0 , c) 4|3|5 , d) 4 4 4 ,
e) — 4| —4| — 4 , f) 0| — 710 , g) 0 ( -7 )  +  2 ,
h ) - 5 | - 7 |  +  2 ,  i) 0 0|3 , k) —5|0|3 ,
1) 2| — 5| — 3 , m) oo|0|0 , n) oo|3|0 ,
o) oo|3|5 , p) 3j5|*-Koord. unbestimmt,
q) 3|y-  u. »-Koord. unbestimmt.

2. Welche Entfernungen von 0  haben die in 1. 
angegebenen Punkte?

Formel r  — +  y l +  ä2 .
3. Es sollen die Richtungskosinus und, soweit es 

ohne Benützung der trigonometrischen Tafeln möglich,
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auch die Richtungswinkel der Vektoren angegeben 
werden, die zu den in Nr. 1 angegebenen Punkten 
gehören.

4. Von einem über der NF-Ebene, d. h. auf der 
Seite der -\-Z- Achse liegenden Punkt ist gegeben 
ot =  60°,  ß =  45 0, r =  G ; gesucht ist y , x ,  y , * .

Res.: y =  60°,  3 j3 /2 |3  .
5. Für einen unter der N F- Ebene liegenden Punkt 

ist gegeben * = 1 5 ,  y =  8 , a  =  3 0 0. Wie groß ist 
r ,  z ,  cos/?, cosy?

Res.: r  = 1 0 ) / 3 ,  * =  — y 11 , cos/? =  4]/3 : 15 , 
cosy =  — )/33 : 30 .

6. Ein regelmäßiges Tetraeder mit der Kanten
länge a steht auf dem ersten Feld der NF-Ebene 
so, daß eine Ecke nach O und eine Kante auf die 
+  N- Achse lallt. Es sollen die Koordinaten der Ecken 
berechnet werden.

7. Eine regelmäßige vierseitige Pyramide S P t P2 P3 , 
deren Kanten alle die Länge a haben, steht so auf der 
NF-Ebene, daß die Spitze S  auf der -f  Z-Achse liegt 
und P1PS _LF- Achse, P, Pi  J_N-Achse ist. Es sollen 
die Koordinaten der Ecken angegeben werden.

8. Die Koordinaten der Ecken eines Würfels von 
der Kantenlänge a anzugeben, wenn zwei Gegenecken P7 
und Ps auf der Z- Achse symmetrisch zu O liegen 
und I \  im 1. Feld der NF-Ebene liegt.

Res-: A : | - V 6 ’0 ^ y 3 ,  Pt : j f B j -  j  usf.

9. Gegeben sind die Punkte Pl und P2 durch ihre 
Koordinaten. T\ P2 wird im Verhältnis m : n geteilt.
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Es sind die Koordinaten des Teilpunktes und die Länge 
von PL P2 zu suchen.
a) 2|5|11 , 10|3|18 , 1 :1  , 2 :3  , 2 : - 3  ;
b) 7 —2 —8 ,  —35  11 , 2 : —5 , ' 3 : l ,  —3 : 1 .

Res.: a) 6 4 14,5, 5,214,2 13,8 , — 119] — 3 ,
3 /1 3  ;
41] 20| 62 1 13 25
T  3 F ’ — 2~T|T’
— 8 8,5|20,5, y'510 .

10. Von einem Dreick sind die Koordinaten der 
Ecken 2|5[0, 11]3|8, 5] 1 12 gegeben; es sollen die
jenigen des Schwerpunktes und die Längen der Seiten 
berechnet werden.

Res.: 6 | 3 § ,  / U 5 ,  - ^ 3 0 1 .

11. Die Koordinaten für die Schwerpunkte der 
Seitenflächen des Tetraeders Nr. 6 und der Pyramide 
von Nr. 7 zu berechnen.

12. Von einem Dreieck sind die Koordinaten x l y1 xt , 
x2 y,2 x2 zweier Ecken und die Koordinaten X  Y \Z  des 
Schwerpunktes gegeben. Es sollen die Koordinaten 
der dritten Ecke gefunden werden.

Res.: x3 =  S X  — (xt +  x2) , usf.

13. Die Koordinaten der Ecken des Tetraeders 
P1Pi P3Pi  sind gegeben. wird mit dem Schwer
punkt SL des Dreiecks P2P3Pi verbunden und Pl <S\ 
wird, von Px aus, durch S  im Verhältnis 3 : 1 geteilt. 
Es sollen die Koordinaten von S  berechnet werden.
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Res.: +  ar2 +  x3 +  *4) : 4 , usf.

Hieraus folgt, daß, wenn man statt von P4 von 
einer anderen Ecke ausgeht, sich derselbe Punkt S  
ergibt. Er heißt S ch w erp u n k t des Tetraeders.

14. Suche die Koordinaten des Halbierungspunktes 
derjenigen Strecke, welche die Halbierungspunkte von 
Pl P, und P 3P 4  in Nr. 13 verbindet. Verfahre ebenso 
mit P2 P3 und Pl P4 , bzw. Pl P3 und P2 P4 . Welche 
Folgerung ergibt sich?

15. Von einem Tetraeder sind die Koordinaten 
dreier Ecken und diejenigen des Schwerpunktes ge- 
gegeben. Es sollen die Koordinaten der vierten Ecke 
gefunden werden.

Res.: xi  — 4 X  — (xl +  x, +  2¾), usf.

16. Die Strecke P1 P2 ist durch Q im Verhältnis 
5 : 2 geteilt. Die Koordinaten von PL sind 3 7 4 , die 
von Q 8 2 3; was sind die Koordinaten von P 2?

Res.: 10;0|2,G .

17. Ein Punkt in der Ebene eines Dreiecks liegt 
so, daß seine Verbindungslinien mit P8 , bzw. P2 die 
Seiten P, P2, bzw. Pt P3 im Verhältnis 1 : 1 , bzw. / 1 : 1 
teilen. Es sollen seine Koordinaten in denjenigen von 
Pl P2 P3 ausgedrückt werden.

Res.. X %2 jux3j : (1 "j- X —1~ fxj , usf.

18. Die Strecke zwischen den gegebenen Punkten 
Pi und P 2 wird im Verhältnis / : 1 geteilt. Wie ist 
X zu wählen, damit der Teilpunkt in die A T-Ebene 
fällt?

Punkt, Ebene, gerade Linie.
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19. Den Inhalt der Pyramide zu bestimmen, von 
-welcher eine Ecke in 0  liegt, während die übrigen 
die Koordinaten

a) 2|4j7 , — 5j3 8 , 4 1 7 ,
b) 1 1|0,5 , 3| — 3 —6 , 7|3 —1,5

haben.
Res.: a) 4 1 3 :6 ,  b) 0 .
20. Welches ist der Inhalt der vierseitigen Pyramide 

mit den Ecken
a) 1 2 5 , 116 7 , —3j5j8 , 9 j - l  - 4  ,
b) 4|1|5 , 2 —1 |3 , 3|0 4 , 7|2j3?

Res.: a) —12,  b) 0 .

§ 2. Sätze und Aufgaben über Projektionen.
21. Ist l die Länge einer Strecke im Raum, sind 

\ , /3 ihre Projektionen auf die Koordinatenachsen 
und l', l", V" ihre Projektionen auf die Koordinaten
ebenen, so ist

1) q + q + q = q,
2) l'i +  l" 2  -|_ l ' " 2  =  2 Z2 .

22. Ist V  der Inhalt eines ebenen Flächenstückes, 
das gegen eine Ebene den Neigungswinkel cp hat, so 
ist der Inhalt v der Projektion auf diese Ebene

v — V COS99 .

23. Ist V  ein ebenes Flächenstück und sind V1 , 
F2 , Vs seine Projektionen auf die Koordinatenebenen, 
so ist

r? + vi + v2 = r*.
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24. Ein Kreis vom Halbmesser a,  dessen Mittel
punkt in der X Y -Ebene liegt, projiziert sich auf diese 
als Ellipse, deren zweite Halbachse die Länge b habe. 
Es soll mit Nr. 22 bewiesen werden, daß der Inhalt 
der Ellipse a h n  ist.

25. Eine im Raum liegende Ellipse, deren Halb
achsen a und b sind, werde auf die Koordinatenebenen 
projiziert; die Halbachsen der Projektionen seien al b1 , 
ö2|62 , a3 b3 . Es soll bewiesen werden, daß

1) af b\ +  a\ b\ -f  a\ b\ =  a2 b2 ,
2) aj +  b\ +  a\ +  b\ +  a2 +  b2 =  2 (a2 +  b2) .

A nm erkung: Für den Beweis von 2) können
die konjugierten Halbmesser </, 1/ usf., welche Projek
tionen a und b sind, in Verbindung mit 21.2) benützt 
werden.

26. Die Grundfläche einer regelmäßigen, senkrechten 
Pyramide soll a) die Hälfte, b) das X-fache des Ge
samtinhalts der Seitenflächen werden. Welchen Neigungs
winkel müssen die Seitenflächen erhalten?

Res.: cos(p =  X .

27. Auf der X-, Y- und Z-Achse sind die Punkte 
P\i P<i, P3 gegeben, wobei OP1 =  at , OP2 = b ,  OP3 =  c 
ist. Das Lot von 0  auf die Ebene I \  P2 Ps habe die 
Länge p .  Es soll bewiesen werden, daß

'  a2 ' b2 ' c2 p 2 '

ferner soll der Inhalt des Dreiecks P, P.> Po ermittelt 
werden.

Punkt, Ebene, gerade Linie.
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§ 3. Die Ebene.
28. Zu untersuchen, ob die Punkte 4 jl |5 , 2j —1 3 , 

7|1|2, 3|0 '4, Oj —4 2 in der Ebene 3 x — 5 i / + 2 *  
— 17 =  0 liegen oder nicht.

20. Die X Y -  Projektion eines Punktes der Ebene
4 x +  l y - H z -  16 =  0

hat die Koordinaten x  =  5 , y =  2 ; welches ist seine 
dritte Koordinate?

30. Bestimme die Abschnitte, welche die Ebene 
A x  -{- B y  -f- Cz  -f- D =  0 auf den Koordinatenachsen 
macht. Was ist demnach der Fall, wenn 1) D =  0 ,
2) A  oder B  oder ( 7 = 0  ist, 3) zwei der Konstanten 
A ,  B,  C Null sind, 4) A , B  und C Null sind?

31. Bestimme die Achsenabschnitte der Ebene
u x - \ - v y - \ - w z  —  1 =  0 .

Was muß der Fall sein, damit die Ebene
1) parallel der X-Achse, oder der P-Achse, oder 

der Z-Achse wird,
2) parallel einer der Koordinatenebenen,
3) parallel den drei Koordinatenachsen wird, d. h. 

sie im Unendlichen schneidet?
32. Gib demnach die Gleichung einer Ebene an, 

welche parallel 1) der X-Achse, 2) der Y-Achse, 3) der 
Z-Achse ist, oder durch 4) die X-Achse, 5) die 
Y- Achse, 6) die Z- Achse, 7) durch O geht, 8) parallel 
zur X Y -  Ebene im Abstand c von O (2 Fälle) usf. ist, 
9) auf der X-Achse das Stück a , auf der 1 - Achse b 
abschneidet und parallel der Z-  Achse ist.

33. Welches ist die Gleichung jeder Koordinatenebene?
34. Untersuche mit Hilfe der Achsenabschnitte, wie 

sich die Lage der Ebene A x - \ - B y - \ - C z - \ - D  =  0
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ändert, wenn das Zeichen 1) von A ,  2) von A  und B ,
3) von A ,  B  und C, 4) von D sich ändert.

35. Eine Ebene gellt durch die Z-Achse und den 
Punkt a^|^j der XY- Ebene. Welches ist ihre Gleichung?

36. Wie lautet die Gleichung einer Ebene, welche 
durch den Punkt x1yl der X Y -Ebene und durch den 
Punkt xt \z3 der WZ-Ebene geht?

37. Die Gleichung einer Ebene anzugeben, welche 
durch die Punkte x^y^Xy und x., ]y2 z2 geht und parallel 
der Z-Achse ist.

38. Die Gleichung einer Ebene anzugeben, welche 
durch den Punkt xx\yt zx und durch die 1) X-Achse,
2) Y-Achse, 3) Z-Achse geht.

39. Die Gleichung einer Ebene zu bestimmen, 
welche durch die Punkte xI \y1 z l und x2 \y2\z2 und 
durch 0  geht.

40. Ebenso die Gleichung einer Ebene durch xl yv 0 ,
X*2 l G10 j ̂ 3 .

41. Die Gleichung der Ebene zu bestimmen, welche 
durch xl y1 xl , x2\y2\z2 , x3\y3\x3 geht.

Res.: (x ~ x l)\i)1 (z2 —*s) + !h(xa—*i)+ &)(*i ~  *2) J
+  Ü/ — 2/l) [*1 (X2 — 3¾ ) +  *2 (¾ “  *1) +  ̂ 3 (*1 — *2 )] 
+ ( x - x 1)[x1(yi - y 3) + x i (y3- y 1) + x 3(yl - y i )\.

B eisp iele:
1) 7|6|7 , 5 |10;5 , —1|8|9;
2) 2|4 8 , - 3 1 5 ,  6| —2|7 .

Res.: 1) 3 *  +  5?y +  I x  — 100 =  0 ,
2) 15 x +  17 y — 42 x -f- 238 =  0 .

42. Auf den positiven Zweigen der X -, 1'- und 
Z-Achse sind die Punkte Pl , P2 , P3 so gegeben, daß
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0 I \  =  a , O P2 =  b , 0 P { =  c ist. Sie sind mit 0  
Ecken eines Quaders, dessen Begrenzungsebenen parallel 
den Koordinatenebenen und dessen übrige Ecken Q1, 
Q2 , Qs und R  sind; R  ist Gegeneeke von 0 . Es

Fig. X.

sollen die Gleichungen folgender Ebenen angegeben 
werden:
1) Pt P9P, , 2) P . P . Q ,  3) Pt Ps Q , 4) P2PB Q2 ,
5) O P ,R ,  6) OP9R ,  7) OPaR ,  8) P1P2R ,
9) OQ3R ,  10y O Q i R ,  11) O 0 i0 2 , 12) <?102<?3 .

43. Es sollen die Gleichungen der Begrenzungs
ebenen des Tetraeders von Nr. 6 und der Pyramide 
von Nr. 7 ermittelt werden.

44. Die Bedingung dafür anzugeben, daß vier Punkte 
in einer Ebene liegen.

Sie folgt unmittelbar aus Nr. 41.
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45. Zu untersuchen, ob die Punkte
a) 4|1|5 , 2j —1|3 , 3|0 4 , 7|2|3 ;
b) 7|6,7 , 5|10|5 , - 1  8|9 , 4| —1 3 

in einer Ebene liegen.
46. Zu der Ebene 3a; — l y  +  5* — 12 =  0 eine 

parallele Ebene zu legen, welche a) durch den Null
punkt, b) durch 4 —7j 1 , c) durch 8|0j3 , d) durch 
3|0|0 geht.

47. Es soll untersucht werden, ob folgende drei 
Ebenen sich in einem Punkt schneiden, oder durch eine 
und dieselbe Gerade gehen:

3z +  4=?/ — 3z =  —37 ,
1) ■ 6z  — 7 » / + 2 z  =  95,

5z  +  2j/ — 8z =  —53 ;
5z  +  3«/— 11z =  —72,

2) 4z  — 5y +  7z =  - 2 6  , 
6 z + l l « /  — 3z =  —66;
7z — 5«/ — 31 =  0 ,

3) 4z  +  11z +  43 =  0 ,
. 2 z +  3«/+  4 z +  20 =  0 ;
| 1 0 z — 4 i / +  3 z — 1 = 0 ,

4) |  7z  +  2 y — 5 z +  10 =  0 ,
1 11z +  10y  -  1 8 z +  31 =  0 ;
| z  +  2t/ +  3 z = 0 ,

5) < 4z  — 5 y — 7 z = 0 ,  
l 6z  — y  — ' x — 0 ;
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a; — 1,5y — 2,25¾ +  10 =  0 ,
G) j — 2a; +  3 y +  4,5¾ — 21 =  0 ,

i 3a; — 4,5y — 0,75¾ +  42 =  0 .
Res.: 1 )5 | —7 |8 , 2) —10|0|2 , 3) 3| — 2| — 5

4) und 5) durch eine Gerade, 6) die Ebenen sind 
parallel.

48. Es soll untersucht werden, ob folgende vier
Ebenen sich in einem und demselben Punkt schneiden 
oder nicht:

■ 4z +  2y  +  5z — 4 =  0 ,
7 z  +  5y  — 26 =  0 ,
5z  — 3% — 21 =  0 ,

. 5y +  6* +  7 =  0 ;
' 2z  +  by +  6¾ — 36 =  0 , 

1 1 z + 2 ? , - 3 z +  12 =  0 ,  
3z  — 7 ? / + 5 z + 1 6  =  0 ,

. 4z  — «/ — 9 z +  35 =  0 ;
4 z — o y +  t z +  26 =  0 .

N 6 z + 1 1 ? / — 3 z + 6 6  =  0 ,
3)

z — y +  l y  — 15 =  0 ,  
. 5z +  3y  — l l z + 7 2  =  0 ;  
' z  +  2y  +  3z =  0 ,

4z  — 5»/ — 7z =  0 ,
4) J

6z  — y — z =  0 ,
. z  — 2y  +  3z +  76 =  0 ;
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5)

Bes.:

' x  +  2 y  +  3¾ =  0 ,
4 a; — 5 y  — 7¾ =  0 ,
6* — y  — * =  0 ,

. 5x  — 3y  — 4* =  0 .
1) 3| 11 — 2 , 2) —1|4 3 , 4) 1 1 9 —13 .

49. In der Ebene 11a; — 2 ) /+ 3 ¾  — 75 =  0 den 
Punkt zu bestimmen, für welchen % — 4 und x  — y  ist.

50. In der Ebene Nr. 49 den Punkt zu bestimmen, 
für welchen x  =  y  — % ist.

51. In der Ebene 4a; — 7)/ +  5¾ — 20 =  0 den 
Punkt P  so zu bestimmen, daß OP  mit den Koordinaten
achsen gleiche "Winkel macht.

Res.: x =  10 .
52. Welches sind die Richtungswinkel des von 0  

auf die Ebene 2 a; +  3 y  +  6 ¾— 35 =  0 gefällten 
Lotes ?

Res.: cos« =  f  , cosß =  f  , cosj> =  -f-.
53. Dieselbe Aufgabe für die Ebene 21a; +  30y 

— 70¾ — 84 =  0 .
54. Durch die Punkte 5 |— 4|3, — 2:1!8 eine Ebene 

zu legen, welche senkrecht zu der a) X  Y-,  b) X Z - ,
c) FZ-Ebene ist.

Res.: a) 5a; +  l y  +  3 =  0 ; 5) 53: + 7¾ — 46 =  0 ;
c) 2/ — * +  7 =  0 .

55. Die Gleichung einer Ebene zu bestimmen, 
welche durch die Punkte 8 | —3|1, 4|7 2 geht und auf 
der Ebene 3x oy — 7¾ — 21 =  0 senkrecht steht.

Res.: 3a; +  y  +  2z  — 23 =  0 .
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56. Dieselbe Aufgabe für die Punkte Xy\yyXy, 
x2 y2\~2 un(1 <üe Ebene A x  +  B y  C* +  D =  0 .

57. Durch die Punkte 5 6 |3 , 7 6 | 19 eine Ebene 
zu legen, für welche der Kosinus des Neigungswinkels 
gegen die X Y -Ebene 1 : ]290 ist.

Res.: — 8 a : 15t / +  * — 53 =  0 ,
- 8a:— 15a/ +  * +  127 =  0 .

58'. Durch die Schnittlinie der Ebenen 3 a; — 4 y 
+  * — 12 =  0 , 4a;— 7y +  3* +  4 =  0 eine Ebene 
zu legen, welche a) durch 0 , b) durch den Punkt 2'4 —3 
geht, c) senkrecht zu der X  Y-  Ebene, d) senkrecht zu 
der Ebene 5a; +  2y  — * +  30 =  0 ist.

Res.: a) — 9 a; +  17 ?/ — 8 x =  0 ,
b) x  — Sy  +  2* +  16 =  0 ,
c) x  — y — 8 =  0 ,
d) x  — 2 2/ +  * +  4 =  0 .

59. Durch die Schnittlinie der Ebenen
1) A x  +  B y  +  Cx  +  D =  0 ,
2) A ^ x A - Bt y +  Ct x, + Dl =  0

eine Ebene zu legen, welche a) durch 0 , b) durch 
+ 12/1+1 gebt, c) senkrecht zu der X Z - Ebene, d) senk
recht zu der Ebene A2 x  +  B2 y +  C2 * +  Dy = 0  ist.

Res.: Die gesuchte Ebenengleichung ist von der 
Form E  +  X E 1 =  0 . Es bestimmt sich /  aus

a) D +  l  D1 =  0 ,
b) (A +  A At) xt +  (B +  X Rj) y1

+  (C +  A Cj) *1 +  D +  /  Dy =  0 , usf.
B ü rk len , Aufgabensamml. z. analyt. Geom. d. Raumes. 2
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60. Bestimme die Länge p  sowie die Richtuugs- 
kosinus des vom Nullpunkte auf folgende Ebenen ge
fällten Lotes:
1) 3 * + 2?/+  6»—35 =  0 , 2) x — 2 y + 2 z  +  21 = 0  ,
3) 7 y +  2 4 * — 150 = 0  , 4) 8 x  — 15y  +  119 =  0 ,
5) G z +  15?/ +  10* =  0 , 6) 22* — 121¾ =  0 .

„  „ ^ 3 2 6
Res.: 1) =  5 ; — , " y i y  5

1 2  2
2) _ 7 ;  ~ J ’ J '  ~ J '

3) 6; 0,  g ;  4) - 7 ;  - ± ,  g ,  0;

_  A 6 15 10 r 22 121
) ’ 1 9 ’ 1 9 ’ 1 9 ’  ̂ ’ 1 2 2 ’ ’ 1 2 2 '

61. Bestimme den Abstand des Punktes 3 115 von 
den Ebenen der Aufgabe 60.

62. Die Gleichungen der Ebenen zu ermitteln, 
welche die von folgenden Ebenenpaaren gebildeten Keile 
halbieren:

I 3a:-j- 2 y-\-  6 * — 35 =  0 ,
( 21* -  30y — 70¾ -  237 =  0 ; 
j  8a; — 15y  +  119 =  0 ,

\ V = 0 ;
| x — 2y +  2z  +  21 =  0 ,
} l y  +  24¾ — 50 =  0 ;

d) ( GX 15?/ +  10* =  °  ’
|  10a; +  14t/ +  35¾ =  0 .
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Res.: a) 45a; +  184t/ +  482¾ — 553 =  0
und

96a;— 13 y — 4a;— 1106 =  0 ;
b) 4a; — 50 y — 22a;+  675 =  0 ,

46a; -  50y +  122a; +  375 =  0 ;
c) 8a; — 320 +  119 =  0 ,

8a; +  20 +  119 =  0 ;
d) 44a;+ 3 1 9 0 — 275* =  0 ,

424a: +  8510 +  1055a; =  0 .
A nm erkung: Die beiden Ebenen eines jeden Paares 

stehen senkrecht aufeinander.
63. Auf der Y -Achse einen Punkt zu bestimmen, 

welcher von den beiden Ebenen 2a; +  3 0 + 6a; — 6 =  0 
und 8 a; +  90 — 7 2 a ;+ 7 3  =  0 gleichen Abstand hat.

73 73
Res.: 0! 02 =  - 2 3 2 -

64. Den Abstand der Ebene 3a; +  2 0 — 6a; — 35 =  0 
von den parallelen Ebenen

1) 3a; +  2y —!6 a; — 56 =  0 ,
2) 3 a : + 2 0 - 6a;— 14 =  0 ; 3) 3a; +  20 -  6a; =  0
zu bestimmen.

Res.: 3 ; 7 ; 5 .
65. Die Gleichungen der beiden Ebenen zu finden, 

welche parallel zu der Ebene 20a; — 40 — 5 a ;+ 7  =  0 
sind und von ihr den Abstand 6 haben.

Res.: 20a; — 40 +  5a; +  133 =  0 ,
20a; — 40 +  5a; — 119 =  0 .

2*
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66. Welchen Wert muß man in der Gleichung 
6a; — l ö y  +  10x d =  0 der Konstanten d geben, 
damit das vom Ursprung auf die Ebene gefällte Lot 
die Länge 3 hat?

Res.: d — +  57 .
67. Durch die Z-Achse eine Ebene so zu legen, 

daß das von dem Punkt 5|1|6 auf sie gefällte Lot die 
Länge 4 hat.

Res.: 35y  +  12« =  0 .

68. Wie ist in der Ebenengleichung von Nr. 66 d 
zu wählen, damit die Strecke zwischen den Punkten 
3 |7 |4 , 10 0:16 von der Ebene im Verhältnis 5 :2  ge
teilt wird?

Res.: —1 4 3 ^ .
69. Wie ist das Teilverhältnis 1 :1  zu wählen, da

mit der Teilpunkt der Strecke zwischen den Punkten 
xx y 1 ,*i und x 2\y2\x2 in die Ebene x costx - f  y  cosß 
-j- «cos/ — P =  0 fällt? Wann fällt der Teilpunkt ins 
Unendliche, wann wird er. unbestimmt?

Res.: X =  — (xt cos/x +  Ui cos'/? +  ~i cos/' — p)
: (0¾ cos<% +  y., cos/5 -f- «2 cos /  — p ) .

70. Durch die Schnittlinie der Ebenen 3 a; — y 
+  2« — 5 =  0 und a:-f-4«/ — 3 » + l  =  0 eine Ebene 
zu legen, welche die um O mit dem Halbmesser 0,6 
beschriebene Kugel berührt (d. h. von O den Abstand 
0,6 hat).

2 , 10
Res.: E 1 XE2 — 0 , wobei X =  — oder —  .o Oo



71. Welche Winkel bilden folgende Ebenenpaare 
miteinander?
a) 2 x - S y  +  6 * - 1 2  =  0 , x  +  2 y  +  2» - 7 =  0 ;
b) 30a; — 70i/ +  21s; =  0 , 15a;—Gy+lOx, — 19==0 ;
c) 24?/ -  l z +  21 =  0 , 22a; +  121* +  4 =  0 ;
d) * +  y  — 11 =  0 , 3a; -f  8 =  0 ;
e) y — as/3 — 7 = 0 ,  y  — 0 .

. 8 240 . 847
Res.: a) cos«? =  —  ; b) _  ; c) -  —  ;

d) 45° ; e) G0°.
72. Es soll der Winkel, den die Ebenen R 0  und 

RO Q 2 von Nr. 42 miteinander bilden, berechnet werden.
Res.: cos«? =  ab: }(a2 +  c2) (62 +  c2) .
73. In der X Y - Ebene liegt eine Gerade mit der 

Gleichung 8* — 15a/ =  51 . Es soll durch sie eine 
Ebene gelegt werden, welche mit der X  Y - Ebene einen 
Winkel a) von 45°, b) von 60°, c) von y° macht.

Res.: 8 a; — 15 y  +  17 ctg^ — 51 =  0 .

§ 4. Die gerade Linie.
74. Die Gleichungen einer Geraden anzugeben, 

welche parallel der a) X Y - ,  b) X Z - ,  c) FZ-Ebene 
ist. Wie lauten die Gleichungen, wenn die Gerade in 
der a) X Y - ,  b) X Z - ,  c) FZ-Ebene liegt?

75. Ebenso die Gleichungen einer Geraden, welche
a) die Z-, b) die F-, c) die Z-Achse schneidet.

76. Wie lauten die Gleichungen der Geraden von 
Nr. 75, wenn die Gerade noch parallel a) der X Y - ,
b) der X Z - ,  c) der FZ-Ebene ist?

Die gerade Linie. ' 21
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77. Die Gleichungen irgend einer Geraden anzu
geben, welche parallel a) der X -,  b) der F-, c) der 
Z- Achse ist.

78. Ein Würfel von der Kantenlänge a steht so, 
daß je eine Kante auf die +-X -, die +  Y- und die 
+  F-Achse fällt. Es sollen die Gleichungen der Kanten, 
der Flächen- und der Körperdiagonalen angegeben 
werden.

79. Für den Quader von Nr. 42 sollen die Glei
chungen folgender geraden Linien angegeben werden:

a) OQl , OQ2 , OQs ; b) O R ; 
c) P\ Qi , P2Q2 , 1\Q 3 •

80. Die Gleichungen der Kanten des Tetraeders 
von Nr. 6 anzugeben.

81. Die Gleichungen der Kanten der Pyramide 
von Nr. 7 anzugeben.

82. Es soll die Lage der folgenden Geraden an
geben werden:

{x =  a ( x =  a
b)

2/ =  n z  +  b , ( 2/ =  0 ,

{ « =  w a ; 4 - i  l x = p z
d) n

z =  n x ,  ( y  =  0 ,

{x — m x c ( z  =  n x
7  f) ,

z = n y +  e, , { 'J = o ,
( a: =  0 f z  =  my  t y =  x

g) h) i y i) { J
( 2/ =  0 ,  l y  =  n x  , ( *  =  c ,

, f y — x
k) < 1) x — y =  z .

{ z =  mx  ,
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83. Wie liegt die Gerade y = b ,  A x + B y + C z = 0? 
Wie lauten die Gleichungen ihrer Projektionen auf die 
Koordinatenebenen ?

84. Zu untersuchen, ob die Punkte 5[ — 21 — 3 
und 8;3|1 auf der Geraden 3a; +  4 y  +  7* -f- 14 =  0 , 
5a; — 3/y — 31 =  0 liegen oder nicht.

85. Die Gerade von Nr. 84 soll vermittels des 
Prinzips der linearen Kombination durch irgend zwei 
andere Gleichungen dargestellt werden.

8 6 . Die Spuren der folgenden Geraden zu finden:

{ y =  3x  — 5 1 y — 4
1) { 2)

( z  =  2x — 8 ,  | x  =  3 x + 1 2 ,

f S x H - 4 , - 1 2
\ 2S +  3 - -  6 .

87. Die Gleichungen der Verbindungslinie des Null
punktes mit jedem der folgenden Punkte anzugeben:

1) 3]2 6 , 2) 1 - 2  + 2  ,
3) —4|20|5 , 4) —7, — 6|42 .

8 8 . Für jede der Geraden von Nr. 87 die Rich
tungskosinus anzugeben.

89. Die Gleichungen der Verbindungslinie für jedes 
folgende Punktepaar anzugeben:

1) 3 4;5 , 7| — 2 9 ; 2) 4|2,0 , 0 3|8 ;
3) 0|0 7 , 2 17 ; 4 ) 0 j  —3 0 ,  0 4 —2 .

Res.: 1) 3a: -f- 2y — 17 , x  — * =  —2 ;
2) a; +  4 ? / = l 2 ,  2a; +  * — 8 ;

3) x =  2 y  , z —  7 =  0 ;  4 ) 2 j/ +  * =  0 ,  x =  0 .
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90. Die Spuren einer Geraden in den Koordinaten
ebenen seien |*i|0 , a2'0 c2 , 0|63jes . Es soll die Glei
chung der Projektion der Geraden auf jede Koordinaten
ebene angegeben werden. Welche Beziehung besteht 
zwischen den Koordinaten der drei Spuren?

91. Gegeben sind die Geraden:

j  */ =  2 * - 5  |  * =  5* 3
j \ * =  6* +  7 ,  1 y =  - 2 *  +  1 ,

f 7 *  —  &y —  12 =  0 
 ̂ ( 9¾ +  5y  +  3 =  0 .

Es soll die Gleichung der YZ- ,  bzw. X Y - ,  bzw. 
X Z - Projektion der Geraden gefunden werden.

Res.: l ) *  =  3 ? / + 2 2 ,  2) 2* +  5^ +  1 =  0 ,
3) 3 5 * +  3 6 « - 4 8  =  0 .

92. Es soll untersucht werden, ob folgende Ge
radenpaare einen Punkt gemeinschaftlich haben oder 
nicht:

{ y — I x  — 17 [ V — 4 * — 11
1) i l 'M| * =  3* — 1 ,  \ *  =  —10* +  25 ,

( 5 y — 4* =  9 ( 3* — 2y  =  2
j 7* — 3* =  49 , ( 10* +  6* =  1 .
( 3 *  — 4* =  40 f 52/ +  * = 1 8

3) |  30 |
\ 72/ +  3 * =  14 , |  9* +  5« =  1 .

Res.: 1) 2| — 3|5 ; 3) 4|5| — 7 .
93. Die Bedingung dafür zu finden, daß die ge

raden Linien
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Ix  =  al -r  u cos«! , [ x =  a* -\- v cos<%2 ,
y =  h  +  « cos/?! , 2) |  y  =  bt  +  vcosß2 ,

* =  % -f- w cos^  , ) ¾ =  e2 -f- * cosj’,
sich, schneiden.

Res.: («2 — at) (cosßl cosy2 — cos/S2 cos;'4  
+  (¾ — M  (•••) +  (¾ ci) (• • •) =  0 •

94. Durch den Punkt 7|8|11 wird zu jeder der 
Geraden von Nr. 91 die Parallele gezogen. Wie lauten 
ihre Gleichungen?

95. Die Gleichungen einer Geraden anzugeben, die
a) durch 0 ,  b) durch Punkt x} geht und mit den 
Koordinatenachsen gleiche Winkel macht.

96. Die Bedingungen dafür zu finden, daß die 
Punkte *i|2/i |* i, 3¾]¾ ¾ , x3 y3]za in gerader Linie 
liegen.

97. Welches sind die Gleichungen einer Geraden, 
die durch den Punkt xx y1 \zt geht und deren Richtungs
kosinus a, b, c sind?

98. Die Gleichungen einer Geraden anzugeben, 
welche durch Punkt geht und mit der X -  Achse
einen Winkel von 45°, mit der Z- Achse einen solchen 
von 60° bildet.

Res.: (* -  xx) / 2  =  2 [y -  Vl) =  + 2  (s -  % ).
99. Dieselbe Aufgabe, wenn der eine Richtungs

winkel 150°, der andere 45° ist.
Res.: Keine reelle Lösung.
100. Pür folgende gerade Linie die Richtungs

kosinus anzugeben:
f r ,  =  5 * - 3  f * - 0 , 6 * + l _
\  * =  \ x  -f- 7 I y — ■§-* — 4
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Ee 4: 20 5 _6_ 15 10
6ä" 2Tj2T21 ’ 19jl9 19 ’

101. Es sollen die Winkel berechnet werden, 
welche folgende gerade Linien miteinander bilden:

J ä , _ 2 « - 7  l » - i « + 8
\ z  =  2x 5 , \ z  =  Sx ,

L . ( y = 6
3 ' \ x  =  ^ x + 6 .

_  20 106Ees.: cos (Li L2) =  — , cos (L, Ls) =  ,

cos (L;{ L ,) =  —  .

102. Ebenso für die Geraden von Nr. 100.
103. Für einen beweglichen Punkt P  sind die 

Koordinaten zn der Zeit t gegeben durch die Glei
chungen :

x — St  — 1 ,  y =  5t 2 , x =  —3£ +  8 .
Es soll gezeigt werden, daß er sich in einer ge
raden Linie bewegt, deren Gleichungen in x ,  y  und * 
anzugeben sind.

Res.: ox — Sy  + 1 1  =  0 ,  cc - f z  — 7 =  0 .
104. Die Gleichungen einer Geraden zu finden, 

welche durch den Punkt x1\y1x1 geht und zwei ge
gebene gerade Linien schneidet.

B eispiel:
1) ( 2 / =  3 * +  5 ( 2/ =  4¾ 7

} z  =  2x  — 3 , \  x  =  5a; +  10 .
Res.: y — 22x -J- 7 1 , x =  2x — 3 .
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105. Die Gleichungen einer Geraden zu finden, 
welche zwei gegebene Gerade schneidet und parallel 
einer dritten gegebenen Geraden ist.

B eisp ie l: Die gesuchte Gerade soll 1) und 2) von 
Nr. 104 schneiden und parallel zu y — 7x,  z  =  8x  
sein.

Res.: y — 7 x - j - 5 5 ,  x =  8 x - j -72 .

§ 5. Ebene und Gerade.
106. Den Schnittpunkt der Geraden y =  —2x  9 , 

% =  9* — 43 mit der Ebene 3x  — 4f/ +  7 x — 33 =  0 
zu bestimmen.

Res.: 5j —1 2 .
107. Wie ist n . bzw. n und c zu wählen, damit 

die durch die Gleichungen y =  —8* — 3, z  =  n x  -\- c 
dargestellte Gerade a) parallel der Ebene von Nr. 106 
ist, b) ganz in sie hineinfällt?

108. Gib die Gleichungen des Lotes an, das von 
dem Punkt 1|2|3 auf die Ebene

a) 4* — oy  — 8* +  21 =  0 ,
b) 3* +  l l y  =  0 , c) * =  8 

gefällt wird.
( 5x  +  i y  — 13 ( 11* — 3« =  5

Res.: a) J b) { ä
( 2 * + *  =  5 ,  |  * =  3 ,

109. Die Gleichungen des Lotes von O auf die 
Ebene P21 \ von Nr. 42 zu finden.
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110. Die Gleichungen der Höhen des Tetraeders 
von Nr. 6 zu bestimmen.

111. Ebenso diejenigen der Höhen der Pyramide von 
Nr. 7 zu finden.

112. Die Gleichung der Ebene anzugeben, die 
senkrecht zu der Geraden x  =  p x q . y =  r % s 
ist und durch den Punkt x^yl \x1 geht.

Res.: p  (x — x j  +  r (y ~  Vi) +  ~ — «r =  0 .
113. Den Winkel cp zwischen der Geraden 

3a; — 2 y = 2 4 ,  3a; — X — — 4 und der Ebene
6a; -f- 15y — 10¾ -j- 31 =  0 zu bestimmen.

Res.: sin^p =  3 : 133 .
114. Die Lage der Geraden y — 3* 5 , x =  7x  — 4

gegen die Ebenen a) 3a; +  l y  — 4¾ +  12 =  0 ,
b) l \ x - y y  — 2 s- |-3 1  =  0 , c) 11 x +  y — 2¾— 13 =  0 
zu ermitteln.

Res.; a) Schnittpunkt 63 209 425 
4 4 1

Neigungs

winkel 4° 40'; b) die Gerade ist parallel, c) sie liegt 
in der Ebene.

115. Es sollen die Gleichungen der Ebenen an
gegeben werden, welche durch diejenigen Geradenpaare 
von Nr. 92 gehen, welche sich schneiden.

Res.; 1) 82a; — 13y +  3¾ =  218 ;
3) 72* -j- 595y +  159¾ =  2150 .

116. Durch die Punkte %i\y\\%i, xi \yi \xi sind 
zwei parallele Linien gezogen, deren Richtungskosinus 
a,  b, c sind. Es soll die Gleichung der durch die 
Geraden gelegten Ebene gefunden werden.

Res.: (* — xy) [6 (xt — x2) — c (»/, — ?/._,)] +  usw.
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117. Die Gleichung einer Ebene anzugeben, welche 
durch die Gerade y — m x  b, z  — n x  c und eine 
zu ihr parallele Gerade geht.

_ y — m x  — b b — b, 
z  — n x  — c c — c1

118. Die Gleichung einer Ebene anzugeben, welche 
durch die erste Gerade von Nr. 117 geht und parallel 
der Geraden y  =  x  - f  \  , * =  nx x  +  c1 ist.

Res.: (in ttl — m 1 n) x  (n — nx) y  — (m — m x) x 
=  b1(n — nt ) — cx (m — wt) .

119. Gesucht die Gleichung einer Ebene, die durch 
den Punkt xl \y1 'xl geht und parallel zu den beiden 
Geraden von Nr. 118 ist.

Res.: (m nl — mx n) (x — *,) +  (n — nt) (y — yx) 
— (in — m1) (x — %) =  0 .

120. Die Bedingung zu finden, unter der die drei
geraden, durch 0  gehenden Linien, deren Richtungs
kosinus ab\c, a2 b2 c2 sind, in einer Ebene
liegen.

Res.: ( a \  — a1 b) (a c2 — a2 c)
=  (ab2 — a2 c) (a Cj — at c) .

121. Die Bedingung dafür zu finden, daß drei 
durch 0  gehende Ebenen eine Gerade gemeinschaftlich 
haben.

122. Durch die XZ-Spur der Ebene A x  +  B y  
+  Gz  +  D =  0 eine Ebene zu legen, welche senk
recht zu der Ebene ist.

Res.: A x  +  Xy +  Cx +  D =  0 ,  wobei 
1 =  ~(A°- +  C2) : B  ist.
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123. Durch die Schnittlinie der Ebenen von Nr. 59 
eine Ebene zu legen, welche a) parallel der Z-  Achse 
ist, b) von 0  den Abstand p  hat, c) die Strecke 
zwischen zwei gegebenen Punkten im Verhältnis k: 1 teilt.

Ees.: E  +  JL E y =  0 ; l  folgt aus 
a) G “1“ A =  0 ,

b) p=(D-\-XD1) :)/̂ A +X Z[)M -(ß+A ß1)2+(C ,+ ^ C 1):i,

+  1) +  1 ^ = 0 .

§ 6. Ebenenkoordinaten.
124. Die Koordinaten eines Punktes anzugeben, 

dessen Gleichung ist:
a) 5m +  I v  +  12w  +  2 =  0 ,
b) 6u  — I v  — 3 =  0 ,

u V w
c) -  +  T  +  - + 1  =  0 ,a b c
d) 0-M +  0*fl +  0 * w + l  =  0 ,

e) a u  -f- b w  -f- cw  =  0 , f) 3m -j- 1 =  0 ,
g) 2n — 3 =  0 ,  h ) w * + l  =  0 ,
i ) » 1M +  J/1» + l  =  0 ,  t y a u - \ - c w - { - k  =  Q.

125. Die Normalgleichung (—Absolutglied +  1 —) 
eines Punktes anzugeben, dessen Koordinaten sind:

a) 3|4 6 , b) — 2 |0 |4 , c) OjO 3 , d) 4| — 5 <x>, 
e) 0|0'0 .
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126. Welches sind die Koordinaten einer Ebene, 
welche durch die drei Punkte geht, die durch folgende 
Gleichungen gegeben sind:

u +  5v +  4w =  23 ,
1) • 10m +  v -f- 2 w =  18 ,

5m +  4* Sw =  30 ;
m — v +  2 w =  16 ,

2) ■ 2 m +  2v  +  0,25w =  9 ,
0,5m — 3v -}- 2 w  —  17 .

Res.: 1) 1 2 3 ,  2) 6| —2j4 .
127. Zu untersuchen, ob die Ebenen, deren Achsen-

, , ... . 13j 13 13 , , 7 7 1
abschmtte a) —  -  —  —  , b) 2.3 - 5  , c) -|«*>

■ j 4: ä • o o
sind, durch den Punkt gehen, dessen Gleichung ist: 
Su -\- Sv -\- Qw 1 =  0 .

128. Gegeben sind drei Punkte x l \yl z1 usf. Es 
soll die Gleichung des Schwerpunktes des von ihnen 
gebildeten Dreiecks angegeben werden.

Res.: w (z, -f- x., -\- x3) v (y1 -f- y.2 +  y3)
+  w  (*i +  «i +  *s) +  3 =  0 .

129. Gegeben sind vier Punkte durch ihre Glei
chungen x^u. y^v +  %y w +  1 =  0 usf. Es soll 
die Bedingung dafür, daß sie in einer Ebene liegen, 
angegeben werden.

*i V\ xi 1
r> X2 Ü2 *2 1

X9 2/3 *3  1

I xi *4 1
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130. Gegeben sind vier Punkte durch ihre Glei
chungen in Normalform: Ax =  0 , A2 =  0 , As =  0 , 
Ai =  0 . Es soll untersucht werden, was

1) Ax -f- A2 =  0 , 2) Aj -)- J 2 -f- As =  0 ,
3) A  ̂ -|- A.2 -f- Aq A± — 0 , 4) A^ -}- % A2 — 0

bedeutet?
131. Es soll bewiesen werden:
a) daß die drei Schwerlinien eines Dreiecks sich 

in einem Punkt schneiden;
b) daß die drei Verbindungslinien der Halbierungs

punkte von je zwei Gegenkanten eines Tetraeders sich 
in einem Punkt schneiden;

c) daß die vier Verbindungslinien je einer Tetraeder
ecke mit dem Schwerpunkt der gegenüberliegenden 
Dreiecksfläche sich in einem Punkt schneiden.

§ 7. Geradlinige und ebene Örter.
132. Den Ort eines Punktes zu finden, der von 

zwei gegebenen Punkten gleiche Abstände hat.

Res.: 2 (xt — x2) x + 2  {yt -  y2)y  +  2 — z2) z

=  *1 + y\ +  * 1  -  A -  yl -  4 ■
133. Den Ort eines Punktes zu finden, der in der 

a) Z T - ,  b) YZ- ,  c) ZV-Ebene liegt und von zwei 
gegebenen Punkten gleiche Abstände hat.

134. Den Ort eines Punktes zu finden, der von 
drei gegebenen Punkten gleiche Abstände hat.

135. Den Ort eines Punktes zu finden, der a) 
von zwei, b) von drei gegebenen Ebenen gleiche Ab
stände hat.
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136. Den Ort eines Punktes zu finden, der
a) von der I T -  und X Z -  Ebene,
b) „ , 1 7 - ,  X Z -  und TZ-Ebene,
c) „ „ X -  und Y-  Achse,
d) , „ X - ,  der Y-  und der Z- Achse

gleiche Abstände hat.
137. Den Ort eines Punktes zu finden, der
a) von zwei gegebenen Ebenen,
b) „ drei „ „
c) „ n  „ ,)

Abstände hat, die eine gegebene Summe haben.
138. Den Ort eines Punktes zu finden, für welchen 

die Differenz der Quadrate seiner Abstände von zwei 
gegebenen Punkten die gegebene Größe d2 hat.

Res.: 2 (¾ — x J x  +  2 (y, -  y j y  +  2 (*2 -  z j z
+ A. + y\ + A — A — y\ — A + rf2 = o .

Untersuche die Lage dieser Ebene gegen die Ver
bindungslinie der beiden Punkte.

139. Gegeben eine durch 0  gehende Ebene
A x  B y  -\- Cz  =  0 . Es soll der Ort eines Punktes 
gefunden werden, der sich so bewegt, daß seine Ab
stände von dieser Ebene und von der X  T -Ebene sich 
wie k : 1 verhalten.

Res.: A x  +  By +  { C +  k ]U2 +  B 2 +  C2) * =  0 .
140. Ein Punkt bewegt sich so, daß seine Ko

ordinaten sich vermittels der veränderlichen Hilfs
größen u  und v berechnen lassen aus x  =  b2v ,
y =  a., u  -f- b2 v , z  =  a3 u  +  b,s v . Welchen Ort be
schreibt er?

Res.: x (a., b3 — a3 b.2) +  y  (% \  — cix b3)
-f- Z  i*2 ^ l)  ”  0  •

B ü r k l e n ,  Aufgabensamml. z. analyt. Geom. d. Raumes.

Geradlinige und ebene Örter.

3
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141. Durch 0  gehen drei gerade Linien

{y — m. x [ y =  m9x [ y =  wux
1 , 2) r  2 , 3) .

z  — n ^x  [ % — n2x  [ z  =  n3x
Sie werden durch eine bewegliche, zu der TZ-Ebene 

parallele Ebene in den Punkten P1; P2, P3 geschnitten, 
durch I \ , P2 , P3 wird je eine Ebene senkrecht zu 
der zugehörigen Geraden gelegt. Es soll der Ort des 
Schnittpunktes dieser Ebenen gefunden werden.

x m^y +  nxz  x +  m2 y +  «2 *
ites.: —  ------- x------ ö—  —  — :— ;--- ö—;---«—

1 +  +  n \ 1 +  m \ -f

X +  m8 y  +  n3 x
+  n4 +  >4

Fig. 2.
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142. Eine feste Ebene schneidet die Koordinaten
achsen in A 1 Bl O. Durch C wird eine Ebene so 
gelegt, daß ihre X Y -Spur A 1 B1 parallel der A B  ist. 
Durch Al Bl wird eine zur Z- Achse parallele Ebene 
gelegt, welche die Ebene A B C  in A2 B2 schneidet. 
Durch A2 B2 und 0  wird abermals eine Ebene gelegt. 
Welches ist der Ort der Schnittlinie der Ebenen A 1 B1C 
und 0  A2 B2 ?

Res.: iL +  a  +  J L ^ ! .
a ' b ' o

2

3*



II. Abschnitt.

Krumme Flächen (Herleitung der Glei
chung aus ihrem Entstehungsgesetz).

§ 8. Die Kugel.
143. Für die durch folgende Gleichungen gegebenen 

Kugelflächen die Mittelpunktskoordinaten und den Halb
messer anzugeben:

a) x2 +  y 2 +  z 2 — i x  +  10t/ +  20 =  0 ;
b) x 2 + f  +  z 2 -  i  x  -  8 y +  2 z  +  10* =  0 ;
c) 4 (x2 +  y 2 +  z 2) +  Aax  — 8 by  — 4 (a +  b) z

+  a2 +  U 2 =  0 .
Res.: a) 2| —5 0 , 3 ;

\ a a b
°) — ;

b) i|4 -1  ;

144/145. Welches ist die Bedingung dafür, daß die 
Kugeln

x-2 +  J/2 +  *2 A x  B y  -\- Cz  -\- D — 0 ;
x 2 +  y 2 +  z 2 +  A 1x  +  B ^ +  CiZ +  Di  =  0

konzentrisch sind?
146. Wie lauten die Gleichungen der Berührungs

ebenen, die in den beiden Punkten, welche sich auf
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die X Y -Ebene in den Punkt 6 15 projizieren, an die 
um 0  mit Halbmesser 19 beschriebene Kugel gelegt 
werden ?

Res.: 6a; +  l o y  ±  1 0 « — 192= 0  .

147. Wie lautet die Gleichung einer Berührungs
ebene, welche man an die um 0  mit r beschriebene 
Kugel parallel zu der Ebene

a) a; cos« - f  ?/ cos/? -f  £ cosy — 7} =  0 ,
b) A x  B y  Cz  - f  D =  0

legt?
148. Durch die Gerade y =  m x - \ - b ,  z = n x + e  

eine Berührungsebene an die Kugel um 0  mit r zu 
legen.

Res.: y — m x  — b — X(z — n x  — c) =  0 , 
wobei

X — [m n r 2 — be

±  — bc)2— (n2 r 2+ r 2 — c2) (r2 [m* +  1] — b2)]
: (n2 r2 - f r 2 -  c2) .

149. Wie muß der Wert von X gewählt werden, 
damit der Punkt, welcher die Strecke zwischen den 
Punkten Px und R, im Verhältnis X : 1 teilt, auf die 
üm 0  mit r  beschriebene Kugel fällt?

150. Die Gleichung einer Kugel anzugeben, welche 
die X Y -Ebene in einem Kreis um 0  vom Halbmesser 7 
schneidet und durch den Punkt 8 '1510 geht.

Res.: a;2 +  y2 - f  (z —  17)2 =  338 .

151. Um den Punkt 5 4 der I F -  Ebene ist ein 
Kreis vom Halbmesser G beschrieben. Es soll die
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Gleichung einer Kugelfläche gefunden werden, welche 
durch diese Kreislinie geht imd die Ebene Sx +  2y 
+  6¾ — 1 =  0 berührt.

Res.: 5|4 8 , r — 10 .

152. Es soll die Gleichung einer Kugelfläche ge
funden werden, welche durch die Punkte 0|0 0 , 0 2 14, 
3 5 0 ,  1 2|7 geht.

Res.: (* +  66)2 +  {y -  43)2 +  (* -  l ) 2 =  0206 .

153. Es soll die Gleichung der X Y - Projektion des 
Kreises gefunden werden, in welchem die Ebene 
2y  — x =  0 , die Kugel (x — l)2 +  (y — 4)2 +  z 2 =  62 
schneidet. Es soll auch der Mittelpunkt des Kreises 
angegeben werden.

/  4 \ 2 H 6Res.: (x — l)2 +  5 ^  — — J =  - y -  .

154. Zwei Kugeln Kx und K2 mit den Mittel
punkten , a2\b2\c2 und den Halbmessern rx
imd r2 sind gegeben. Welche Bedingungen müssen 
stattfinden,

a) wenn Kv und K, sich in reeller Linie schneiden,
b) wenn sie sich von außen,
c) wenn sie sich von innen berühren sollen,
d) wenn K2 völlig außerhalb Kx und umgekehrt,
e) wenn K2 völlig innerhalb Kx liegen soll, ohne 

daß sie sich treffen?

155. Zu untersuchen, ob die durch die beiden fol
genden Gleichungen dargestellten Kugeln sich berühren



und ob die Berührung von außen oder von innen er
folgt, sowie den Berührungspunkt anzugeben.

( x 2 +  y2 +  z 2 — 10* — l i y  — 2 z  +  66 =  0 ,
a) |  X 2 _|_ y 2 4 - X2 _  2 2 x  -  20y -  14¾ +  234 =  0 ;

( x t  +  yt +  z t - l O x - U y — 2 z -  6 =  0 ,^  j  a;2 ?/2 -|- *2 — 14a; — IG?/ — 6¾ -f- 86 =  0 ;
|  x 2 +  y2 +  z 2 +  2 x — 4 y — 6¾ +  5 =  0 ,

^  { x- +  y 2 +  »2 — 14a; — lOy — 12¾ +  85 =  0 .

a) Berührung von außen, 7|8j3; b) von innen, 
11 10 j 7 ; c) Kv außerhalb K., und umgekehrt.

156. Die Gleichung einer Kugel anzugeben, welche 
um Xy tjy’;zL so beschrieben wird, daß sie die Kugel 
um O mit Halbmesser r  berührt.

Res.: (x — Xy)2 + ( y  -  yy)2 +  (* — «1)2 
=  (}xi +  yl +  4  + r)\

157. An die Kugel um O mit r im Punkt x { >jyZy 
eine Berührungskugel vom Halbmesser rx zu legen.

Res.: Xxy\]Lyx /. ¾1, wobei X =  (r +  Ty): r .

158. Welches ist die Potenz n  des Punktes x\y\z in 
Beziehung auf die Kugel 1) um Xy\yy\zy mit r ,  2) um 
O mit r imd welches ist 3) die Potenz des Nullpunktes 
in bezug auf die Kugel um Punkt xx\yy\% mit Halb
messer r ?

159. Zu beweisen:
a) Der Ort der Punkte gleicher Potenz in Beziehung 

auf zwei Kugeln ist eine zu der Verbindungslinie der 
Mittelpunkte senkrechte Ebene, die P o tenzebene;

Die Kugel. 3 9
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b) die Potenzebenen, die zwischen je zwei von drei 
Kugeln möglich sind, schneiden sich in einer zu der 
Ebene der drei Mittelpunkte senkrechten Ebene;

c) von den ( ^ ) =  sechs Potenzebenen zwischen je
' ' . ( 4 \

zwei von vier Kugeln schneiden sich 1 ^ 1 =  viermal je

drei in einer Potenzlinie, und diese vier Potenzlinien 
und daher auch die sechs Potenzebenen gehen durch 
einen Punkt.

160. Die Bedingungen dafür anzugeben, daß sich 
zwei Kugeln rechtwinklig schneiden (d. h. daß die 
beiden Berührungsebenen in irgend einem Punkt der 
Schnittlinie der Kugeln senkrecht aufeinander stehen).

Res.: e2 — r2 -f- r\ (e Zentrale).

161. Die Gleichung der Kugel zu finden, welche 
vier gegebene Kugeln rechtwinklig schneidet.

162. Die Gleichung der Berührungsebene im Punkt 
xx\ a n  die um Punkt a\b\c mit r beschriebene 
Kugel herzuleiten.

163. Die Koordinaten der Ähnlichkeitspunkte zweier 
Kugeln zu bestimmen.

164. Zu beweisen: Yon den sechs Ähnlichkeits
punkten dreier Kugeln liegen viermal je drei in einer 
Geraden (Ähnlichkeitsachse), nämlich die drei äußeren 
und je ein äußerer und die beiden nicht zugehörigen 
inneren.

165. Yon den zwölf Ähnlichkeitspunkten von vier 
Kugeln liegen zwölfmal je sechs in einer Ebene. Yier 
von diesen Ebenen gehen durch je drei von den 
vier Mittelpunkten. Sind Ars ein äußerer und Ir. ein 
innerer Ähnlichkeitspunkt,. so sind die übrigen acht
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Ähnlichkeitsebenen dargestellt durch folgende Gruppen 
von Ähnlichkeitspunkten:

1 ) A 12 -^13 ^ 2 3 ^ 1 4 -^24 -^34 > -^28 -^24 -^34 A s  ̂ 13 - 1̂4 j

2 )  -^12 ^ 1 3  ^ 2 3  A .4 -^24 ^34 ) ®) ^ 1 2  ^ 3 4  -^13 -^23 -^14 -^24 j

3 ) A 12 Ali  A24 /j3 -̂ 23 ^34 ) -“18 -^24 ^12 -̂ 23 -̂ 14 -̂ 34 ?

4 )  -^13 -^14 -^34 ^12 -̂ 23 -̂ 24 j A 14 A 23 A ä  A 3  A 4  A r  •

166. Die Koordinaten des Pols der Ebene A x  
+  B y  +  C z - \ - D  =  0 in Beziehung auf die um 0  
mit r beschriebene Kugel zu finden. Was ist der 
Fall 1) wenn D =  0 , 2) A =  0 ist?

Res.: — A r * : D ,  — B r 2: D , - C r 2: D .
167. Gegeben ist die Ebene x c o s x y eosß 

-f- z  cos y —p — 0 und die Abszisse x l eines Punk
tes P.  Es soll der Halbmesser einer Kugel um 0  
gefunden werden, für welche P1 Pol der gegebenen 
Ebene ist.

Res.: r2 =  x1p:costx .
168. Es soll bewiesen werden, daß die Polar- 

ebenen von vier harmonischen Punkten ein harmonisches 
Büschel bilden und umgekehrt.

169. Die Gleichung der Kugel in Ebenenkoordinaten 
zu finden.

170. Durch die Schnittlinie der Kugeln, welche 
um die Punkte a|6|c und «, bl cL mit den Halbmessern 
r und ry beschrieben werden, soll eine Kugel gelegt 
werden, welche

a) die X Y -  Ebene berührt,
b) durch 0  geht,
c) die X-Achse berührt.
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Res.: K  -f- X Kx =  0 , wobei für a) sich X be
stimmt aus
A2(ef — r\) +  X [(a — ax)2 +  (b — &x)2 +  c2 +  cj — r2 — rf]

— r 2 - f c 2=  0 .
171. Gegeben die Kugel um O mit dem Halb

messer r — 6 und die Ebene 1) 2x  -f- 3y  +  4* =  24. 
Es soll die Gleichung, sowie Mittelpunkt und Halb
messer einer Kugel gefunden werden, welche durch 
den Schnittkreis der Kugel mit der Ebene imd

a) durch 0 ,
b) durch Punkt 3 6|9 geht,
c) auf der X-Achse ein Stück von der Länge 10, 

von 0  ausgemessen, abschneidet.

_  , 3 (L 3]/35 . 5 15i_ 1 i/öTT
»  2 jT | 3 ,  - J g - i  b> 6 | T p ’ 4 V 3 4 1 i

c) - 1 6  - 2 4  - 3 2 .

§ 9. Die Kugel als geometrischer Ort.

172. Durch 0  werden gerade Linien gezogen und 
zu jeder wird durch den festen Punkt x1y1z1 die senk
rechte Ebene gelegt. Welches ist der Ort des Schnitt
punktes jeder Geraden mit der zugehörigen Ebene?

173. Gegeben ist eine Kugel K  um 0  mit dem 
Halbmesser r .  Ein Punkt P  bewegt sich so, daß

a) die von ihm an K  gelegten Tangenten die 
Länge c haben,

b) die Berührungslinie des von P  an K  gelegten 
Berührungskegels den Halbmesser hat.

Welches ist der Ort von P?
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174. Eine Kugel vom Halbmesser r berührt die 
Y Z -Ebene in 0 ,  ihr Mittelpunkt liegt auf der + A -  
Achse. Durch 0  werden Sehnen 0 P 1 , 0 I \ . . .  ge
zogen und

a) von 0  aus im "V erhältnis X : 1 geteilt,
b) über P1, P2. . . hinaus,
c) über 0  hinaus

um das 7. fache verlängert. Gesucht der Ort des Teil
punktes bzw. des Endpunktes der Yerlängerung.

175. Gegeben ist eine Kugel um 0  vom Halb
messer r  und ein fester Punkt I \  . Dieser wird mit 
dem auf der Kugel wandernden Punkt P  verbunden, 
P P 1 wird durch Q im Yerhältnis X : 1 geteilt. Ge
sucht der Ort von Q.

176. Die Punkte einer Kugel um o|6|C mit dem 
Halbmesser r werden in der durch die Richtungswinkel 
tx ß'y gegebenen Richtung um die Strecke s verschoben. 
Welches ist die Gleichung des Ortes für die erhaltenen 
Punkte?

Res.: (x — a — s cos«)2 +  . . .  +  . . .  — r 2 =  0 .
177. Auf der A'-Achse sind die Punkte P t und P2 

mit den Abszissen + a  und — a gegeben. Ein Punkt 
P  bewegt sich so, daß P, P : P2 P =  X : 1 ist. Der 
Ort von P  ist zu suchen. (Besonderer Fall: X =  1.)

Res.: (1 — ^2) (x2 +  +  *2) — 2 a a: (1 +  X2)
+  a2 (1 — X2) =  0 .

178. Es ist eine Kugel um 0  vom Halbmesser r 
und eine zweite um Punkt M  auf der +A-Achse 
(OM =  a) mit dem Halbmesser beschrieben. Es 
soll der Ort des Mittelpunktes einer Kugel gefunden



werden, welche beide Kugeln nach größten Kreisen 
schneidet.

Res. : x  — (a2 -f- r\ — r 0  ■
179. Welches ist der Ort eines Punktes, dessen Potenz 

in Beziehung auf die um \y1 beschriebene Kugel 
von der Größe n  ist?

180. Den Ort des Mittelpunktes einer Kugel zu 
finden, welche

a) zwei,
b) drei gegebene Kugeln rechtwinklig schneidet.
181. Den Ort eines Punktes zu finden, der sich 

so bewegt, daß die Summe der Quadrate seiner Ab
stände von n  gegebenen Punkten gleich c2 ist.

182. Gegeben sind zwei Punkte 1\  und P, 
(OPl — OP2 — a). Ein Punkt P  bewegt sich so, 
daß Pt P2 +  2 P2 P2 =  c2. Gesucht ist der Ort von P.  
Was ist der Fall, wenn 2 =  1 und c =  2a ist?

Res.: (1 +  2)(z2 +  ?/2 +  *2) -  2 a ( l  -  X)x
— c2 — a2 (1 + 2) .

183. Um 0  ist eine Kugel vom Halbmesser r ,  um 
den Punkt M  der +W-Achse (OM =  a) ist eine zweite 
vom Halbmesser r, beschrieben. Gesucht der Ort für 
einen Punkt, der so liegt, daß die beiden von ihm an 
jede der Kugeln gelegten Berührungskegel gleichen er
zeugenden Winkel haben.

Res.: r 2 [(* — a)'2 -f- y 2 -f- *2] =  r\ (x2 +  y 2 +  *2) .

184. Es ist eine Kugel um 0  mit r und auf der 
+  Z -Achse Punkt P1(OPl =  c) gegeben. Es soll der 
Ort für einen Punkt P  gefunden werden, der sich so 
bewegt, daß der Unterschied zwischen dem Quadrat

4 4  Krumme Flächen.
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der von ihm an die Kugel gezogenen Tangente und 
P P \  imveränderlich gleich c2 ist. —  Welcher Ort er
gibt sich, wenn man P\ durch eine Kugel um 1\  und 
P I \  durch die Länge der von P  an diese Kugel ge
zogenen Tangente ersetzt?

185. Auf der +  Z-Achse hegt im Abstand 2c von 
0  der Punkt P \ . Von Pt wird nach irgend einen 
Punkt P'  der X Y -  Ebene PXP'  gezogen und darauf P  
so bestimmt, daß

P jP -  i \ . P =  4 c2
ist. Es ist der Ort von P  zu suchen.

Res.: x 2 +  y 2 +  (z — c)2 =  4c2 ?
186. Vom Nullpunkt 0  ist nach dem Punkt Pt , 

der auf einer um den Punkt xt \yl z l mit dem Halb
messer r beschriebenen Kugel wandert, der Strahl OP1 
gezogen und darauf P  so bestimmt, daß OP • OPl =  c2 
ist. Es soll der Ort von P  ermittelt und für den BA11, 
daß die Kugel durch O geht, untersucht werden.

Res.: (x\ +  y\ +  z\ — r2) (x 2 +  y2 +  z 2)
— 2c2(xv x  +  y1 y +  z1 z) +  c4 =  0 .

187. Ein Punkt wandert auf der Geraden x =  a,  
y — b . Um welche Gerade dreht sich seine Polar
ebene ?

Res.: Um a x  +  by  — r2 =  0 , z  =  0 .
188. Eine Ebene dreht sich um die Gerade 

y =  m x  +  p , * =  n x  +  q . Auf welcher Geraden 
wandert ihr Pol? Was ist der Fall, wenn

1) p  =  q =  0 ,
2) m — n — 0 ?
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Ees.: Auf der Geraden p y p  q z  — r- =  0 , 
x  m y  n z  =  0 .

189. Ein Punkt wandert auf der Geraden y  =  m x  
+  p  , % =  n x  q. Um welche Gerade dreht sich 
seine Polarebene?

190. Es soll gezeigt werden, daß die konjugierten 
Geraden von Nr. 188 senkrecht aufeinander stehen.

191. Eine um 0  mit r beschriebene Kugel schneidet 
die -f-X-Achse in S ,  die —X-Achse in <S\. Von

wird nach dem auf der Kugel wandernden Punkt P'  
eine Sehne gezogen, sie wird über P'  hinaus um sich 
selbst verlängert bis P";  sodann wird OP" und S F  
gezogen. Welches ist der Ort für den Schnittpunkt Q 
dieser beiden Geraden?

/ ?-\2 4 r2
R e , : + , *  +  * -  —  .

192. Eine um 0  mit r beschriebene Kugel schnei
det die —X-Achse in <S\ . OS1 ist über hinaus 
verlängert um S2 =  2 0  ; der Kugelhalbmesser OP
ist über P  hinaus um sich selbst bis F  verlängert. 
Welches ist der Ort des Schnittpunktes Q der Sl P  und 
der S2P'?

Res.: (x  — 3 r)2 -f- y- -j- z 2 =  16r 2 .
193. Ein Punkt bewegt sich auf dem Kreis 

y 2 x,2 — q2, x  — a.  Welche Fläche umhüllt seine 
Polarebene in bezug auf die um 0  mit r beschriebene 
Kugel?

Res.: (r2 — ax)2 =  q2 (y2 +  z 2) (Kegelfläche).
194. Dieselbe Aufgabe wie Nr. 193 für die Hy

perbel x 2 — y2 =  a2, * =  c .
Res.: a2 (x°- — y 2) — (cz r2)2 =  0 .
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§ 10. Zylinderflächen.

195. Der Mittelpunkt eines in der FZ-Ebene 
liegenden Kreises, der die F-Achse in 0  berührt, liegt 
auf der +  Z- Achse, sein Halbmesser ist r .  Er ist Leit
linie einer Zylinderfläche, deren Mantellinien

a) parallel zu der Ä'Z-Ebene und gegen die AT-Ebene 
unter dem Winkel <x geneigt (n =  tgaj,

b) parallel zu der Geraden x = p z ,  y =  q x  sind. 
Zu suchen ist die Gleichung der Fläche.

Res.: a) y 2 +  (z — nx)2 — 2 r(x  — nx) =  0 ;
b) (jpy — qx)2-\-(x—p z ) 2- \-2pr(x— p z ) = 0  .

196. In der X  Y-  Ebene ist um 0  ein Kreis vom 
Halbmesser r beschrieben. Es soll die Gleichung einer 
Zylinderfläche gefunden werden, für welche dieser Kreis 
Leitlinie ist und deren Mantellinien

a) parallel der Halbierungslinie des Winkels zwischen 
der + X -  und der -(-Z-Achse,

b) parallel zu der Geraden £ =  3 £ -f- 5 , z  =  i y  — 2 
sind.

Res.: a) (x — z)2 +  y 2 =  r2 ,
b) 16 (* — 3x)2 +  9 (* — 4 y)2 =  144r2 .

197. An eine um 0  mit r beschriebene Kugel soll 
ein Berührungszylinder gelegt werden, dessen Mantel
linien parallel sind

a) zu der Halbierungslinie des Winkels zwischen 
der +-X- und der +Z-Achse,

b) zu einer Geraden, die mit den Koordinatenachsen 
gleiche Winkel macht,

c) zu der Geraden y — m x , z  =  n x .
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Res.: a) 2a/2 +  (* — r)2 =  2 r 2 ,
c) (1 +  n 2) (y — mx)2 -f- (1 +  m 2) (z — n x )2 

— 2 m n (g  — vi x)(z  — n x) =  r2 ( l +  m 2 +  «■*).
198. Die Gleichung einer Zylinderfläche zu finden, 

deren Leitlinie der um Punkt x1yl in der X Y -  Ebene 
mit Halbmesser r beschriebene Kreis ist und deren 
Mantellinien die Richtungswinkel tx, ß ,  /  haben.

Res.: [(* — x j  cos y — % cos a ]2
+  [(2/ — Vi) cosy — * cos/ ]2 =  r 2 cos2/  .

199. Die Achsen (2 a und 26) einer Ellipse liegen 
auf der X -  bzw. der Y -Achse; sie ist Leitlinie einer 
Zylinderfläche, deren Mantellinien die Richtungskosinus 
tx , ß , /  haben. Es soll die Gleichung der Fläche ge
funden werden.

Res.: b2{ y x - ( x z ) 2 +  a2 (y y  -  ß z )2 =  a2b2 .
200. Eine Parabel, deren Achse die Richtung der

negativen Y-  Achse, deren Scheitel die Koordinaten 
a b'c hat, deren Parameter 2 p , und deren Ebene par
allel zu der AT-Ebene ist, ist Leitlinie einer Zylinder
fläche, deren Mantellinien parallel zu der Geraden 
x  =  m z ,  y =  n% sind. Wie lautet die Gleichung
dieser Fläche?

Res.: \x— a —m ( x — <•)]2 =  — 2 p[y  — b —n(z — c)].
201. Durch die Ai-Achse ist eine Ebene gelegt,

welche den Winkel zwischen der +  Y-  und der 
+  Z-  Achse halbiert. In ihr ist um 0  mit Halbmesser r 
ein Kreis beschrieben; er ist Leitkreis einer Zylinder
fläche , deren Mantellinien parallel zu der Geraden 
x  — m z ,  y =  n x  sind. Gesucht ist die Gleichung
der Fläche.
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Res.: (y — n z) (tn2 -)- 2) — 2m (n — 1) (a; — m z) 
■{y — n z) +  (x — m z)2 (n — 1)* =  r 2 (1 — n)2 .

202. A\ eiche Gleichung ergibt sich für die Zylinder
fläche in Nr. 201, wenn

a) die Mantellinien parallel der Z- Achse sind,
b) die Kreisebene unter dem Winkel tx gegen die 

X  Y- Ebene geneigt ist?
203. Eine Gerade schneidet auf der -(-X-Achse 

das Stück j i , auf der +F-A chse das Stück q ab.

Eine Ellipse, deren Mittelpunkt in 0  liegt und’ 'deren 
unveränderliche Achse 2 b auf der Y- Achse liegt, dreht 
sich um diese Koordinatenachse so, daß sie die Gerade 
beständig schneidet. Es soll

B ü r k l e n ,  Aufgabensamml. z. analyt. Geom. d. Raumes. 4



50 Krumme Flächen.

a) die Gleichung der erzeugten Fläche gefunden und
b) die -XF-Spur derselben als Leitlinie einer Zylinder- 

fläche betrachtet werden, deren Mantellinien parallel zu 
der gegebenen Geraden sind. Was zeigt sich?

{ q x + p x f
p 2q2 +  b2

204. Es soll untersucht werden, ob die Gleichung

9x2 — 4 y 2 — 91¾2 +  18x% — 40 y x  — 36 =  0

eine Zylinderfläche darstellt oder nicht und welche Rich- 
tung die Mantellinien im ersten Fall haben.

Res.: x  =  — * ,  y — — 5 z  .

205. Ebenso für die Gleichung

y 2 +  4 ¾2 +  k y z  — 5x — 4y  — 8 ¾ +  39 =  0 .

206. Dieselbe Aufgabe für die Gleichung

x3 — 8y3 —  9 x 2£ +  2 7 2 :¾2 — 6y2 z  —  6y z 2—  29¾3— x 2 
+  62:¾— 9£2 +  3a; +  2/ — 8*—5 =  0 .

Res.: a: =  3 £ ,  y — — z  .

207. Es ist gegeben die Zylinderfläche von Nr. 195 a, 
wobei oc =  45° ist, und eine zweite, deren Leitlinie 
ein um O mit r in der X Y -Ebene beschriebener Kreis 
ist; die Mantellinien dieser Fläche sind parallel zur 
Z-Achse. Es soll bewiesen werden, daß die Schnitt
linie beider Zylinderflächen in zwei ebene Kurven zer
fällt, wovon die eine eine Ellipse und die zweite ein 
Kreis ist, der parallel und kongruent mit dem Leitkreis 
der zweiten Zylinderfläche ist.
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208. Gib die Gleichungen der beiden gemeinschaft
lichen Berührungsebenen der Zylinderflächen von 
Nr. 207 an.
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Res.: y =  +  r .
209. Berechne die Gleichung der Berührungsebene 

an die Zylinderfläche von Nr. 195 a (mitw =  1) in dem

zu x — — z  — 0 auf der Seite der - f  F-Achse

liegenden Punkt.

Res.: x  y f ö  — z  — r =  0 .
210. Es soll bewiesen werden, daß

f(ctx — y ,  y — b z ,  a x  — bz) =  0
eine Zylinderfläche darstellt.

211. Durch einen festen Punkt a\b\e wird eine 
bewegliche Gerade gezogen, welche die Koordinaten
ebenen in den Punkten 1\ , P , , P3 schneidet. Es 
soll bewiesen werden, daß der Ort des Punktes P , 
der J \  P2 im Verhältnis / , : 1 und zugleich P.2PB im 
Verhältnis /.2 : 1 teilt, Schnitt zweier hyperbolischer 
Zylinderflächen ist.

Res.: V)xy — Xv a y  — bx =  0 ,
(h  +  1) V z  — 1, cy  — b z  =  0 .

§ 11. Kegelflächen.
212. In der X I7-Ebene liegt eine Parabel mit der 

Achse auf der -(-X-Achse und dem Scheitel in 0 .  
Es soll die Gleichung der Kegelfläche gefunden werden, 
welche die Parabel als Leitlinie und den Punkt x1y l %l 
als Spitze hat.



52 Krumme Flächen.

Res.: {yt x  — y x j 2 =  2p ( z  — z1)(xl z  — x z j  .
213. Ein Kreis vom Halbmesser r  hat seinen Mittel

punkt in 0 ,  seine Ebene geht durch die Z-  Achse und 
halbiert den Winkel zwischen der -j-X- und der +  F- 
Achse. Er ist Leitlinie einer Kegelfläche, deren Spitze 
auf der Y-  Achse im Abstand cl von 0  liegt. Zu 
suchen:

a) die Gleichung der Kegelfläche,
b) die Art ihrer Schnitte mit Ebenen parallel zu 

den Koordinatenebenen.
Res.: a) 2 a;2 d2 -f- z 2 d1 — r2(x — y  +  d)2 =  0 .
214. In der X Z -  Ebene liegt eine Hyperbel mit 

der reellen Achse 2 c auf der Z-, der imaginären 2 a 
auf der X-Achse; sie ist Leitlinie einer Kegelfläche, 
deren Spitze auf der -j-F-Achse im Abstand 6 von O 
liegt. Gesucht die Gleichung der Kegelfläche.

Res.: x 2 (y — b)2 z 2
ö 2 ^ b2 ~c2

215. In der FZ-Ebene liegt ein Kreis, seine 
Mittelpunktskoordinaten sind 0j6|e, sein Halbmesser ist r ; 
er ist Leitlinie einer Kegelfläche, deren Spitze auf der 
+ X-Achse im Abstand d von 0  liegt. Es soll die 
Gleichung der Fläche gefunden und es sollen für die 
besonderen Fälle 1)5 =  0 , 2) 6 =  0 und c =  0 Schnitte 
parallel zu den Koordinatenebenen untersucht werden.

Res.: [dy-\-b{x—dj\2-\-[dz-\-c(x—d)\2= r 2(x—d)2.
216. Eine Hyperbel hat die Mittelpunktskoordi

naten a\bc, die reelle Achse 2 a  ist parallel zu der 
X-Achse, die imaginäre 2 ß  parallel zu der 1'-Achse. 
Es soll die Gleichung einer Kegelfläche gefunden werden,
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welche diese Hyperbel als Leitlinie und den Ursprung 
als Spitze hat.

Ees.: ß 2{cx — az )2 — <x2(cy — bz)2 =  a,2 ß2z 2 .
217. Die in der X  F- Ebene liegende Kurve cy2 — x 3 

ist Leitlinie einer Kegelfläche, deren Spitze der Pu nkt 211 5 
ist. Die Gleichung der Fläche zu suchen.

Ees.: c (z — öy)2 (* — 5) =  (2z — 5x)3 .
218. Es soll die Gleichung einer Kegelfläche ge

funden werden, welche ihre Spitze auf der -f-X-Achse 
im Abstand d. von 0  hat, und welche die um 0  mit r 
beschriebene Kugel berührt.

Ees.: r2 (x — a)2 -f- (r2 — a2) (y2 -f- z 2) =  0 .
219. An das zweischalige Hyperboloid

? !  _ i_  =
a2 b2 c2

den Berührungskegel zu legen, dessen Spitze in z, 0 0 
liegt.

220. An eine Kugel, die um den Mittelpunkt abc  
mit dem Halbmesser r beschrieben ist, soll eine be
rührende Kegelfläche gelegt werden, deren Spitze in 0  
liegt. ( O M = s . )

Ees.: (ax-\-by-\- ex)2— (s2— r2)(x2Jr y2-*r z 2) =  0 .
A nm erkung: Die Lösung gestaltet sich am ein

fachsten, wenn man die Bedingung dafür aufstellt, daß 
die Gerade y — m x ,  z  — n x  die gegebene Kugel in 
zwei zusammenfallenden Punkten trifft.
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221. Die Gleichung der Berührungsebene an die 
Berührungsebene von Nr. 213 im Punkt 0,0 r zu legen.

Res.: — r x - \ - r y  — d z  — d r  =  0 .

222. Ebenso für die Kegelfläche von Nr. 216
a) im Punkt x x \yx [%,
b) in dem einen Scheitel der Leithyperbel.

Res.: a) ß 2c(cx l — a z x) x  — a 2c(cy1 — b zx)y  
+  [— ß 2 a c xx +  a 2 b z  yx 
+  (ß 2a2 -  a 2ft2 -  a 2/?2) % ] * =  0 ; 

b) cx  + (a — a)z =  0 .

223. Auf beiden Seiten von 0  sind auf der Ai- 
Achse je im Abstand a von 0  die Punkte Pl und P% 
gegeben. Um 0  sind in der KZ-Ebene zwei Kreise 
mit den Halbmessern p, und g2 beschrieben. Sie sind 
Leitlinien zweier Kegelflächen, deren Spitzen 1\ und P2 
sind. "Welches ist der Ort der Schnittlinie dieser beiden 
Kegelflächen, wenn pt und p2 sich so ändern, daß 
p, ’ 6-2 = a 2 ist?

Res.: +  x 2 +  y2 z 2 =  a2 .

224. Die Punkte Px und P.2 von Nr. 223 sind
Mittelpunkte zweier Kreise Kx und K, mit den Halb
messern p, und p2 ; die Kreisebenen sind senkrecht 
zur W-Achse. und P„ sind Spitzen zweier Kegel,
deren Leitlinien K., bzw. Kx sind. Welches ist der Ort 
der Schnittlinie beider Kegelflächen, wenn qx und g, 
sich so ändern, daß p, p2 =  a 2 ist?

gß 2
Res.: +  /  — y 2 — z 2 =  H— — .4 4
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225. Es soll untersucht werden, ob die Gleichung 
125a;3 +  2öy2x — 1 0yx2 + ¾ 3 — 12d!/2 +  ö O y x ~  5¾2 
-f- a x — 0 eine Kegelfläche darstellt.

Ees.: Eine Kegelfläche, wenn a =  0 ist.
226. Ein Punkt bewegt sich

( y2 +  *2 =  Q2
a) auf dem Kreis < ;

\ x  =  a
( x 2 — y 2 =  a2

b) auf der Hyperbel <
( x =  c

Welche Fläche umhüllt seine Polarebene in bezug auf 
die Kugel a;2 +  y 2 +  x2 — r2 ?

Ees.; Die Kegelfläche a) (r2 — ax ) =  Q2(yi +  x 2) ;
b) (r2 — ex)2 — a2(x 2 — y 2) .

§ 12. Drehflächen.

227. Eine zu der X Z -  Ebene parallele Gerade, 
welche die Y- Achse im Abstand b von 0  schneidet 
und gegen die X  Y- Ebene unter dem Winkel <% (tg ot =  m) 
geneigt ist, wird um die Z  -Achse gedreht. Es soll 
die Gleichung der entstehenden Drehfläche gefunden 
und die letztere näher untersucht werden.

Ees.: x 2 -\- y 2 — in2 x 2 — b2 .

Die Fläche ist ein einschaliges Hyperboloid; sie 
enthält zwei Scharen von Geraden; die zweite Schar 
entsteht durch Drehung der zu der gegebenen in bezug 
auf die FZ-Ebene symmetrischen Geraden. Mit 6 =  0 
ergibt sich ein Kegel (Asymptotenkegel).
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228. Es dreht sich
a) eine Ellipse um die eine Hauptachse,
b) eine Hyperbel 1. um die reelle, 2. um die ima

ginäre Achse,
c) eine Parabel um ihre Achse. Es soll in jedem 

Fall die Gleichung der Drehfläche ermittelt werden.
229. Eine in der X Z -  Ebene hegende Parabel, 

welche die -f-X-Achse als Achse undO als Schenkel 
hat, dreht sich um die Z-  Achse. Es soll die Gleichung 
der entstehenden Drehfläche gefunden werden.

Res.: x i — 4p2 (x2 +  y 2) =  0 .
230. Ein in der X Z -  Ebene liegender Kreis vom 

Halbmesser r , dessen Mittelpunkt M  im Abstand a von 
0  (a >  r) auf der X-Achse liegt, wird um die Z- 
Achse gedreht. Es soll die Gleichung des entstehenden 
Wulstes gefunden werden.

Res.: x 2 +  y 2 — (a +  }V2 — x2) .
231. Die Berührungslinie im Punkt x^\yr Xy des 

Wulstes von Nr. 230 zu finden.

Res.: [(*, /x? +  y\ — axi ) x  +  {yi /aff +  y\ — ayx)y]

•• M  +  y\ +  % * =  A  +  y\ +  A
~ a \ x J +

Besonderer Fall: a =  0 .
232. Die Berührungslinie für den von 0  aus an 

den Wulst gelegten Berührungskegel zu finden.
Res.: Aus dem gleich Null gesetzten Absolut

glied der Gleichung der Berührungsebene von Nr. 231 
folgt für die Berührungslinie des Kegels

+  V2 +  x2 =  a2 — r2.
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233. Die X-Achse wird um die Halbierungslinie 
des Winkels zwischen der -|-X- und der -f F-Achse 
gedreht. Zu suchen ist die Gleichung der Drehfläche.

Res.: z 2 — 2 x y  =  0 .
234. Durch 0  wird eine Gerade gezogen, welche 

mit der - f X - ,  + F - ,  +  Z-  Achse gleiche Winkel 
macht; um sie wird die Halbierungslinie des Winkels 
zwischen der + X -  und der -f- Y-  Achse gedreht. Es 
soll die Gleichung des entstehenden Kegels gefunden 
werden.

Res.: (x +  y  +  *)2 — 2 (x2 -J- y 2 -f  z 2) =  0 .

§ 13. Rückungsflächen.
235. In der XZ-Ebene ist auf der Seite der 

- f  Z-Achse eine Gerade im Abstand c parallel zu der 
X-Achse gezogen. Eine weitere Gerade bewegt sich 
so, daß sie die erste Gerade und die Halbierungslinie 
des Winkels zwischen der + X -  und der +  Y-  Achse 
schneidet und dabei beständig parallel zu der Y Z - Ebene 
bleibt. Es soll die Gleichung der entstehenden Fläche 
gefunden und nachgewiesen werden, daß auf ihr noch 
eine zweite Geradenschar vorhanden ist.

Res.: x z  — c(x — y ) .
236. In der X Y - Ebene liegt eine durch 0  gehende 

Gerade, welche mit der - f X-Achse den Winkel « 
macht. Ein veränderlicher Kreis, dessen Mittelpunkt 
auf der X-Achse liegt, bewegt sich so, daß er jene 
Gerade beständig schneidet. Die Gleichung der Fläche 
zu finden.

Res.: x 2 tg2 tx =  y2 +  z 2 .

57
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237. Eine veränderliche Hyperbel, deren Mittel
punkt auf der Y- Achse liegt, deren Ebene parallel der 
X Z -  Ebene und deren reelle Achse parallel der X -  Achse 
ist, bewegt sieh so, daß sie die Gerade von Nr. 236 
beständig schneidet und sich selbst ähnlich bleibt — 
Achsenverhältnis 1 : k . Es soll die entstandene Fläche 
gefunden werden.

x 2 « 2  * 2

^ eS"  a2 a2 tgäa  £2a2

238. In der X Z - Ebene liegt eine Hyperbel mit 
der reellen Achse 2c auf der Z - Achse, die imaginäre 
Achse ist 2a.  In der HZ-Ebene liegt eine Gerade, 
welche auf den positiven Teilen der +  Y- und der 
-fZ-Achse die Stücke b und c abschneidet. Die Hy
perbel bewegt sich so, daß sie sich ähnlich, der X Z -  
Ebene parallel, daß der Mittelpunkt auf der Y - Achse 
und ein Scheitel immer auf der Geraden in der X  Z- 
Ebene bleibt. Es soll die Gleichung der entstehenden 
Fläche gefunden werden.

R e ,: *  +  & = ! » ! _ * _  0 .
a2 b2 e2

239. In der X E -Ebene ist eine Gerade Gl parallel 
zu der X-Achse im Abstand b gezogen; eine zweite 
Gerade G2 liegt in der XZ-Ebene und schneidet auf 
der X- und der Z -Achse die Stücke a und c ab. Eine 
dritte Gerade Gs bewegt sich so, daß sie Gl und G2 
beständig schneidet und parallel der FZ-Ebene bleibt. 
Es soll die Gleichung der entstehenden Fläche ge
funden und gezeigt werden, daß auf ihr noch eine 
zweite Geradenschar vorhanden ist.

Ees.: a b z  — c(a — x) (b — y) .
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240. In der X Y -  Ebene liegt im ersten und dritten 
Feld eine gleichseitige Hyperbel, welche die X -  und 
die F-Achse zu Asymptoten hat. In der XZ-Ebene 
ist eine feste Gerade Gx im Abstand c von 0  parallel 
zu der X-Achse gezogen. Eine weitere Gerade be
wegt sich so, daß sie die gegebene Hyperbel und die

Gerade G1 beständig schneidet und parallel zur YZ-  
Ebene bleibt. Es soll die Gleichung der erzeugten 
Fläche gefunden werden.

Kes.: c x y  -r k'2(z — c) =  0 .

241. In der X Z-Ebene liegt eine Hyperbel, für 
welche die Z -Achse und eine Parallele zur X-Achse im 
Abstand c von 0  Asymptoten sind. Eine zweite Hyperbel 
liegt in einer Ebene parallel zur X Z -Ebene (im Ab
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stand b von 0) so, daß ihr Mittelpunkt auf der F- Achse 
liegt, und daß die Schnittlinien der Ebene mit' der 
X Y -  und der X  F-Ebene Asymptoten sind. Von jeder 
Hyperbel liegt je ein Zweig auf derselben Seite der 
X  F-Ebene. Eine Gerade bewegt sich so, daß sie beide 
Hyperbeln beständig schneidet und parallel zur F F - 
Ebene bleibt. Es soll die Gleichung der entsprechenden 
Fläche gefunden und besprochen werden.

Ees.: b x z  c x y  — bc x  -j-[k2 — k\)y — bk2 .

§ 14. Keil-(Konoid-)flächen.
242. Eine Gerade schneidet auf der -j-X- und 

der +  F-Achse die Stücke OA und OB  je von der 
Länge a ab. A B  ist Durchmesser eines Kreises, dessen 
Ebene senkrecht auf der X  F-Ebene ist. Eine Gerade 
bewegt sich so, daß sie die Kreislinie und die F-Achse 
beständig schneidet und parallel der X  F-Ebene bleibt. 
Es soll die Gleichung der erzeugten Fläche gefunden 
werden.

E es.: z 2 (x +  y)2 =  2 a2 x y .
243. Eine Hyperbel mit den Achsen 2 a und 2 b 

hat ihren Mittelpunkt im Abstand bY von 0  auf der 
F-Achse, ihre reelle Achse liegt in der X F-Ebene, 
ihre Ebene ist der X Z -  Ebene parallel. Sie ist Leit
linie einer Keilfläche, deren Achse in der X Z - Ebene, 
im Abstand a, von 0  liegt und parallel der Z-  Achse 
ist. Die erzeugende Gerade ist parallel der X F-Ebene. 
Es soll die Gleichung der Keilfläche gefunden werden.

Ees.: b2\bx(x — ax) +  ?/]2 — a2y 2z 2 — a2i 2«/2 =  0 .
244. Eine Parabel mit den Scheitelkoordinaten a o c 

ist Leitlinie eines Konoids, dessen Achse die F-Achse



Keil-(.Konoid-)flächen. 61

und dessen Richtebene die X  K-Ebene ist. Die Ebene 
der Parabel ist parallel der KZ-Ebene, ihre Achse 
gleichläufig mit der -f  Z-Achse. Die Gleichung des 
Konoids aufzustellen.

Res.: a2 y2 =  2p x 2 (z — c) .

245. Ein Kreis vom Halbmesser r , der seinen Mittel
punkt auf der -j-X-Achse hat, berührt die Y -Achse 
in O; in der X Z -Ebene ist eine Gerade parallel zu 
der X-Achse im Abstand c von 0  gezogen. Eine 
weitere Gerade bewegt sich so, daß sie die erste Ge
rade und die Kreislinie beständig schneidet und parallel. 
der KZ-Ebene bleibt. Gesucht ist die Gleichung der 
erzeugten Fläche, sowie die Art der parallel zur X Y -  
Ebene geführten Flächenschnitte.

Res.: (z  — e)2 [(* — r)2 — r 2] -f- c2 y 2 =  0 .

246. Eine in der XZ-Ebene liegende, die Z-Achse 
in 0  berührende Parabel wird um die X-Achse ge
dreht. Eine zur X Y -  Ebene parallele Gerade bewegt 
sich so, daß sie die Z-Achse beständig schneidet und 
die entstandene Drehfläche beständig berührt. Es soll 
die Gleichung der Fläche bestimmt und untersucht 
werden, in welcher Art von Kurven die Fläche von 
Ebenen, die parallel zu den Koordinatenebenen gelegt 
werden, geschnitten wird, und ob noch ein weiteres 
System von Geraden auf der Fläche vorhanden ist.

Res.: y 2 z 2 =  p 2 x 2 oder y z  =  +  p x  .

247. Um 0  ist eine Kugel vom Halbmesser r be
schrieben; in der Y Z -Ebene ist im Abstand b von 0  
ein Lot zur X-Achse gezogen. Eine weitere Gerade
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bewegt sich so, daß sie die erste beständig schneidet 
und die Kugel berührt.

Res.: (y — b)2 (r2 — z 2) +  x 2 (r2 — b2 — z 2) =  0 .

§ 15. Einige Regelflächen.
248. In der XF-Ebene liegt eine die F-Achse 

in 0  berührende Parabel, deren Achse die -(-X-Achse 
ist. Eine Gerade bewegt sich so, daß sie die Z- Achse, 
die Parabel und die weiter gegebene Gerade y =  m x  -)- b , 
z  — n x  -j- c beständig schneidet. Es soll die Gleichung 
der Fläche gefunden und ihre Schnitte mit den Koor
dinatenebenen betrachtet sowie angegeben werden, wie 
sich die gefundene Flächengleichung erproben läßt.

Res.: bx(2pn  — m 2c)=[2p(c—z)-\-m2cx]{mx—y).

Proben : 1) Der Ursprung ist ein Punkt der Fläche; 
2) die Spur S  der gegebenen Geraden in der X Y -  Ebene 
muß die Gleichung der Fläche befriedigen; 3) ebenso 
die XZ-Spur der gegebenen Leitgeraden; 4) die X F - 
Spur der Fläche muß in die gegebene Parabel und die 
Verbindungslinie von 0  mit der X F-Spur der Leit
geraden zerfallen.

249. Es ist ein Kreis um 0  mit r in der XF-Ebene, 
ferner die Gerade x =  a,  y —m x  +  b gegeben. Eine 
weitere Gerade bewegt sich so, daß sie die Z - Achse, 
die gegebene Gerade und den Kreis beständig schneidet. 
Die Gleichung der erzeugten Fläche zu finden.

Res.: }x 2-\-y2(ay—bx—amz) — +_r(ay—bx—mxx).
250. In der XF-Ebene liegt eine die F-Achse 

in 0  berührende Parabel, deren Achse die positive 
X-Achse ist. Durch den Ursprung geht eine den
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Winkel zwischen der und +  Z-Achse hal
bierende Gerade; ferner ist in der FZ-Ebene eine 
Parallele zu der F-Achse im Abstand c gegeben. Eine 
dritte Gerade bewegt sieh so, daß sie die beiden 
gegebenen Geraden und die Parabel beständig schneidet. 
Es soll die Gleichung der erzeugten Fläche gefunden 
werden.

Res.: e2 (x y)2 +  (¾. — x)2 (z — c )2pcx  =  0 .

251. Eine Gerade bewegt sich so, daß sie dieselben 
drei Kanten L y, L 2, L 3 eines Parallelflachs beständig 
schneidet. Es soll die Gleichung der erzeugten Fläche 
gefunden werden.

Res.: 31an nehme den Mittelpunkt des Parallelflachs 
als N ullpunkt, die Koordinatenachsen parallel zu L V L 2, L 3.
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Sind 2a, 2b, 2c die Kantenlängen des Parallelflachs, 
so ergibt sich als Gleichung der Fläche

* y  , x x—r  "T i----1------ab bc ca +  1 = 0 .

252. Die Ebene eines Kreises, der uni 0  mit r 
beschrieben ist, ist gegen die AT-Ebene unter 45° 
geneigt. In der X Y -  Ebene ist eine Gerade parallel 
zu der Y -Achse im Abstand b gezogen. Eine weitere 
Gerade bewegt sich so, daß sie die Z -Achse, die ge
gebene Gerade und die Kreislinie beständig schneidet. 
Gesucht ist die Gleichung der erzeugten Fläche und 
ihre Spuren in den Koordinatenebenen.



III. Abschnitt.

Flüchen II. Grades.

§ 16. Das Ellipsoid.
253. Die Mittelpunktskoordinäten und die Halb

achsen der durch die folgenden Gleichungen gegebenen 
Ellipsoide zu bestimmen:

a) 36z2 +  l ßy-  +  9 z2 -  216z +  32y — 90z
+  421 =  0 ;

b) 9z2 +  36»/2 +  4 z2 — 72z +  24z — 144 =  0 ;
c) z2 +  2«/2+ 5 z 2 +  a z  +  £>?/ +  cz =  0 .
Res.: a) 3| —1|5 , 2 ,  3 ,  4 ;

b) 4 0 1 -3 ,  3 , 3 , 9 ;
. a  b c

^ ~ J  ~  T  — Io ’
yiO a2 +  5ö2 +  2 c2 : 2 ^TÖ , bzw. :4 ^ 5 ,  : 1 0 ^ 2 .

254. Es soll für das Ellipsoid +  ^ -  +  •*-- =  1
4 9 16

bestimmt werden:
a) die Gleichung der Berührungsebene im Punkt 

zu ^  =  1, yx =  2 , zx >  0 ;
b) die Gleichung der Polarebene für den Punkt 12 3 ;

B i l r k l e n ,  Aufgabensamml. z. analyt. Geom. d. Raumes. 5
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c) die Gleichung der Durchmesserebene, die zu der 
Geraden y =  Sx ,  z  — — I x  zugeordnet ist;

d) die Gleichungen des Durchmessers, der zu der 
Ebene I x  — 2y - \ - 5 z = 0  zugeordnet ist.

SC“ 7/^ ^ 2255. Ebenso für das Eliipsoid----- (- - -I----- =  1
36 T  4 T  25

und
a) für den Punkt xl =  3 , y1 >  0 , z t =  3 ;
b) für den Punkt 5 3j —11 ;

X 1/ %c) für den Durchmesser — =  —  =  - ;

d) für die Ebene ox  — y — =  0 .
256. Die Koordinaten des Pols der Ebene A x  -f  B y  

+  Gz  +  7 4 = 0  in bezug auf das Eliipsoid

j _  l ' 3 4 -  =  1
o2 +  62 +  e2

zu bestimmen.
257. Die Gleichung der Durchmesserebene zu be

stimmen, welche zu dem durch den Punkt x ^ y ^ ^  
gehenden Durchmesser des Ellipsoides von Nr. 256 
zugeordnet ist.

Res, ^  + ̂  +
a1 b‘  e 2

258. Dieselbe Aufgabe für ein Eliipsoid, das dem 
von Nr. 256 ähnlich ist. Was zeigt sich?

259. Durch den Punkt x^y^'z^ eine Gerade so zu 
ziehen, daß die auf ihr von dem Eliipsoid von Nr. 256 
abgeschnittene Sehne durch die gegebene Ebene A x-\- By  
+  Gz =  0 halbiert wird.
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260. Durch den Punkt eine Ebene zu legen,
•welche das Ellipsoid von Nr. 256 in einem Kegelschnitt 
schneidet, dessen Mittelpunkt dieser Punkt ist.

261. Drei Durchmesser des Ellipsoids von Nr. 256 
haben die Richtungskosinus <x\ß y ,  ßl yl , <x2 ß>2 y., . 
Es sollen die Bedingungen dafür gefunden werden, daß 
die Durchmesser zueinander konjugiert sind.

Res.: *•«1 , ßßi  , 7 7i
^  +  - p - +  C2

a l a 2 | ßl ßi | / l  7-2 _ 1
a2 ^  62 c-

<*2 *  . ßi ß . 7-2 7 _  < 
a2 "T 1 C2 '

262. Zu beweisen: Die Summe der Quadrate dreier 
konjugierter Halbmesser ist konstant und gleich der 
Summe der Halbachsen.

263. Ebenso: Ein Parallelflach, dessen Kanten drei 
konjugierte Halbmesser sind, hat unveränderlichen Inhalt.

264. Ebenso: Die Summe der Quadrate der Pro
jektionen von drei konjugierten Halbmessern auf eine 
Gerade und ebenso die Summe der Quadrate der Pro
jektionen von drei konjugierten Halbmessern auf eine 
beliebige Ebene ist unveränderlich.

265. Die Summe der Quadrate der Seitenflächen 
des aus drei konjugierten Halbmessern konstruierten 
Parallelflachs ist konstant.

266. Auf dem Ellipsoid von Nr. 256 einen Punkt 
so zu bestimmen, daß die in ihm gezogene Berührungs
ebene auf den Achsen Stücke abschneidet, welche

a) einander jjleich sind,
b) sich wie 1 : 2 : 3  verhalten.

5*
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Res.: a) xt =  2 a2 usf., 2 = 1 :  f a 2 +  fe2 +  e2 ; 
b) :¾ =  2 a2: 1 , yx =  2 b2 : 2 , %1 = X c2: 3 , 

2 =  6 : ]/36a2 +  9b2 +  4c2 .
267. Den Punkt x1yl xl von Nr. 256 so zu be

stimmen, daß die in ihm gezogene Berührungsebene auf 
den Achsen Stücke abschneidet, die sich verhalten

a) wie die Achsen,
b) wie die Quadrate der Halbachsen.
Res.: a) x1 =  a ; 3 usf.;

b) x1 =  y1 = x 1= a b c :  j a2 b2 -f- b2 c2 +  c2 a2.
268. Von einem auf dein Ellipsoid von Nr. 256 

wandernden Punkt P  wird auf die X  l'-Ebene das Lot 
PC  gefällt; es wird über P  hinaus a) um PQ  =  P C , 
b) um PQ  =  -\ PC ,  c) so verlängert, daß PC: PQ  =  2:1 
sich verhält. Gesucht der Ort von Q.

269. Durch einen Scheitel eines Ellipsoids werden 
SehneD gezogen. Jede wird

a) um sich selbst,
b) um ihr xfaches verlängert.

Der Ort des Endpunktes der Verlängerung ist zu suchen.
270. Durch den Punkt xy i/1z l werden an das 

Ellipsoid von Nr. 256 Sekanten gezogen. Es soll für 
die auf ihnen abgeschnittenen Sehnen der Ort der 
Halbierungspunkte gefunden werden.

hflhf)’ hfl
Res.: J ------- —  +  ~------—a2 b2 c2

9. 9  O_  A  , m  , 4
4 a2 ^  4 i 2 1 4e2
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271. In einer Ellipse E 1 mit den Achsen 2a und 
2 b ist eine Sehne PQ  senkrecht zu der Achse 2 a ge
zogen. PQ  ist die eine Achse einer Ellipse E2, deren 
Ebene senkrecht zu Et ist. Es soll die Gleichung der 
Fläche gefunden werden, welche entsteht, wenn PQ  
parallel verschoben wird und E2 dabei sich ähnlich bleibt.

272. In einer Ellipse E l mit den Achsen 2 a und 2 b 
ist ein Durchmesser PQ  gezogen. In dem Mittelpunkt 0  
von E l ist das Lot errichtet und auf ihm von 0  aus 
OR1 — O R , = c  abgetragen. PQ  und 1¾ 1¾ sind Achsen 
einer Ellipse Et . Welche Fläche erzeugt E2 , wenn E2 
sich um R1R2 dreht?

273. Zu beweisen: Ist txx  -j- ß y  +  y% — p  =  0
die Gleichung einer Ebene in Normalform, so berüht diese 
das Ellipsoid von Nr. 256, wenn p  =  ya2<x2 +  b2ß2 a-y'1
ist.

274. Den Ort für die Ecke eines gleichseitigen, 
rechtwinkligen Dreikants zu finden, dessen Seitenebenen 
das Ellipsoid von Nr. 25C berühren.

Res.: x 2 +  y2 +  x2 =  a2 +  b2 +  c2 ; dieser Ort 
heißt die Mongesche Kugel.

275. In den Punkten der Schnittlinie einer Ebene 
mit dem Ellipsoid von Nr. 256 werden Normalen ge
zogen. Es soll der Ort der Spur dieser Normalen

a) mit der X Y -  Ebene,
b) mit der WZ-Ebene für den besonderen Fall, daß 

die gegebene Ebene parallel zur I T -  Ebene ist, unter
sucht werden.

276. In dem Ellipsoid von Nr. 256 ist a >  6 >  c ; 
es soll bewiesen werden, daß jede der Ebenen

a )'b2 — c2 • x +  c^a2 —  b2 • *  =  0 
die Fläche in einem Kreis vom Halbmesser b schneidet.

69
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277. Einen Berührungszylinder an das Ellipsoid 
von Nr. 25G zu legen; die Mantellinien sollen parallel 
der Halbierungslinie des Winkels zwischen der — Y- 
und der +Z-A chse sein.

^  , ( y - x ) 2 ;Res.: —  +  , 2 , 2 — 1 •
a 2 o- -+- c l

278. Wie Nr. 277. Die Mantellinien sollen aber 
mit den Koordinatenachsen gleiche Winkel bilden.

279. Den Ort der Fußpunkte der Lote zu finden, 
welche man vom Mittelpunkt eines Ellipsoids auf seine 
Berührungsebene fällt.

Ees.: a2 x2 +  b2 ß  +  e2 z 2 =  (x2 +  ß  +  z 2)2 .
280. Die Gleichung des Ellipsoids von Nr. 256 in 

Polarkoordinaten aufzustellen. Es sei P  ein beliebiger

Fig. 6.

Punkt des Ellipsoids, O P = r , Q Projektion von P  
auf die X Y - Ebene, -£ POQ =  cp, positiv oder negativ 
genommen, je nachdem P  mit -\-O Z  auf derselben 
Seite liegt oder nicht, +  X O Q  =  cp (<p zwischen
0° und 360°).
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„  /cos 2u> sin2u>\ 1
Ees.: cos*cp +  —p ~ j  +  sm2 <p =  — .

281 . Gegeben sind zwei Punkte F  und Fx (FF1 =  2 f  ) ; 
gesucht der Ort für einen Pirnkt P ,  der sich so bewegt, 
daß P F +  PFX =  2 x  .

D *2 , 2/2 + *2 _ ,
ßßs-: , T i ~   ̂ ‘a2 <%2 — / 2

282. Um 0  ist eine Kugel vom Halbmesser r be
schrieben. Von dem Punkt P  derselben ist auf die 
WF-Ebene das Lot PQ  gefällt und über P  hinaus um 
sich selbst bis 7\ verlängert. Es soll der Ort des 
Schnittpunktes der Polarebene von Px mit P  Q ge
funden werden.

Res.: x* +  y* +  4z* =  r 2 .

283. Eine Ebene E  bewegt sich so, daß sie be
ständig eine Kugel um 0  vom Halbmesser r  berührt. 
Welches ist der Ort des Pols von E  in Beziehung auf 
das Ellipsoid von Nr. 256?

Res.: 4  +  S  +  S - l  =  0 - a4 o4 e4

284. Ein Punkt bewegt sich auf der Kugel um 0  
mit r .  Welche Fläche umhüllt seine Polarebene in 
Beziehung auf das Ellipsoid von Nr. 256?

x 2 w2 *2 1
Res.: —  -j- —  -|— r  =  —r  • a4 i 4 c4 r 2
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§ 17. Die Hyperboloide.
• C “

285. Gegeben ist die Hyperbel — ------r  =  1 ,a‘ cl
y  =  0 . Eine veränderliche Ellipse, deren Mittelpunkt 
auf der Z- Achse liegt und deren Achsen parallel der 
X -  bzw. der Y -Achse sind, bewegt sich so, daß sie 
sich selbst ähnlich bleibt und die Hyperbel beständig 
schneidet. Es soll die von ihr erzeugte Fläche ermittelt 
werden. Das Achsenverhältnis der Ellipse sei a:b.

_ x 2 , y2 z 2
ReS"  ^  +  =

286. Es soll, ähnlich wie in Nr. 285, das zwei- 
schalige Hyperboloid

a) durch Rückung einer sich ähnlich bleibenden 
Ellipse an einer festen Hyperbel,

b) durch Rückung einer sich ähnlich bleibenden 
Hyperbel an einer festen Hyperbel erzeugt werden.

287. Zu beweisen, daß das Hyperboloid
<2* 2 j/2 /̂ 2
-----U —--------- =  1 , wobei a >  b >  c ist
a2 T  b2 c2

und die Kugel um 0  mit dem Halbmesser a sieh in 
zwei Kreisen schneidet, deren Mittelpunkt 0  ist.

288. Man hat das Hyperboloid von Nr. 287 und 
das Ebenenpaar y 2 — m2 z 2 =  0 . Wie muß /. und m  
gewählt werden, damit die Fläche

/y»2 ai2 i y 2

welche durch die beiden ebenen Schnitte mit dem Hyper
boloid gelegt ist, eine Kugel wird?
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A nm erkung: Die beiden Ebenen und alle dazu
parallelen Ebenen liefern K re issc h n itte  mit dem 
Hyperboloid.

Reg.: x = ( a 2 - b 2) : a 2b2,
m 2 =  b2(a2 +  c2) : (a2 -  b2)c2.

yy2
289. In der Ellipse —̂  +  - ^  =  1, * =  0 , ist dera2

Durchmesser PO  gezogen. PQ  ist reelle Achse einer 
Hyperbel, deren unveränderliche imaginäre Achse (2e) 
auf der Z- Achse liegt. Es soll die Gleichung der 
Fläche hergeleitet werden, welche von der Hyperbel 
erzeugt wird, wenn PQ  sich um 0  dreht.

290. Die Bedingungen zu finden, unter welchen 
die Gerade x  =  v i z  p , y =  n x  -f- q auf dem Hyper
boloid ^bn Nr. 287 liegt.

Res.: m 2 n- 1
H2 +  ~

a2 ^  b2

. m p  nq

291. Die Bedingungen zu finden, unter welchen 
die Gerade x  =  u q <x , y =  v q ß , x =  w -f- Qy 
auf der Fläche a y z - \ - b z x - \ - c x y - \ - d = Q  liegt.

292. Die Gleichungen der beiden Mantellinien des 
Hyperboloids von Nr. 287 zu finden, welche durch den 
Punkt p q  0 der Kehlellipse gehen.

aq bp
Res.: 1) x  =  — x + p ,  y =  - —~x +  q-

a q bp
2 ) x —  T 7 *  +  p ’» " *  +  »■
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293. Zu beweisen, daß die X  Y -Projektionen der 
beiden Mantellinien von Nr. 292 Tangenten der Kehl- 
ellipse im Punkt p q sind.

294. Zu beweisen, daß die durch, den Punkt p\q\0 
der Kehlellipse gehende Mantellinie des Systems 1) von 
Nr. 292 die durch einen Punkt p1 ql 0 gehende Mantel
linie des Systems 2) schneidet.

295. Zu zeigen, daß, wenn die Punkte p\q\0 und 
Pi!?i|0 von Nr. 294 Endpunkte eines Durchmessers der 
Kehlellipse sind, die beiden Mantellinien von Nr. 294 
einander parallel sind.

296. Zu beweisen, daß zwei Mantellinien desselben 
Systems des einschaligen Hyperboloids sich nicht schneiden.

297. Zu beweisen, daß zu jeder Mantellinie auf 
dem einschaligen Hyperboloid sich eine parallele auf 
dem Asymptotenkegel ziehen läßt.

298. Vom Mittelpunkt des Hyperboloids von Nr. 287 
wird nach jedem Punkte der Pläche ein Strahl ge
zogen und um sich selbst über den Endpunkt hinaus 
verlängert. Es soll der Ort der Endpunkte der Ver
längerungen gefunden werden.

299. Der Mittelpunkt eines einschaligen Hyper
boloids, das die FZ-Ebene in 0  berührt und dessen 
imaginäre Achse parallel der Z-Achse ist, liegt auf der 
-j-X -Achse. Von 0  aus sind Sehnen gezogen; jede 
wird über ihren Endpunkt hinaus um die Hälfte ver
längert. Es soll der Ort für die Endpunkte der Ver
längerungen gefunden werden.

( ^ - t ) 2 y* *»
ReS': 9o2 + 9fc*- 9 ^ _ 1 -

4 4 4
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300. Von dem auf der -  X-Achse liegenden Scheitel 
des Hyperboloids von Nr. 287 sind Strahlen nach den 
Punkten dieser Fläche gezogen. Welches ist der Ort 
der Halbierungspunkte?

301. Die Koordinaten des Pols der Ebene
A x  +  B y  +  Cx +  D =  0 

in bezug auf jedes der Hyperboloide

a2 T  £ 2  C2 ±
zu finden.

302. An jedes der Hyperboloide von Nr. 301 einen 
Berührungskegel zu legen, dessen Spitze auf der X - 
Achse liegt.

Res- f e r 3 )?+  » l - g  =  o 
a ? ± x l  +  b2 c2

Alit x l =  0 gehen beide Kegelflächen in den gemein
schaftlichen Asymptotenkegel der Hyperboloide über.

303. In der XZ-Ebene ist eine Hyperbel gegeben, 
deren reelle Achse (2a) auf der X-Achse und deren 
imaginäre Achse (2 c) auf der Z-Achse liegt. Eine 
Ellipse, deren Mittelpunkt in O und deren unver
änderliche Achse 2 b auf der Y- Achse liegt, dreht sich 
um die Y- Achse so, daß sie die Hyperbel beständig 
schneidet. Es soll die Gleichung der erzeugten Fläche 
gefunden werden.

/J»2 qj 2 /^2
304. An das Ellipsoid —r + y r - f -  —  — 1 =  0 ista2 b2 c2

ein Berührungskegel gelegt. Welches ist der Ort für 
die Spitze, wenn die Ebene der Berührungslinie sich so

/J»2 qj 2
bewegt, daß sie das Hyperboloid - y  +   ----- —̂  1 =  0

al b1 c1
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berührt. Was ist der Fall, wenn a =  at , b =  b1, 
c =  ist?

E«.= +a4 o4 c4

305. An das Hyperboloid ~  — —-----1 =  0a‘ b* c2
einen Berührungszylinder zu legen, dessen Hantellinien 
die Riehtungskosinus tx , ß , y  haben. Was ist der 
Fall, wenn die Mantellinien parallel der X -  oder der 
Z -Achse sind?

U 2 ^  6* c2/ W 2 ^  62 e2 /

=  t e iü  i ß y _ _
l  a2 +  ö2 c2 /  ‘

§ 18. Die Paraboloide.
306. In einer gegebenen Parabel ist eine Sehne PQ  

senkrecht zu der Achse gezogen. Sie ist die eine
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Achse einer Ellipse, deren andere Achse ebenfalls senk
recht zu der Parabelachse ist. Es soll die Gleichung 
derjenigen Fläche hergeleitet werden, die entsteht, wenn 
die Ellipse sich parallel so weiter bewegt, so daß ihre 
Scheitel P  und Q auf der Parabel fortrücken und sie 
sich selbst ähnlich bleibt.

307. Zwei Parabeln mit verschiedenen Parametern 
haben die Achse und den Scheitel gemeinschaftlich; 
ihre Ebenen aber sind senkrecht zueinander. Es soll 
die Gleichung der Fläche hergeleitet werden, die ent
steht, wenn die eine Parabel sich so weiter bewegt, 
daß ihre Ebene und ihre Achse unveränderte Rich
tung behalten und ihr Scheitel auf der festen Parabel 
bleibt.

308. Dieselbe Aufgabe wie Nr. 306, nur ist statt 
der Ellipse eine Hyperbel zu nehmen.

309. Wie Nr. 307, nur hat die Achse der zweiten 
Parabel eine Richtung, die derjenigen der ersten Parabel
achse entgegengesetzt ist.

310. Die Koordinaten des Scheitels, die Lage der 
Achse und die Bestimmungsstücke für die durch die 
folgenden Gleichungen gegebenen Paraboloide zu er
mitteln :

a) bif- +  3;t2 -  10 y  +  12* +  107 =  0 ;
b) 3 x2 — 2 y2 — 0 x -\- 12y -f- 24¾ — 26 =  0 ;
c) x 2 +  9*2 — 12y  — 36z =  0 .

„ , (y — i)2 , (* 4- 2)2 o,Res.: a) ■— ------- 1------------ =  2(x -  3 ) ;

» > ^ - ^ = - 4 - 1) ;
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X°- (* _  2)2
c) y  + ^ - 2- -  =  2{y  +  3)-

3
311. Es soll untersucht werden, unter welchen 

Bedingungen die Gerade y =  m x  +  b , x — n x  c
y 2 *2

auf dem Paraboloid------ — =  2x  liegt.
P 1

_  m 2 n -  „ 6»« cm
Bes.: -------------=  0 , --------------------1 = 0 ,

p  9 p  9
b2 c2
P 9 ~  ' '

312. Es soll gezeigt werden, daß auf dem Paraboloid 
von Nr. 311 zwei Scharen von Geraden möglich sind, 
welche sich mit Hilfe der veränderlichen Parameter k 
und fi darstellen lassen durch

V * v x-7= +  -~ j = = 2 Xx — ------p r = 2  f ix
.v y? y? . y?1) und 2) •

2/ ___^  =  y  | * 1
.y? y? * ’ y? y? ^
313. Es soll gezeigt werden, daß die Mantellinie

der einen Schar parallel der Ebene ---- --  =  0, die
i p  y?

der anderen parallel der Ebene -|— *- =  0 , und
}P V9

daß demnach die Projektionen jeder Schar auf die Be
rührungsebene im Scheitel unter sich parallel sind, 
sowie daß irgend zwei Mantellinien niemals parallel sein 
können.
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314. Es soll bewiesen werden, daß die Projektion 
einer Mantellinie auf eine Hauptebene den Hauptsebnitt 
dieser Ebene berührt, und daß also z. B. die X Y -  
Projektionen der Schar 1) von Nr. 312 die Parabel 
y 2 — 2 p x ,  z  =  0 berühren.

315. Aus Nr. 314 die Konstruktion der beiden 
Mantellinien herzuleiten, die durch einen gegebenen 
Punkt P  eines Hauptschnittes gehen.

L ösung: Ist P Punkt des Hauptschnittes der
Ä T -  Ebene und trifft die in P  gezogene Tangente die 
X -Achse in D ,  so ziehe man in D  das Lot, welches

den X Z -Hauptschnitt in Q und Qi trifft, alsdann 
sind PQ  und PQ1 die gesuchten Mantellinien.

Hieraus ergibt sich auch die Konstruktion der 
beiden Mantellinien, die durch einen beliebigen Punkt 
der Fläche gehen.

316. Zu beweisen, daß jede beliebige Ebene das 
Drehungsparaboloid x 2 +  y 2 — 2 z  in einer Ellipse



schneidet, die sich auf die ÄT-Ebene als Kreis pro
jiziert.

317. Zu beweisen, daß das Ellipsoid
(x — a)2 y2 z 2

a2 T  i* +  cä 1
in ein elliptisches Paraboloid übergeht, wenn der eine 
Scheitel in 0  bleibt, die Achsen aber so wachsen, daß 
die Parameter der Hauptschnitte, welche 0  enthalten, 
konstant bleiben.

318. Ebenso zu zeigen, daß unter den Voraus
setzungen von Nr. 317 das Hyperboloid

(x — a)2 __ s 2 =
a2 b2 c2 ~

in ein hyperbolisches Paraboloid übergeht.
319. Durch den Scheitel des Paraboloids
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x 2 y'2
1> <1

2 z  — 0

werden Sehnen gezogen. Jede wird über ihren End
punkt hinaus um die Hälfte verlängert. Gesucht der 
Ort der Endpunkte der Verlängerungen.

/£ 2 qj2
R e s . : ---- |- - -----3¾ =  0 .

P q
320. Eine Ebene ist Berührungsebene an das Para-

?/2 z 2boloid — +  - ---- 2x =  0 . Welches ist der Ort ihres
P 1

Pols in Beziehung auf die um 0  mit r beschriebene 
Kugel?

Res.: (ipy2 - f  q z 2) : r 2 - f  2x  =  0 .
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321. Ein Punkt bewegt sich auf dem Paraboloid 
von Nr. 320. — Welche Fläche umhüllt seine Polar
ebene in Beziehung auf die um 0  mit r beschriebene 
Kugel?

Res.: ( py2 - f  q z 2) : r 2 +  2x  =  0 .
322. Durch den Punkt x1y l zl  werden Sekanten 

an das Paraboloid von Nr. 320 gezogen. Es soll der 
Ort für die Mittelpunkte der auf ihnen abgeschnittenen 
Sehnen ermittelt werden.

Re»,

=  * — s +  +  | I  .
4 p. kq

323. Eine in der X Y -Ebene liegende Parabel, 
deren Achse die -j-Ai-Achse, deren Scheitel 0  ist, 
wird um die Ai-Achse gedreht. Es werden an die 
entstehende Drehfläche Tangenten gelegt, welche die 
Z-  Achse schneiden und parallel der X  K-Ebene sind. 
Es soll die Gleichung der entstehenden Fläche ermittelt 
und die letztere näher untersucht werden.

Res.: p x  =  +  iy * .
324. Yon dem Punkt P,  der auf dem Paraboloid 

y 2 -{-z2 = 2 p x  wandert, wird das Lot PQ  auf die 
FZ-Ebene gefällt und der Fußpunkt Q mit dem 
Brennpunkt F  der X  Y-  Spur der Fläche und P  mit 0  
verbunden. Welches ist der Oft für den Schnittpunkt 
der OP  mit der F Q ?

Res.: (* -  | )  : +  (y2 +  *2) j  ~  1 •

B ü rk len , Aufgabensamml. z. analyt. Geom. d. Raumes. 6
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325. Ton dem Scheitel 0  des Paraboloids
x2 , y2
----- ( - -  =  2¾
P 2

wird auf jede Berührungsebene das Lot gefällt. Es 
soll die Gleichung für den Ort des Fußpunktes ge
funden werden.

Res.: (x2 +  y 2 +  x 2) • « =  — \ (p x2 +  q y 2) .

§ 19. Die allgemeine Gleichung II. Grades.
326. Die Art der Flächen anzugeben, welche durch 

die folgenden Gleichungen bestimmt sind*):

a) 2¾2 -f- y 2 — z 2 — 2¾¾ — 4=xy -f- i y z  -J- 2y  — 4¾
- 4  =  0 ;

b) x 2 +  y2 +  z 2 — 2 y z + 2 z x  — 2 x y  — x  +  y — z=Q- ,

e) y 2 +  x x  +  3x y  +  2 y z  +  3x  +  2y =  0 ;
d) 5 a;2 +  9;v2 +  9¾2 — 12 a;?/ — 6a^-f- 12 a: — 36¾ =  0 ;
e) a;2 +  2y2 +  2a: -  i y  +  2¾ +  1 =  0 ;
f) z 2 — 2a;2 — 4 y 2 +  8x y  — 8a; +  8y  — 4 =  0 ;

g) x y + y z + z x  =  9 ;
h) 4a:2 — 9¾2 +  2¾a: — 8a: — i y  +  36¾ — 32 =  0 ;
i) x 2 — 4?/ — 3¾ =  0 ;
k) 6a:2 +  28y2 +  5¾2 — 8 x y  — 4¾a: — 6 =  0 ;
l) z 2 — x y =  0 .

*) Weitere Beispiele zur Untersuchung einzelner Flächen 
II. Grades liefern viele Aufgaben des Abschnitts I I  und IV .



Res.: a) einschaliges Hyperboloid, Mittelpunkt
— 1 —2| —2 ;

b) zwei parallele Ebenen x  — y +  * == 0 ,
x — y + z — 1 =  0 ;

c) einschaliges Hyperboloid, 1 — — f  ;
d) hyperbolischer Zylinder, Achse

x  — 3(x  — 2 ) , ?/ =  2(« — 2) ;
e) elliptisches Paraboloid;
f) Kegel, 0 1 0 ;
g) zweischaliges Drehungshyperboloid, 0 0:0;
h) hyperbolisches Paraboloid;
i) parabolischer Zylinder;
k) Ellipsoid, 0;0 0 ;
l) Kegelfläche, 0 0 0 .

327. Den Ort der Mittelpunkte der Flächen zu 
finden, welche durch folgende Gleichung mit den ver
änderlichen Parametern a und b dargestellt sind:

x* +  y* +  z 2 +  2 a x z  +  2 b y z  - ~ 2 x  — 2y — 2 z  =  0 . 
Res.: x 2-\-y2 — x2 — x  — y - ] - z  =  0 .  (Deutung!)

328. Ebenso den Ort für die Mittelpunkte der 
Flächen, welche durch die Gleichung

x 2+ i y 2+  ü z2+2xy-{-3xz- \-X(x-\ -  2y  +  3 z  — 4) =  0 ,

wobei X ein veränderlicher Parameter ist, dargestellt 
sind, zu finden.

Res.: Die Gerade x  +  y  =  0 , x  -j- % =  0 .

Die allgemeine Gleichung II. Grades. ' 83

6*
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329. Den Ort der Mittelpunkte des Flächenbüsehels 
II. Grades zu finden, das sieh durch die Schnittlinie 
der Flächen

1) x 2 +  2y°-+ 3¾2 +  2y +  3 z  =  0
und

2) y z - \ - x — 1 = 0

legen läßt, und zu zeigen, daß dieser Ort auf einem 
zur X  Y- Ebene senkrechten hyperbolischen Zylinder 
liegt.

Res.: 4 y — 2 x z - j - 2  — 0 ,  Gz — 2 x y  +  3 =  0 .



IV. Abschnitt.

§ 20. Vermischte Aufgaben.
330. In der X I'-Ebene liegt die Hyperbel

^ _ t _  =  1
a2 i 2

Durch die Z - Achse ist eine Ebene gelegt, welche die 
Hyperbel in P  und Q schneidet. Über dem Durch
messer PQ  ist in der angegebenen Ebene ein Kreis 
um O beschrieben. Es soll die Gleichung der Fläche 
gefunden werden, welche von dem Kreis erzeugt wird, 
wenn sich seine Ebene um die Z- Achse dreht.

Res.: (x2+2/2+ x 2) ( a V - fc2a;2) + a262(*2+ y 2) = 0 .
331. In der XF-Ebene liegt die Kurve

x 3 — x y  1 =  0 ;
sie ist Leitlinie einer Zylinderfläche, deren Mantellinien 
parallel der Geraden x  =  m %, y =  n z  sind. Gesucht 
die Gleichung der Fläche.

Res.: (x — m z)3 — (x — m z) (y — n z) +  1 =  0 .
332. Von 0  aus wird auf jede Berührungsebene

2)2 y2
des Paraboloids---- [ - -  =  2¾ das Lot gefällt; es soll

P 1



die Gleichung für den Ort des Fußpunktes des Lotes 
bestimmt werden.

Ees. (z2 +  «/2 +  z 2) • z =  — i ( p x 2 +  q y ‘2) .

333. Vom Mittelpunkt 0  einer Kugel ist der Halb
messer OP  gezogen und über P  hinaus um den Ab
stand P C  des Punktes P  von der X I'-Ebene verlängert. 
Es soll die Gleichung des Ortes für den Endpunkt 
der Verlängerung gefunden werden.

Res.: x 2 +  y 2 +  z 2 — r  ]/x 2 +  y 2 -f- z 2 — r z .

334. Von dem Scheitel 0  wird nach dem beweg-
y2 %2

liehen Punkt P  des Paraboloids -— |---- =  2x  der
p  q

Strahl OP  gezogen und von P  das Lot PD  auf die 
X  Y -Ebene gefällt. Auf OP  wird von 0  aus gegen 
P  hin OQ =  PD  abgetragen. Es soll die Gleichung 
für den Ort von Q gefunden werden.

Res.: (z2 +  y 2 +  z2) (q y* +  p  *2)2 =  4_p2 32 x* z 2 .

335. Um O ist eine Kugel vom Halbmesser 3 be
schrieben. Es soll an sie durch die beiden Punkte 
1|4|9 und 4 — 2j0 eine Berührungsebene gelegt werden.

Res.: (8 +  110)a: +  2 ( —1 +  yTÖ) y 
— ( - 4  +  / l 0 ) z  =  36 .

336. Gegeben sind drei gerade Linien, die derselben 
Ebene parallel sind, z. B. 1) a y  — bx =  0 , z = 0 ;  
2) x  =  0 , z =  Cj; 3) y  — 0 , z =  c2 . Eine weitere 
Gerade bewegt sich so, daß sie die drei gegebenen be
ständig schneidet. Es soll Gleichung und Art der 
entstehenden Fläche gefunden werden.

8 6  Vermischte Aufgaben.
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Ees.: ( J c j i  — ac2y ) z  — cx c2 (b x  — ay) =  0 ,
hyperbolisches Paraboloid, wenn cl c2ab (c, — e2) :¾ 0 ; 
ein Ebenenpaar, wenn c1 =  c2 oder einer der Faktoren 
q  , c2 , a , 6 Null ist. Die gefundene Gleichung gilt 
auch, wenn das Koordinatensystem schiefwinklig, die 
Z-Achse also nicht mehr gemeinschaftliche Linie des 
kürzesten Abstandes der drei Geraden ist.

337. Den Ort für die Ecke eines gleichseitigen 
rechtwinkligen Dreikants zu finden, dessen Seitenebenen

a) das einschalige Hyperboloid — +  - ------ — 1 =  0 ,
al b2 c2

Qß 2 y  2 /̂ 2
b) das zweischalige Hyperboloid — ,

a[ b{ cf
y2 /v2

c) das Paraboloid — +  —= 2 «  berühren. (Vgl. Nr. 279.)

Res.: a) rr2 +  t/2 +  s;2 =  a2 +  fc2 - c2 1 (Mongesche
b) *2 +  «/2- f * 2 =  — at — ii  +  c? j Kugel),
c) 2x p  +  q =  0 (Mongesche Ebene).

Sind die Hyperboloide a) und b) konjugiert, so hat nur 
eines einen reellen Ort.

338. Es soll untersucht werden, ob die Fläche 
x- =  y % durch Ebenen, welche parallel zu der Ebene 
y +  * — x =  0 sind, in Kreisen geschnitten werden 
kann.

339. Die Leitlinie eines Kegels sei gegeben durch 
die Gleichungen 1) x 1 - f  y 2 — r - , 2) x  -j- y -f- » =  a ; 
ein Punkt auf der -j-E-Achse im Abstand c von O 
ist Spitze des Kegels. Es soll seine Gleichung gesucht 
werden.



Res.: (a — c)2 (x - +  y2) =  r2 (x +  y +  z  — c)8 ;
mit a — c ergibt sich die gegebene Ebene.

340. In der X  Y- Ebene liegt die Parabel ij2 =  2p x ]  
eine zu der Parabelachse senkrechte Gerade L  ist im 
Abstand c von der X Y -Ebene so gezogen, daß ihre 
XI'-Projektion durch den Brennpunkt geht; eine zu 
L  senkrechte Gerade bewegt sich so, daß sie die 
Parabel beständig schneidet. Es soll die Gleichung der 
entstehenden Fläche gefunden werden.

Res.: y 2 (% — c) =  p 2 z  — 2p c x .
341. Den Ort eines Punktes zu bestimmen, dessen 

Abstände vom Nullpunkt und von der Ebene * =  k 
sich wie / : 1 verhalten.

Res.: z 2 +  y 2 +  (1 -  A2)*2 +  k A2(2» — k) =  0 ;

der Ort ist also eine Drehfläche mit der Z- Achse als 
Drehachse und zwar ist er ein einschaliges Hyperboloid, 
ein Paraboloid, oder ein Ellipsoid, je nachdem 2 = 1 .

342. In der A' Y- Ebene liegt die Ellipse 1 .a2 b2
Es soll der Ort für die Spitzen aller Kegelflächen ge
funden werden, welche durch diese Linie gehen imd 
welche die X Z -  Ebene in Kreisen schneiden.

4(2 /y 2
EeS' : P “ ^ = 1 ’ * =  ° -

Wie gestaltet sich das Resultat, wenn an Stelle der 
gegebenen Ellipse die zu ihr konjugierte Hyperbel tritt?

343. Die Bedingung dafür zu finden, daß die Ge
rade 1) x  =  a +  q ix , y  =  b - f  q ß , * =  c - J - ß y d i e  
Fläche 2) A x 2 + " B y 2 +  Cx2 =  k berührt.

8 8  Vermischte Aufgaben.
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Res.: (Aaoc +  B b ß +  Gey)2— (Atx2 +  B ß 2-\- Cy2)
• {Aa2 +  B b 2 +  Cc2 — k2) =  0 .

344. Die Bedingung dafür zu finden, daß die Fläche 
A x 2 +  B y 2 +  2 Gx =  0 von der Ebene

a x  +  by  -f- cx  +  d =  0

berührt wird.

Res.: a B C 2 +  A b C 2 +  2 A B G c d = 0 .

345. Es sei die Spitze eines Drehungskegels, 
ferner seien a ß  y die Richtungskosinus der Achse, cp 
der Kosinus des erzeugenden Winkels. Die Gleichung 
der Fläche zu finden.

Res.: [ « {x — () +  ß (y — rj) +  y (x — f)]2
=  <p2[(x -  | ) 2+  (y -  ri)2 +  {x -  C)2] •

Welche besondere Form nimmt die Gleichung an, 
wenn die Drehachse

a) einer Koordinatenebene,
b) einer Koordinatenachse parallel ist,
c) mit allen Koordinatenachsen gleiche Winkel bildet?
346. Den Ort der Spitzen aller Drehungskegel zu 

finden, welche durch die Parabel y2 =  2p x , x =  0 
gehen*).

Gang: Setze in dem Resultat von Nr. 345 * =  0 , 
stelle die Bedingungsgleichungen dafür auf, daß die 
sich ergebende Gleichung mit y 2 — 2p x  — 0 identisch 
ist. Durch Elimination von cc, ß,  y,  cp aus diesen

*) S. Meier Hirschs Sammlung geom. Aufgaben 1837, 
IV. Teil, S. 298-303.
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Bedingungsgleichungen und aus der Gleichung öc2 +  ß- 
+  y2 — 1 findet man als Gleichungen des Ortes

C2 = - 2 ^ ( f - f ) ,  »7 =  0 ;

er ist also eine Parabel in der X  E-Ebene, ihr Brenn
punkt ist der Scheitel, ihr Scheitel der Brennpunkt der 
gegebenen Parabel.

347. Dieselbe Aufgabe für die Ellipse bzw. Hy
perbel b2x 2 +  a2 y 2 =  a2b2.

Res.: b2 x 2 +  (a2 +  b2) %2 =  (a2 +  b2) b2 , y  =  0 .

348. An das Ellipsoid ~ — 1 =  0 ist
a2 b2 c2

ein Berührungskegel so gelegt, daß die Ebene der Be-
rjß 2 y 2  /^2

rührungslinie das Hyperboloid -f ^ -----2 — 1 = 0
ß j  O j  C|.

berührt. Welches ist der Ort für die Spitze des Kegels?

Res.: +
a* 64 c4

349. Die Seitenflächen E1, E21 Es eines fest
liegenden Dreikants werden von einer Geraden, die 
sich um den in ihr liegenden festen Punkt A (a b c) 
dreht, in den Punkten P ',  P ", V ” geschnitten. Welches 
ist der Ort des Punktes P , der P 'P "  im Verhältnis

: k2 u n d  zugleich P" P"' im Verhältnis k.2 : k3 teilt? 
[Die Dreikantsachsen seien Koordinatenachsen*).]

Res.: ^  (f — a) rj +  k2 £ (rj — b) =  0 1

h  (£ — c) V +  *2 1 (.V ~  b) =  0 1

*) Nr. 349 und 350 aus Neufier, Über die Behandlung 
der geom. Örter im Elementarunterricht d. an. Geom. 1896.
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Der Ort ist der Schnitt zweier hyperbolischer Zylinder, 
deren asymptotische Ebenen den Dreikantsflächen parallel 
sind. Für fc, =  läßt sich aus den Ortsgleichungen 
die Gleichung c f  — a f  — 0 ableiten, die zeigt, daß in 
diesem Fall der Ort eine ebene Kurve und zwar eine 
Hyperbel ist.

350. Gegeben sind die Hyperboloide

a2 b2 c2

- ^ _ ^  +  ^ _ 1 = 0
«? 6? «?

2 j 2  y 2
und das Paraboloid----- |- —-----2 * =  0 . "Welches ist

P 2
der Ort für den auf das Paraboloid bezogenen Pol einer 
gemeinsamen Berührungsebene der Hyperboloide?

Be , ,  — — C2 — c* =  0  j 
P 2 I

„2 t2 1,2 „ 2  ’

^  +  ^ -  +  ^ - ^  =  0 
p 1 <?

der Ort ist also die Schnittlinie eines einschaligen 
Hyperboloids und eines Ellipsoids, deren Achsen in- 
einanderfallen.

351. Den Ort der Punkte zu finden, durch welche 
zwei rechtwinklige Mantellinien gehen, und zwar für

y 2  %2
a) das einschalige Hyperboloid ft2 +  '+  ~  +7 =  1 1

y 2  / £  2
bl das hyperbolische Paraboloid----------- =  2 x .p q
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Res.: Der Ort ist der Schnitt a) der Monge sehen 
Kugel mit dem Hyperboloid, b) der Monge sehen Ebene 
mit dem Paraboloid (s. Nr. 337). Der letztere Ort ist 
also eine Hyperbel, welche für p — q , das gleich
seitige Paraboloid, in die beiden zum Scheitel gehörigen 
Mantellinien übergeht.

352. Aus drei konjugierten Halbmessern des
qi2 /v2

Ellipsoids----- 1- —  -1----- = 1  wird ein Parallelflacha2 b2 c2
konstruiert. Es soll der Ort für jede Ecke außer 0  
gefunden werden.

Res.: Der Ort für die Gegenecke des Mittelpunktes ist 

x 2 y 2 x2
^  + F  + ^ 3 ’

der für die anderen Ecken
•1 „ , 9  9

*  + 2 .
a2 1 b2 ^  c2

353. Auf den positiven Zweigen der Koordinaten
achsen bewegen sich drei zu gleicher Zeit von 0  aus
gehende Punkte I \ . P , , P3 mit den Geschwindig
keiten a , b, c. Welchen Ort beschreibt

a) der Schwerpunkt,
b) der Umkreismittelpunkt des Dreiecks P1P2 P3 ,
c) der Fußpunkt des von 0  auf 7\ P., P3 gefällten 

Lotes ?
„  . x y x

a b c



Vermischte Aufgaben. 93

^  2 (ex — ax) 2 (c y  — bz) 
b ) a 2 _  C2 =  b 2 _  C2

‘ 7 I >a b c
c) a x  =  by  =  e z  .

354. Eine Gerade, welche auf der -\-X- und der 
— Y- Achse Stücke von der Länge a abschneidet, wird 
um die durch O gehende Gerade, welche mit der + X - ,  
+  F-, +  Z- Achse gleiche Winkel bildet, gedreht. Ge
sucht die Gleichung und Art der entstehenden Dreh
fläche.

Res.: x 2-\-y2-\-z2 — 2 x y  — 2y z — 2 z x  — a 2 =  0 
(Drehungshyperboloid).

355. Wie lautet die Gleichung der in der X  Y- 
Ebene liegenden Wanteilinie der zweiten Schar des 
Hyperboloids von Nr. 354?

356. Wie lautet die Gleichung der WF-Projektion 
des Kehlkreises von Nr. 354?

357. Zu beweisen: Die Polarebene eines Punktes
in bezug auf jede der drei Flächen

. x 2 y 2 z 2
a) t f +%2 + ^  = 1;

rfl i/2 /v 2

b) ^  +
C) ü! _  =  i
’ a2 b2 c2

haben von 0  gleichen Abstand.
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Ebenso sind die Abstände der Polarebene eines 
Punktes in Beziehung auf die beiden Paraboloide

y 2 *2
— H-----=  2 xp  -  q

vom Scheitel einander gleich.
358. Zu beweisen: Fällt man bei einer zen

trischen Fläche zweiten Grades von den beiden Punkten, 
in welchen eine Normale die Fläche und eine Haupt
ebene schneidet, auf eine andere Hauptebene Lote, so 
ist das Verhältnis dieser Lote unveränderlich.

Fällt man ebenso bei einem der Paraboloide 
y- *2
----- 1----- =  2 x  von den beiden Punkten, in welchen
V ~  q
eine Normale die Fläche und die X Y -Ebene schneidet,

a) Lote auf die F Z -Ebene (Berührungsebene im 
Scheitel), so ist die Differenz der Abstände,

b) fällt man die Lote auf die X Z - Ebene, so ist 
das Verhältnis der Abstände konstant.

359. Zu beweisen, daß die Schnittlinie dreier Flächen 
zweiter Ordnung, welche eine Hauptebene gemein
schaftlich haben, sich auf diese Hauptebene als Linie 
zweiter Ordnung projiziert.

Haben die beiden Flächen eine Durchmesserebene 
gemeinschaftlich, so projiziert sich ihre Schnittlinie auf 
diese Ebene in der Richtung der zugeordneten Sehnen 
als Linie zweiter Ordnung.

360. Zu beweisen: Wenn zwei Flächen zweiten 
Grades sich in zwei Punkten berühren, deren Ver
bindungslinie nicht eine Mantellinie der Fläche ist, so 
schneiden sie sich im allgemeinen in zwei ebenen 
Kurven und umgekehrt. Zwei solche Flächen sind 
daher dargestellt durch Gleichungen von der Form
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F  =  0 und F +  APQ — 0 , worin I ‘ und Q Aus
drücke ersten Grades in x , y  und * sind.

361. Zu beweisen: Wenn eine Fläche zweiten 
Grades, deren Gleichung F  =■- 0 ist, von einer zweiten 
Fläche zweiten Grades längs der Schnittlinie mit einer 
Ebene U =  0 berührt wird, so ist die Gleichung der 
zweiten Fläche von der Form F  -f- /. U2 =  0 . Man 
kann daher durch einen gegebenen Punkt nur eine 
Fläche zweiten Grades legen, welche eine andere nach 
einem gegebenen Kegelschnitt berührt.

362. Zu beweisen: Zwei Flächen zweiten Grades, 
welche derselben anderen Fläche zweiten Grades um
schrieben sind, schneiden sich in zwei ebenen Kurven.

363. Zu untersuchen, ob die Sätze Nr. 261—265 
über konjugierte Durchmesser des Ellipsoids auch für 
die Hyperboloide gelten.

364. Zu beweisen: Der Ort der von einem festen 
Punkt auf die Berührungsebenen einer Kegelfläche zweiten 
Grades gefällten Lote ist wieder ein Kegel.

365. Zu beweisen: Geht eine bewegliche Sehne 
eines Ellipsoids durch einen festen Punkt, so beschreibt 
die Schnittlinie der in den Endpunkten gezogenen 
gelegten Berührungsebenen eine feste Ebene.

366. Zu zeigen, daß die durch die Gleichungen

Q) 4  +  =  1 ,
q * — b 2 q 2 — e2

, , y 2________ *2
M  f l *  +  f l *  -  5 2 e2 -  [ I *

x2 y 2 ^2
” T  -  m  ■ ,  -  - i -------- ö =  1 .v1 b- —  v2 c- —  v2



96 Vermischte Aufgaben.

(wobei b und e konstant und c >  b) dargestellten 
Flächen gemeinschaftlichen Brennpunkt haben —  kon- 
fokal sind —  und daß b, c,  yc2 — b2 die Abstände 
der in der X  Y-,  X Z -  und FZ-Ebene liegenden 
Brennpunkte von 0  sind.

367. Zu beweisen, daß die Hauptachsen der 
Flächen q , ju, v von Nr. 366 einander rechtwinklig 
schneiden und daß demgemäß die Schnittlinie von je 
zwei der Berührungsebenen in einem gemeinschaftlichen 
Punkt Normale zu der dritten Fläche ist.

368. Zu beweisen: Die Pole einer Ebene in Be
ziehung auf alle konfokalen zentrischen Flächen liegen 
in einer zu dieser Ebene senkrechten Geraden. Legt 
man daher durch jede Schnittlinie jener Ebene an die 
betreffende Fläche einen Berührungskegel, so liegen die 
Spitzen dieser Kegel auf einer zu der Ebene senk
rechten Geraden.

369. Zu beweisen, daß die Paraboloide
7/2 r 2

•> 7 7 7 7  +  7 + 2 7 ^ ^  +  0 -

7+27  + 7777  = ̂  + ̂
.) ~ ~ ^  +  - ^ ö— 2 (- + -)]) +  2 v q - 2 v

denselben Brennpunkt haben.
370. Zu zeigen, daß die Flächen q , ju, v von 

Nr. 369 sich in einem gemeinschaftlichen Punkt senk
recht schneiden.

371. Welches ist der Ort für den Mittelpunkt 
fJ?|C einer Kugel vom Halbmesser Null, welche das
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Ellipsoid *2 +  f ?  +  “ i- =  1 doPPelt berührt?
Gang: Irgend eine Fläche, welche durch die

Schnittlinie einer Kugel vom Halbmesser Null um 
mit dem Ellipsoid geht, hat eine Gleichung von 

der Form

[ * + £ + * ■ -  1 
1) |  a2 .fc2 e2

( +  * [ ( * -  l)2 +  (2 /-  n Y  +  (* -  O2] =  0 .
Die Kugel ist doppelt berührend, wenn Gleichung 1) 
ein System von zwei sich schneidenden Ebenen dar
stellt. Das ist der Fall, wenn 1) unendlich viele 
Mittelpunkte hat, die auf der Fläche und in einer Ge
raden liegen. Die drei Gleichungen, aus welchen sicli 
die Lage des Mittelpunktes von 1) bestimmt, müsser 
sich also auf zwei reduzieren; dies ist der Fall, wenr 
zum Beispiel

f  _  o * =  * -  L  =  - ?
 ̂ u ’ q 2 a 2 — c2 ’ 62 &2 - e 2 ’

hiermit folgt aus 1)
| 2 V2

*> t - « .

ebenso folgt

b) 1 =  0 ,  - 1  =  0' o2 — a2 cl — a2
und

c) *} =  0 > c2 — 62 +  o2 — i 2 — 1 =  0 • 

B ü r k le n ,  AufgabensammL z. analy t Geom. d. Raumes. 7
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Der Ort besteht also aus den drei Kegelschnitten a), 
b), c); sie heißen Fokall in ien ,  sie haben mit den 
zugehörigen Hauptschnitten die Brennpunkte gemein. 
Der einzelne Kugelmittelpunkt heißt B rennpunk t  im 
weiteren Sinne. Zu einem Brennpunkt |?p0 (Ft) ge-

a 2 f  b2 ri
hören die Ebenen x =  —------- , y =  —— , ihre

a l  —  c ‘ b 2 —  c 2
Schnittlinie, die Di rekt r ix  von F 1 , ist senkrecht zu 
der X Y - Ebene, die Polare ihres Fußpunktes Q in 
bezug auf den zugehörigen Hauptschnitt ist Tangente 
an die Fokallinie in Fl .

372. Dieselbe Aufgabe für das Paraboloid

—  +  —  =  2 x .
V 1

Res.: Zwei Fokallinien

a) ^ =  °  > y z -  = - 2 £+p ,

b) c  =  o ,  — — —  =  —  2 ^  •p  — q
373. Zu beweisen: Wenn eine Ebene sich so be

wegt, daß sie beständig eine zentrische Fläche zweiten 
Grades berührt, so ist das Produkt ihrer Abstände vom 
Mittelpunkt und von ihrem in bezug auf eine zweite 
konfokale Fläche genommenen Pol konstant und gleich 
der Differenz der Quadrate der großen Halbachsen 
beider Flächen,


































