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Arithm etik, 
Algebra und algebraische Analysis.

I. Abschnitt.v
Arithmetik und Kombinatorik.

§ 1. Potenzierung und Zerlegung von Binomien.
1. (a +  b)2 =  a 2 +  2 a b  +  b 2 .

2. (a +  b +  c +  d)2 =  a 2 +  2 a b  +  2 a c + 2 a d  +  b*

+  2 b c + 2 b d  +  c2 +  2 c d  +  d 2 .

3. ( a + b ) 3 =  a3 +  3 a 2 b +  3 a b 2 +  b3 .

4. (a +  b )4 =  a4 +  4  a 3 b +  6 a 2 b 2 +  4 a  b 3 +  b4 .

5. B inom ialtafel:

1  1

1 -> 2 -  1 
I  I  

1 -> 3 -> 3 -> 1 
i  ;  i

1 4 6 4  1
1 5 10 10 5 1. 

usf.
(Binomischer Lehrsatz s. § 20.)



„ J a3 -f- b8 =  (a +  b) (a2 — a b +  b2)
' 1 a5 +  b5 =  (a +  b) (a4 — a3 b +  a2 b2 — a b3 -f- b4) 

usf.
„ |  a3 — bs =  (a — b) (a2 +  a b +  b2)

‘ \ a5 — b5 =  ( a - b ) ( a 4 +  a3b +  a2b2-f  a b 3 +  b4) 
usf.

■ a2 -  b2 =  (a +  b) (a — b)
a4- b 4 =  (a2- b 2)(a2+ b 2) = ( a + b ) ( a - b ) ( a 2+ b 2) 

=  (a +  b) (a3 — a2 b +  a b2 — b3)
=  (a — b) (a3 +  a2 b +  a b 2 +  bs) 

usf.

§ 2. Proportionen.
a c

Wenn a : b =  c : d , dann ist — =  — und
b d

|
a:c =  b :d  , c : a  =  d :b  , 
b :a  =  d : c ,  c : d  =  a:  b ,  
b : d  =  a : c ,  d : b  =  c : a ,

d : c =  b : a , d. h .:
In einer Proportion kann man die inneren Glieder 

unter sich, die äußeren Glieder unter sieb vertauschen 
und es dürfen die inneren Glieder zu äußeren, und 
die äußeren zu inneren gemacht werden.
2. a d =  b c , d. h .:

Das Produkt der äußeren Glieder ist gleich dem 
Produkt der inneren.

Umgekehrt: Sind zwei Produkte aus je zwei Fak
toren einander gleich, so kann aus denselben eine Pro
portion gebildet werden. Die Faktoren des einen 
Produktes werden die äußeren, die des anderen die 
inneren Glieder der Proportion.

8 Arithmetik und Kombinatorik.



Proportionen. 9

2 ( a m :b m  =  c : d ,  ( a : m ): (b : m) =  c : d ,
\ a m : b =  c m : (1 , (a : m ): b =  (c : m ): d , d. h .: 

In einer Proportion darf ein inneres und ein 
äußeres Glied zugleich mit derselben Zahl multipliziert 
oder dividiert werden.

4. a“ : bn =  cn : dn , | / a :  y b  =  ^ c :  |/d  .

5. K o rre sp o n d ie re n d e  A dd itio n :
_ a : (a +  b) =  c : (c +  d) | b : (a +  b) =  d : (c +  d ) .

K o rre sp o n d ie re n d e  S u b tra k tio n : 
a : (a — b) =  c : (c — d) | b : (a — b) =  d : (c — d ) .

K o rre sp o n d ie re n d e  A d d itio n  und  S u b tra k tio n : 
(a +  b ):(a  — b) =  (c +  d ):(c  — d ) .

Das erste oder zweite Glied einer Proportion ver
hält sich zur Summe oder Differenz des ersten und 
zweiten, wie das dritte oder vierte Glied zur Summe 
oder Differenz des dritten und vierten.

Die Summe des ersten und zweiten Gliedes ver
hält sich zur Differenz derselben, wie die Summe des 
dritten und vierten Gliedes zur Differenz derselben.

6. Wenn a : a1 —b : bL = c : = . .  ,= w :  1 , dann ist 
( ä + b + c + . ..) : (aj + ^ 4 -% +  - • •) =  a : at =  . . .  =  w : 1 , 
und (am +  b n - |- c p 4- .. .) :(a 1 m - f b 1 n - |-c 1p -f- ...)  

=  a :%  =  . . .  w : 1 .
7. Wenn a : b =  c :d

a, : bx =  ci ; dt , dann ist •
|  (aa1):(b b 1) =  (cc1) :(d d 1) und
l ( a : ax) : (b : bx) =  (c : cx) : (d : dx) .
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8. AVenn a :b  =  c :d  und
a : b =  c : x  , dann ist 

x =  d .
9. S te tig e  P ro p o rtio n : a :x  =  x : b .

10. H arm o n isch e  P ro p o rtio n :
(a — b ) : (c — d) =  a : d ; 

s te t ig e  harmonische Proportion:
(a — x ) : (x — b) =  a : b .

11. a) A rith m e tis c h e s  M itte l aus a und b:
a +  b 

X =  2  ’

b) G eo m etrisch es  M itte l aus a und b:
x = y ä b  .

c) H arm o n isch es M itte l aus a und b:

x = l^ ^  1 - L I L  + L ) .
a +  b ’ x 2 \ a  1 b /

Bei n Größen a j , a, . . .  an ist
aj -j- a-2 -f- an --------------

a) x =  ----------------------- , b) x =  yaj . . .  aD ,

c) i_i(— +— + ... +—), 
x n \ a 1 an /

d) Cauchys Satz:
&! -|- a«) -}- • • .  “f" B q  n y------------  1 / 1 1  1 \
-----------------"— •••an> l  : —(---------- r---H )•n n \a1 a2

§ 3. Potenzen mit ganzen Exponenten.
I. P o s itiv e , ganze E x p o n en ten .

{a3 =  a • a • a
am =  a • a . . .  a (m Faktoren), 

a heißt B asis , m E x p o n e n t, am Potenz.



Potenzen mit ganzen Exponenten. 11
r  <r1. a* =  a, 0n =  0, 1“ =  1, a ° = l ;  a°° =  l l ,  wenn a = l .
| OO /

f ( _ l ) * n  =  +  l ) ( _ l ) * n + l _ _ 1
2. < (—a)2n =  + a 2n , ( —a)2n+* =  —a2n+ '

( (a — b)2n =  (b— a)2n, (a—b)2n+ 1= —(b—a)2u+ 1 .
■ am • ar =  am+ r

am r , wenn m >  r
3. m , 1 , wenn m =  r am : ar =  ^

, wenn m < r .

4. (a b)m =  am bm .
/  o  \  n i  o  in

5. =  — . 6. ( a » ) F - a » r .

| am _  jjm
---------— =  am~ 1+ a m—2b +  am—s b2+  . . .

a — b
+  a b m- 2 +  bm~ 1 .

a“  —bm 0
8. -------—  =  —- =  m am—1 .

a — b a = b  0

II. N eg a tive ,  ganze  E xponen ten .

Erklärung: a—m =  .

( am • a~ r =  am—r 
1. |  a ~ m • ar =  a ~ “' + r

( a ~ m • a ~ r =  a - m~ r =  a - ( “ + r>.

|am:a—r =  a'n+ T 
a—m :ar =  a— r 
a,—m : a r T =  a ~ m+ r .

3. (a b)~“  =  a ~ m b~ m .



/ a \ - m_ a - ,n / b \m 
\ b / ~~ b - “1 _  \~a/ '

(am) - r =  a - mr 
5. ( a - m)r = a - mr

( a - ,n) - r =  amr ..

§ 4. W u r z e ln .
n.—

Erklärung: Wenn xn =  a, dann x =  y a , also 

( /a )  =  a , ]/ä" =  a .
n —

Benennungen: Bei ya  heißt a R a d ik a n d  

n W urze lexponen t;

I. W u rze lfo rm eln :
1  n — n .— 2 n + l  2 n - f l --------

/I =  l; /Ö-O; /T-l; y i T— -i.

i
l _  2 n-f- 1,-----------  2 n - t - l ___________
ya =  a ;  |/a2n+ J = a  ; y — a*n+ 1 =  — a ;

2n  --------------
y( —a)Sn =  — a .

3. ^ . n/ b = ny i b .

4 .

5. " y ^ = ( W r -
n— "*/---- —n,— n----

6. yar =  yarx ; }/ar =  p r r .

7 .

Arithmetik und Kombinatorik.12



13Wurzeln.

8. a /b  =  yä“ b .

II. R ationalm achen des N enners:

z z/a" z z ̂ a11" 1

? ^  =  ” a r ’ ^  =  a 

z —yF)
]/a +  ]/¥ a —b ’

2 '  ' z f^  + )£b+j'bi)
, ] / ä  +  l/b a ± b

z z ( /a  +  / b —/ c )
3 ŷ +yb+yc (/^+fb)2-c

j z (]/a +  /b  — -^c) (a-j-b — c — 2|/ab) 
i (a +  b — c)2 — 4 a b

besonderer Fall a +  b == c.

z z[/a +  /b  z }/a +  /b (a  —^b)

4_ >/^+7b =  a +  /b  a2- b

z |/(a2— b)(a — |/b) 
a2 — b

III. Z erlegung e in er Q uadratw urzel:

jA±-r ±1/^®#«***^ •
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IV. B e isp ie le  fü r  Q u ad ra t-  und  K u b ik w u rz e l -  
a u sz ie h u n g :

1. yi2 |53|16 =  354
9 =  a2

2 a ="61353
325 =  2 ab-j- b2

2 (a +  b) =  70|2816
2816 =  2(a  +  b)o +  c*

2. y'44|361|864 =  354
27 = a 3

3 a2 = 2 7 1 7 3 6 1
135 =  3 a2 b 

225 = 3  a b 2 
125 =  bs

3 (a +  b)2 =  3675 1486864
14700 = 3 ( a  +  b)2c 

1680 = 3 ( a  +  b)c2 
64 =  c3

3. j / ( 2 5 x 6- 3 0 x 5+ 7 9 x * - 5 7 x 3 +  5 8 x 2- 2 1 x  +  j )

+  25x6 =  5 x 3^ 3 x 2 +  7 x - -
1 0x3 —3 0 x 5 + 7 9 x 4 * 2

+  3 0 x 5 +  9 x 4
10 x 3 — 6 x 2 + 7 0 x 4

+  7 0 x 4 +  4 2 x 3+ 4 9 x 2
1 0 x 3 — 6 x 2 + 1 4 x —15x3+  9 x 2 g

+  1 5 x 3-f- 9 x 2 +  21x  +  — — — 4
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4. K(125x9 —225x8+660x, -657x6 +  924x5-441x44-343x3) 
+ 125x9 =  5x3 — 3xa -j- 7x
’ 75x°|— 225 x8

|+  225x8+ 1 3 5 x 7 +  27x8 
75x6 — 9 0 x r, +  27x4|+ 5 2 5 x 7 — 630x6

|+  525 x 7 +  630 x“ +  189 x5
_  +  735 x5 +  441x4 +  343 x 8

§ 5. Potenzen mit gebrochenen Exponenten.
E rklärung:

JL n _  - L  zzl i  n -----
a" =  )a r ; a n =  a n =  a—u =  —  =  ]/a~r

ä"
_ i /^ 7 ___L

- r z -
yar

r  r  r  r  r

1. 1 ^ = 1 ;  0 “ = 0 .  4. ( a b ) * = a » b r .
Z _ p r i_p -L r r_

2. a* • a^ =  T .  5. (a: b)n = a n : b”".
r_ r__/ £ \ p̂  _r_

3. an : a q =  a n 'i . 6. la n / <1 = a n « .

§ 6. Imaginäre und komplexe Zahlen.
E rklärung:

/ —1 = i  (imaginäre Einheit),
]/—a =  i ]/ä" (imaginäre Zahl), 
a - f  b i (komplexe Zahl; Normalform).

• i = i  i4“ =  - f l  
i2 =  — 1 i4u+ 1 =  -|-i 
[3 — j i4n +  2 =  — 1

. i4 =  +  l  i4n+ s _ —j.
2 y - a . y - b  =  i * y a b - - y ^ b ;  ( / —ä)2 =  — a;  

y _ a : y _ b = -y a :b  .



3. Konjugierte komplexe Zahlen: a -f-b i und a —b i,
(a +  b i) (a — b i) =  a2 +  b3 .

4. W enn a  +  b i =  0 , dann is t a  =  0 und b =  0 , 
w enn a + b i  =  x - j - i y i  dann is t a  =  x ,  b =  y  .

5. Setzt man: a = r  cosqp(cp Anomalie= Richtungswinkel),
b =  r  sin cp (r Modulus), 
r  = y a ‘-‘ +  b2, dann ist 

a +  b i =  r(eos<p +  i sin 99) (Kanonische Form),
allgemeiner:
a + b i  =  r[cos(9> +  2k:rc;) +  isin(<ip-j-2kjr)] (k ganze Zahl), 
g |  (cos 9? +  i sin 99) (cos +  i sini/;)

\ =  cos(q? 4- yj) +  isin(<p +  xp) .
7. M oivres Form el:

m.
(cosy +  i Sill<p)~ü =  cos— (2 k -t +  <p) ±  i sin —- (2 k ;i +  <jp);

im einzelnen: (cos<p +  is in 9?)n =  cosn99 +  i s in n 9j
■— 2 k n  cp . . 2 k j i  4-©  

(cos c p ± \  sin 95)" =  cos------ -— -  + 1  sm ------ -— —.

§ 7. Logarithmen.
C

Erklärung: Wenn cx =  a, dann ist x =  loga, daher
c  c c

c i °ga  =  a . i 0 g ( c o )  =  n ; log(c 11) =  —n . 
c heißt die B asis , a der L o g a rith m a n d , n der 

L o g arith m u s.
1. logab =  loga +  logb

2. log^- =  loga —logb
b

IG Arithmetik und Kombinatorik.

3. logan = n lo g a
U /— 14. logya = — loga

5. logc =  1; log 1 =- 0 ; logO =  _  00, je nachdem c^g 1;
C

logoo=  +  oo, je nachdem c ^ l  .
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G. Die Basis der k ü n s tlic h e n , oder g em einen , 
oder Briggschen Logarithmen ist 10; die Basis der 
n a tü r l ic h e n  Logarithmen, welche mit log nat, oder 
logn oder l bezeichnet werden, ist e =  2 ,7 1 8 2 8 ... 
(s. § 21).

e
b lo e r a  c b c

7. loga =  - j2 _ ;  loga =  loga • logb .
logb

8. Umrechnung der gemeinen in natürliche Logarithmen:
10

e log 10 1
a) /1 0  =  loglO =  - =  0^ 3^29 =  2,30259..'.

löge
10

e locra 10
b) U  =  loga =  =  loga. 2,30259 . . .

löge
Weiteres über Logarithmen s. § 21.

§ 8. Kettenbrüche.
1. V erw an d lu n g  e in es  g ew ö h n lich en  B ruches 

in e in en  K e tte n b ru c h :
14 1 1 1 1

T
1______ 1

8 + - t - 3 + — L r ~
2+ 5  2+ - T .

T T
Bürklen, Formelsammlung. 2
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b) 14 47 3

42  ~
~5 14_2

10 die Nenner sind 3. 2, 1, 4.
. 4 5 1

4 ~
T  4 |jl_

2. Statt eines Kettenbruches k kann man stets 
folgenden schreiben:

1 ^  1 --------- -—  , dessen erster Näherungswert —  , dessen
0 +  — —  . 0 0 0 +  k zweiter —  ist.

3. V erw an d lu n g  e in es  K e tte n b ru c h e s  in 
e in en  g ew ö h n lich en  B ruch :

Ist — der wahre Wert und sind usf.

die einzelnen Näherungswerte des Kettenbruches

so ist: 2 ag 1 ‘ "
■^r+i_ar i Ar -f- Ar_ i  At 1 A2 aj
B r+ i ar+1 Br -|-B r _ [  ’ Bĵ  aj ’ B2 a.̂  at -f-1 

usf.

Schema: —---- -— ^ ---------------------------- —-----------
& 2  c lg  c lg  " j “  1

0 1 a1 |a 2a1-}-l a3(a2a1 - |- l ) - |- a 1 
3 j 2 | 1 | 4.

"T ( T T -  2 I 3 [ 14
T  T  T  T | i ö | 4 7
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4. Ar_ j  • Br — Ar -B r_ 1 =  (— l) r
Ar_ i  Ar ( -  i y
Br—i Br Br _ !  • Br

A  A r -  ( ~ 1 )f r ( ~ 1)r 
B Br Br .B r+ l ^  B*

5. Sätze :
a) Die aufeinanderfolgenden Näherungswerte (N.-W.) 

eines Kettenbruches sind abwechselnd größer und kleiner 
als der wahre Wert desselben und zwar sind die un
geraden (der 1., 3. ...) größer, die geraden (der 2., 4. ...)  
kleiner als der wahre Wert des Kettenbruches.

b) Jeder N.-W. liegt dem wahren Wert des K.-Br. 
näher als der vorhergehende.

c) Der Unterschied des wahren Wertes des K.-Br. 
und eines N.-W. ist kleiner als der reziproke Wert des 
Quadrates vom Nenner dieses N.-W.

d) Die N.-W. eines K.-Br. sind in den kleinsten 
Zahlen ausgedriickt, d. h. Zähler und Nenner sind re
lative Primzahlen.

e) Kein Bruch, dessen Nenner ldeiner ist als der 
Nenner eines N.-W., kommt dem wahren Wert des 
K.-Br. näher als dieser N.-W.

§ 9. Kombinationslehre.
I. P e rm u ta tio n en .

1. Die P e rm u ta tio n e n  aus n Elementen bestehen 
aus den Komplexionen, in denen sämtliche Elemente 
Vorkommen; die Komplexionen unterscheiden sich nur 
durch die Stellung der Elemente.

Die Permutationen von a, b, c, d sind in lexiko- 
graphischer Anordnung:

2*
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a b c d b a c d  c a b d  d a b c
a b d c  b a d e  c a d b  d a c b
a e b d  b c a d  e b a d  d b a c
a e d b  b e d a  e b d a  d b c a
a d b c  b d a c  c d a b  d c a  b
a d e b  b d c a  c d b a  d e b a

2. Die Anzahl der Permutationen aus n ver
schiedenen Elementen ist:

P(n) =  1 .  2 • 3 . . .  (n — 1) • n — n! („n Fakultät“) .
3. Sind unter den n Elementen a  unter sich gleiche 

Elemente, ebenso ferner ß  und y je unter sich gleiche 
Elemente, so ist die Anzahl der Permutationen:

P(n) n!
{ a , ß , y )  a ' . ß ' . y l '

Bestehen die n Elemente aus zwei Gruppen von r 
und n — r je unter sich gleichen Elementen, dann ist 
die Anzahl:

P(n) n! n(n — l )(n — 2) . . .  (n — r  +  1)
(r ,n  — r) — r!(n — r)! ~  rT ~

=  ( “ ) ,  vgl. § 12.

4. Irgend zwei Elemente einer Komplexion bilden 
eine Ni ch t f o l ge  (Inversion), wenn das erste Element 
höher ist als das zweite.

Durch Vertauschung zweier Elemente einer Kom
plexion ändert sich die Zahl der Nichtfolgen um eine 
ungerade Zahl.
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II. V aria tionen .
5. Die V a ria tio n en  aus n Elementen der r-ten 

Klasse bestehen aus allen Komplexionen, die sich aus 
je r der n Elemente bilden lassen. Die Variationen 
zweiter Klasse der vier Elemente ab  cd  sind:

ohne Wiederholung 
ab  a c  a d  
b a b c b d 
c a  cb  cd  
d a  d b d e

mit Wiederholung 
a a  ab  a c  ad  
b a  bb  b c  bd  
ca  cb  c c  cd  
d a  db  d e  dd

6. Die A nzah l der Variationen aus n Elementen 
zur r-ten Klasse ist

Vr(n )= n (n — l) (n —2) . . .  (n—r + l )  =  ̂  j  • r! (s. § 12)

Vn(n) =  n(n — 1) (n — 2 ) . . .  1 =  n! (Permutationen.)
7. Die Anzahl der Variationen mit W ied erh o lu n g  

ist: V £(n)=nr.

III. K om binationen .
8. Die K om bin a tio n en  aus n Elementen zur 

r-ten Klasse sind die Komplexionen, die sich aus je 
r  der n Elemente bilden lassen, wobei aber bloße Um
stellung der Glieder keine neue Kombination ergibt.

Die Kombinationen der vier Elemente a, b, c, d 
zur zweiten Klasse sind:

ohne Wiederholung: ab , a c , a d , b c , b d , cd ;
mit „ : a a , ab , a c , ad; b b , b c , bd ;

cc , cd , d d .
9. Die A nzah l der Kombinationen aus n Elementen 

zur r-ten Klasse ist
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tt' /_\ n ( n - l ) ( n - 2 )  . . .  ( n - r + 1 )  ( n \  n!
Kr(n)==-----------------Ti----------------- = U / ==t i K r ^

Aus den Kombinationen ergeben sich, die Yariationen, 
wenn man die Elemente der einzelnen Kombinationen 
permutiert.

10. Die Anzahl der Kombinationen aus n Elementen 
zur r-ten Klasse mit Wiederholung ist

K;(n) =  n(D+ 1)(D +-2) ■ " (n +  r-~ -^  =  (n +  r -  1) .
r! r

§ 10. Determinanten.
a, b,

1. — ai b, — b j
&2 2

at I .
. bs b3 Cg bj cx

•a., b.> Cj =— a, t  % , +  % ,
I b3 Cg : b| Cj b2 Cj

^  bg Cg |

Unter der D e te rm in a n te  eines Systems von 
n2 Elementen a1( a.2, . . .  aa, b15 b2, . . .  bn, . . .  versteht 
man die Summe ^ ( + a 1 b2 c3 . . .) ,  in welcher jedes 
Glied alle Buchstaben und Indices ohne Wiederholung 
enthält und welche zugleich alle möglichen Produkte 
umfaßt, die durch Permutation der Indices gebildet 
werden können. Jedes (alphabetisch geordnete) Glied ist 
positiv oder negativ zu setzen, je nachdem die Anzahl 
der Nichtfolgen der Indices gerade oder ungerade ist.

2. Der Wert einer Determinante wird nicht geändert, 
wenn die Vertikal- als Horizontalreihen und umgekehrt 
geschrieben werden. Z. B .:

J al b̂  a, a,
! b2 bj b2
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8. Werden irgend zwei Parallelreihen miteinander ver
tauscht, so ändert sich das Vorzeichen der Determinante.

4. Sind in einer Determinante zwei Parallelreihen 
entsprechend gleich oder proportional, so ist der Wert 
der Determinante gleich Null.

5. R ege l von S a rru s : Um eine dreigliedrige 
Determinante zu entwickeln, setzt man die beiden ersten 
Horizontalreihen der Reihe nach unter die letzte; alsdann 
schreibt man die sechs Produkte an aus je drei Elementen, 
welche auf den Diagonalen des Quadrates und auf Parallelen 
dazu liegen. Dabei ist den Produkten, welche in der 
Richtung der Diagonale des Anfangselementes liegen, das 
Vorzeichen + ,  den ändern das Vorzeichen — zu geben.

K  b X
S  /  /  . =  % b 2 Cs +  % b3 Cj +  a3 bj Ca
V , , ,V y." /  % bs C2 a._, bj Cg o2 Cj .

V  'Cj
■' , /  \  [Man kann auch die beiden ersten

A-‘ Vertikalreihen hinter die letzte setzen
/  /  \  \  und dann ebenso entwickeln.]

\

6. Bezeichnet man in einer Determinante A  den Faktor 
von ar mit Ar (Unterdeterminante), den von br mit Br, dann ist

A — at Ax -f- â  A, -f-. . .  -f- an An 
=  W Bj -j- b2 B2 -)- ... -j- bn Bu 
=  . . . ,  ferner ist 

Aj + b 2 A2 + . . .  +  bn An= Cj A1 +  Cj A2 + . . . +Cn An= 0 .
7. Jede U n te rd e te rm in a n te  ist wieder eine 

Determinante. Die Unterdeterminante zu einem Element, 
das in der i-ten Horizontal- und der k-ten Vertikalreihe
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steht, wird erhalten, indem, man die Horizontal- und die 
Vertikalreihe, welche in diesem Element sich kreuzen, 
durchstreicht und die dadurch entstehende Determinante 
mit (— l) l+ k multipliziert. Hieraus ergibt sich die Ent
wicklung einer v ie rg l ie d r ig e n  D e te rm in a n te , usf. 
Es ist also:

su b1 c d1 b2 °2 d2 \  Ci di
% b" c" d" =  a* b3 03 ^3 85 03 Ĉs

3  3  3  b  c  d  b  o  d
a4 b4 c4 d4 °4 C* 4

^  cx dx bt Cj dj
4- a  ̂ b2 c2 d2 a4 b2 c.2 d2 . 

b4 c4 d4 b3 C3 d8 |
8. Wenn alle Elemente einer Horizontal- oder einer 

Vertikalreihe mit demselben Faktor multipliziert sind, 
so ist die Determinante mit diesem Faktor multipliziert.

Z. B.:
k i 1 j bj C/j j b 1 (* j
k a2 b2 C2 — k • j s.) b2 Cg •
^  a s b g  C g  j a .3  b 8  C g

Sind alle Elemente einer Reihe 0, so ist die ganze 
Determinante gleich Null.

9. Wenn jedes Element einer Reihe eine Summe 
zweier Größen ist, so ist die Determinante in die 
Summe zweier Determinanten zerlegbar; z. B .:

aj +  « j bt ct a4 bt txl b4 cx
a.2 +  a 2 b2 &, =  aa b2 Cj +  a ,  b2 c2

a 3  b 3  C g  a g  b g  C‘g  ( X g  b g  C g

oder:
(a1 +  a x) At +  (a  ̂-f- a 2) A, +  (ag -f- a 3) A3 =  at A!

+  8* Aj -f- a3 A3 -)- Aĵ  -|- « 2 A.2 +  <*8 A3 .
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Bestehen die Glieder einer Reihe aus m, die einer 
ändern aus n und die einer dritten aus p Summanden, 
so ist die Determinante in m • n • p Determinanten 
zerlegbar.

10. Der Wert einer Determinante bleibt unverändert, 
wenn man zu den Elementen einer Reihe beliebige, 
gleich vielfache der entsprechenden Elemente einer 
parallelen Reihe addiert; z. B.

ai bi ä1 bx cx -f- k at
a2 b2 c2 === a  ̂b2 Cg -j- k ag >
H  bg c3 % b3 c3 -)- k ag

11. W enn

ai bj cx | « i ß1 y,
D =  a, b 2 c2 | und A =  ct., ß., y., , dann ist 

a3 b3 c3 | otg ß3 y3
ai « i +  bx ß 1 +  C j a,1 <x2 -)- bx ß2 +  Cj yt 

D ■ A — a.2 ä i  -f- b2 ß i Cj a  ̂ -{- b2 ß., — ĉ  y.}
ag (*l +  bg /?! - f  Cg 7 i 3g « 2  +  bg /32 +  Cg y.2

ai a 3 ~r b, ß3 +  cx y3 
a? a 3 +  b2 ß3 -J- C2 y3 .
a 3 a 8 +  bg ß  t +  Cg J'g

12. Wenn alle diejenigen Elemente einer Determi
nante verschwinden, welche m Vertikal- mit n — m 
Horizontalreihen gemeinschaftlich haben, so läßt sich 
dieselbe in das Produkt zweier Determinanten zer
legen; z. B.:

sl̂  bi ; Ci di ei I 
..a 3.1’2 j  C2 d 2 e 2 | , , I Cgd3 eg
0 0 i Cg d3 e3 =  I 2 1/  I * c4 d4 e4 .
0 0 : c ( d4 e4 1 2 2 1 I c5 d5 e5
0 0  ; C6 d5 e5
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13. Jede Determinante kann auf folgende Weise 
erweitert werden:

1 ßi ßi ßi ßs 
at bx Cj 0 1 «i a 2 <x3 
â  bg c2 — 0 0 ai bi Ci . 
ag b3 Cg 0 0 a, b2 c,

0 0 a3 b8 c3

§ 11. Wahrscheinlichkeitsrechnung.
1. Ist für ein Ereignis die Anzahl aller möglichen

Fälle m, die der günstigen Fälle (Treffer) t, so ist die
W ahrschein lichkeit für das Eintreffen eines günstigen
Falles: t

w = — , m
für das Nichteintreffen 

m —tu = --------=  1 — w , alsom
I. w -f- u =  1 .

f
2. Ist bei m möglichen Fällen w, =  —  die Wahr-

m
scheinlichkeit für das Eintreffen des Ereignisses Et und 

t,
w2 =  — diejenige für das Eintreffen von E2, so ist die

Wahrscheinlichkeit dafür, daß entweder E, oderE.,eintrifft, 
n . w = w !  +  w2 .

3. Die Wahrscheinlichkeit, daß mehrere Ereignisse Ex: 
E2,E g. . .gleichzeitig(odernacheinander)eintreffen,ist:

III. W =  Wj • Wj • Wg . . .
4. Die Wahrscheinlichkeit, daß von zwei Ereig

nissen Et und E2 das erste eintrifft, ist:
IV. W =  — w*

Wj +  wa



5. Soll von zwei Ereignissen Et und E, eintreter« •
a) Et und E2, so ist W =  w1 • w2 ;
b) E i, aber nicht E2, so ist W = w 1 ( l —w2);
c) Ej nicht, aber E ^  so ist W =  (1 — wx) • w2 ;
d) eines, aber nicht beide, so ist

■W=w1 ( l - w 2) +  ( l - w 1) .w 2 ;
e) höchstens eines von beiden, so ist W = 1 —wt w2;
f) wenigstens eines von beiden, so ist

W =  wA +  w2 — wt w2 ;
g) beide oder keines, so ist

w =  1 — wi (1 — w2) — (1 — Wj) w2 ;
h) Ex n mal, E2 m mal in bestimmter Reihenfolge, dann ist

W =  w j • w“ ; ist die Reihenfolge beliebig, dann ist
w  (n + m )!
W =  T  /  w° • w”  . 

n ! i n ! 1 L

§ 1 2 . Binomialkoeffizienten.

1. Der Bruch . . .  ( n - r + l ) ^ ^  

gelesen „n über r “, heißt B in o m ia lk o e ffiz ien t.

2. Ist n positiv und ganz, so wird ^Uj  =  0, wenn

r >  n ; ist aber n gebrochen oder negativ, so wird ( n ) 
für keinen Wert von r Null. ' r '

( i ) - '  G)-“  (;)-*•
3- ( : ) = C - J = r a -

( r n n u -

Binomialkoeffizienten. 27
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*C:,1)-G)*C,t1K7V-+C) 
' I + - + ( T ) G - . H : ) C ) -

II. Absclniitt.
Reihen.

A) E n d l ic h e  Reihen.
§ IB. Arithmetische Reihen erster Ordnung.

Reihe: a, a +  d, a +  2 d ,  . . . a  +  (n — l ) d .
1. z =  a +  (n — 1) d .

(a +  z )-n  [ 2 a + ( n - l ) d ] - n
2. 8==----- _-----= --------------  •

§ 14. Geometrische Reihen.
Reihe: a, aq ,  a q 2, .aq3 . . .  a q n—l .

1. z =  aq n—1 .
o a(q° ~  i) qz~ a

q i ”  q - 1 ' a
3. Ist n =  oo und 0 <  |q| <  1, dann ist s =  •

1 ^
1 +  X +  X 2 -)- X 3 +  =  -j---------

4. x ■ wobei x 2 <  1 .
1 —x - f x 2 —x3+  ...  =  ——

1 + x

§ 15. Zinseszins- und Rentenrechnung.

Zinsfuß p°/o, Zinsfaktor q ( =  1 +  , ursprüng-



Zinseszins- und Rentenrechnung. 29

liches Kapital a, angewachsenes b, Zahl der Zinsperioden 
(Jahre) n, Rente r.
1. b =  a q n (Zinseszinsformel).

r (q« — i)
2. b =  a qn +  — ---- —  (erste Rentenformel).

r(qn — 1 )
3. b '=  — ---- —  (zweite Rentenformel).

rq  (qn — 1)
4. b =  —----- -—  (dritte Rentenformel).

er q" — 1 r  /  1 \5. a =  r • t------—----- = -------- 1 -------.
(q — 1) • qn q — IV qn/
r

5'. a = ------— (n =  oo) .
q - i

6. ,4. _ a-SL..£=>.
* 100 .'] -  !

1. Gibt den Endwert an, auf den das Kapital a in 
n Jahren durch Zinseszins anwächst

2. Gibt den Endwert an, den a durch Zinseczins 
erreicht, wenn dasselbe am Ende jedes Jahres noch 
um r  vermehrt oder vermindert wird; wird a in n Jahren 
aufgezehrt, so ist b =  0..

3. Gibt die Summe an, welche bis zum Ende des 
n-ten Jahres erreicht ist, durch eine am Ende jedes 
Jahres erfolgende Zahlung r.

4. Stellt denselben Wert dar wie 3., wofern die 
Zahlung r am Jahresanfang geleistet wird.

5. a ist das A b lö su n g sk a p ita l (Mise) einer nmal 
am Jahresende wieclerkehrenden Rente.

5'. a Ablösungskapital einer immerwährenden Rente.
6. A m o rtisa tio n . Die Gleichung gibt die Be

dingung an, unter der ein Kapital a in n Jahren durch



Verzinsung mit p^/o getilgt werden kann, wenn der 
Zinsfaktor (bei dem üblichen Zinsfuß p) q ist.

§ 16. Arithmetische Reihen höherer Ordnung.
1. Reihe: y0 yx y2 y8 y4 . . .  y„
erste Differenzenreihe: A y0 A y x A y., A y3 . ..  
zweite ,, ^ 2y0 A * y , ~ A * y 2 . . .
dritte „ A 3 y0 A 3 y, . . .

^ r + 1 ym =  ym+ i  — ym •
Ist die r-te Differenzenreihe konstant, so ist die 

Reihe von der r- te n  Ordnung.
2. B estim m ung des allgem einen  G liedes:

yn =  yo +  ( ^y0 -f (” ) ^  yo +  (3) A3 yo

+  "  • +  ( r )  AT y° •
Wenn die Reihe mit y 1 anfängt, dann ist:

+  + ( ” r V ? .  • .
3. Summe der G lieder von y0 bis zum 

Glied yn (einschl.):

S" = (n t 1)y, + (n si" 1) J y ° + C  b"1) J2y°

+ ••• + C+I)Jr*>,
oder bei der zweiten Bezeichnung:

S- !“  ö +  ö  A + ( 3)'A'7'+ ■ - + ( r  + l) ■

Reihen.30
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4. S ä tze : a) Das allgemeine Glied einer Reihe 
r-ter Ordnung ist eine Funktion r-ten Grades in n.

b) Setzt man in der rationalen ganzen Funktion
93(n) =  a0nr + a j  nr- 1 J- . . .  +  ar , 

welche in Beziehung auf n vom r-ten Grade ist, für n 
der Reihe nach die Zahlen 0 , 1, 2 . . . ,  so bilden die 
Werte cp (0), cp (1), cp (2) . . .  eine Reihe r-ter Ordnung 
mit der Schlußdifferenz r! a^.

c) Setzt man in cp (n) für n nacheinander die 
Zahlen a ,  a  +  h, «  +  2 h welche eine arithmetische 
Reihe erster Ordnung bilden, so bilden die Funktions
werte cp («), cp (a +  h), cp (<% +  2 h) . . .  eine arithmetische 
Reihe r-ter Ordnung mit der Schlußdifferenz r ! a,, • hr .

12+ 2 2 +  32- f  . . .  + n 2  =  i ( 2 n + l ) ( n + l ) . n ;

5' 1l 3+  23 +  33 +  . . .  +  n3 =  — (n +  l )2• n3 .
4

6. F i g u r i e r t e  Zahlen :
a) P o l y g o n a lz a h le n :

Dreieckszahlen: 1 3 6 10 15 21 . . . ,  ( " j  +  1 ,

Viereckszahlen: 1 4 9 10 25 . . . ,  ^ j  +  2 ^ j = n 2,

r-Eckszahlen: -j-(r—2 ) | ° j  ,

b) P y r a m i d a l z a h l e n :  . . 
dreiseitige: 1 4 10 20 35 ..., (D ^ ) - f  1 • j  ,

vierseitige: 15 14 30 55 . . . ,  +  1 j  +  2 ^  ,
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§ 17. Interpolation.
1. E in sc h a ltu n g  be i a r ith m e tis c h e n  R eihen.

Sollen bei einer arithmetischen Reihe r-ter Ordnung, 
deren allgemeines Glied gegeben ist durch die Formel 
yn (s. § 162), zwischen je zwei Glieder p weitere Glieder 
so eingeschaltet werden, daß die neue Reihe wieder eine 
Reihe r-ter Ordnung ist, so geschieht dies, indem man in 
dem Ausdruck für das allgemeine Glied für n der Reihe nach

1 2 3 p 1 4 _ _ L _
P +  1 ’ P +  1 ’ p +  1 "  ' p +  1 ’ p +  1 ’

1 +  5 T I ......
setzt. Die Schlußdifferenz der neuen Reihe ist

Häufig ist es zweckmäßig, nur so viel Glieder der 
neuen Reihe zu berechnen, daß sich daraus die Anfänge 
der Differenzenreihen ergeben, und dann die Reihe von 
der Schlußdifferenz aus weiter zu berechnen.

2. E in s c h a ltu n g  bei V e rsu ch sre ih en , 
a) Interpolationsformel von Lagrange.
(x -  xt) (x -  x,)  (x - - x,,) . . .  ( x -  x„)

(X0 -  Xj) (x0 -  x2) x0 -  xs) .... (x0 -  x„)' 0 
(x -  x0) (x -  x8) (x -  x3) ■ . . (x -  x„) _

(Xi -  x0) (xt -  Xj) (x, -  x8) . . .  (x, — xn) - 1
Hierbei sind y0, yx, y2 . . .  die zu x0, x t , x2 . ..  

gehörigen Funktionswerte. Ist bekannt, daß die zunächst 
unbekannte Funktion y =  f(x) für alle Werte zwischen 
x0 und xn eine ganze Funktion von höchstens n-tem
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Grade ist, so ist sie durch. Lagranges Formel vollständig 
bestimmt; andernfalls liefert letztere eine Annäherung.

b) N ew tons In te rp o la tio n sfo rm el: 
y* =  y0 +  K  (x -  x0) +  ax (x -  x0) (x -  Xl)

+  A2 ( x - x 0) ( x - x 1) ( x - x 2) +  . . .

\  ̂i y0 t) y2 y i p _«̂3 y2 £

A o =  - ------- —  I B o =  - -------—  > s  =  - ------- z r  u s f .
X 1 x 0 * 2  A i  a 3 2

A i = B ^ A o ; B i = 2 ô B o ) Cl  =  ? » ^ o  u s £
Xg Xq X3 x t x 4 Xg

b2 =  ^ ,  usf.
Xg X0 X4 X t

B) U nendliche Reihen.
§ 18. Konvergenzbedingungen.

1. Eine Reihe sn =  ao +  at +  a, +  . . . +  a„ heißt 
konvergent, wenn die Grenze von sn bei unbegrenzt 
wachsendem n eine endliche Zahl ist.

Die Reihe heißt d iv erg en t, wenn limsa nicht end
lich ist. Dies ist u. a. der Fall, wenn lim an nicht 0 ist.

2. Die abnehmende geometrische Reihe ist konvergent; 
also 1 +  x -f- x2 -f  x3 -f- . . .  ist konvergent, wenn der ab
solute Betrag von x <  1, sie ist divergent, wenn |x | >  1.

3. Eine Reihe ist konvergent, wenn sie von einem 
bestimmten Glied an konvergent ist und kein voran
gehendes Glied unendlich groß ist.

4. Eine Reihe ist konvergent, wenn jedes Glied 
derselben kleiner ist als das gleichvielte einer konver
genten Reihe.

5. E rste  H auptkonvergenzbedingung: Eine 
Reihe von positiven Gliedern ist konvergent, wenn von

Bürklen,  Formelsammlung. 3
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einem bestimmten Glied ab der Quotient ans einem 
Glied und dem vorhergehenden <  1 und wenn auch

lim ̂ + 2  j <  1 .
an | n =oo

Ist der Grenzwert gleich 1, so kann nur eine besondere 
Untersuchungüber Konvergenz oder Divergenz entscheiden.

6. Z w eite  H a u p tk o n v e rg e n z b e d in g u n g : Eine 
Reihe mit abwechselnden Zeichen konvergiert, -wenn die 
Glieder von einer bestimmten Stelle an abnehmen und 
lim =  0 . . .  Ist lim an ^  0, so nimmt sn zwei ver
schiedene Grenzwerte an, je nachdem man eine gerade 
oder uugerade Anzahl unendlich vieler Glieder summiert; 
die Reihe heißt dann o sz illie re n d .

(Bei einer Reihe mit gleichen Zeichen ist die Be
dingung lim a^ =  0 für die Konvergenz notwendig, aber 
nicht hinreichend.)

7. Jede Reihe mit negativen oder abwechselnden 
Gliedern ist konvergent, wenn sie konvergiert, falls man 
alle Glieder positiv setzt.

8. Ist - f  a  ̂+  aj +  . . .  eine konvergente Reihe aus 
positiven Gliedern und sind k j , k2, k3 . . .  positive oder 
negative Zahlen, die ihrem absoluten Werte nach unter 
einer endlichen Grenze bleiben, so ist auch kt a  ̂ -f- k, aj 
+  k3 ag +  . . .  konvergent.

9. A bels S atz : Ist S(x) =  a1x 4 -a 2x 2-(-a8x8 . . .  
und ist A =  a^ -f- a  ̂+  H  • ■ • > so ist) wenn sich x von 
kleineren Werten der Grenze 1 nähert,

limS(x)x = 1 =  A .

§ 19. Satz von der Koeffizientenvergleichang.
Ist Afl +  Ajl x +  A2 x 2 +  As x 3 +  . . .

=  B0 +  Bj x +  B2 x 2 -}- Bs x 3 + . . .



und sind beide Reihen konvergent, so ist
A0 =  Bq , Aa =  Bt , A., =  B2 usf.

Dieser Satz dient zur Entwickelung von Funktionen 
in Reihen.

§ 20. Binomischer Lehrsatz — Newtonsche Reihe. 
a + x ) . _ i  +  ( ; ) l + ( » ) I . +  . „  +  ( ; ) I r + . . ,

Für negative und gebrochene Werte von n wird 
die Reihe unendlich. Sie ist konvergent für 

1 >  x >  — 1; 
ferner für x =  + 1 ,  wenn n >  — 1 

x =  — 1 , wenn n >  0

(.± b,» _... (i+ h- ) ‘ =  ..(i+-lg)-* .> b. 
Beispiel:

^ _ . ( 1+^ _ . ( 1+>.5+(4)5+...).
Ist b gegen a sehr klein, dann ist

/ a 2 +  b =  a +  (Näherungsformel);

3<----------  b
Va8 b =  a -f- ——- (Näherungsformel).s a '

§ 21. Exponentialreihe; logarithmische, trigono
metrische und zyklometrische Reihen.

X X2 X̂  
eI==1 +  f i + 2l  +  3]  +  -- - — o ° < x < - f o o

1. 1 1 1  /  ■ l \ n 
e = 1 + i! +  2! +  3! +  ' - = l m (1 + i 00 

=  2,7182818284...

Exponentialreihe, logarithmisohe usw. Reihen. 35
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f x l a  (xl  a)2 (xZa)3 
ax =  ex i a = H --------- M -----— -----—+  . . .

2. |  1! 2! 3!
I  — 0 0 < X <  +  0 0

x  t S  -v-3 x i

3. l ( l + x ) = T - - + | — T +  1 >  x >  —1 .

7,-, X X 2 X 3 X 4 _ ^4. i a _ x , — T - T - T - T - . . . 1 > X > - 1 .  

| i ± I _ 2 { i + |  +  | + . . . } l > x > - l  o d e r

5. • o / z — 1 , 1 /,z ~ 1V  i 1 z"2 - 1 V  i 1*z=2fc+i+yt+Tj +^ tn )  +*j
0 < Z < 0 0  .

6. Z(a +  h) — Za =  2 +  . ( ^ p ^ )  +  . . . }

7. Übergang vom natürlichen zum Briggschen System:
10 10 

10logz =  z; Iogz-I10 =  lz  
10 I z

l o s z = n ö  =  M l o *z ±
M10=  M odulus des Briggschen Systems =  ——

=  0,4342945 . . .  (s. auch § 78).
' u  X  ̂ X  ̂ '

sinx =  - - -  +  - -  +  . . .  x =  arcx0

y 2  -V-4 v 6

C O S X = l - — j - 0 0 < X <  +  0 0 .

|  cosx +  isinx =  eiI 
l cosx — isin x  =  e ~ ix

36
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cos x  = -------—------
u

e 'x —  e~ ' 1
sin X = -------- :------  .

2  i
1 0 . e*P =  e’’+ 2k,ri ; e*k,ti= l ,  e(2k + i) ,H _ _  ̂ _
11. Ist y =  eI =  ex +  2k,ri, so ist

Zy =  x - f  2 k?ri .
K ~  ! )  =  (2 k +  l ) j i i ; K — y) =  Zy +  (2 k +  l ) j r i . 

Ist y +  i z  =  re'Pi , so ist
^(y +  i z) =  l r +  {cp +  2 k n )  i .

. , 1 x 3 1 3 x 5arc sin x  =  x  +  — • ----- ----------- —
2 3 2 4 5

, 1  3 5 x 7
+7T * T  ‘ 7"' • + 1 > X>  —1 1 9  2 4 6 7

x 3 x 5 x 7 
arctgx  =  x  — y  +  — — y - f  . . .  l i > x >  — 1

71 x - 1 1 1— =  axc tg 1 =  1 -------------------— (- . . .
V 4 ^  3 5 7

(Leibnizsche Reihe).
Zur Berechnung von n  können folgende Reihen

und Formeln benutzt werden:
71 1 1
-j- =  4 a rc tg — — arctg^gg (C lausensche Formel),

T  =  8 a r c t g i - a r c t g ^ - a r c t g ^

HI. Abschnitt.
Gleichungen.

§ 2 2 . Gleichungen ersten Grades.
a) U m form u n gs- und Y er se tzu n g sre g e ln :
1. Jede Gleichung bleibt richtig, wenn auf jeder Seite 

dieselbe Operation mit derselben Zahl vorgenommen wird.
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2. Ein freier Summand der einen Seite kann auf 
die andere Seite als Subtrahend gesetzt werden und 
umgekehrt.

3. Eine Zahl, welche Faktor der gesamten einen 
Seite ist, kann auf die andere Seite als Divisor der
selben gesetzt werden und umgekehrt.

4. Eine Zahl, welche Potenzexponent der gesamten 
einen Seite ist, kann auf die andere Seite als Wurzel
exponent derselben gesetzt werden und umgekehrt.

b) G le ich u n g en  m it e in e r  U nbekann ten .

Ix - f  a =  b folgt x =  b — a 
x — a =  b folgt x  =  b +  a .

, c ,  ba x  =  b folgt x =  — 
a

— =  b folgt x  =  a b
a

n__
xn =  a folgt x =  ya

/ x  =  a folgt x =  an 
a +  x  =  b +  x folgt x =  oc .

6. Aus
■ a x =  0 folgt x =  0 

• a(x  — b) =  0 folgt x — b =  0 
(x — a) (x — b) =  0 folgt x — a =  0 und x — b =  0

|a x - f b x  =  c x  folgt x  == 0
a (x — b) +  c (x — b) =  d (x — b) folgt x — b — 0 .



Ist die linke Seite einer auf Null gebrachten 
Gleichung ein Produkt, das x  oder Ausdrücke in x 
als Faktoren enthält, so ist jeder dieser Faktoren gleich 
Null zu setzen.

Kann eine Gleichung mit x oder einem Ausdruck, 
der x enthält, durchdiyidiert werden, so ist x , bzw. 
dieser Ausdruck, gleich Null zu setzen.

c) G le ich u n g en  m it zw ei und  m ehr U nbekann ten .

Ia x  4 -b y  =  c 
a, x +  bt y =  ct , folgt 

c — a x  
y =  - b - ’

y =  ^  , ai X , daher 
bi

0_q, x c __a x
I- — ^—  =  -1 k 1— (Gleichsetzungsmethode),

ü .  a x  +  b ■ -L ^—-— =  c (Einsetzungsmethode),

a ̂  x - f  b bx y =  c bx 
at b x +  b bt y =  Cj b 

HL < x  (a bx — a! b) =  c bj — ct b
cb, — c, bx =  —-i---- ——
a b̂  — ai b 

(Kombinationsmethode),
1) a x  + b y  = c  m

IV. 2) ________ at x -|- bt y — Ct
3) (am +  a1) x  +  (bm  +  b1) y  =  cm  +  c1 ,

Gleichungen ersten Grades. 39
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setze b m 4- bx =  0, so ist in = ---- 1- , dies in 3) ein
gesetzt gibt

(  A h i i \  cb i , ^
^ ~ lT  +  av x==- b +Ci ’

( — ab 1 + a 1b)x =  — cbx +  cxb 
c b, — o, b

X  =  — ------------ -—  •
a bt — aj b ’

ebenso wird y bestimmt.
(Methode der unbestimmten Koeffizienten von Bezout.)

8. Hat man drei Gleichungen mit drei Unbekannten:
a x  4- b y  -f-cz = d
a i x - f  b1y +  c1 z =  d1 ,
% x +  b2 y +  c2 z =  d2

so stellt man durch zweimalige Elimination derselben 
Unbekannten, z. B. von z, zwei Gleichungen mit zwei 
Unbekannten und dann hieraus eine Gleichung mit 
einer Unbekannten her. — Bei vier Gleichungen mit 
vier Unbekannten eliminiert man dieselbe Unbekannte 
dreimal und erhält dadurch drei Gleichungen mit drei 
Unbekannten usf.

9. Lösung durch Determinanten:
a1 x +  bt y +  Cj z =  dx A l 
a, x  +  b2 y  +  C2 z =  d2 Aj 
ag x +  b3 y +  Cg z =  d3 A3 .

Durch Multiplikation mit den angeschriebenen Unter
determinanten und Addition folgt:
(a  ̂Aj 4~ a, A2 4- ag A3) x =  d̂  A  ̂4“ d2 A  ̂4~ dg Ag , also 

r  A-i 4~ d2 A  ̂4~ d3 A3
ai Aj +  a,2 A2 4" ag Ag



Der Nenner ist die Determinante A  des Systems der 
linken Seiten. — Für y  und z folgt ebenso:

Bt -j- d2 B2 +  d3 B3 
7 A

d t C j d<> C9 - |-  dg Cg
z  =  —  .

Die Zähler sind ebenfalls Determinanten, die man 
erhält, wenn man in A der Reihe nach a ^  a , , ag, dann 
..bi, b2, b3 und c^, Cj, Cg durch dt , d2, d3 ersetzt.

10. Die Bedingung für das gleichzeitige Bestehen 
von n homogenen Gleichungen ist die gleich Null ge
setzte Determinante des Systems, z. B. für

a1 x - f b 1y +  c1 z =  0 ^  bt q
83 x +  b2 y +  CJ z =  0 ist a ^ C j  — 0 .
a3 x - r  b3 y -f- c3 z =  0 a3 b3 Cg

§ 23. Gleichungen zw eiten Grades und Exponential
gleichungen.

a) M it e in e r  U nbekann ten .
x 2 =  a

L x = + / ! .

Ia x 2 - ( -b x -{ -c  =  0
—b + y b 2 — 4 ao 

2 a
Die Gleichung liefert: 

zwei verschiedene reelle Werte \ je nachdem 
zwei gleiche reelle Werte > „ 4 a C ^ 1  q
zwei verschiedene imaginäre Werte J <

b2 — 4 a c  heißt D isk rim in a n te  der Gleichung.

Gleichungen zweiten Grades und Exponentialgleichungen. 41
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—b +V b2 — 4 c 
Ist a =  1, so wird x = ------= ~ ---------- ; hieraus folgt:

u
3. Sind xt und x2 die Wurzeln der Gleichung

x 2 - f  b x +  c =  0 , so ist
xi +  =  —b ; x l • x2 =  c .

Die Gleichungen x 2 +  b x  +  c = 0  und x 2 — b x +  c =  0 
haben gleiche, aber mit entgegengesetztem Zeichen ver
sehene Wurzeln.

4. Die Gleichung

x-j—— =  a -}—— hat die Wurzeln Xj =  a, x2 = — ,
X  cl 3,

1 1  , , 1x ------=  a -------hat die Wurzeln x, =  a, x., = -------- .
x a a

5. Gleichungen, die durch E in fü h ru n g  e in e r  
n eu en  U n b ek an n ten  oder durch Zerlegung auf 
quadratische zurückgeführt werden können:
1. a x 4 +  b x 2+  c =  0 , setze x 2 =  y
2. a x ! “ + b x m +  c =  0 , setze xm =  y
3. a x - j - b / x - f - c = 0 ,  setze / x  =  y

m.-----  m.__  m /—
4. a y x 2r -)-b y x r +  c =  0 , setze yxr =  y
5. a u 2x +  b u x +  c =  0 , setze ux =y(§23c)
6. (x24 -ax)2+ b (x 2+ a x ) + c = 0, setze x 2+ a x = y

/a x  +  bV , a x - f b  ax  +  b
7 .  —j  H--- — +  e =  0 , setze -----r _T =  y-\cx  +  d/ cx  +  d cx -j-d

6. S y m m etrisch e  G le ich u n g en :
1. a x 3-j-bx2+ b x + a = 0  , a(x3 +  l ) + b x ( x + l )  =  0 ,
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zerfällt in
I. x +  l  =  0 und ü . a (x 2— x +  l)  +  b x  =  0 .

2. a x 4-j-b x 3 +  c x 2 +  b x  +  a =  0 ,  Division mit x2,

a(x2 + ä)+b(X+̂ ) + C==0; 
setze x  +  — =  y ,  x2 +  -^ =  y 2 - 2 .

X X "

|  a x 5 +  b x 4 +  c x 8 +  c x 2 +  b x  +  a =  0 ,
' l a ( x 5 + l )  +  b x (x 3 +  l)  +  c x 2( x + l ) = 0  . 

Abspaltung von x +  1 =  0, Kestgleichung symmetrisch 
vom vierten Grad.

b) M it zw ei U nbekann ten .
Für die Auflösung quadratischer Gleichungen mit 

zwei Unbekannten kann keine allgemeine, einfache 
Methode angegeben werden, da die Elimination einer 
der Unbekannten im allgemeinen auf eine Gleichung 
vierten Grades führt. (Über die allgemeine Behandlung 
s. § 25, 14.) Es ergibt sich jedoch in vielen Fällen, 
in welchen die eine der Gleichungen oder beide nicht 
alle möglichen Glieder enthalten, die Schlußgleichung 
als quadratische oder sonst lösbare. In jedem einzelnen 
Falle ist nach Maßgabe der Eigenschaften der vorliegenden 
Gleichungen zu verfahren. Die wichtigsten Fälle sind:

1. Die eine der beiden Gleichungen ist vom ersten 
Grad; man drücke eine Unbekannte aus und setze in 
die andere Gleichung ein.

2. Durch Elimination der quadratischen Glieder ent
steht eine Gleichung ersten Grades.

3. Es läßt sich eine Vereinfachung durch Ab
sonderung eines Faktors erzielen.
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4. Die Einführung einer neuen Unbekannten in die 
eine Gleichung bewirkt, daß dieselbe nur noch diese 
Unbekannte enthält, oder es wird das ganze System 
durch Einführung neuer Unbekannten vereinfacht.

5. Durch Addition und Subtraktion, Multiplikation 
oder Division der beiden gegebenen Gleichungen, oder 
auch durch korrespondierende Addition und Subtraktion 
bei einer derselben, entsteht eine Gleichung, in der für
x +  y, x —y, x y  oder y  oder einen sonstigen Aus
druck in x und y eine neue Unbekannte eingeführt 
werden kann.

6. Die Gleichung ist homogen; man dividiert mit y2
durch und bestimmt —.

y
7. Es kommen außer dem Absolutglied in jeder 

Gleichung nur quadratische Glieder vor; man eliminiert 
die Absolutglieder, so erhält man eine homogene Glei
chung. Oder: Man bringt die quadratischen Glieder 
nach links, dividiert die eine Gleichung durch die 
andere, dividiert dann Zähler und Nenner durch y 2,

x
setzt — =  t  und bestimmt t.y

8. Man kann z. B. aus x 2 +  y 2 =  a, 2 x y  =  b durch 
Addition und Subtraktion der zweiten (x -(- y)2 =  a -f- b 
und (x — y)2 =  a — b bilden und hieraus x -f- y und 
x — y  bestimmen.

c) E x p o n e n tia lg le ic h u n g e n  (logarithmische 
Gleichungen).

1. G ru n d au fg ab e : 
ax =  b ;

i i u log bx lo g a  =  lo g b , x =  -------.
loga



2. B eso n d e re  F ä lle :
1« ax =  ar ; x  =  r .

3 ( f i \ x = 2 - -  = lo g e -- lo g d
\ b /  d ’ X loga — logb *

m-j-x n-f-x

4. (a b)^"x~" =  a • b ^  .

Logarithmiere, sammle die Glieder mit x  nach links, 
die ohne x nach rechts, und löse nach x auf.

5. a bx +  c (d -f- b“ x) =  e ; setze und bestimme zu
nächst y  =  bx.
6. a*+p -}- a* + i =  bx+ m +  bx+ n ;

ax (aP +  ao) =  bx (bm +  bn) ;

(y ) M e ra u s  f o l g t x -

7. xr xlosx =  b ;
r  log x +  log x  • log x =  log b , 

setze imd bestimme y  =  logx usf.
8. log(ax +  b) +  log(cx +  d) =  m ;

es ist log[(ax +  b ) ( c x - f  d)] =  m , also 
( a x - f  b ) ( c x +  d) =  1 0 m , 

woraus x  folgt.
9. ax br =  p , cx d? =  q ;
logarithmiere, bestimme aus den erhaltenen Gleichungen 
logx und logy und hieraus x und y.
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§ 24. Diophantische Gleichungen ersten Grades.
a) M it zw ei U nbekann ten .

1. E u le rsc h e  M ethode. (Absonderung der größten
Ganzen.) Beispiel:
61 x +  7 y =  1000

1000 — 61 x „ 2 x  — 1 . 
y = ------- ^------- = 1 4 3  — 9 xH--------— (= u )

_  7 u + l  o  u + 1 s x = — = 3 u  +  — (=T)

u = 2 t -  1 , also
14 v — 7 +  1 

x = -------- -— !—  =  1 v  — 3
a

1 0 0 0 - 6 1 ( 7  V - 3 )  
y = ------------ ---------------- =  169 — 61 v .

v x y 
—  4 I 11

0 - 3  169 10g 4?
1 4 108 '
„ . 1 . _ smd also die brauchbaren Werte

für die Unbekannten.
3 18 — 14

2. K e tte n b ru c h m e th o d e  von L agrange :
Ist 1. a x - f - b y  = c  gegeben, so setze man

2. a1x-(-b1y  =  t ,  dann folgt:
b, c — b tx = —=----------

3 abn — b
a t  ax c 

. ^  abj — aj b ’ 
x und y sind dann ganze Zahlen, wenn abx — a1b = - j - l .



Dies ist der Fall, wenn ^  vorletzter Näherungswert
1 ades in einen Kettenbruch, verwandelten Bruches — ist

(s. § 84).
Beispiel:

1. 61 x +  7 y =  1000 .

Nähemngswerte des in einen Kettenbruch verwandelten 

Bruches L  sind: I ,  I ,  ± ,  L ,  also

2. 2 6 x + 3 y = t

3. x =  3000 —7 t =  7(429—t) —3 —7v —3

, t —26x 429—v —1 8 2 v + 7 8
4 .  y  = ----------------— --------------------------------------1--------

J  Q Q
d =169 — 61 v.

V | 0 | 1 | 2 | 3 |
' I-------------------------I---------------  4 11

x —3 4 111 -18 Res.:
---- ------------------------- ------ ---------  108 47

y I  169 [  108 I  47 I  - 1 4  j

3. Ist x =  p, y =  q eine Einzellösung der Gleichung 
a x  +  b y  =  c, so ist x =  p +  b t ,  y =  q +  a t die all
gemeine Lösung.

b) M it d re i  U nbekann ten .
4. Man eliminiere aus den zwei gegebenen Glei

chungen eine der drei Unbekannten, z. B. z, dann löse 
man die erhaltene Gleichung nach a) auf und berechne 
z vermittels der erhaltenen Werte von x und y aus 
einer der gegebenen Gleichungen.
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§ 25. Allgemeine Sätze über höhere Gleichungen.
1. Hat f (x) =  xn - f  a4 xn — 1 +  a2 xn —2 +  . . .  - f  an =  0 

die Wurzel x  =  <x, so ist f(x) durch, x — <x oline Rest 
teilbar.

2. E in e  G le ich u n g  n -te n  G rad es h a t n, ab er 
au ch  n u r n W urzeln .

3. Sind <%l5 a 2 . . .  ocn die Wurzeln der Gleichung 
f (x )=  0, so ist

f(x) =  (x — «j) (x — et2) . . .  (x — an) und
4. Symmetrische Funktionen der W urzeln :

, oc2 ■.. ocn) — (<Xj_ -j- oc2 -}- . . .  -f- cca) j 

a,2 =  , a 2 . . .  x n) =  ix2 +  x 1 ocs + . . .  oc2 a s
+  (Xn— i « n  ;

a3 = — s ( k 1, 012 . . .  « „ ) = —(*! *2«3+ (X i «2*4 
+  . . . +  a 2 « 3  «4  +  . . . +  (Xa —2 <*n — 1 « n ) .

an =  ( — l) n • «J • a 2 • «3 . . .  tx.a .

N ew to n s F o rm eln  für die Potenzsummen der 
Wurzeln:

Setzt man +  « 2 -f  . . .  +  =  sk, so ist 

si +  % =  0 
s2 +  aj Sj +  2 =  0 
Sg -j- at s2 Sj -f- 3 % =  0
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A l l g e m e i n e  r e k u r r i e r e n d e  F o r m e l :

s r 4"  %  s r —1 4~ %  Sr — 2 +  • • ■ “l-  an Sr —n =  0  ,

sie is t auch noch gü ltig  fü r r > n ,  hierbei is t s„ =  n.
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U nabhängige Form el:
at 1 0 . . .  0
2 a.2 a, 1 . . .  0

Sr =  )r 3 &3 aj aj . . .  0 •

r  EL r  c i f ___i  ___ 2  • • •

Um aus den Potenzsummen der Wurzeln die Koeffi
zienten der Gleichung zu berechnen, hat man:

st 1 0 0 . . .  0 

(_ 1)r s2 Si 2 0 . . .  0
^ =  ^T~ s3 s2 sx 3 . . .  0 •

sr sr_ i  sr_ 2sr_ 3 . . .  0
5. Satz von D escartes. Eine Gleichung mit 

reellen Koeffizienten hat höchstens so viel reelle positive 
Wurzeln als Zeichenwechsel und höchstens so viel reelle 
negative Wurzeln als Zeichenfolgen (die fehlenden 
Glieder sind mit +  0 zu ergänzen).

Eine Gleichung von ungeradem Grad hat mindestens 
eine reelle Wurzel, deren Vorzeichen entgegengesetzt 
ist dem Vorzeichen von an.

Hat eine Gleichung geraden Grades a„ negativ, so 
sind mindestens zwei reelle, mit verschiedenen Vor
zeichen versehene Wurzeln vorhanden.

6. Bei einer Gleichung, die nur reelle Wurzeln 
haben kann, ist die Anzahl der positiven gleich der 
der Zeichenwechsel, die Anzahl der negativen gleich 
der der Zeichenfolgen (Bestimmung der Hauptachsen 
einer Fläche H. Ordn.).

B ü r k T e n ,  Formelsammlung. 4
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7. Ist p +  q i  eine Wurzel einer Gleichung mit 
reellen Koeffizienten, so ist auch p — q i  eine Wurzel. 
Die Gleichung hat, wenn sie imaginäre Wurzeln hat, 
stets eine gerade Anzahl derselben.

8. Sind die Koeffizienten der r  niedersten Potenzen 
von x (x° eingeschlossen) gleich Null, so hat die Glei
chung rm al die Wurzel Null; sind die der r  höchsten 
Potenzen 0, so hat sie rm al die Wurzel oo.

9. Ist a  eine Wurzel der Gleichung 1., so ergibt 
sich aus derselben durch Division mit x — tx die 
Gleichung n — 1-ten Grades.

=  b0 x“—1 +  bt xn~ 2 + . . .  +  bn_ 2 x +  b „_ i =  0,
x — «
dann ist br =  br _  i • «  +  ar .

Beispiel: 3 x 5— 7 x 4 +  2 x3 +  4 x 2 -  7 x — 2 =  0 
soll durch x — 2 dividiert werden.

| 3 - 7  +  2 + 4  —7 - 2

2 | 3 — 1 0 - f 4 + l  0
Res.: 3 x 4 — x3 +  4 x + l  =  0 .

Durch diese Division wird festgestellt, ob x =  2 ( = ä ) 
eine Wurzel der ursprünglichen Gleichung ist.

Um die ganzen rationalen Wurzeln einer Gleichung 
aufzufinden, zerlege man an in Faktoren pl5 p2 . . .
und versuche, ob x  — px, x — p2 . . .  ohne Rest in die
Gleichung aufgeht (s. auch § 29a,i).

10. W u rze lv e rk le in e ru n g . Soll die Gleichung
f(x) =  a,, xn +  \  x11- 1 +  . . .  +  an_ i  x +  a„ =  0

in die Gleichung
<p(x) =  Po xn +  Pj X " -1 +  . . . +  Pn — l x +  Pn =  0



umgewandelt werden, so daß die Wurzeln der letzteren 
Gleichung um k kleiner sind als die der gegebenen, so 
muß f (x) == <p(x — k), also
Vxa + a 1xn~ 1+  . . .  + a a  =  p0(x — k)n +  px(x — k )" -1 

+  • • • +  Pn —l(x — k) +  pn 
sein und es sind daher pn, pn_ i ,  . . .  p0 die Reste, 
die sich ergeben, wenn man f(x) fortlaufend mit x — Ir 
dividiert.

Beispiel: x4— 4 x s — 39x2 +  46x +  80 =  0 
4) 1 0 - 3 9  - 1 1 0  -3G0 =  p„
4) 1 4 — 23 — 2 0 2 = p n_ 1 
4) 1 8 +  9 =  l>n-2  
4) 1 12 =  Pi 
4) 1 =  Po , 

die gesuchte Gleichung ist:
x4 +  12 x3 +  9 x2 -  202 x -  360 =  0 .

11. W egschaffung des zw eiten  Gliedes. 
Soll die Gleichung f (x) =  0 durch die Einsetzung 
x =  y +  k so umgeformt werden, daß das zweite 
Glied der neuen Gleichung 0 ist, so ist, da 
Pi = ai + n k a o  =  0,

k =  _ 3 _ .
na,,

Beispiel:
x3-  18x2 +  1 0 5 x -  196 =  0 ; k =  — ~ 1-. =  +  G;

6) 1 - 1 2  +  33 +  2 y =  x — 6 ;
6) 1 — 6 -  3
6) 1 0 Res.: y3— 3 y  +  2 =  0.

4*
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12. M ehrfache  W u rz e ln : Haben f(x) =  0 und 
f'(x) =  0 einen gemeinschaftlichen Teiler von der Form 
(x — «j)k (x — a 2)' . . so ist eine k +  1 fache, a 2 eine 
1 + 1  fache Wurzel der Gleichung f(x) =  0 .

13. G e m e in sc h a ftlich e  W urzeln  zw e ie r G le i
ch u n g en , R e su lta n te . — Eine gemeinschaftliche 
Wurzel zweier Gleichungen f(x) =  0 und <p(x) =  Ü 
wird gefunden, indem man den gemeinschaftlichen Teiler 
der linken Seite sucht und denselben gleich Null setzt.

Die Bedingung für das Bestehen einer gemeinschaft
lichen Wurzel zweier Gleichungen heißt die R e su lta n te  
derselben; sie i§t das Resultat der Elimination der Un
bekannten aus den zwei Gleichungen. Sind diese 

% xn +  a! x”- 1 + . . .  +  an =  0 
boxm+ b i X '" - 1+ . . .  +  bm =  0 , 

so ist die Resultante
a0 a; . . .  0 . . .  0
0 a0 . . .  a^—j a„ . . .  0

R =  0 0 . . .  a0 . . .  an . 
b0 bx . . .  b,„ 0 . . .  0

0 0 . . .  b0 . . . b m
Man findet den Wert der gemeinsamen Wurzel aus 

ag aj . . .  a„ 0 . . .  0 
0 a0 . . .  a„ . . .  0

(b0 x +  bj) b2 . . .  bm • •. 0 ° ‘
bo bj . . .  bm. . .  0

l ................................................................
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14. E lim in a tio n  einer Unbekannten aus zwei 
Gleichungen mit zwei Unbekannten x und y. — Man 
ordne beide Gleichungen nach Potenzen der einen Un
bekannten, z. B .  von x ,  und bilde die Resultante aus 
beiden, indem man die Koeffizienten jener Unbekannten 
als bekannte Größen betrachtet. Die Resultante ver
schwindet wegen des gleichzeitigen Bestehens beider 
Gleichungen. Diese Resultante, das Eliminations
resultat von x , ist im allgemeinen eine Gleichung vom 
m ■ n-ten  Grade in y.

§ 26. Binomische Gleichungen.
xn =  -f-1 = cos2  k n  -f- i sin2 k?r ;

!■ ' n /- ;-" . 2  k  7i . . 2 k j i
x =  y +  1 =  ( + 1 )  =  cos-------- 1-1 sm ------ ,

wobei k alle ganzen Werte von 0 bis n erhält.
( xn =  — 1 =  cos(2 k - f  l ) n  +  is in (2  k +  1 )ti  ;

2- s "/— ~  2 k +  1 . 2 k +  1x = y —l = c o s ----------j i - f i s m ------ !— n .
I n n
3. B eisp ie le .

1. x3 =  l  ; 
m itk = 0  ... f x = l ,

m itk =  |g  |x = c o s l2 0 ° + is in l2 0 ° = —

2. x3 =  — 1 ;

mi t k— ... | X==cos60°-j - i sin600— =  {—!% ’

m i t k = l  ... ( x =  —1 .
r xn =  a xn =  — a

1 r-(V3-V+T s -M - id ,



wobei (yä) den absoluten, reellen Wert von / a  bedeutet, 
welchen man durch direkte Wurzelausziehung oder

n , ------------

logarithmische Berechnung erhält, während y +  1 und
n .------------
y —1 jeden der durch 1. und 2. bestimmten Werte 
darstellen.

§ 27. Kubische Gleichungen
x3 — a =  0 x3 +  a =  0

l(W f-(ta
W-Mfyi)-« x-V=i- Ufa.«

l(fa-/s l-(fa-e
s. § 26, 3^, 2 •
2. x3+ a x 2 +  b x  +  c =  0 .

Transformiere die Gleichung (durch Wurzelverklei-
a anerung um — — oder Substitution von x =  y — — 
0 ö

s. § 2510) auf die Form
y3 +  3 p y  +  2q =  0 

und setze y =  u +  v und u3 -f- v3 -f- 2 q =  0 , dann ist

|  u =  q +  y<i2 +  p3

1 v  =  Y — q — Vq2+  p3 
■ yj =  u +  v

yg =  - ^ t ^ -  +  - ^ / 3 ( u  —v) (Cardansche
Formeln).

u +  v i r r ,

y3 =  — 2------ "2“ 13 (u v)
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Die Cardan sehen Formeln führen zu einer Lösung 
nur solange q2 +  p3 >  0 ; sie liefern dann eine reelle 
und zwei imaginäre Wurzeln.

3. F a ll d e r  d re i r e e l le n  W urzeln  (casus irre- 
ducibilis). Ist q2 -f- ps <  0 , so hat die Gleichung drei 
reelle Wurzeln (die Cardan sehen Formeln liefern sie 
aber in imaginärer Form); dann

— (1cos m  =

yi =  2 / I I p -c o s - |

y„ =- — 2 y = i  • Co s ( |-  +  00 o]

ys =  - 2 / —P • c o s (y  — 6 0 #j  .

4. T r ig o n o m e tr isc h e  Auflösung für Fall 2:
q2 +  P3> 0  .

1. p >  0

\ r - i Z ,

7i =  +  2 / p  • ctg 2 y>

y2 =  ± V p  (ctg 2 ip +  4 — - )\  sin 2 xp/

ya =  + y p  (ctg 2 v - - 1- 1-3 ) ;
\  sin 2 yjJ

hierbei sind die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen, 
je nachdem q ^ O .
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• ( - p ) -sm «p =  L_J_L_; | / t g ^  =  tg V 

y1 _ T 2 / = 7 . E l -

r*-±>':rli(sW  + i',5c« 2»')
J . - ± y ^ ( S ^ ; - i ^ o t g 2 y ) .  

Zeichen wie oben bei 1. zu nehmen.

§ 28. Biquadratisclie Gleichungen.
1. Besondere Fälle s. § 23, 6X, 72 .
2. E u le rs c h e  M ethode.

1. Transformierung der Gleichung auf die Form
x 4-f  a x ä -f  b x - f  c = 0 .

2. Bildung der Resolvente
a , a2 — 4 c b2 

y + 2 y ' +  - l G “ y - G 4  =  0 - 
Sind die Wurzeln dieser Gleichung y t , y , , ys , dann ist

. ' xi =+0^+Vy7-/ys) 
x- =+(/y7-l/y2 + l^)

j x3 =  ± (-• i f y i  +  i fy» +  i f y » )

x* = ±(—Vyi —l'yT—/yD>
wobei die Vorzeichen so zu wählen sind, daß

Vyi-Vy2-Vys=—j -

2. p <  0
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§ 29. Höhere numerische Gleichungen. — Niiherungs- 
methoden.

1. G anze W u rzelw erte . Dieselben sind in den 
Faktoren des Absolutgliedes an enthalten. Die Bestim
mung derjenigen Faktoren, welche zugleich Wurzeln 
der Gleichung sind, wird erleichtert durch folgendes: 
a) Es können nur diejenigen Faktoren in Betracht 
kommen, welche innerhalb der Wurzelgrenzen liegen 
(s. u. 3); b) nimmt man eine Wurzelverkleinerung (s. § 25) 
z. B. um 1 vor und zerlegt in der neuen Gleichung 
ebenfalls das Absolutglied a'n, so kann als Wurzel der 
ursprünglichen Gleichung nur ein solcher Faktor von 
an in Betracht kommen, welcher um 1 größer ist als 
ein Faktor von a,',.

2. Wird f(x) für x  =  p negativ und für x =  q 
positiv, so liegt eine ungerade Zahl von Wurzeln, also 
mindestens eine, zwischen p und q.

3. Ist — am der erste, und — ap der numerisch
m--

größte negative Koeffizient, so ist x <  1 -f- yap eine 
obere  G renze  für die positiven Wurzeln. Vertauscht 
man x mit — x und sucht in der neuen Gleichung 
wieder die obere Grenze für die positiven Wurzeln, so 
ist dieselbe mit negativem Zeichen versehen die u n te re  
G renze für die negativen Wurzeln der gegebenen 
Gleichung.

4. S atz  von B udan(-Fourier). Bildet man die 
Reihe f(x), f'(x), f"(x). . .  f (n)(x) und setzt man hierin x = a  
und x =  b, wobei a < b ,  so hat die Gleichung f(x) =  0 
nicht mehr Wurzeln zwischen a und b, als die Reihe 
Zeichen Wechsel verliert, wenn man von a zu b übergeht.

5. Satz  von S tu rm . Sind f2(x), f3(x) . . .  fm(x) 
die mit umgekehrten Zeichen genommenen Reste, die
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sich bei der Aufsuchung des größten gemeinschaftlichen 
Teilers der Funktion f(x) und ihres Differentialquotienten 
f(x) ergeben, und setzt man in der Reihe der Funktionen 
f, f', ft , f2, f3 . . .  fm für x einmal a, das andere Mal b, 
so hat die erste Reihe gerade so viel Zeichenwechsel 
mehr als die zweite, wie die Gleichung f (x) =  0 Wurzeln 
zwischen a und b hat.

6. N ew tons Methode. Hat man durch Versuche 
(oder durch Aufzeichnung der Kurve) gefunden, daß «  
annähernd eine Wurzel der Gleichung

f (x) =  a0xn - f a 1 xn ~ 1+  . . .  +  3̂  =  0
ist, so ist an a  noch eine Korrektion anzubringen, um 
den wirklichen Wert zu erhalten. Die erste Korrektion 
p ergibt sich aus (Taylors Satz s. § 87)

______— (ap <x° +  % +a„)______f («)
P — na^a“ - 1 - f  (n — 1^  a n~ 2 + . . .  +  an~ l f'(a) ’
Setzt man nun a  +  p an Stelle von cc, so erhält hiermit 
aus der angegebenen Beziehung eine weitere Korrektion 
Pj usf.

7. Regula falsi. Hat die Gleichung f(x) =  0 eine 
Wurzel zwischen ot und txl [f(oc) und f(at) liaben also 
entgegengesetzte Vorzeichen], so erhält man einen an
genäherten Wert für die Wurzel, wenn man an Stelle 
des Schnittpunktes der Kurve mit der X-Achse den 
der Sehne setzt, welche die zu den Abszissen cc und ocj 
gehörigen Kurvenpunkte verbindet; man hat dann:

X —  <X X —  oc,
-77- 7 - =  -77--- r - , somitt(oc) f («])

f(«) -  f(<*,) ■
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Mit dem neuen Wert und einem benachbarten kann 
das Verfahren wiederholt -werden usf. — Dieses Ver

fahren ist insbesondere bei transzendenten Gleichungen 
anwendbar. Beispiel:

x* =  100 , also 
x log x =  2 oder x lo g x  — 2 =  0 .  

Ausrechnung-: x | f (x) =  x log x — 2
1 1 — 2 '

2 - 1 , 4
3 - 0 ,5 6 8 7
4 + 0 ,4 0 8 4

„ , 1 -0 ,5 7  "I- 3+_ösr"3'58
3,58 + 0 ,0 1 7 1  
3,00 - 0 ,0 0 2 7

x  =  3 , 5 8 + M i ^ i ü  
0,0198 ,

=  3,58 +  0,01727 =  3,59727 usf. 
(die richtige Wurzel hegt zwischen 3,59728 und 3,59729).
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§ 30. Größte und kleinste Werte.
(Elementare Behandlung.)

Ist y eine Funktion von x , also eine von x ab
hängige Größe, nnd z. B.
1. y =  a x 3 - |-b x 2 +  c x - f d ,
so können hierbei die verschiedenen Werte von x als 
Abszissen, die von y als Ordinaten einer Kurve be
trachtet werden.

Zieht man eine Parallele EF zur X-Achse, welche 
die betreffende Funktionskurve in den Punkten E, F, 
deren Abszissen xt und x2 sind, schneidet, so hat y in 
diesen Punkten E und F die gleichen Werte, es ist 
also für obiges Beispiel 1.

ax? +  bx? +  c x 1+ d  =  a x l  +  b x l4 - c x 2 +  d ,  
woraus a(x? — x|) +  b (xf — x!) +  c(xt — x2) =  0 , folg
lich nach Division mit x1 — x2
2. a(xf +  xx x, +  x|) +  b(xt +  xä) -f  c =  0 .
Wenn sich nun EF parallel weiter bewegt, so werden 
xt und x2 für den Punkt, wo y einen größten oder
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kleinsten Wert erreicht, einander gleich. Ist die Ab
szisse dieses Punktes x , so ergibt sich demnach aus 2.
3. 3 a x 2 +  2 b x  +  c =  0 .

Durch Auflösen dieser Gleichung findet man die Werte 
von x, welche y zu einem Maximum oder Minimum 
machen.

Das Verfahren läßt sich nach Vorstehendem in 
folgender Weise fassen*):

Um einen größten oder kleinsten Wert (oder mehrere) 
einer abhängigen Größe zu finden, muß man:

1. die Funktion in einer unabhängigen veränder
lichen Größe x ausdrücken;

2. in diesen Ausdruck xx und dann einsetzen 
und die sich ergebenden Ausdrücke einander gleich 
setzen;

3. die gleich hohen Glieder zusammenfassen, so 
daß sich mit dem Faktor x l ~ x 2 durchdividieren läßt.

*) Vgl. hierzu: Martus, Maxima und Minima, Berlin 1861.
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4. Nachdem mit xx — x.2 durchdividiert ist, hat man 
in der hierdurch erhaltenen Gleichung =  x2 =  x zu 
setzen und die Gleichung aufzulösen. Für die ge
fundenen Werte von x  erreicht y ein Maximum oder 
Minimum.

5. Ob ein größter oder kleinster Wert vorhegt, 
ergibt sich aus der Natur der Aufgabe oder durch 
Berechnung der Werte von y für solche Werte von x, 
die dem gefundenen benachbart sind.

B em erk u n g en : 1. Bei Funktionen, in denen eine 
Quadratwurzel vorkommt, muß vor dem Dividieren mit 
xx — x2 in der Regel noch umgeformt werden. 

Beispiel:
m x1 +  n + y a x j- j-b x 1 +  c =  m x2+ n + y a x ^ + b x 2+ c ,

m(Xi — Xg)-f yaxf +  b x i +  c —y a x | +  bxg +  c =  0 , 
woraus

, a (xi xj) +  b(xx Xg)m (x< Xo) "i |------------------- ,--------------------— 0 y
yaxf +  b xt +  c +  )/a x2 +  b x, +  c

a(x, +  x») 4- bfolglich m -|—  -------  — - -----------  - 0 .
yäxf +  b x T + c - f  | a x |  +  b x., +  c

Nun ist xx =  x.2 =  x zu setzen usf.
2. Das Anwendungsgebiet der obigen, elementaren 

Methode ist begrenzt; allgemeine Verfahren für Auf
findung größter und kleinster Werte gibt die höhere 
Analysis (s. § 89).
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§ 31. Gerade Linien und W inkel am Kreis; regel
mäßiges Vieleck.

1. Ein P u n k t liegt innerhalb, auf oder außer
halb einer Kreislinie, je nachdem sein Mittelpunkts-
abstand ^  als der Halbmesser ist.

2. Eine G erade  hat mit einem Kreis zwei, einen 
oder keinen Pimkt gemeinschaftlich, d. h. sie schneidet, 
berührt oder trifft nicht, je nachdem ihr Mittelpunkts
abstand =  als der Halbmesser ist.

3. a) Gleiche S ehnen  haben gleiche Mittelpunkts
abstände und umgekehrt.

b) Von zwei ungleichen Sehnen hat die größere 
den kleineren Mittelpunktsabstand und umgekehrt.

4. Zu gleichen Z e n tr iw in k e ln  in gleichen Kreisen 
oder in demselben Kreis gehören gleiche Bögen, Seimen, 
Aus- und Abschnitte und umgekehrt.

5. Ein P e rip h e r ie w in k e l ist die Hälfte des zu
gehörigen Zentriwinkels.

6. Alle Peripheriewinkel über demselben Bogen 
sind einander gleich.

Datum  a, r , k .
7. Der T a n g e n te n se h n e n w in k e l ist gleich dem 

Peripherie Winkel im nicht eingeschlossenen Bogen.
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8. a) Im K re isv ie re c k  ist die Summe zweier 
Gegenwinkel gleich, der Summe der zwei ändern, 
d. h. 2 R.

b) Wenn in einem Viereck die Summe zweier 
Gegenwinkel 2 R  ist, so ist es ein Kreisviereck.

9. a) Im T a n g e n te n v ie re c k  ist die Summe zweier 
Gegenseiten gleich der Summe der zwei ändern.

b) Wenn in einem Viereck die Summe zweier 
Gegenseiten gleich der Summe der zwei ändern ist, 
so ist das Viereck ein Tangentenviereck.

10. T a n g e n te n a b sc h n itte  beim Dreieck
an den Inkreis, an den Ankr. d. Gegens.

b +  c — a b + c + a  von der Ecke A ----- —----- ( = s  — a), ------ -—— — s
u  u

n -n i  t, c & —  k .  b +  c +  avon der Ecke B ----- ------( = s  — b), ------ ------=  s
U

, T-»i ^ a +  b — c .  b -j-c -j-avon der Ecke C -------— - ( = s  — c), — —------ = s  .
2 2

Datum s, q1, oc.
11. Zw ei Kreise K und Kx
a) berühren sich, wenn sie einen Punkt der Zentrale 

gemeinschaftlich haben,
b) haben einen Punkt der Zentrale gemeinschaftlich, 

wenn sie sich berühren.
c) K und Kt berühren sich, wenn z =  r -j~ ;

I z <  r  -f- q und 
K und Kj sclmeiden sich, wenn J

( z >  r  — q .
K liegt innerhalb Kt , wenn z < r — q ;
K liegt außerhalb Kt , wenn z >  r  +  Q , 

z Zentrale, r  der größere, q der kleinere Halbmesser.
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4
12. K reiste ilung . Zu einem Zentriwinkel von — R

2 n — oder einem Peripheriewinkel von — R — gehört der
n-te Teil der Kreislinie. n

13. R egelm äßiges Vieleck.
Eckenzahl: 3 4 5 6 . . .  n

4 4 2 4Zentriwinkel: — R I R  — R — R . . . —R 
3 5 3 n

Polygon winkel: ~  R I R  R — R . . . — ----- R .
o 5 3 n

§ 32. Proportionalität von Strecken, Ähnlichkeit.
1. Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier 

Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind 
die Abschnitte auf dem einen Schenkel proportional den 
entsprechenden auf dem ändern und die Parallelen ver
halten sich wie die zugehörigen Scheitelabschnitte des
selben Schenkels. —  Umkehrung des ersten Teils.

2. Die H a lb ierungslin ie  eines Winkels im Dreieck 
teilt die Gegenseite innerlich im Verhältnis der Anseiten; 
die Halbierungslinie des Außenwinkels teilt sie äußerlich 
in demselben Verhältnis. — Umkehrung.

3. Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier 
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind 
die abgeschnittenen Dreiecke einander ähnlich.

4. Zwei D reiecke sind ähn lich , wenn
a) zwei Seiten proportional und der eingeschlossene 

Winkel gleich,
b) zwei Winkel gleich,
c) die drei Seiten proportional,
d) zwei Seiten proportional der Gegenwinkel des 

einen Paares gleich und die Gegenwinkel des ändern
£  0 r  k 1 e n , Formelsammlung. 5
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Paares gleichartig sind. — (B eso n d ere r F a ll:  Zwei 
Dreiecke sind ähnlich, wenn sie zwei Seiten proportional 
und den Gegenwinkel der größeren gleich haben.)

5. Zwei H öhen eines Dreiecks verhalten sich um
gekehrt wie die zugehörigen Seiten, oder wie die rezi
proken Werte der Seiten und umgekehrt; also

h : h ' : h " =  — : : — =  b c : a c : ab  . a b c

6. a) Zieht man von zwei ä h n lic h  lie g e n d e n  
P u n k te n  bei zwei ähnlichen Vielecken Strahlen nach 
allen entsprechenden Ecken, so entstehen paarweis ähn
liche Dreiecke.

B e so n d e re r  F a ll: Durch die Diagonalen aus zwei 
entsprechenden Ecken werden zwei ähnliche Vielecke 
in paarweis ähnliche Dreiecke zerlegt.

b) Entstehen durch Strahlen, die man von zwei 
Punkten nacli den Ecken zweier Vielecke zieht, paar
weis ähnliche, in gleicher Reihenfolge liegende Dreiecke, 
so sind die Vielecke ähnlich und die beiden Punkte 
ähnlich liegend.

B eso n d ere  F ä lle : tx) Werden zwei Vielecke durch 
die Diagonalen aus zwei Ecken in paarweis ähnliche 
in gleicher Reihenfolge liegende Dreiecke zerlegt, so 
sind die Vielecke ähnlich.

ß) Zwei Parallelogramme sind ähnlich, wenn sie 
einen Winkel gleich und die einschließenden Seiten 
proportional haben.

7. Regelmäßige Vielecke von gleicher Seitenzahl 
siud ähnlich.

8. In  ä h n lic h e n  V ie lecken  sind entsprechende' 
Winkel einander gleich und entsprechende Längen



proportional; die Umfänge ähnlicher Vielecke verhalten 
sich daher wie entsprechende Seiten.

9. a) Sind zwei Vielecke in  p e rs p e k tiv is c h e r  
L age und n — 1 Seitenpaare (worunter keines, das mit 
einem Strahl zusammenfällt) parallel, so ist auch das 
n-te Paar parallel und die Vielecke sind ähnlich.

b) Sind zwei Vielecke ähnlich und zwei Seitenpaare 
parallel, so sind auch die übrigen parallel und die 
Vielecke sind in perspektivischer Lage.

10. a) Die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks 
ist m it t le re  P ro p o rtio n a le  zwischen der Hypotenuse 
und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt.

b) Die Höhe eines rechtwinkliger Dreiecks ist mittlere 
Proportionale zu den Hypotenusenabschnitten.

11. Ist in einem gleichschenkligen Dreieck die Basis 
gleich dem größeren Abschnitt des s te t ig  g e te il te n

2Schenkels, so ist der Winkel an der Spitze — R und
umgekehrt. (Bestimmungsdreieck des regelmäßigen Zehn
ecks.)

12. a) S ek an ten sa tz . Werden die Schenkel eines 
Winkels oder zweier Scheitelwinkel von einem Kreis 
geschnitten, so sind die Scheitelabschnitte des einen 
Schenkels innere, die des ändern äußere Glieder einer 
Proportion, d. h. das Produkt der Scheitelabschnitte ist 
konstant. (Potenz eines Punktes in Beziehung auf einen 
Kreis =  PO2 — r2.)

B e so n d e re r  F a ll:  Wird der eine Schenkel eines 
Winkels von einem Kreis geschnitten, der andere be
rührt, so ist das Quadrat des Tangentenabschnitts gleich 
dem Produkt der Scheitelabschnitte der Sekante.

b) Sind auf jedem Schenkel eines Winkels oder 
zweier Scheitelwinkel vom Scheitel aus je zwei Stücke

.5*

Proportionalität von Strecken, Ähnlichkeit. 67



68 Ebene Geometrie.

abgetragen und ist das Produkt der Abschnitte des 
einen Schenkels gleich dem Produkt der Abschnitte 
des ändern, so liegen die vier Endpunkte der Abschnitte 
auf einem Kreis.

B eso n d e re r P a ll:  Sind auf dem einen Schenkel 
eines Winkels zwei Abschnitte, auf dem ändern ein 
Abschnitt vom Scheitel aus abgetragen und ist das 
Produkt der Abschnitte des ersten Schenkels gleich 
dem Quadrat des Abschnitts auf dem zweiten Schenkel, 
so berührt der durch die Endpunkte der drei Abschnitte 
gelegte Kreis den zweiten Schenkel.

§ 33. Fliichenvergleichung, Inhaltsbeziehungen.
1. Parallelogramme und ebenso Dreiecke von gleicher 

Grundlinie und Höhe sind gleich.
2. Ein Dreieck ist halb so groß als ein Parallelo

gramm von gleicher Grundlinie und Höhe.
3. Ein Trapez ist inhaltsgleich mit einem Parallelo

gramm, wenn beide gleiche Höhe haben und wenn die 
Grundlinie des Parallelogramms gleich der Mittellinie 
des Trapezes ist. Trapeze sind gleich, wenn sie gleiche 
Höhe und gleiche Mittellinie haben.

4. D atum  für Parallelogramm und Dreieck: a, h, f2, 
für das Trapez: b +  d, h, f2.

5. Ein Kreis ist gleich einem Dreieck, dessen 
Grundlinie gleich dem Umfang und dessen Höhe gleich 
dem Halbmesser ist.

6. Parallelogramme und ebenso Dreiecke, die einen 
Winkel gleich haben, verhalten sich wie die Produkte 
der den gleichen Winkel einschließenden Seiten.

D atum : tx, (bc), f2.
7. Ähnliche Vielecke verhalten sich dem Inhalt 

nach wie die Quadrate entsprechender Längen.
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8. Das Quadrat über einer Kathete eines recht
winkligen Dreiecks ist gleich dem Rechteck ans der 
Hypotenuse und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt.

9. Das Quadrat über der Höhe eines rechtwinkligen 
Dreiecks ist gleich dem Kechteck aus den Hypotenusen
abschnitten.

10. P y th a g o re is c h e r  L e h rsa tz :
a) Im  re c h tw in k lig e n  D re ieck  ist das Quadrat 

über der Hypotenuse gleich der Stimme der Quadrate 
über den Katheten.

b) A llg e m e in e r P y th a g o re is c h e r  L e h rs a tz :  
Konstruiert man über den Seiten eines rechtwinkligen Drei
ecks ähnliche Figuren, so ist die Figur über der Hypo
tenuse gleich der Summe der Figuren über den Katheten.

c) P y th a g o re is c h e r  L e h rsa tz  fü r  das s c h ie f 
w in k lig e  D re ieck : Das Quadrat über einer Dreiecks
seite ist gleich der Summe der Quadrate der ändern 
Dreiecksseiten vermehrt oder vermindert um das doppelte 
Rechteck aus einer dieser Seiten und der Projektion 
der ändern auf sie, je nachdem der Gegenwinkel der 
ersten Seite stumpf oder spitz ist (vgl. § 48, 6).

11. P to le m ä isc h e r  L e h rs a tz , s. § 35, 22.

§ 34. Längen- nnd Flächenberechnungen.
1. Inhalt des Rechtecks: a • b.
2. Inhalt des Quadrats: a2.
3. Inhalt des Parallelogramms: ah .
4. Inhalt J  des Dreiecks: (a - j-b - f  e = 2 s ,  g Halb

messer des Inkreises, gr , q2 , gs Halbmesser des An
kreises an der Seite a, bzw. b, c)

a h
j  =  Y  = Q • s =  ei(s — a) =  & (s — b) =  e3(s — c)

=  Vs(8 - a ) ( s - b ) ( s - c )  =  ^ .
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h(b +  d)
5. Inhalt des Trapezes: ---- ------ .

6. Inhalt des regelmäßigen n-Ecks: — ——-  .

7. Umfang des Kreises:

2 r j i  =  d7 i; 3 ,1416; = — j  .

d2
8. Inhalt des Kreises: r 2 n  =  — n  .4

9. Bogen : 2 r ^  =  a ° :3 6 0 ° ;  Bogen =  •

, a ° r 2ji br
10. Sektor : r 2;i =  ix0:3600; Sektor =  0 =  — .

11. Bogenlänge im Kreis vom Halbmesser 1:
.  a ° n  «°

a r Ca  ^  180° = T8Ö» '
71

R egelm äßige Vielecke:

12. D reieck.

r - f k - i y ä - S «



13. S echseck. 

r  =  a =  | - e / 3 ;  e =  | - / 3 = | - / 3

J  =  ̂ / 3  =  ^ / 3  =  2 e 2/ 3 .

14. Q uadra t.

r = -|V2 = ff/2; e =  \  =  ^
J =  a2 =  2 r 2 =  4 e 2. 

15. A ch teck .

i  =  |_ / 4  +  2 / 2 = e f 4 - 2 / 2

, = | ( / 2 + i ) = i - i ^ r ? i  

a =  r ] /2 - / 2  =  2 e ( / 2 - l )  
J =  2 a 2( /2  +  l )  =  2 r 2/ 2  =  8 e 2( / 2 - l )  . 

16. F ünfeck . 

=  ^ l / 5 0  + 1 0 /5  =  e ( / 5 - l )

=  ^ } /25 +  10y5 =  | ( y 5  +  l )

=  ^-}/ 1 0 - 2 / 5  =  2 e ] / 5 - 2 / 5  

=  ( /5  +  l )  == | - ) / l 0  +  2 / 5  =  e / l 0  — 2 /5

=  —V 25+ 1 0 / 5  =  10 +  2 / 5  =  5 ß2/ 5  - -  2 / 5  .
4 o
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17. Zehneclc.

r =  | - ( / 5  +  l )  =  | - ) / 5 0 - 1 0 / 5

e =  | l / 5 +  2 y 5 = ^ } / 10 +  2 / 5

a =  y ( / 5 - l )  =  ^ ) / 2 5 - 1 0 / 5

J  =  ^ | / 5  +  2}/5 =  - ^ } / 1 0 - 2 l / 5  =  2 e 2/ 2 5 - 1 0 y 5 .

§ 35. Zusammenstellung von Daten; weitere Formeln.
A) D a tu m sb ez ieh u n g en . Wo nichts bemerkt ist, 

beziehen sie sich auf das Dreieck.
1. h , m, (ß — y ) .

| h +  k', a +  b, y .

| li — h', b — a, y .

3. a, r, ix .

1s — n, p,  cc . 

s ,  Q u  cc ■
5. a, h, f2.

Trapez: b +  d, h, f2.

6. I 8' 5 ’ * ' '
1 s — a, Qi, f2 .

Tangentenviereck: a +  b + o  +  ^i Qi f2-
7. (bc), cc, f2.
8. b2 — c2, (p +  q), (p — q) s. u. C17.



B) B e z ie h u n g e n  am re c h tw in k lig e n  D reieck .
9. b 2 =  a p , c2 =  a q , (a Hyp., p und q Abschn. 

derselben).
10. h 2 =  p q .
11. a* =  bJ - f  c2 ; a =  ]/b2 +  c2 .
12. b c  =  a h .

13. R a tio n a le  re c h tw in k lig e  D re ie c k e  sind be
stimmt durch
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a =  u2 -f- v2 , b =  u 2 — v2 , c =  2 u v .

u V u 2 -f- V2 
a

u2 — V2 
b

2 u v
c

2 1 5 3 4
3 1 10 8 6
3 2 13 5 12
4 1 17 15 8
4 2 20 12 16
4 3 25 7 24
5 1 26 24 10
5 2 29 21 20

C) B ez ieh u n g en  am sc h ie fw in k lig e n  D reieck .
14. b p  =  cq  (p Projekt, von c auf b, q Projekt, 

von b auf c).
15. a 2 =  b 2 -f- c2+ 2  c q (Pyth. Lehrsatz für das 

schiefwinklige -d), (q Projekt, von b auf c). « § R .
16. b c =  2 r  h .
17. b2 — c2 =  Pi — q? (Pi und qx Projekt, von 

und c auf a).
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■ a2 +  4 12 — 2 (b2 +  c2)
lg  4(t2 +  t,2 +  t"2) =  3(a2 +  b2 +  c2)

a2 =  A ( 2 t '2 +  2 t//2-  t2) .

19. m2 =  b c — v w (v und w Abschnitte der Seite a, 
erzeugt durch Winkelhalbierende m).

20. D re ieck sin h a lt s. § 344.

[ Q ■ Q i ■ Q i ■ Qs =  J2

2 1 '  -  +  -  +  -  =  - •  
l  ? i  Qi Qs Q

22. S ehnenviereck  (Ptolemäischer Lehrsatz) 
ee! =  a c 4 -h d  .

Inhalt des Sehnenvierecks:

y (s_ a ) ( s -  b) (s — c) (s — d ) ,
. a +  b-(-c +  d ■wobei s = -------- -------- .

§ 36. Geometrische Örter.
A) Der geometrische O rt fü r einen P unk t, der
1. von einem Punkt A die Entfernung r hat, ist 

die Kreislinie um A mit r;
2. von einer Geraden L auf bestimmter Seite der

selben die Entfernung h hat, ist die Parallele zu L auf 
jener Seite im Abstand li;

3. von zwei Punkten A und B gleiche Entfernung 
hat, ist das Mittellot zu AB;

4. von den Schenkeln eines Winkels gleichen Ab
stand hat. ist die Halbierungslinie des Winkels;
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5. von zwei Parallelen gleichen Abstand hat, ist 
die Parallele im mittleren Abstand.

B) Der geometrische O rt fü r  den M itte lp u n k t 
e in e s  K re ise s , der

6. den Halbmesser r  hat und durch Punkt A geht, 
ist die Kreislinie um A mit r;

7. den Halbmesser r hat und die Gerade L auf 
bestimmter Seite berührt, ist die Parallele im Abstand r 
auf jener Seite;

8. durch die Punkte A und B gehen soll, ist das 
Mittellot zu AB;

9. die Schenkel eines Winkels berühren soll, ist die 
Halbierungslinie des Winkels;

10. zwei Parallelen berührt, ist die mittlere Parallele;
11. eine Gerade L im Punkte A berührt, ist das 

Lot zu L in A;
12. eine Kreislinie im Punkte A berührt, ist die 

Verbindungslinie des Mittelpunkts mit A;
13. den Halbmesser o hat und eine Kreislinie K 

vom Halbmesser r  von außen oder innen berührt, ist 
ein zu K konzentrischer Kreis mit dem Halbmesser 
r  -j- q oder r — q , bzw. q — r.

C) Der geometrische O rt fü r  d ie  S p itzen  a l le r  
D re ieck e  auf derselben Seite über der gemeinsamen 
Grundlinie a mit

14. demselben Winkel <x an der Spitze, ist der 
Kreisbogen über a, welcher den Winkel a  faßt;

15. dem gleichen Inhalt, ist eine Parallele zur 
Grundlinie;

16. demselben Verhältnis m :n  für die Seiten b 
und c ist ein Halbkreis über der Strecke zwischen den 
beiden Punkten, welche a innerlich und äußerlich im 
Verhältnis m : n teilen (Satz des Apollonius).
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In einem Dreieck schneiden sich
1. die M itte llo te  zu den  S e iten  in einem Punkt, 

der von den Ecken gleiche Entfernungen hat (U m kreis- 
m it te lp u n k t 0);

2. d ie  H a lb ie ru n g s lin ie n  d e r W inkel in 
einem Punkt, der von den Seiten gleiche Entfernungen 
hat ( In k re is m itte lp u n k t 31); desgleichen die Hal
bierungslinie eines Winkels und die der beiden Außen
winkel an der Gegenseite (A n k re ism itte lp u n k te  Mlt
■̂2 ) ^3 )*

3. die S c h w e rlin ie n  (Seitenhalbierende Trans
versalen) in einem Punkt und teilen sich gegenseitig 
im Verhältnis 2 :1  (S ch w erp u n k t S);

4. die H öhen in einem Punkt (H ö h e n sc h n itt
p u n k t H).

In einem Dreieck liegen:
5. der Höhenschnittpunkt, der Schwerpunkt und 

der Umkreismittelpunkt in gerader Linie, und es ist 
hierbei IIS : SO =  2 :1 ;

6. die drei Fußpunktc der Höhen, die drei Hal
bierungspunkte der Seiten und die drei Halbierungs
punkte der oberen Höhenabschnitte auf einem Kreis 
(F euerbachscher Kreis).

§ 38. Harmonische Teilung.
1. Wenn die Strecke AB durch die Punkte P 

und Q innerlich bzw. äußerlich nach demselben Ver
hältnis geteilt ist, dann heißen A, B, P, Q, h a rm o 
n isc h e  P u n k te ; A und B, ebenso P  und Q heißen 
zu g eo rd n e t. — PQ wird ebenfalls durch A und B 
in gleichem Verhältnis geteilt.

§ 37. Besondere L inien und P unk te am Dreieck.
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2. Gehen die Strahlen eines Büschels durch vier 
harmonische Punkte, so heißt dasselbe ein h a rm o 
n isc h e s  B ü sch e l; je zwei Strahlen, welche durch zwei 
zugeordnete Punkte gehen, heißen selbst zugeordnet.

3. Zu einem Teilpunkt einer Strecke gibt es nur 
einen harmonisch zugeordneten Punkt; zu einem Teil
strahl eines Winkels gibt es nur einen harmonisch 
zugeordneten Strahl.

4. Der zum Halbierungspunkt einer Strecke (in 
bezug auf die Endpunkte) harmonisch zugeordnete 
Punkt ist der unendlich ferne Punkt; der zur Hal
bierungslinie eines Winkels in bezug auf die Schenkel 
harmonisch zugeordnete Strahl ist das Lot zur Hal
bierungslinie.

5. a) W enn m an zu einem  S tra h l  e ines 
h a rm o n isch en  B ü sch e ls  e ine P a ra l le le  z ieh t, 
so w ird  das S tü ck  d e rse lb e n  zw isch en  dem 
ä n d e rn  P a a r  z u g e o rd n e te r  S tra h le n  von dem  zum 
e rs te n  z u g e o rd n e te n  S tra h l  halbiert. (Bestimmung 
des vierten harmonischen Elementes zu drei gegebenen.)

b) Umgekehrt: Werden durch drei Strahlen eines 
Büschels auf einer Geraden gleiche Strecken abge
schnitten und ist der vierte Strahl dieser Geraden 
parallel, so bilden die vier Strahlen ein harmonisches 
Büschel.

6. Jed e  G erade  sc h n e id e t e in  h a rm o n isc h e s  
B üsch e l in h a rm o n isch en  P u n k ten .

7. In einer Nebenecke eines v o lls tä n d ig e n  
V iereck s wird der Winkel zweier Gegenseiten durch die 
Strahlen nach den ändern Nebenecken harmonisch geteilt.

8. Auf einer Nebenseite eines v o lls tä n d ig e n  
Vierseits wird der Abstand zweier Gegenecken durch 
die ändern Nebenseiten harmonisch geteilt.
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8- § 2k» 11 •
10. Ist M Halbierungspunkt der durch P und Q 

harmonisch geteilten Strecke AB, so ist:
AM2 =  MP • MQ.

§ 39. Kreispolaren.
1. Sind A, B, P, Q vier harmonische Punkte und 

beschreibt man über der Entfernung AB des einen zu
geordneten Paares als Durchmesser einen Kreis und 
errichtet in P  ein Lot auf AB, so heißt dieses Lot 
die P o la re  von Q in Beziehung auf den Kreis. — 
Ebenso ist das Lot in Q die Polare von P ; P  und Q 
heißen z u g e o rd n e te  Pole.

2. Die B e rü h ru n g sse h n e  der von einem Punkt 
an einen Kreis gezogenen Tangenten ist Polare jenes 
Punktes. — Eine Tangente ist Polare ihres Berührungs
punktes. — Die Polare des Mittelpunktes ist die un
endlich ferne Gerade und der Pol eines Diu'chmessers 
ist ein unendlich ferner Punkt.

3. D ie P o la ren  a l le r  P u n k te  e in e r  G eraden  
sch n e id en  sich  in  einem  P u n k t, dem P o le  d ie se r  
G eraden.

4. Die P o le  a l le r  d u rc h  einen  P u n k t g eh en d en  
G eraden  lie g e n  auf e in e r  G eraden , d e r P o la re n  
d ieses  P u n k te s .

5. Die Polare des Schnittpunktes zweier Geraden 
ist die Verbindungslinie der Pole derselben.

6. Der Pol der Verbindungslinie zweier Punkte ist 
der Schnittpunkt der Polaren derselben.

7. Jed e  d u rc h  e in en  P u n k t geh en d e  S ekan te  
w ird  d u rch  d iesen , d u rc h  se in e  P o la re  und die 
K re is lin ie  h a rm o n isch  g e te ilt.

9. Harmonische Proportion, harmonisches Mittel
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8. In jedem S eh n e n v ie re c k  ist eine Nebenecke 
der Pol zur Verbindungslinie der beiden ändern Neben
ecken.

9. In jedem T a n g e n te n v ie rs e it  ist eine Neben
seite die Polare zum Schnittpunkt der beiden ändern 
Nebenseiten.

§ 40. Ceva-, Menelaos-, Pascal-, Brianchon-Satz.
1. S atz  des Ceva: Schneiden sich drei Eck

transversalen eines Dreiecks in einem Punkt innerhalb 
oder außerhalb des Dreiecks, so ist das Produkt dreier 
nicht aneinanderliegender Seitenabschnitte gleich dem 
Produkt der drei ändern. —  (Umkehrung).

2. S atz  des M enelaos: Schneidet eine Trans
versale eines Dreiecks die drei Seiten oder ihre Ver
längerungen, so ist das Produkt dreier nicht aneinander
hegender Seitenabschnitte gleich dem Produkt der drei 
ändern. — (Umkehrung).

3. Satz  des P a sc a l: Die drei Schnittpunkte je 
zweier Gegenseiten eines Sehnensechsecks hegen in 
einer Geraden.

4. Satz des B rian ch o n : Die drei Verbindungs
linien je zweier Gegenecken eines Tangentensechsecks 
schneiden sich in einem Punkt.

§ 41. Ähnlichkeitspunkte, Potenzlinien (Chordalen).
1. Zieht man in zwei Kreisen zwei gegenläufige 

oder gleichläufige parallele Halbmesser, so geht die 
Verbindungslinie der Endpunkte jedes Paares stets 
für sich durch denselben festen Punkt. Diese beiden 
Punkte teilen die Zentrale innerlich und äußerlich im 
Verhältnis der Halbmesser; sie heißen in n e re r  bzw. 
ä u ß e re r  Ä h n lic h k e itsp u n k t.
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2. S atz  des M onge: Die drei äußeren Ähnlichkeits
punkte dreier Kreise, ebenso je zwei innere und ein 
äußerer liegen auf einer Geraden (Ä h n lich k e itsach se).

3. Die P o te n z lin ie  zweier Kreise (d. h. die 
gerade Linie deren sämtliche Punkte in bezug auf 
zwei Kreise gleiche Potenz haben, s. § 32,12a.) steht 
senkrecht auf der Zentrale. Wenn gemeinschaftliche, 
gleichartige Tangenten vorhanden sind, halbiert sie 
dieselben; schneiden oder berühren sich die Kreise, so 
ist die Potenzlinie gemeinschaftliche Sekante oder 
Tangente im Berührungspunkt; sind die Kreise kon
zentrisch, so liegt sie in unendlicher Entfernung. Die 
von einem Punkt der Potenzünie an die beiden Kreise 
gezogenen Tangenten sind einander gleich.

4. Die Potenzlinien je zweier von drei gegebenen 
Kreisen schneiden sich in einem Punkt, dem P o te n z 
o d er C h o rd a lp u n k t derselben, oder sie sind parallel.
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§ 42. Gerade Linien und Ebenen.
1. a) Eine Gerade ist einer Ebene parallel, wenn 

sie einer in der Ebene liegenden Geraden parallel ist.
b) Ist eine Gerade einer Ebene parallel, so schneidet 

jede durch die Gerade gelegte Ebene die erste Ebene 
in einer parallelen Geraden.

c) Ist eine Gerade einer Ebene parallel und zieht 
man durch einen Funkt der Ebene eine Parallele zu 
der Geraden, so fällt die Parallele ganz in die Ebene 
hinein.

2. a) Legt man durch jede von zwei Parallelen 
eine Ebene, welche die andere schneidet, so ist die 
Schnittlinie der beiden Ebenen den beiden Geraden 
parallel.

b) Sind zwei Geraden einer dritten parallel, so sind 
eie einander selbst parallel.

3. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten 
geschnitten, so sind die Schnittlinien parallel.

4. Sind die Schenkel zweier Winkel parallel, so 
sind auch ihre Ebenen parallel.

5. Sind die Schenkel zweier Winkel parallel und 
beide Paare gleichläufig oder beide gegenläufig, so sind 
die Winkel gleich; ist das eine Schenkel paar gleich-, 
das andere gegenläufig, so sind die Winkel supplementär.

B ü r k l e n ,  F o r m e l s a m m lu n g .  6
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6. Sind zwei Ebenen einer dritten parallel, so sind 
sie einander selbst parallel.

7. a) Steht eine Gerade zu zwei Geraden einer 
Ebene senkrecht, so steht sie auf allen in der Ebene 
liegenden Geraden senkrecht, d. h. sie ist senkrecht 
zur Ebene.

b) Alle Geraden, welche in demselben Punkte zu 
einer Geraden senkrecht sind, liegen in einer Ebene, 
die senkrecht ist zu der Geraden.

8. Zu einer Ebene läßt sich durch einen Punkt 
auf oder außerhalb derselben nur ein Lot ziehen.

9. Zu einer Geraden läßt sich durch einen auf 
oder außerhalb derselben gelegenen Punkt nur eine 
senkrechte Ebene legen.

10. a) Jede Ebene durch ein Lot zu eine.- Ebene 
ist zu dieser Ebene senkrecht.

b) Eine Gerade, welche innerhalb einer von zwei 
zueinander senkrechten Ebenen senkrecht zu deren 
Schnittlinie ist, ist auch senkrecht zur ändern Ebene.

c) Eine Gerade, welche senkrecht zu einer von 
zwei senkrechten Ebenen ist, fällt ganz in die andere 
oder ist ihr parallel.

d) Sind zwei sich schneidende Ebenen senkrecht 
zu einer dritten, so ist auch ihre Schnittlinie senkrecht 
zur dritten.

11. Ist ein Winkel, dessen einer Schenkel in der 
Projektionsebene liegt, ein E , so ist auch seine Projektion 
ein R; umgekehrt ist die Projektion ein R, so ist der 
Winkel selbst ein R.

12. a) Stehen zwei Geraden auf derselben Ebene 
senkrecht, so sind sie parallel.

b) Ist die eine von zwei parallelen Geraden senk
recht zu einer Ebene, so ist es auch die andere.
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13. a) Stehen zwei Ebenen auf derselben Geraden 
senkrecht, so sind sie parallel.

b) Ist die eine von zwei parallelen Ebenen zu einer 
Geraden senkrecht, so ist es auch die andere.

14. Das Lot von einem Punkt auf eine Ebene ist 
die kürzeste Strecke zwischen Punkt und Ebene und 
umgekehrt.

15. Diejenigen Strecken zwischen einer Ebene und 
einem Punkt außerhalb derselben sind einander gleich, 
deren Endpunkte von der Projektion des ersten Punktes 
gleichweit entfernt sind, und umgekehrt.

Die gleichen Strecken machen mit der Ebene gleiche 
Winkel und umgekehrt.

16. Yon zwei von einem Punkt nach einer Ebene 
gezogenen Strecken ist diejenige die kleinere, deren 
Endpunkt näher bei der Projektion jenes Punktes liegt, 
und umgekehrt.

Die kleinere der Strecken macht mit der Ebene 
den größeren Winkel und umgekehrt.

17. Der Neigungswinkel einer Geraden gegen eine 
Ebene ist kleiner als der Winkel der Geraden mit 
irgend einer Geraden in der Ebene.

18. Alle parallelen Strecken zwischen zwei parallelen 
Ebenen sind gleich und machen mit derselben Ebene 
gleiche Winkel.

19. Die kürzeste Strecke zwischen zwei wind
schiefen Geraden ist diejenige, die auf beiden Geraden 
senkrecht steht.

20. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten 
geschnitten, so sind:

a) entsprechende Keile ]
b) innere Wechselkeile > einander gleich,
c) äußere Wechselkeile I

6*
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und d) innere Gegenteile , ,\ o n  -i betragen zusammene) äußere Gegenkeile > . , ,'  . , , . ,, I zwei rechte Keile.f) gemischte Wechselkeile j
Jeder der sechs Sätze ist umkehrbar.

§ 43. Kugel-, Zylinder-, Kegelfläche.
A) L ag eb ez ieh u n g en .

1. Ein Punkt liegt innerhalb, auf, außerhalb einer 
Kugel, eine Gerade und ebenso eine Ebene schneidet, 
berührt, liegt ganz außerhalb der Kugel, je nachdem
der Mittelpunktsabstand = r  ist. (r Halbmesser.)

2. Ein Punkt und ebenso eine zur Achse parallele 
Gerade liegt innerhalb, auf, außerhalb einer Zylinder
fläche, eine zur Achse nicht parallele Gerade und eine 
zur Achse parallele Ebene schneidet, berührt sie, trifft
sie nicht, je nachdem der Abstand von der Achse == r  
ist. (r Grandkreishalbmesser.)

3. Eine durch die Spitze eines Kegels gehende 
Gerade liegt innerhalb, auf, außerhalb einer Kegelfläche, 
eine durch die Spitze gehende Ebene schneidet, berührt 
sie, trifft sie nicht, je nachdem der Winkel der Geraden
oder der Ebene mit der Achse =  der erzeugende 
Winkel cc ist.

4. Eine Ebene, welche eine Kugel schneidet, schneidet 
sie in einer Kreislinie. —  Eine zur Achse parallele 
Schnittebene einer Zylinderfläche schneidet diese in 
zwei zur Achse parallelen Mantellinien. — Eine durch 
die Spitze eines Kegels gehende Schnittebene schneidet 
die Kegelfläche in zwei Mantellinien.

5. Eine Berührungsebene an eine Kugel ist (u. a.) 
bestimmt durch zwei Tangenten im Berührungspunkt,
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eine Berührungsebene an eine Zylinder- und ebenso 
an eine Kegelfläche ist bestimmt durch Berührungs- 
manteLlinie und Grundkreistangente.

6. Das Lot vom Kugelmittelpunkt auf eine Kugel
kreisebene, Berührungsebene, Sehne der Kugel geht 
bzw. durch den Kreismittelpunkt, Berührungspunkt, 
Halbierungspunkt derselben.

Umkehrungen.
7. Zwei Kugeln berühren sich, wenn sie einen 

Punkt der Zentrale gemeinschaftlich haben, und um
gekehrt.

Die Zentrale zweier sich berührender Kugeln ist 
gleich der Summe oder gleich der Differenz der Halb
messer.

8. Ein Punkt der Kugelfläche ist Pol eines Kugel
kreises, wenn er von drei Punkten desselben gleiche 
sphärische Entfernungen hat; er ist Pol eines Groß
kreises, wenn er von zwei Punkten desselben sphärische 
Entfernungen von 90° hat.

B) G rö ß en b ez ieh u n g en .
9. Der Großkreisbogen ist die kürzeste Linie zwischen 

zwei Punkten auf der Kugelfläche.
10. Ist ein sphärisches Dreieck Polardreieck zu 

einem zweiten, so ist auch das zweite Polardreieck 
zum ersten.

11. Die Bogengrade der Seiten eines sphärischen 
Dreiecks ergänzen die Winkelgrade der entsprechenden 
Winkel des Polardreiecks und die Winkelgrade des 
sphärischen Dreiecks ergänzen die Bogengrade der 
entsprechenden Seiten des Polardreiecks zu 180°.

(Nr. 10 und 11 gelten ebenso für Dreikant und 
Polardreikant.)
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12. Zwei sphärische Dreiecke gleicher Kugeln oder 
zwei Dreikaute sind entsprechend gleich, wenn

a) zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel,
b) eine Seite und zwei anliegende Winkel,
c) die drei Seiten,
d) die drei Winkel,
e) zwei Seiten und der Gegenwinkel der einen 

gleich sind und der Gegenwinkel der ändern in beiden
zugleich =  90 0 ist,

f) zwei Winkel und die Gegenseite des einen 
gleich sind und die Gegenseite des ändern in beiden
zugleich = 9 0 °  ist.

13. In jedem sphärischen Dreieck und jedem Dreikant
a) hegen gleichen Seiten gleiche Winkel gegenüber 

und umgekehrt,
b) liegt dem größeren Winkel die größere Seite 

gegenüber und umgekehrt,
c) sind zwei Seiten zusammen größer als die dritte,
d) sind zwei Winkel zusammen kleiner als der 

um 2 R vermehrte dritte,
e) ist, wenn die Summe zweier Seiten ^  180°, auch 

die Summe der Gegenwinkel 180° und umgekehrt.
14. Ein sphärisches Zweieck verhält sich zur Kugel

oberfläche wie sein Winkel zu 4 R ; oder
sphärisches Zweieck =  2 R2 arca  .

15. Der Inhalt des sphärischen Dreiecks verhält sich 
zur Kugeloberfläche wie der sphärische Exzeß zu 8 R ; oder

sphärisches Dreieck =  R 2 arc(<% +  ß +  f  — 2 R ) .
16. In einem sphärischen Dreieck liegt
a) die Summe der Winkel zwischen 2 R  und 6R ,
b) die Summe der Seiten zwischen 0 und 4 R.
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§ 44. Geometrische Örter.
1. Eine um Punkt A mit dem Halbmesser r  be

schriebene Kugel ist geometrischer Ort
a) für jeden Punkt, der von A den Abstand r hat,
b) für jede Gerade, die von A den Abstand r hat,
c) für jede Ebene, die von A den Abstand r hat,
d) für den Mittelpunkt jeder Kugel vom Halb

messer r , die durch A geht.
2. Eine um die Gerade L als Achse mit dem 

Grundkreishalbmesser r beschriebene Zylinderfläche ist 
geometrischer Ort

a) für jeden Punkt, der von L den Abstand r hat,
b) für jede Gerade, die von L den Abstand r  hat,
c) für jede Ebene, die von L den Abstand r hat,
d) für den Mittelpunkt jeder Kugel vom Halb

messer r, die L berührt.
3. Eine Kegelfläche mit der Achse L, der Spitze A 

und dem erzeugenden Winkel <x ist geometrischer Ort
a) für jede durch A gehende Gerade, welche mit 

L den Winkel a  bildet,
b) für jede durch A gehende Ebene, welche mit L 

den Winkel a  bildet,
c) für jede durch A gehende Ebene, welche mit 

einer zu L senkrechten Ebene den Winkel R — a. bildet.
4. Eine zu einer Ebene E im Abstand r  auf einer 

Seite derselben parallel gelegte Ebene ist geometri
scher Ort

a) für jeden Punkt auf dieser Seite, der von E 
den Abstand r  hat,

b) für jede parallele Gerade auf dieser Seite, die 
von E den Abstand r hat,

c) für den Mittelpunkt jeder Kugel auf dieser Seite, 
die E berührt und den Halbmesser r  hat,
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d) für die Achse jedes Zylinders auf dieser Seite, 
der den Grundkreishalbmesser r  hat und E berührt.

5. Die Mittellotebene zu einer Strecke AB ist 
geometrischer Ort

a) für jeden Punkt, der von A und B gleiche Ent
fernungen hat,

b) für jede Gerade, die von A und B gleiche Ent
fernungen hat und mit AB einen rechten Winkel bildet,

c) für den Mittelpunkt jeder Kugel, die durch A 
und B geht.

6. Die Mittellotebene zu einem Winkel ABC ist 
geometrischer Ort

a) für jeden Punkt, der von den Schenkeln gleichen 
Abstand hat,

b) für jede durch B gehende Gerade, die mit den 
Schenkeln gleiche Winkel bildet,

c) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche beide 
Schenkel berührt.

7. Die Halbierungsebene eines Keils (MQ) ist geo
metrischer Ort

a) für jeden Punkt, der von M und Q gleichen 
Abstand hat,

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche M 
und Q berührt.

8. Das Lot zur Ebene eines Dreiecks ABC im 
Umkreismittelpunkt 0  desselben ist geometrischer Ort

a) für jeden Punkt, der von A, B und C gleiche 
Abstände h a t, '

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, die durch A, 
B und C geht.

9. Das Lot zur Ebene eines Dreiecks ABC im 
Inkreismittelpunkt oder einem Ankreismittelpunkt des
selben ist geometrischer Ort
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a) für jeden Punkt, der von den drei Seiten gleiche 
Entfernungen hat,

b) für den Mittelpunkt jeder Eugel, welche die 
drei Seiten berührt.

10. Die Schnittlinie dei* drei Mittellotebenen der 
Seiten eines Dreikants ist geometrischer Ort

a) für jeden Punkt, der von den drei Kanten gleiche 
Abstände hat,

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die 
drei Kanten berührt. Die Schnittlinie ist Achse des 
dem Dreikant umbeschriebenen Kegels.

11. Die Schnittlinie der Halbierungsebenen der drei 
Keile eines Dreikants ist geometrischer Ort

a) für jeden Punkt, der von den drei Seitenflächen 
gleichen Abstand hat,

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die 
drei Seitenflächen berührt.

Die Schnittlinie ist Achse des dem Dreikant ein
beschriebenen Kegels.

§ 45. Sätze über Polyeder. Formeln für Oberflächen, 
Rauminhalte.

A) A llg em ein e  Sätze.
1. E u le rs  Satz: Bei jedem Vielflächner ist die 

Summe der Anzahl der Ecken und Flächen um 2 größer 
als die Zahl der Kanten,

E +  F =  K +  2 .
2. Die Anzahl der Kanten ist halb so groß als die 

der Winkel,

K =  — W .
2
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3. Ein P a r a l le ls c h n i t t  einer Pyramide ist ein 
der Grundfläche ähnliches Yieleck und es verhält sich 
der Inhalt des Parallelschnittes zu dem der Grundfläche 
wie die Quadrate ihrer Entfernungen oder derjenigen 
entsprechender Ecken von der Spitze der Pyramide.

4. S atz  des C av a lie ri: Haben zwei Körper gleiche 
Höhe und gleiche Grundflächen und sind alle Parallel
schnitte, die in denselben Entfernungen von den ent
sprechenden Grundflächen gelegt sind, einander gleich, 
so sind die Körper selbst inhaltsgleich.

5. Ähnliche Körper verhalten sich der Oberfläche 
nach wie die Quadrate, dem Inhalt nach wie die Kuben 
entsprechender Längen.

B) B erech n u n g en .
M Mantel, 0  Oberfläche, G Grundfläche, Q Quer

schnitt, h Höhe, r  Grundkreishalbmesser, R Kugel
halbmesser, a, b, c Kanten, s Hantellinie, S Mittel
schnitt, Y Rauminhalt.

6. Q uader: 0  =  2( ab  +  b c  +  c a ) ;
Y = a b c  .

7. P r i s m a :  V = G - h  =  Q - s .

8. P y r a m id e :  V =  G* — .
ü

9. Z y l i n d e r :  M =  2 r 7 r h ;
0  =  2 r j i ( h  +  r ) ;  V = r a 7ih .

Für den H o h l z y l i n d e r :  V = ( r 2— r2)7 ih .
10. Kegel :  M =  r j r s ;  0  =  r n  (s +  r) ;

s = / r 2 +  h 2 ; V - i r * * h .
o
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11. P y ra m id e n ru m p f:

12. K eg e lru m p f:

V =  - |(G + y G G “ +  G1) .

M = ( r  +  r1)7is =  2 p 7 ih  
(p Mittellot zur Mantellinie bis zur Achsc);

V = ^ ( r 2- f r r 1+ r ? ) .

13. P r ism a to id :

V = ^ - (G  +  G1 +  4 S ) .

14. S c h ie fa b g e sc h n itte n e s  d re ise it. P rism a :

T _ Q . * - i ± ± - ° .

15. K ugel: 0  =  4 R 2:r ;  V =  ^ ^  71 \
ö

K ugelzone: 0  =  2 R j r h ;

V = ^ ( 3 r 2 +  3 r 2 +  h2) ;

K u g e la b sc h n itt:
0  =  2 R jr h  =  (r2 +  h2) n  ;

V =  ̂ ( 3  r 2+ h 2) (3 R —h ); 

2
K u g e la u s sc h n itt :  V =  — R 2j i h ;

o
r r  i w  - 1  1 7  T l R 3 - « 0K u g e lk e il: Y -  2?()0 ; ■

4
E llip so id : V —-—?z a b c ;ü
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D re h u n g se llip so id : — j i a b 2(2a Drehachse);
1

D re h u n g sp a ra b o lo id : V =  — r 27 th ;
u

A b g estu m p fte s  D re h u n g sp a ra b o lo id : 

V = 4 ^ ( E 2 +  r 2)h
Ca

(R, r  Halbmesser der Endflächen, h Höhe);
W ulst: V = 2 jz 2R r 2 ; 0  =  4 jr2R r 

(r Halbmesser des gedrehten Kreises, R Abstand seines 
Mittelpunktes von der Drehachse);

S ch ie f a b g e s c h n it te n e r , g e ra d e r  K re is 

z y lin d e r : V =  n  r2^  ; M ^ y i r ^ + l ^ )
u

(ht kürzeste, h2 längste Mantellinie);

Z y lin d e rh u f: V =  —  [a(3 r2—a2) +  3 r 2(b—r)g?];
o  D

M =  ^ [ ( b - r ) « p  +  a]

(h längste Mantellinie, 2 a Hufkante, b Länge des Lotes 
vom Fußpunkt von h auf 2 a, 2 cp Länge des Bogens 

bezogen auf den Halbm. l).
16. G u ld in s  Sätze, a) Die Oberfläche einer Dreh

fläche ist gleich dem Produkt aus der Länge der er
zeugenden Linie und dem Wege des Schwerpunktes 
derselben.

Besteht die Erzeugende 1 aus den Teilen lt , 1̂ , 13 . . . ,  
deren Schwerpunkte die Abstände sx, s2, s3 . . .  von der 
Achse haben, während der Abstand des Gesamtschwer
punktes der Erzeugenden s ist, so ist

s 1 =  Si lj +  s2 lj s313 +  . . .



b) Der Inhalt eines Drehkörpers ist gleich dem 
Produkt aus dem Inhalt der erzeugenden Fläche und 
dem Weg des Schwerpunktes derselben.

Zerlegt man die erzeugende Fläche i in die Teile it , 
i , , ig . . .  und sind die Achsenabstände der Schwerpunkte 
der ganzen Fläche und der Teile s, s2, s3 . . . ,  so ist 

s i = s 1 i1 +  s2 i2 +  s3 i3 +  . . .
17. R eg e lm äß ig e  K örper. R Halbmesser der 

umbeschriebenen, r  derjenige der einbeschriebenen Kugel, 
a Kante.
T e tra e d e r :  R == ŷ 6 ; r  =  —  / 6  ;

4: 12

W ürfe l: R =  | - / 3 ;  r  =  ;

0  =  6 a2 ; V =  a8.

O k taed er: R =  y / 2 ;  r = ^ - / 6 ;

0  =  2 a 2/ 3 ;  Y = ^ / 2 .O

D odekaeder: R =  y  ( l  +  / 5 )  / §  ;

a 1 / 5O +  2 2 / 5  
r = — ^ i -  =  ac tg36°cos36°;

0  =  3 a2}/ 5 (ö +  2/ 5) ;
^  1 2 F - r
V =  -— -—  =  4 F • r  (F Seitenfläche) 

a8
«= j  (15 +  7 / ö )  =  5 a8 ctg2 36° cos 36°.

Sätze über Polyeder. 93
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Ik o sa e d e r: R = - - ) / 2 ( 5 + / 5 ) ;

a 1/ 7 4 - 3 / 5  a 3 + / 5
r “' 2  r 6 ~  T ’ •/§

2 acos236°

ys ;
O =  5 a2 / 3  ;

=  cos2 36°. ü



Ebene Trigonometrie.

b) Am Koordinatensystem (r Fahrstrahl, x und v  
Abszisse und Ordinate).

I. Gouiometrie.
§ 46. Funktionen einfacher Winkel.

1. E rk lä ru n g  d er F u n k tio n en ,
a) Am rechtwinkligen Dreieck (a Hypotenuse, 

b und c Katheten).
. b b

sm ß ~  ~  > * g ß = ~ ' ,  
d i  l«

c c
cos /? =  -  ; ctg ß =  — ;

o acosec ß  =  — ;

o asec ß =  — . 
n
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y y
sin oc =  — ; tg «  =  — ;

r x
■

x  x
cos oi — — : ctg «.==—.

r y
D er s in  h a t  das V orze ichen  d e r  O rd ina te ,  

d e r  cos das d e r  A bsz isse ,  tg  u n d  c tg  haben 
g le ich es  V orzeichen.

c) Vorzeichen in den vier Quadranten:

II SÜ1 cos tg ctg

1 + + + +
II. + — — —

m. — — + +
IV. — + — —
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2. — oc R +  oc 2 R oc 3 R +  oc 4nR +  oc

sin — sin oc cos oc +  sin oc — cos oc sin (+  oc)

cos cos oc +  sin oc — cos cc +  sin oc cos(+<x)

tg — tg « +  ctg« ± t g « +  ctg« tg ( ± « )
ctg — ctg oc +  tg<x +  ctg oc +  tg « ctg(-fa)

3. Grenzwerte und besondere Werte:

O
o 

O
 

o 
s

oC
O

oO05 180° 270° 45° 30° 60°

sin 0 1 0 - 1
¥

1
2

cos 1 0 — 1 0
¥ ¥

1
2

tg 0 +  o o 0 +  o o 1 ¥ y s

ctg +  oo 0 +  °° 0 1
¥

4. Zusammenhang der Funktionen: 
sin2« cos2« =  1

. s in« 1tg  « = ------- =  ——cos « ctg «
cos« 1Ctg « =  —----  =  7----sin « tg  a  

tg «• ctg « =  1

1 -)-tg 2<* = —1 cos2a

1 4- c tg 2« =  —-V “ .1 °  sin2«
B O rk le n , Formelsammlung. 7
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]| sin «  | co s« t g « c tg «

s in «  =
tg« ! 1

y i  — cos2«
y i  +  tg 2a yi +  ctg2a

cos oc =
i c tg «

y i —sin2a yi+tg2« y i  +  ctg2a

tg «  =
sin <x y i — cos2« 1

y i — sin2a COS « c tg «

ctg «  —
y i — sin 2« cos« i

sin « y i — cos2« tg «

1.

«0

g 47. Fnnktionen zusammengesetzter Winkel.

sin (« ±  3) =  sin « cos ß ±  cos a sin ß 
cos (« +  ß) =  cos« cos ß +  sin x sin ß
tcr r «  4- =  tSlx±teß
s  ( — ß) 1 +  t g a t g ß

ctgactgjJJF l 
c g 0* ±  ß) ctg ß _j_ ctg «
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/ . . « asin 2 « =  2 sin «  cos« ; sin a  =  2  sm-^ cos ^

cos 2 « =  cos2« — sin2« ; cos« =  cos2 — sin2 ~
w  U

b) • tg 2 « =  -? -t| 4 - ;  t g « = -  " j -
l - t g ’ f

* „ Ctg2« — 1 .  Ctg2| - 1
c t s 2 “  =  - ^ t ^ - ; 0 *  =  ~ 7 7 ~ ‘2 c t g -

' ot
2 cos2« =  1  -)- cos 2  « ; 2  cos2 =  1 +  cos «

Cd

c) • 2  sin2« =  1  — cos 2  « ; 2  sin2 ~  =  1  — cos «dt
i /I  — cos 2  «  sin 2  « 1  — cos 2  «

. K l+ ,c o s 2 « l  +  c o s 2 «~ ~  sin 2 «
I s in 3 a  =  3 s in «  — 4 sin 3«

' | c o s 3 «  =  4 co s3« — 3 c o s a .
2. U m fo rm un g von Su m m en u n d  Dif fe renzen ,  

sin a +  sin ß — 2 sin * ^ cos g ^

• n o • * — ßsin « — sin ß =  2 cos — sm — ~ -

a) « 4 -8  « - 8  cos a +  cos 3  =  2  cos ~T cos —g-5-
-  6

£> o • aJrß  . « — ßcos« — cos ß =  — 2 sin — sin —— .
u 2

' cos « +  sin a =  sin (45° +  «) 
cos a — sin « =  VlT cos (45° -f- a)

b) i ± H - ts(45,+ * >
c tg  * +  .*■. =  c tg  (45° -  <x) . 
ctg a — 1

7*
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2

{ctg ec +  tg et =  . - - -  °  1 0  sm  2 et

ctg 01 — tg et =  2 ctg 2 e t.

II. Das Dreieck etc.
§ 48. Formeln über das schiefw inklige Dreieck.

<* +  ß +  y =  2R; ^  +  y  =  R
sin (ß +  y) =  sin (2 R — a) =  sin <x
cos (ß +  y) =  cos (2 R — a) =  — cos «

ß +  y . « \  «
sm = S m \ 2 / =COS2

/S +  y / a\ . <x 
cos—  =  c o B ^ ß - - J  =  s m - .

2. a : b : c =  sin « : sin ß : sin y . (Sinussatz.) 
a sin ß =  b sin a  =  h"

. b sin y =  c sin ß =  h (Höhenformel.) 
c sin «  =  a sin y =  h '.

— 7^—  =  — 7 ^ -5  =  — ^ —  =  2 r  sin er sin ß  sin y
• a =  2 r  sin et (Sehnenformel.)

b =  2r sin ß
c =  2 r sin y  .

a =  b cos y +  c cos ß
3. b =  c cos «  +  a cos y (Projektionssatz.)

n —  9. n n s  /? _L  V» p a q  /y



4.

101

f t  «• x J r ^  j a _|_b ° 2 (Nepersche
|  a —b ~  3 Gleichungen.)

Formeln über das schiefwinklige Dreieck.

g |  (b +  c) sin ^ a cos g (Molhreidesche

| ( b - c ) c o s }  =  a 8 i n t o :  Gleic^ en')

6. Pythagoreischer Lehrsatz für das schiefwinklige Dreieck:

1. a2 =  b* +  c2 — 2b  c - c o s « .
Folgerungen:

(b +  c)2 — 4b c cos2 ^
2. a2 =  <

(b — c)2 +  4 b c  sin2

a +  b +  c =  2s a — b +  c =  2(s — b) .
— a + b  +  c =  2(s — a) a + b  — c =  2(s — c).



3. Bin« = l/£EpE°j; «**1/^=1).
2 f' b c  ’ 2 f  b c

2 __________________
4. s in«  =  ^ y s ( s  — a)(s — b)(s — c) .

. «  1 / ( s - b )  ( s - c ) ____Q
2 }' s (s — a) s — a ’

7. Inhalt, In- und Ankreishalbmesser.
1. 2 J =  a b sin y =  b c sin a  =  c a sin ß  .

ab  c
2. J =  2 r 2 sin a  sin $ sin y — ——  .r  ' 4 r
3 |  J =  Vs (s — a) (s — b) (s — c)

1 = Q -s  =  e i (s — a) =  ß2 (s — b)==£.3 (s —c). 

4. ß • ßi • 02 • Qa =  J2 •

0 =  ( s - a ) t g |  =  ( s - b ) t g |  =  ( s - c ) t g |

oc ß y
ö i = stS 2 ; ^  =  s t g - ;  6>3 =  s t g - .

. oc . ß  . y £ =  4 r sin — sin sm —

i «  ß ys =  4 rc o s — cos-^cos—.
V U u  u

§ 49. Berechnungen.
I. D as re c h tw in k lig e  D re ieck .

(a Hypotenuse.)
. 1. Gegeben a, ß.

b =  a sin /?; c =  a cos ß  .
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2. Gegeben b, ß.

3. Gegeben a, b.

sin /? =  ^  , c =  a cos ß  — b ctg ß  ; c = y a s — b2.

4. Gegeben b, c.
„ b b c ,----------tg/S =  - ;  a =  —— — ------- a =  Vb2 +  c2c sin ß  cos ß  '

2 J  =  b c  =  a b c o s^  =  a b s in )’ =  bs tg j’ .

ü .  D as g le ic h sc h e n k lig e  D re ieck .
1. Gegeben b, ß .

a =  2 b cos ß ; h =  b sin ß  .
2. Gegeben a, oc.

3. Gegeben a und b.

cos/? =  ^ ;  n =  bsin£  =  | t g / J = j / b 2- i -  

J  =  b2 sin «  =  tg .

HE. D as re g e lm ä ß ig e  V ieleck .
1. Gegeben a.

a . 180°
r =  ö :sm----2 n

a 180° n a 2 180°
e = 2 ctg~ ; J = ^ - Ctg— •



2. Gegeben r.
„ . 180° 180° T nr* . 360°a =  2 r  sin---- - : p == r  cos------: J =  —— sin-------.n n 2 n
3. Gegeben q .

180° „ ,  180° _ 180°r  =  o :cos ------; a = 2 o t g -------; J =  n o 2tg -------.c n n n
IV. Segm ent.

_ r 27ra °  r 2

r2 .
A  =  y s m a

r2 / j t a u \ r 2 .
Segment =* — I J qqö — sin «J =  — (arc «  — sin a ) .

V. Das sch iefw ink lige  Dreieck.
1. Gegeben a, ß, y.

„ _ 180. - t S  +  ,K  „ =
sin a  sm a

2. Gegeben b, c, a .
ß-\-y  R oc oder:

2 2 b sin oc
c — b cos oc

15 2 b +  c % 2
o , o b sm «  c - b c o s a

O ß  +  y I P ~ ~ y  a =  ——— —-------- ^— .
P  =  —5---- 1---- zr~ sm ß  cos ß

ß + y  ß - y
. 2 2  

bsinoc 
a — . osm ß

(= yb2+ c 2- 2 bccosoc)
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3. Gegeben a, b, c.
1. J =  / s  (s — a) (s — b) (s — c) .

2 .  q  =  —. (2 s =  a +  b +  c)
s

105

o ...»  Q  . ^  ß  e . 7 _  9 
3- g 2 ~ s - a ’ 2 s — b ’ 2 s - c  *

Proben:
1. (s — a) +  (s — b) +  (s — c) =  s .

2. s.-tg^-tg-2-tg^ —g .

s . f + 4 + i - « - .

4. Gegeben a, b, /?. 
a) b >  a .

a s m ß
1. sn i«  =  — ; a < 9 0 ° .b
2. y =  1 8 0 ° - ( a  +  ß).



b sin y a sin y 
3. C =  ; t-  - : •sin ß  sin x

a sin ß
b) b <  a ; sin <x =  — 1-  : 

b

hierbei x  und 180° — a  brauchbar, daher 2 Werte 
für c:

(^ “ acos/5 +  b c o s « ;  =  a cos /? — b cos <x .
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Sphärische Trigonometrie.

§ 50. Das rechtwinklige sphärische Dreieck.
L F o rm eln  (a Hypotenuse).

1. cos a =  cos b cos c .
2. cos a =  ctg ß  ctg y .
3. cos/? =  sin y cosb ; cos y — sin ß  cos c .

. . sin b . sin c
4. s m p  =  - — ■; s in y  =  - — .

sin a srna
K o fg c tg  b5. cosö =  -— ; cosy =  -— .

tg a tg a

6. t g ß - * * ;  t g r  =  ^ .
sin c sin b

7. N ep e rs  R egel. Der 
cos irgend eines der wie neben
stehend angeschriebenen Stücke 
ist gleich dem Produkt der sin 
der getrennten und gleich dem 
Produkt der ctg der anhegenden 
Stücke.

Hierdurch können die For
meln 1— 6 mechanisch ab
geleitet werden.

H. B e rech n u n g  des re c h tw in k lig e n  D reiecks.
1. Gegeben a, b.

cos a * o tg b , tg c cos c =  -— -  J tg ß  =  -S _  ; tg y =  .
cos b sine sinb



2. Gegeben b, c.
b t 0* ccos a =  cos b cos c ; tg ff =  —— ; tg y =  .

sine smb
3. Gegeben a, ß.

ctgy =  cos a tg ß  .
. tg c =  tg a cos ß  ; tg b =  tg a cos y .

4. Gegeben b, ß.

sin a =  (zwei "Werte für a ) . sin/? ’
ctgy =  cosatg/5 ; tg c  =  tgacos/S .

5. Gegeben b, y.
tgb

tg a =  cösy ’ cos/S=cosbsiny.

6. Gegeben ß,  y.
, o , , cos ß  cos vcosa =  ctgß ctgy ; cosb =  -^ -i-: cosc = ---- -

sm y sin ß
Detemi. Sind ß  und y gleichartig, so muß 

/S +  y > 9 0 °  und < 2 7 0 °  sein; sind ß  uud y un
gleichartig, so muß ß  — y  oder y ~ ß <  90° sein 
(s. 43, 13c>d).

§ 51. Das schiefwinklige Dreieck.
A) Form eln .

Icos a =  cos b cos c +  sin b sin c cos a a, b, c, « ;
cosb =  cos c cos a +  sin c sin a cos ß

cos c =  cos a cos b -f- sin a sin b cos y Kosinussatz.

Isin a : sin b : sin c =  sin a : sin ß : sin y ;
sin a sin ß =  sin b sin « =  h" a , b , <%,/?;

sin b siny =  sin c sin ß =  h
sin c sin * =  sin a sin y =  h' Smussatz.
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sinacosß  =  cosbsine—sinbcosccosa ; a, b, c, «, ß] 
sin a cos y =coscsinb—sinccosbcosa ; 

j j j  sinbeosy =coscsina — sinccosacos/? ; 
sinbcoso i=  cosasinc—sinacosccosjS ; 
sin c cos «  =  cos a sin b—sin a cos b cos y ; 
sinccosß = cosbsina—sinbcosacosy .

f . <* . b +  c . a  ß — y , . sm — sm —l — =  sm — cos ; a, b+ c , ß  +  y;
. x  b-{-c a 3 4- ysin ~2 008 2 —008 2~ C0S 2 Delambresche 

1 <* . b — c . a . ß — y bzw. cos _  8in _ _ _  =  8in _  8in Gaußsohe 

cos 4  cos ?L=« =  cos £  sin t t *  Gleichungen.
2 £ <- -

\  b +  c .  a C08T  ^ b + c , ß + r , ß - r
g 2 " =  s ¥ ---------W+vcosp ~^y a, ß  +  y, b + c , b—c

. ß —  y 
b —c a 8ln 2ts-2~= tsY-TT + vsin ' -

V ^v- b —c
i _ß +  y ^ « cos 2 Nepersche
tg 2  =  ct%~2 F +  c Gleichungen, cos—~—

. b — c
ß — y „ « S m _ 2~

S _ 2~ =  S¥ 'T " b + T
Sill---£---

a - f  b -{- c =  2 s .
VI. . oc 1 /s in (s  — b) sin(s — c)

s m — =  / ---------— .------------; <x, a, b,  c*2 p sm b sin c
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Sphärische Trigonometrie.

a  -i/s in s • sm (s — a)
COS — =  1/ --------r—:— :-----------  •2 f  sm b sin c

S =  Vsin s • sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c)
v t t  2  s  .VlL. sin a = - T —r—;— ; a ,  a, b. c .sm b sm c ’ ’

(S Eckensinus.)
^ 1 / sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c)

y m .  s *n  8
tx sin (s — a) ,ctg — =  -k  - -  ; a , a ,  b, c.

' F =  a -f- ß y — 180° (sph. Exzeß)

«1 | / ^ V ?

(L’Huiliersche Gleichung.)

P o la rfo rm eln .

Icosa =  — c o s ß c o s y + s i n ß siny cosa; a , t x , ß , y .

cos ß  —  — cos y cosa+ sin y sin a  cos b

cosy =  —cosacosß-\-sinasin ß  cosc .
s inacosb= cosß siny -f- sinß cosy cosa ; a, b,
sin aco sc= cosy sinß -\ -siny cosß cosa a ,  ß , y.

sin ß  cos c =  cos y s in a + s in  y cosa cos b
sin ß  cosa= cos a  sin y + sin a  cos y cos b
siny cosa= cosa sinß -{-sina cosß cosc
siny cosb=cos/?sina+ sinccosacosc .

110



______ <x-\-ß-{-y =  2 ß  ;___________
2  — V— cos ff cos (ff—et) cos (ff — ß) cos (ff—y) ; 

2 SVüb) sin a =  —— —  ;> sin ß sin y
. ' 2 S  . 2 Ssin b =  —------ ;---- ; sin c =  — ;—- .sin y  sm <x sm « sin ß

, , _] /cos (ff — a) cos (ff— ß) cos (ff — y) _
r — cos ff ’

VHIb) t g | = g0S(^ r a ) ;
b cos (ff ß) m c _  cos (ff — y)

, 2 b' ’ S  2 k'
d = 3 6 0 ° — (a +  b +  c) (sphär. Defekt);

. d°
________________* 7 ^ ________________

j / _ tg(45o+ ! )  * ( » - ? = * )  tg t g ( 4 5 ° - ^ ) ; 
IXb) ,---------- - ------------

, (. <n l /** V *8 V•»lä-ij- / — T ^ r -

X. S p h ä r isc h e r  U m k re ish a lb m esser  R.

Isin a sin b sin c „ , _  a b c
- -------- = — — ; r  =  - ---------—  2 t g ß C 0 S - C 0 S - C 0 8 -

sin «  sm ß  sm y  2 2 2
ctgR  =  k/ (s. V1LL).

XI. S p h ä r isc h e r  In k r e ish a lb m e sse r  q .
tgp  =  k (s. V1LI).

XU. Inhalt des sphär. Dreiecks s. § 4315.

B) B erech n u n gen .
1. G egeb en  a, b, c.

1. a + b  +  c = 2 s ,  s —a = . . . ,  s —b = . . . .  s —c = . . .
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2. k aus VIEL
oc sin (s — a) ß  sin (s — b)

^ 2 ---------k ’ 2 ^  k ’
y  sin  (s c)

S 2 k 
Proben: 1. (s — a) +  (s — b) +  (s — c) =  s .

1 oc ß  y 1

t
2. Gegeben « , /?, y. .

1.  2 a = a + / ? + y ;  o — «  =  o — ß = . . . ,  a — y  =  ...

2. k' aus VIII b).
3 tga- =  c°9(q-«)) usw. 8. yjnt).

Proben: 1. (o — « ) +  (<r — /?) +  (o — y) =  o .
1 , a , b <5 1

2' ■ ' « J - V
3. Gegeben b, c, oc.

oc b — ccos — cos —- —

>• ^ -T 1 — — b + - » - N
S1D_C 0S —

oc . b — c 
ß - y  ° 0 S ~2 S m  ~~2 Z' . ^

2- tg 2 ^  , <* . b + i - r  (8- v -}-sm —  sin - y -

ß  +  y , ß  — y

r — ^ + ^ ~ "
v ß + y  ß - v  l 7 2 2 ’
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t u  7,  ° ‘i - N  
C ° S  -  -  — w—  =  — Y Z r  ^  I V - ) ’ o d e r2 . ß  +  y ß  +  y

sm S2 ~ 2
4' . a V  N'

Sm2 “  . ß - y ~  ß - y '
Sm  S2 -° 0S 2 ~ ~

Ist nur a verlangt, dann dies aus L 
4. Gegeben ß,  y,  a.

. a ß  — y sm—cos-' - - b + c  2 2 Z , _
1 i r r ----- !-----—  ------------------------------= — ( S . V . ) .
• ° 2 a ß  +  y N

C 0 S 2 C° S 2 “

. a ■ ß — y
b - c  sm 2 sin 2 Z' 

tg 2 ~  a . ß +  y ~ N ' '
C0S2 Sm 2 ^

' b + c  b - c  
=  2 2

3.
I b + c  b —c 
| c =  2 2 *

. <x Z N4. sm — =  — -—-— oder =  — -—-— (s. I Vo d e r2 . b  +  c b +  c
sm g cob^ 2 ~

tx U  N'
C0S2 ~  . b - c -  b - c '  sm_ _  cos—

Ist nur <x verlangt, dann dieses aus Ib.
B ü r k l e n ,  Formelsammlung.



5. G egeben a, b, oc.
sin b sin oc

1. s m ß  = -----t-------•r  sm a
__& 4" ß

0 a +  b 008 2
2. * 2  “ * - 2 ------°der

cos—

. « 4 / 5  
a - b  Sm 2 . ^

- * — 'TT=ß (B' *
Em 2

a — b
y x «4/3 C0S-2 ~

3 . t g -  =  ctg — ---------- ^
008 2 

. a — b

- c t g * - ^  8 m ~ l r  ° 2 . a + b '  sin —

D ete rm in a tio n . Für ß  ergeben sieh aus 1. im 
allgemeinen zwei Werte. Bei der Bestimmung ist zu 
berücksichtigen, daß

wenn a =  b , dann oc =  /? ,

und a +  b ^ l 8 0 ° ,  dann a  +  ^ l S O 0 
(s. § 43, 13b und e).

6. Gegeben oc, ß, a.
. , sin a sin ß

1. sm b = ---- 7----- - •sm oc
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2. t g |  =  s .5 ,s .

3. t g |  =  s .5 ,2 .

D e te rm in a tio n  s. ebenfalls vorige Aufgabe. 
A nm erkung . Die Aufgaben 2, 4 , 6 sind die 

Polarfälle zu den Aufgaben 1, 3, 5; ihre Lösung kann 
daher durch Übergang auf das Polardreieck auf die 
Lösung der Aufgaben 1, 3, 5 zurückgeführt werden.

\
, V



I. Beofoaclitungsmittel.
§ 52. Koordinatensysteme.
A) Z e n itl in ie , H orizon t.

1. Z e n it l in ie  =  Vertikallinie durch den Be
obachtungsort; ihre Schnittpunkte mit der Himmelskugel 
heißen Z en it (Scheitelpunkt) und N a d ir  (Fußpunkt).

2. H o riz o n t (wahrer Horizont), die durch den 
Erdmittelpunkt senkrecht zur Zenitlinie gelegte Ebene; 
s c h e in b a re r  H o rizo n t =  Berührungsebene an die Erd
kugel im Beobachtungsort; scheinbarer Horizont parallel 
dem wahren. — Horizontalkreise senkrecht zur Zenitlinie.

3. O s t-  u n d  W e s tp u n k t ,  Schnittpunkte des 
Horizonts mit dem Himmelsäquator (s. B); S üd - und 
N o rd p u n k t je um 90° vom Ost- und Westpunkt ab
stehend, J l i t ta g s l in ie  verbindet diese beiden.

4. Y e r t i k a lk r e i s e  (Höhenkreise), Schnittkreise 
der durch die Zenitlinie gelegten Ebenen mit der 
Himmelskugel, sie sind senkrecht zum Horizont; e r s te r  
V e rtik a l geht durch Ost- und Westpunkt.

B) W eltachse , Ä quato r.
5. W eltach se , verlängerte Erdachse, Drehungs

achse der Himmelskugel; Weltpole (Nordpol, Südpol) 
Schnittpunkte der Weltachse mit der Himmelskugel.

6. Ä q u a to reb en e  durch den Erdmittelpunkt senk
recht zur Weltachse.

M athematische Geographie.
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7. M e r id ia n e  o d e r  D e k l i n a t i o n s k r e i s e ,  
Großkreise durch die Weltpole, senkrecht zum Äquator; 
H a u p tm e rid ia n  durch Zenit, durch Süd- und Fordpunkt.

8. P o lh ö h e  =  Neigungswinkel der Weltachse gegen 
den Horizont. Ä q u a to rh ö h e  =  Neigungswinkel der 
Äquatorebene gegen den Horizont.

P o lh ö h e  =  g e o g ra p h isc h e  B re ite .
Die Polhöhe hp wird bestimmt durch Beobachtung 

der Äquatorhöhe ha zur Äquinoktialzeit, hp =  90°— h a 
oder als arithmetisches Mittel aus oberer und unterer 
Kulminationshöhe eines Zirkumpolarstemes. — Aus der 
Polhöhe erhält man die geographische Breite.

9. S ic h tb a re  S te rn e  für einen Ort von der geo
graphischen Breite cp sind diejenigen, deren Abstand vom 
sichtbaren Pol < 1 8 0 ° — cp, vom unsichtbaren >  cp is t

10. Z i r k u m p o la r s t e r n e ,  Abstand vom sicht
baren Pol <  cp .

C) E k lip t ik , A chse d e r E k lip tik .
11. E k l i p t i k  =  scheinbare jährliche Bahn der 

Sonne, Ebene der Erdbahn.
12. S ch ie fe  der Ekliptik =  Neigung der Ekliptik 

gegen den Äquator; sie ist veränderlich, für den An
fang des Jahres 1904 23° 27' 6".

13. A chse der Ekliptik =  Lot im Erdmittelpunkt auf 
der Ekliptik; Endpunkte dieser Achse P o le  der Ekliptik.

14. T ag- und  N a c h tg le ic h e p u n k te  =  Schuitt- 
punkte der Ekliptik mit dem Äquator, - F r ü h l in g s 
ä q u in o k tiu m  (Frühlings- oder Widderpunkt Y) und 
H e rb s tä q u in o k tiu m ; Sonnenwendepunkte oder Sol- 
s t i t ie n  stehen von den vorigen je um 90° ab.

15. B re ite n k re ise , Großkreise durch die Ekliptik
pole, _L zur Sonnenbahn.
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§ 53. Lagebestimmung.
1. System A. — Grundkreise: Hauptmeridian und 

Horizont.
H öhe h gezählt auf dem Yertikalkreise vom Horizont 

aus, 0° — 90° nördl. oder südl.
A zim ut a (A) gezählt auf dem Horizont vom Süd

punkt aus über "W, N, 0  von 0 °— 360°. Ermittlung 
dieser Koordinaten durch den Theodolit, Höhe auch 
durch den Sextanten und annähernd durch Schatten
länge (tg h  =  i )  .

2. System B.
a) D e k lin a tio n  ö, nördlich ( + )  oder südlich (—), 

sphärischer Abstand des Sterns vom Äquator; P o l-  
d is ta n z  90° — <5 .

S tu n d e n w in k e l t =  Äquatorialbogen zwischen 
Meridian des Beobachtungsortes und Meridian des Sterns, 
gezählt von dem ersteren aus von 0° — 360° über W und N 
(wie das Azimut); statt Gradzählung auch Stundenzählung 
(1 5 °=  1 St.) ringsherum 0 —24h, oder nach beiden Seiten.

Messung durch Äquatoreal.
b) D e k lin a tio n  <5, wie in a, und 

R e k ta sz e n s io n  a  (A. R.),
gezählt im Äquator vom Früh- 
lingspunkt (Y) aus, entgegen
gesetzt demSinn der täglichen Be
wegung der Sonne von 0°— 360°.

Sternzeit 0  — Stunden
winkel des Frühlingspunktes, 
z. B. l h Stemzeit, wenn Stunden
winkel des Frühlingspunktes 
15°. 0  — 1 = « .

Messung mit Passage-Instrument undühr nach Stemzeit



Die Zeit. 119

Widder Y Löwe Q Schütze **
Stier « Jungfrau Trp Steinbock %
Zwillinge n Wage Wassermann «•
Krebs 0 Skorpion rti Fische x

3. System C.
B re ite  ß  nördlicher oder südlicher Abstand des 

Sterns von der Ekliptik, gezählt von der Ekliptik aus.
L änge  X, Bogen der Ekliptik zwischen Frühlings

punkt und Breitenkreis, gezählt vom Frühlingspunkt 
aus im Sinn von tx, von 0°— 360°.

4. S te rn b ild e r .
Die zwölf Sternbilder des Tierkreises sind:

§ 54. Die Zeit.
1. S te rn ta g  ä 24 Sternstunden =  Zeit zwischen 

zwei oberen Kulminationen eines Sterns, =  Zeit einer 
vollständigen Umdrehung der Erde. 0h Sternzeit, wenn 
der Frühlingspunkt im Meridian; Dauer eines Stern- 
tags 23,935h =  23h 56m 4" m. Z.

2. M itt le re r  S o n n en tag  =  bürgerlicher Tag, 
=  Zeit zwischen zwei Kulminationen der gedachten, 
im Äquator mit gleichförmiger Geschwindigkeit laufenden 
Sonne.

3. Z e itg le ic h u n g  =  Differenz zwischen wahrer 
und mittlerer Zeit

4. T ro p isc h e s  Jahr =  scheinbare Umlaufszeit der 
Sonne, von Y Punkt zu 7  Punkt =  365,2422 m. T. 
=  365 T. 5h 48m 46s m. Z. =  366,2422 Stemtage.

5. S id e r isc h e s  J a h r  =  wirkliche Umlaufszeit der 
Erde von Fixstern zu Fixstern =  365,2564 mittl. Tage 
=  365 T. 6h 9m 11“ m. Z. =  366,2564 Stemtage.

6. S id e r is c h e r  M onat =  Umlauf von Fixstern zu 
Fixstern =  27,32 Tg.
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7. S y n o d isc h e r M onat =  Zeit von Neumond zu 
Neumond (d. h. von Sonne zu Sonne) 29,53 Tg.

8. A stro n o m isch e  Ja h re sz e ite n .
Beginn des Frühlings am 21. März, Sonne im Äquator, 

im Y Punkt, Tag- und Nachtgleiche.
Beginn des Sommers am 21. Juni, Sonne im Wendekreis 

des Krebses, längster Tag (Sommersolstitium). 
Beginn des Herbstes am 23. September, Sonne im 

Äquator, Tag- und Nachtgleiche.
Beginn des Winters am 22. Dezember, Sonne im Wende

kreis des Steinbocks, kürzester Tag (Wintersolstitium).

II. Das Sonnensystem.
§ 55. Die Erde.

A) G rü n d e  fü r  die K u g e lg es ta lt.
1. Erscheinungen infolge der Orts Veränderungen auf 

einem Meridian oder einem Parallelkreis.
2. Schattenform bei Mondfinsternissen und che Ge

stalt der ändern Himmelskörper.
3. Depression des Horizontes.
4. Umschiffungen der Erde in verschiedenen Rich

tungen.
5. Ergebnisse der Gradmessungen.

B) G ründe  fü r  d ie R o ta tion .
1. Ablenkung der Luftströmungen.
2. östliche Abweichung fallender Körper.
3. Foucaultscher Pendelversuch.
4. Rotation anderer Weltkörper.
5. Abplattung der Erde (7296 bis Vsoo)-
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§ 56. Planeten, Sonne und Mond.
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*) 148,7 Millionen km =  20 Millionen Meilen.
**) A uf Wasser =  1 bezogen ist die Dichte der Erde 5,5.
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§ 57. W eltsysteme.
1. P to le m ä isc h e s  System . Die Erde ist Mittel

punkt des Weltalls, um sie bewegen sich Mond, Merkur, 
Venus, Sonne, Mars, Jupiter, Saturn. Unregelmäßigkeiten 
in der Bewegung werden durch Epizykeln erklärt.

2. K o p e rn ik a n isc h e s  S ystem . Die Sonne steht 
still, um sie bewegen -sich Merkur, Venus, Erde, Mars, 
Jupiter, Saturn in kreisförmigen, exzentrischen Bahnen.

8. K e p le rs  G esetze.
1. Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in 

deren einem Brennpunkt die Sonne steht.
2. Der Planet bewegt sich so, daß der Leit

strahl in gleichen Zeiten gleiche Flächen beschreibt.
3. Die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten 

sich wie die dritten Potenzen der großen Achsen.

§ 58. Berechmmgsaufgaben.
1. F lä c h e n in h a lt  J  e in e r  Zone zwischen den 

geographischen Breiten cpl und cp2:
J =  2 r 7 r h  =  2 r 7 i ( r s i n 9 ? 1 — r s i n  <p2)

=  4 r 2 n  cos ^  sin :
u &

der Teil dieser Zone, der von den Meridianen zur 
Länge ^  und begrenzt wird, ist

(Berechnung des Inhalts von Kartenblättern.)
2. K im m  und  K im m tiefe . —  Kimm =  Kreis, 

welcher den scheinbaren Horizont begrenzt (Halbmesser 
a =  Sehne =  Bogen); Kimmtiefe («") =  Winkel zwischen
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dem Sehstrahl nach der Kimm und der Horizontalen, 
Höhe des Beobachtungspunktes h.
1. a = / 2 r h ,
„ „ 1 8 0 -6 0 .6 0 "  , „ i / 2 h2. <x : -----------------=  a : r  oder « " =  / ------ 206265",

n  \  r ’
hierbei ist von der Strahlenbrechung, welche a vergrößert 
und <x verkleinert, abgesehen.

3. B eziehungen zw ischen den K oordinaten  
der Systeme A und B (s. § 51). In dem Dreieck 
Zenit - Pol - Stern sind die Seiten ZP =  90° — cp, 
ZS =  90° —h, PS =  90° — (5; die ZS und PS gegen
überliegenden Winkel sind t (bzw. 360° —t) und 
180 0 — a. Aus den Formeln I—DI des § 51 folgt, wenn

1 . a und h gegeben, t  und <3 gesucht (cp ist 
als bekannt torausgesetzt):

I sin (3 =  sin h sin 99 — cos h cos cp cos a 
cos <5 sin t =  cos h sin a 

(cos ö cos t =  sin h cos <p +  cos h sin cp cos a ) .
2 . t  und d gegeben, gesucht a und h.

( sin h — sin <5 sin cp -f- cos (5 cos cp cos t 
cos h sin a =  cos <5 sin t

(cos h cos a =  — sin d cos cp -f- cos <5 sin cp cos t) .
4. P ara llax e ; E n tfern u n g  eines G estirns.
a) H öhenparallaxe p =  Winkel, unter welchem 

vom Gestirn aus der zum Beobachtungsort gehörige Erd
halbmesser r erscheint, =  Unterschied der Höhenwinkel 
über dem wahren und über dem scheinbaren Horizont 

p =  h ' - h  ; 
die Entfernung E des Gestirns ist dann 

_ rcosh
K  == -- ;------ .

sin p



124 Mathematische Geographie.

b) Ist das Gestirn im Horizont, dann heißt p die 
H o r iz o n ta lp a ra lla x e  (ri),

R == —~ — . sm ji
Ist der in Frage kommende Halbmesser ein Äquator

halbmesser, so heißt p die A q u a to r ia l-H o riz o n ta l-  
p a ra lla x e .

c) Bei Fixsternen ist die Parallaxe des Erdhalb
messers (tägl. Parallaxe) verschwindend; man benützt 
für sie die Parallaxe des Erdbahnhalbmessers, die 
jä h r l ic h e  P a ra lla x e ; sie ist bei keinem Fixstern 
über 1".

d) Die Parallaxe des Mondes kann aus direkter 
Beobachtung ermittelt werden; die Horizontalparallaxe 
beträgt für denselben im Mittel 57' 2,5".

e) Die Parallaxe der Sonne ist zur Bestimmung 
durch direkte Beobachtung zu klein; die mittlere Äqua- 
torial-Horizontal-Parallaxe kann gefunden werden aus 
den Marsoppositionen und dem dritten Keplerschen 
Gesetz (aus der Parallaxe des Mars zunächst seine 
Entfernung d =  R1— R von der Erde, dann folgt aus

R ?:R 3 =  t ? : t 2 , (E^ - R )  :R  =  ( j ' t f - | / t » ) : )/t*),
oder durch die Methode der Yenusdurcbgänge, oder 
aus der Messung der Parallaxe eines Planetoiden 
(z. B. Flora); ihr Wert ist etwa 8,85".

f) Außer vermittels der Parallaxe kann die Ent
fernung der Sonne noch durch andere Mittel gefunden 
werden, insbesondere aus der Geschwindigkeit des 
Lichts und der Zeit, welche dasselbe braucht, um von 
der Sonne zur Erde zu gelangen (Verfinsterung der 
Jupitertrabanten).
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5. A uf- und  U n te rg a n g  der Gestirne, T a g e s 
länge. Aus § 583;2 folgt für h =  0

cos t0 =  — tg <5 tg cp .

Die T ag eslän g e  ist gleich dem doppelten Stunden
winkel t0 (für h =  0) der Sonne. Ergibt sich aus d 
und cp z. B. t0 =  120° =  8h, so ist die Tageslänge 16h.

Für M orgen- und A b en d w eite  w (Bogen zwischen 
Ost- und Aufgangspunkt, bzw. zwischen West- und 
Untergangspunkt) ist

sin dsm w = -------.
cos cp

Für das Azimut a0 des Aufgangspunktes ist
sin (5

cos a„ = ---------- .
cos cp

C. E n t f e r n u n g  e zw-eier P u n k t e  (A1; c p A2, cp2) 
auf der Erdoberfläche

cos e =  sin <pt  sin cp2 +  cos cpl cos cp2 cos (^  — 12) .
Liegen beide auf demselben Meridian, dann ist 

e =  <Pi -  %  •
Liegen sie auf demselben Parallelkreis, dann ist 

<P1 — <p2 =  <p und daher

. e . Aj — A, sin — =  cos cp sin --------- .2 r  2
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I. Geometrie der Ebene.
§ 59. Änderung des Koordinatensystems.

x, y Koordinaten, OX, OT Achsen des ursprüng
lichen Systems, x', f  Koordinaten, OX', OY' Achsen des 
neuen Systems, a, b Koordinaten des neuen Ursprungs.

1. P a ra lle le  V erschiebung der Achsen:
f x =  a +  x/ 
l y =  b +  y/ .

2. D rehung eines rechtwinkligen Systems um den 
Ursprung um den Winkel <p:

{
X =  x' cos cp — y  sin cp 
y =  x'sin9j +  y/ cos99.

3. V erschiebung und D rehung jeder Achse 
(Änderung des Winkels zwischen den Achsen):

x' sin (X'Y) -f y' sin (Y'Y)
X =  a -|--------------; ÄVÄAsm(XY) 

x' sin (XX) -j- y' sin (Y'X)
7  =  b + -----------sin(YX)---------- •

§ 60. Allgemeine Sätze.
1. Der Grad einer Gleichung wird durch Verwand

lung des Koordinatensystems nicht geändert.
2. Die Bedingung dafür, daß der Punkt mit den 

Koordinaten xx, yx auf der Linie liegt, deren Gleichung 
F ( x ,  y) =  0, ist F(x1 )y i) =  0.
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3. Die aus den beiden Gleichungen F (x, y) =  0 
und f(x , y) =  0 sich ergebenden Werte von x  und y 
sind die Koordinaten der Schnittpunkte der beiden 
durch jene Gleichungen dargestellten Linien.

Setzt man in F (x, y) =  0 für y  den Wert Null, 
so ergeben sich aus der erhaltenen Gleichung die Ab
szissen der Schnittpunkte der betreffenden Linie mit 
der X-Achse; aus x  =  0 ergeben sich die Ordinaten 
der Schnittpunkte mit der Y-Achse.

4. Ist X ein Zahlenfaktor, so stellt
F (x , y) +  * f(x , y) =  0 

die Gleichung einer Linie dar, welche durch die Schnitt
punkte der durch F (x , y) =  0 und f(x , y) =  0 dar
gestellten Linien geht.

Linie erster Ordnung, gerade Linie.
§ 61. Gleichnnggformen. Lagebeziehungen.

Es seien a und b die Abschnitte der Geraden auf 
den Achsen (Koordinaten der Schnittpunkte mit den 
Achsen), cp der Winkel der Geraden mit der +  X-Achse, 
p die Länge des Lotes vom Ursprung auf die Gerade, 
cx der Winkel, den p mit der +  X-Achse bildet.

1. G le ich u n g  d e r G eraden*): 
erste allgem . Form  A x  +  B y  +  C =  0 ,
zweite „ y =  m x +  b ,

dritte „ ---- — 1 =  0 ,a b
vierte „ x c o s a - f  y s in a  — p =  0

(Normalform),

*) Wenn sich eine der Gleichungen oder Formeln auf eir 
schiefwinkliges System beziehen soll, ist dies besonders bemerkt
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S y m b o lisch e  A b k ü rzu n g  der Gleichung
für die allgemeine Form L =  0 ,
für die Normalform 1 =  0 .

C b  C
A c h se n a b sc h n itte : a =  — -  =  ; b =  — — .

A m  B
W inkel m it d e r X -A ch se  bestimmt durch

A b
tg<p =  —— =  m =  — — =  — c tg « .

2. B eso n d ere  F ä lle :
x = a  Gleichung einer Geraden || zur T-Achse, 
y = b Gleichung einer Geraden || zur X-Achse, 

f A x + B y = 0  1 Gleichung einer Geraden durch 
|  y = m x  J den Ursprung,

y =  0 Gleichung der X-Achse, 
x =  0 Gleichung der Y-Achse, 

0 - x + 0 - y + C  =  0 Gleichung der oo fernen Geraden.
3. G erade  d u rch  P u n k t (xx, yt):

A(x — x1) +  B (y — yJL) =  0 , oder
y  — y i  =  m (x — xx) , oder 

(x — Xj) cos <x +  ( y  — Yi) sin «  =  0 
(durch ein veränderliches m, bzw. <x erhält man ein 
Strahlenbüschel).

4. G erad e  d u rc h  zw ei P u n k te  (xx, yt ), (x2, y2):

y — yi =  —— — (x — Xt) oder —— —  =  —— —  
x2 - x t y2 - y i  X g-X i

oder (xt — x2) y — (y, — y2) x =  x 1 y2 — Xj, yx , oder
x y 1
xi yi 1
x2 y2 1

Gerade durch den Ursprung und Punkt (x j, y,): 
xi y — y i^  =  o .

(Zugleich Bedingung dafür, 
=  0 . daß drei Punkte in gerader 

Linie liegen.)
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5. Z w ei p a ra l le le  G erade:
( A x +  B y  +  C =  0 oder J y =  m x-f- b 
\ A x  +  B y + C 1= 0  { y  =  m x - f b 1) oder

{x cos a  +  y s in «  — p =  0 
x cos «  +  y sin <x — pt =  0 .

Zwei gerade Linien A x  +  B y  +  C =  0 und 
Ai x +  Bi y -j-‘G1=  0 sind parallel, wenn A : A l =  B :B j.

6. Gerade durch Punkt (x1, parallel zu einer 
gegebenen Geraden.

Gegebene Gleichung:
A x + B y + C = 0  oder y =  m x +  b , 

gesuchte Gleichung:
A ( x - x 1) +  B ( y - y 1) =  0 oder y - yx =  m(x - x , ) .

7. Zw ei s e n k re c h te  G erade:

IA x - f - B y - f C  =  0 oder j y =  m x +  b

ß x  — A y +  C i = 0  oder ) y =  — — x +  b ,.
I m

Die Geraden 
A x +  B y - f C  =  0 /  . y =  m x  +  b und 

und A1x + B 1y-(-C1=  0 \  ° 61 y =  m1x + b ,  
sind senkrecht, wenn

A Aj -(- B Bx =  0 oder m nij -f- 1 =  0 .
Gleichung einer Geraden, welche durch Punkt (x ,,y ,) 

geht und senkrecht zu der Geraden A x + B y + C  =  0 ist: 
B ( x - Xl) - A ( y  — yx) =  0 .

8. D rei Ge r ade  A x + B y + C  =  0,  A jX + B ^ + C , 
=*0, A2X-)-B2y-f-C2 =  0 gehen du r c h  e inen P u n k t ,  
oder eine Gerade geht durch den Schnittpunkt der 

beiden ändern, wenn
A B C
Ai B! Ci = 0 ,

A, B2 C3
B f l r k l e n ,  Formelsammlung. 9
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d. h. wenn
■^(^1^2—B2C1)+ B (C 1A2 — C2 A1) +  C(Al B2—A2 B1) =  0 
oder wenn die Zahlfaktoren X, L, sich so bestimmen 
lassen, daß

A(AX +  B y  +  C) +  21(A1X +  B1y + C 1)
+  2̂ Ĉ -a x + B 2 y +  C2) =  0..

§ 62. G rößenbestim m ungen  und -B eziehungen .
1. K o o r d in a te n  (x, y) d e s  T e i lp u n k te s  P 

einer Strecke PjPj, Endpunkte ( x ^ ) ,  (x2, y2), [PjPiPPj 
=  m :n  — i : l ] :

_  m X2 +  n xt  xt +  A x2 
m +  n 1 +  i

m y 8 +  n y 1^ - y1+ A y 2 
m +  n 1 + 1

Sind m und n ungleichzeichig, bzw. ist X negativ, 
so liegt P außerhalb P1P2.

Für den H alb ieru n g sp u n k t ist:
___X1 +  X 2 „  J l  +  72

2 ’  7  2 ’

2. Beziehungen zwischen den Koordinaten von vier 
h a rm o n isc h e n  P u n k te n  (x1,y1),(x2,y2),(f1,ij1),(f2,^ 8):

2 (Xl x2 +  f 2) =  (Xl +  x2) (fx +  f2)
2 (yi y2 +  V1V2) =  (Ji +  J t)  (vi +  %) •

3. Vier durch den Ursprung gehende Gerade
y =  mxx y =  n1x
y =  m2x y =  n2x

bilden ein h a rm o n isc h e s  B ü sch e l, wenn
2 (m1m2 +  nt n2) =  (mx +  hl,) (nt +  n2) .

4. E n tfe rn u n g  z w e ie r  P u n k te  (xx, yx), (x2, y2):

le l =  V (x2 —xi)2+ (y2 — yi)2 •



Im schiefwinkligen' System mit Achsen wi ikel co: 
|e| =  ]/(x2—Xj)2 +  (y8 — yi)2 +  2(xa —xt) (y2 —yt )cosco .

5. Gerade durch Punkt (xt , y1), welche mit der 
X-Achse den <$:<p bildet:

y—yi==(x — ̂ t g ^ .
6. W in k e l zw isch en  zw ei G erad en  L und 

bestimmt durch

7. Gerade, welche mit y =  m x +  b den <£<p bildet 
und durch Punkt (Xj, j L) geht:

m +  tg<p
y  —  y .  = --------------- —  ( x  —  x ,) .J 1X1 1 —m t g ^  1J

8. Abstand p des Ursprungs von der Geraden 
A x +  B y  +  0 =  0, oder y  =  m x +  b:

C b
p +  |/A2 +  B2 +  ym2+ l  ’

das Zeichen wird so gewählt, daß p positiv wird.
9. A b stan d  e des P u n k te s  (xx, yt) von d e r 

G eraden  A x - f  B y - f  C =  0 , oder y =  m x -)-b , oder 
x cos a  +  y sin a  — p =  0:

A xt +  B yt +  C y t — m x ( — b
+  Va 2 +  B 2 + y m 2+ l

=  — (xx cos «  +  yL sin «  — p) .
Das Vorzeichen der Wurzel wird so gewählt, daß für 
einen Punkt, der mit dem Ursprung auf derselben Seite 
der Geraden liegt, e positiv wird.

10. E n tfe rn u n g  e zw e ie r p a ra l le le r  G eraden 
(s. § 615V Gi _ c  _  ^ - C  _  _

±yA2+ B'2 ±ym2+r-I>1 p

Größenbestimmungen und -Beziehungen. 131

9*
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11. H a lb ieru n g slin ie  des Winkels zweier Geraden: 
A x + B y  +  C ^  +  +  ^

]/A2 +  B 2 ~  y/A? +  Bf 
x cos ä  -f  y sin <x — p =  -j- (x cos +  y sin ^  — pt ) . 

Sind die Geraden gegeben durch die symbolischen 
Gleichungen 1 =  0, lx =  0, dann ist die Gleichung der 
W i nkelhalbierenden

l +  lt =  0 .

12. In h a lt J eines D reiecks, aus den Ecken 
(xu  yi)> (”x2) J i)i (x3i y»)’

i xiyxi i 
+ J = -5- x2y2i =-5-[xi(y2 —y3)+x«(y3-yi)

" xay31 “ + xs(yi —y2)]-
Liegen die drei Punkte in gerader Linie, so ist J =  0, 
vgl. § 614. Fällt (x8, y3) in den Ursprung, so ist

T 1 ,+ J = -2 (xiy2-x2yi) ■
13. In h a lt eines V ielecks aus den Koordinaten 

der Ecken:
±  2 J =  xx (y, -  yn) +  x2 (ys -  yt) +  x3 (y4 -  y2) + . . .

+  xn(y!—yn- i ) .

§ 63. Polargleichung der Geraden.
r Fahrstrahl, cp Azimut, p Lot vom Pol auf die 

Gerade, «  Winkel zwischen P und der Polarachse.
1. Lot zur Polarachse:

rcos(p =  p .
2. Parallele zur Polarachse:

r sin cp =  p .
3. G leichung der G eraden:

r cos (cp — a) —  p .



4. Zwei parallele Gerade:

{r cos — «) =  p 
r  cos {cp — a )  — pt .

5. Zwei Gerade sind senkrecht, wenn
— tx =  R .

6. Entfernung e zweier Punkte {<pv, rt), (<p2, r2):
e =  y r? +  rl -  2 rx r2 cos (<p2 — (f t) .

7. Inhalt des Dreiecks CP1P2:

J =  i  ri r2 sin (<pz — qpj) .
8. Inhalt des Dreiecks P 1P2P8:

J  *= ±  J  {r i r2 ^  (%  -  <Pi) +  r2 r3 sin (%  -  <Pt)
+  r, r t sin (rpL -  cPi) } .

9. Bedingung dafür, daß drei Punkte in gerader 
Linie hegen:

ri r2 sin (<p2 — cpv) +  r2 rs sin (cp& —  <p2)
+  r3 ri sin (<Pi — <Pa) =  0 •

10. Gleichung der Yerbindungslinie der beiden Punkte
(<Pi> r i)> (9>2> r2):

ri r2 sin (cp2 — cp j +  r2 r  sin (cp — <p2)
+  r r t sin — cp) — 0 .

§ 64. Strahlbüschel, Doppelverhältnis, projektivische 
Strahlbüschel.

(Abgekürzte Bezeichnung der Gleichung der Geraden.)

1. S t r a h lb ü s c h e l .  Sind ^  =  0 , 12 =  0 die 
Gleichungen zweier Geraden in Normalform, so ist die 
allgemeine Gleichung einer dritten Geraden (Teilstrahl), 
die durch den Schnittpunkt der beiden ersten geht, 

11 - A 1 2 = 0  .

Strahlbüschel, Doppelverhältnis. 133



134 Analytische Geometrie.

X ist das Verhältnis der von irgend einem Punkt 
des Teilstrahls 13 auf und 1̂  gefällten Lote (Sinus- 
teilyerhältnis).

sin (lt I3) 
sin (1*1,) ’

Ist der Zahlenfaktor X veränderlich, so ist durch 
die Gleichung ein Strahlbüschel dargestellt.

Sind die ersten Geraden durch ihre allgemeine 
Gleichung Lt =  0, L2 =  0 gegeben, so ist die Gleichung 
des Teilstrahls

Lj --  X Lj =  0 .
y. unterscheidet sich von dem Verhältnis der Ab

stände durch einen konstanten Faktor.
2. Vier sich in einem Punkt schneidende. Gerade 

können dargestellt werden durch die Gleichungen 
M 1==0 ^ 1 2 =  0
U  =  0 11 - A 212 =  0 .

Das D o p p e lv e rh ä ltn is  (anharmonisches Verhältnis) 
(a, b, c, d) der vier Strahlen a, b, c, d ist

A, . , sin (a c) sin (a d)

S a tz :  Wenn vier von einem Punkt ausgehende 
Strahlen a, b, c, d von einer beliebigen Geraden in den 
Punkten A, B, C, D geschnitten werden, so ist das 
Doppelverhältnis der vier Schnittpunkte konstant und 
gleich dem Doppelverhältnis des Büschels, d. h.

AC AD sin(ac) sin(ad)
C B ' D B sin (c b) ’ sin (d b) '

Für einen gegebenen Wert des Doppelverhältnisses 
ist zu drei Strahlen der vierte eindeutig bestimmt.
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Das Doppelverhältnis des Büschels
r i i - i i i j - o  r ix— ^  i2 = o
\  ll ® 1^1 ^4 1̂  =  0 ist

1̂ ^ 3  . 1̂ ~  4̂ 
^2 ^ 3  ^2 4̂

3. H a rm o n isch es  B üschel. Ist das Doppel
verhältnis der vier Strahlen =  — 1, so ist das Büschel 
ein harmonisches; es ist dargestellt durch

/  l i  =  0  ( l j  — ^  Lj =  0
| L j =  o \ i 1 -j-A1i2 =  o .

Die Beziehungen in Nr. 2 und 3 gelten auch, wenn 
die Geraden durch Gleichungen von der Form 
Lt — L2 =  0 usw. gegeben sind:

4. T r o je k t iv is c h e  S tra h lb ü sc h e L  Sind
Ijj 1̂ 2 -- 0 , Lj 2̂ ^  — 0 usf.,
Mx — Xx M2 =  0 , M, — / 2 M2 =  0 usf. 

die Gleichungen der Strahlen zweier Büschel, so ist 
das Doppelverhältnis von vier Strahlen des einen 
Büschels gleich dem Doppelverhältnis der entsprechenden 
Strahlen des ändern; solche Büschel heißen p ro je k -  
tiv isch .

Durch drei Paare entsprechender Strahlen sind die 
Büschel vollständig und eindeutig bestimmt.

§ 65. Homogene Gleichung der Geraden, trimetrische 
Punkt-Koordinaten.

Sind ix =  0, 12 =  0, 13 =  0 die Gleichungen dreier 
nicht durch einen Punkt gehender Geraden, so kann 
die Gleichung jeder ändern Geraden in die Form ge
bracht werden:

1̂ +  ^2 l a  +  ^8 I 3 =  0 .
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Hierbei können 11; 1 ,̂ 13 auch aufgefaßt werden 
als Größen, die den Abständen eines Punktes der Ge
raden von den Seiten des Dreiecks, das von ln  l j , 13 
gebildet wird, proportional sind (Dreieckskoordinaten). 
Jeder Abstand ist positiv oder negativ zu nehmen, je 
nachdem er gleich- oder gegenläufig ist zu dem von 
einem Punkt im Innern des Dreiecks auf dieselbe 
Seite gefällten Lot.

g G6 . Linienkoordinaten; Gleichung des Punktes; 
Punktreihe; projektivische Punktreihen und Strahl

büschel.
1. Ist die Gleichung irgend einer Geraden

u x - f v y - f l  =  0 , 
so ist die Lage der Geraden durch die Konstanten u 
und v gegeben; sie heißen daher die Koordinaten jener 
geraden Linie oder L in ie n k o o rd in a te n , u und v 
sind die negativen reziproken Werte der Abschnitte, 
welche die Gerade auf den Koordinatenachsen macht.

2. Alle Geraden, deren Koordinaten einer Gleichung
(1) A u +  B v +  C =  0
genügen, gehen durch einen Punkt, dessen Koordinaten

A B
x =  — und y =  — sind; die Gleichung (1) heißt a ll-

gem eine  G le ich u n g  des P u n k te s . Die Gleichung
(2) a u - f - b v + 1 =  0
heißt die N o rm alfo rm  der Gleichung des Punktes.

3. Eine Gleichung n-ten Grades in u und v stellt 
eine von Geraden eingehüllte Kurve dar; bestimmt man 
aus dieser Gleichung und der Gleichung eines Punktes 
die gemeinschaftlichen Werte von u und v, so ergeben 
sich aus denselben n Tangenten an die Kurve; diese
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heißt eine L in ie  n - te r  K lasse. Die Ordnungszahl 
gibt die Zahl der Schnittpunkte der Kurve mit einer 
Geraden an, die Klassenzahl die Anzahl der Tangenten 
der Kurve, die durch einen bestimmten Punkt gehen.

4. Sind 2  — 0 und =  0 die Gleichungen zweier 
Umhüllungslinien, so stellt H  2 \  =  0 eine Um
hüllungslinie dar, welche alle gemeinschaftlichen Tan
genten von ^ = 0  und .2 ^ = 0  berührt (vgl. § 604).

5. Sind Uj =  0, U2= 0  die Gleichungen zweier 
Punkte P t und P2, so ist

u, — ;tu2= o
die Gleichung eines Punktes auf der Verbindungslinie 
von P t und P2; ist 1 veränderlich, so hat man die 
Gleichung einer P u n k tre ih e .

6. D o p p e lv e rh ä ltn is . Sind
r u x= o  / u 1- a1u 2= o 
\ U 2= 0  j U i - ^ U j - O

vier Punkte auf einer Geraden, so ist das Doppel V er

hältnis derselben ausgedrückt durch y - .
2

7. H arm o n isch e  P u n k te . Wenn A1:A2= — 1, 
so sind die vier Punkte (von Nr. 6) harmonische 
Punkte; sie sind also daxgestellt durch

( u 1 = o r u x- A U 2= o  
| U 2= 0  \ U 1-|-AU2 =  0 .

8. P ro je k tiv is c h e  P u n k tre ih e n ; Zwei Punkt
reihen Uj — AU2=  0 und Vx — X V2 =  0 sind projek- 
tivisch.

Eine Punktreihe Ux — A U2 == 0 und ein Strahlbüschel 
Li — l  L2 =  0 sind projektivisch.
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5 67. Homogene Gleichung des Punktes, tri metrische 
Linienkoordinaten.

Sind =  0, U2 =  0, U3 =  0 die Gleichungen dreier 
nicht auf einer Geraden liegender fester Punkte, so 
kann die Gleichung jedes ändern Punktes in die Form 
gebracht werden:

+  ^2 U2 +  Ag U3 =  0 .

L in ien  zw eite r O rdnung  (K egelschnitte).
A) D er K reis.

§ 68. Kurvengleichung; Sekante, Tangente, Polare etc.
Koordinaten des Mittelpunktes (a, b), Halbmesser r.
1. A llg em ein e  G le ich u n g  des K re ise s :

(1) x2 +  y2 +  A x - j - B y - f  C =  0 .
2. (2) (x — a)2 +  (y — b)2 =  r 2.

a = - ~ ,  b =  - | ,  r  =  i / Ä 2+ B 2- 4 C .

Ist A2 =  4C , oder B2 =  4 C , dann berührt der 
Kreis die X-, bzw. die Y-Achse; ist C =  0, so geht 
der Kreis durch den Ursprung. —  Für die Koordinaten 
der Schnittpunkte mit den Achsen ist x1-f-x2 =  2 a ,  
yi +  y2 =  2 b .

3. D er U rsp ru n g  is t  M itte lp u n k t:
(3) x 2 +  y 2 =  r 2 (Mittelpunktsgleichung).

4. M itte lp u n k t au f d er X -A chse  im Abstand r 
vom Ursprung:

y 2 =  2 r x — x 2 (Scheitelgleichung).
5. Gleichung für ein schiefwinkliges System:

(x — a)2 +  (y — b)2 -)- 2 (x — a) (y — b) cos cd =  r 2 .



6. S ek an te  durch die Punkte (xx, yj), (x2, y2), 
Mittelpunkt im Ursprung:
y — yf xi +  ̂  j  x i +  ^  ,----- ^  =  -  , --  oder y - y 1= _ _ 1- X ^ 2 ( x _ x ,) .
x — xi y i + y 2 y i + y 2

7. T a n g e n te , Berührungspunkt (x1, yt), Mittel
punkt (0, 0):
(!) x x t +  y y, =  r* ,
Mittelpunkt (a, b):
(2) (x — a ) ^  — a) +  (y — ty f o  — b ) = r 2 .

T a n g e n te n  vom Punkt (x; , yt ) an den Kreis um 
0 mit r: ________

r Xj
8. P o la re  (s. § 39) des Punktes (xt , yx) in Be

gehung auf den Kreis x 2 +  y 2 = r 2:
x x i +  y y i = r 2 •

Die Koordinaten des P o ls  der Geraden 
A x -f-B y  +  C =  0 sind 
_  A r2 B r 2

Xl~ c~ ’ yi-_“c"-
9. K re is  d u rch  d re i P u n k te  (x1; yx), (x^y^), 

(x8, y3); er ist bestimmt durch die vier Gleichungen
(x — a)2 +  (y — b)2 =  r2 ,
(xx — a)2 +  (yi — b)2 =  r2,
(x2- a ) 2 +  (y2 — b)2= r 2 ,
(x3- a ) 2 +  (y3- b ) 2 =  r2 ; 

seine Gleichung ist daher 
x 2 +  y 2, x , y , 1
X2 -1- V2 v 1 (Zugleich Bedingung
X T ■ l ' 1 = °  • dafür- daß vier Punkte

x 2 +  y2 i x2 ) y2 > auf einem Kreis hegen.)
xl +  yl i x31 ys > i
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10. Z w ei K re ise
x 2 +  y 2 +  A x +  B y  +  C = 0  
x* +  y* +  A1x +  B1y +  C1=»0 

6ind konzentrisch, wenn A =  At , B =  Bx .
11. P o te n z lin ie  (s. § 41) zweier Kreise (s. Nr. 10):

(A — At) x  +  (B — Bt) y +  C — Cj =  0 
(Differenz der Kreisgleichungen, vgl. § 41s nnd § 604).

§ 69. Polarkoordinaten.
Ist 0  der Pol (Anfangspunkt), M der Mittelpunkt, 

OX die Polarachse, <£M OX =  a ,  < P O X  =  y ,  
O P =  p , OM =  d , so ist

1. d ie  G le ich u n g  des Kreises
(g cos cp — d cos tx)2 +  (q sin <p — d sin oc)- — r 2 oder 

g2 — 2 q d cos (cp — a )  +  d2 =  r'2 .
Fällt OM mit O X  zusammen (Mittelpunkt auf der 

Polarachse), so ist die Gleichung des Kreises 
q2 — 2 q d cos cp +  d2 =  r 2 .

Liegt außerdem 0  auf dem Kreis, so ist 
q =  2 r  cos cp .

2. Für den b e rü h re n d e n  L e i ts t r a h l  ist
d sin (cp — a) =  r  .

B) P a ra b e l, E llip se , H y perbe l.
§ 70. Kurvengleichnngen; Sekante, Tangente, 

Polare etc.
1. S tü ck e  und  B ezeichnungen .

kleine (hnlg!) Adise 2 b  } bei EUipse Und ^ e r b e l ;  
Parameter 2 p ( =  Sehne durch einen Brennpunkt parallel



zu der Leitlinie); für Ellipse und Hyperbel ist
b2

P==7 -
Lineare Exzentrizität (Abstand des Brennpunktes 

vom Mittelpunkt) ist bei der
Ellipse: f =  ^a2—b2 ; f <  a ;
Hyperbel: f =  ]/a2+ b 2 ; f >  a ;
Parabel: Abstand des Brennpunktes vom Scheitel— ,

" fNumerische Exzentrizität bei Ellipse und Hyperbel e = — .
a

e gibt zugleich das Verhältnis der Entfernung eines 
Kurvenpunktes vom Brennpunkt und seines Abstandes 
von der zugehörigen Leitlinie an. Es ist für die
Ellipse, Parabel, Hyperbel bzw. e =  1 .

P 4Abstand des Brennpunktes von der Leitlinie =  — .
£

2. S c h e ite lg le ic h u n g . Erste Form:
I. y 2= 2 p x  — (1 —£2) x2 oder y 2 =  2 p x -{ -q x *  

(gemeinschaftliche Gleichung).
Diese Gleichung stellt eine Ellipse, Parabel oder 

Hyperbel dar, je nachdem e =  1, bzw. q =  0 . e — 0 
gibt die Scheitelgleichung eines Kreises.

Zweite Form:
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n.

y 2 =  2 p x — — x 2 (Ellipse);

y2 =  2 p x (Parabel);

y2 =  2 p x +  — x 2 (Hyperbel).
EL



3. M itte lpunk tsg le ichung :

-2 +  S=1 (Elüpse);a2 b2

(Hyperbe1)-a2 b2
4. Polarg leichung.

1. Der Brennpunkt ist Pol, die Achse bzw. 
große Achse ist Polarachse, cp ist von dem Scheitel aus 
gezählt, der dem Pol am nächsten liegt.

_  P
^  1 -f- 6 COS Cp '

Die Kurve ist eine Ellipse, Parabel, Hyperbel je nach

dem e =  1 .
2. Der Mittelpunkt ist Pol, die große Achse 

Pqlarachse.

( H j I * I b e , ) -

Die folgenden G leichungen sind bei der 
P arabel auf die S ch e ite l-, bei E llip se  und 
H yperbel auf die M itte lp u n k tsg le ich u n g  zu be
ziehen.

5. S e k a n t e  durch die beiden Punkte ( ij ,  yj), 
(xa, y2) der

1. Parabel:
'Yi +  y2) y — Ji y2 =  2 p x oder

2p , .
y ~ y i = yT+y!
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2. Ellipse:
(xi +  x2) x  i (yt +  y 2) y _  xi x; , ?i f t  , ,  ,

+  b2 a2 b2 ' ’ 0Qer
b2 (X! +  Xg)

y “ r ' —
3. Hyperbel:

(xi +  x2) x ( y i  +  y 2) y  x t x2 y ,  v2
a2 b2 a2 b2 +  ’

b2 (xi +  x i) ,  \

6. T a n g e n te  im Punkt (xl5 yx) der
1. Parabel: y yx =  p (x +  X j);

2. Ellipse: ^  +  ̂  =  1 ;

3. Hyperbel: =  1 .

7. A sy m p to ten  der Hyperbel:
x  y

a — b
Ist der Asymptotenwinkel 2 <p, so ist tg <p — — .a
Bei der gleichseitigen Hyperbel stehen die Asym

ptoten aufeinander senkrecht.
Ein Durchmesser y =  m x  schneidet, berührt in einem 

unendlich fernen Punkt (ist also Asymptote), trifft die
<^b2Hyperbel nicht, je nachdem m2 =  — .

8. N orm ale  im Punkt (xu  yx) der
1. Parabel: p (y—y ^ + y ^ x —xt) =  0 , oder

x y i + p y  =  y i(xi +  p);
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O2 Y b 2  y

2. Ellipse: —----------- =  a2 —b2, oder
Xl a2 yt

y ~ y i = b ^ (X- Xl)i

3. Hyperbel: —-  - j -  ^ =  a2 +  b2. oder
Xl yi a2 y, 

y — J i  =  — b2Xi (x — x,) .

9. Bezeichnet man die Abszisse des Schnittpunktes 
der Tangente im Punkt (Xj, yx) mit der X-Achse mit x^, 
die S u b t a n g e n t e  (Projektion des Tangentenstückes 
zwischen Berührungspunkt und X-Achse auf die X-Achse) 
mit ST, die Subnormale mit SN, so ist

X« ST SN
1. für die Parabel: —xx 2x j p ,

2. für die Ellipse: — - * ~ x »
. xx xx a2

0 ... „  , , a2 xf — a2 b2 x,3. für die Hyperbel: — ——-—  ------  .
xt Xj a2

Aus dem Wert von x0 ergibt sich für jede Kurve 
eine Konstruktion der Tangente im Punkte (xj, yt ).

10. T a n g e n t e n  vom Punkt (xu  y j  an die
1. Parabel:

r - . ?1_ Z L ± S H 2 H (, _ I l h
2. Ellipse:

_ „ -  xi 7i + / b 2x2 +  a2y2 a2 b2 
7  J l  <■x - x i>■

3. Hyperbel:
— xi yi + V -  b2 x 2 +  a2 yf +  a2 b2 

7 - 7 i  = ---------- ~  o— rä------------------ ( x - x O .
a  A j
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11. Allgemeine Gleichung der T a n g e n te  (Richtung 
gegeben) für die

p
1. Parabel: y — m x =  - — ;2m
2. Ellipse: y — m x =  +  ]/m2a2 +  b2;
3. Hyperbel: y — m x  =  +  ]/m2 a'-’ — b3 .

12. Zieht man durch einen Punkt P eine Sekante 
eines Kegelschnittes, so heißt der Ort des zu P in Be
ziehung auf die beiden Schnittpunkte zugeordneten vierten 
harmonischen Punktes die P o la re  von P in Beziehung 
auf den Kegelschnitt.

P o la re  des Punktes (xt , yt ) in Beziehung auf die
1. Parabel: y yx =  p (x +  xx) ;

2. Ellipse: ^ -  +  ^  =  1 ;

3. Hyperbel: =  1 .

lie g t Punkt (x1; yx) auf der Kurve, so ist seine 
Polare zugleich Tangente. Die Polare des Mittelpunktes 
ist die unendlich ferne Gerade; die Polare eines un
endlich fernen Punktes ist ein Durchmesser.

13. Koordinaten des P o ls  der Geraden A x  +  B y  
+  C =  0 für die

C B p
1. Parabel: Xl =  +  — , yi = ----- — ;

o a2 A b2 P»2. Ellipse: x, = ----- —  , y1 = _ _ ;

_T i i a2 A b2 B3. Hyperbel: x± = ----- —  , 7l =  —  .

14. Zwei G erade  heißen konjugiert in bezug auf 
einen Kegelschnitt, wenn j ede durch den Pol der ändern geht.

B ü r k l e n ,  Formelsammlung. 10



1. Ist bei der Parabel ein unendlich ferner 
Punkt gegeben durch die Richtung y =  m x , so ist der 
zugeordnete Durchmesser
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2. Gleichungen für zwei k o n ju g ie r te  D u rc h 
m e sse r  bei der

B x A y
Ellipse: A x — B y = 0  und -^ - +  t t  =  0 ;a^ b-*

Hyperbel: A x + B y  =  0 und ~ y  +  _r j_==0 .
cl 0

Jede Asymptote der Hyperbel und ihr kon
jugierter Durchmesser fallen zusammen.

15. Gleichung in Beziehung auf zwei konjugierte 
Durchmesser 2 ax, 2 bt der

1. Ellipse:

+  ~2- =  1 ; Beziehung: a? +  b? =  a2 +  bs ; 
af bf •

2. Hyperbel:

^  =  1 : Beziehung: a? — b2 =  a2 — b2.
af bi
Sind <p und <p1 die Winkel, welche zwei konjugierte 

Durchmesser mit der Hauptachse bilden, so ist für die
3. Ellipse:

b2
tg y tg 'P i =  — -g  ; ^ b i s i n (<p — <pi) =  ab  (s .§ 7 1 ,26);

4. Hyperbel:

tg<ptg<pt =  +  - j  ; ax b ^ i n (<p — <p1) =  ab  (s .§ 7 1 ,„ ) .



Gleichung der Hyperbel in Beziehung auf die beiden
Asym ptoten

F f2 a2 -|- b2

gleichseitige Hyperbel x 'y '= -^ -a 2.

16. L e itl in ie  (Direktrix), d. h. Polare des Brenn
punktes für die

1. Parabel: x =  — Brennpunkt ^ , o j ;
<^2 2t,

2. Ellipse: x = —=  —; f.d.Brennpunkt(f,0);

a 2 &
3. Hyperbel: x = —= —; f.d.Brennpunkt(f,0).

f £
17. L äuge des B re n n s tra h ls , bzw. der Brcun- 

stralilen zu dem Punkt (x ,, yt) :

1. Parabel: r = x ,  + — ;
i i 2  >

2. Ellipse: r = a  —xt e
ri =  a +  xx s ; r  -f- r, =  2 a ;

3. Hyperbel: r =  x1 e — a
rx == xx e -f- a ; r, — r  =  2 a ,

18. K rü m m u n g sm itte lp u n k t (x0, y0) und K rü m 
m u n g sh a lb m esse r q für den Punkt (xu yt) der

[ T , _ 3y? +  2 p 2
o i +  P ------5—----- 1

1. Parabel: 1 hj \  2 x i y i .
P 2 P ’

Cv2 -4- n2Ŷ  N3
p =  -------=  —f  ; für den Scheitel p — p ;p2 p2
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_ f2Xf £2X?
X° a4 ~  a2 >2. Ellipse: l £2a2y?

y° b4 b4 ’

(b4x? +  a4y?)$ ( r r j*  Njj 
^ a4b4 ab p2

Nx Normale vom Punkt (Xj yt) bis zur X-Achse.
Für den Scheitel der großen Achse ist 

b2
q2 — — =  p , für den der kleinen 

ä
a<>

f c - f  •
f2X? £2 Xj

3. Hyperbel:] af2y? as £2y?

{ y° b4 b4 ’

(b4x2 +  a4y #  ( r r j*  N°
'  a4b4 ab p2 ’

b2
für den Scheitel ist q =  —  =  p .

SL

19. F läch en in h a lt:
1. P arabelsegm en t S.

Sehne senkrecht zur Achse, (xu  yx) Koordinaten 
des einen Endpunktes:

S =  j x l 7 l .
Beliebiges Segment; (x1, y^ , (x2, y2) Koordinaten 

der Endpunkte:
c  (yi-y2)3 (yi-yg)2 

i 2 p  6 .yi+y2
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2. E llip se n z o n e  zwischen der kleinen Achse 
und der im Abstand xt dazu parallelen Sehne:

— / a 2— x'f +  a2 arc sin ̂  .

G esam te E llip se n f lä c h e : abyr.
3. H y p e rb e lse g m e n t, Sehne senkrecht zur

X-Achse:

S = xiyi-abi(^ + ir).
20. K onfokale  K e g e lsc h n itte . —  Eine Ellipse 

und eine Hyperbel, welche dieselben Brennpunkte haben, 
konfokal sind, haben folgende Gleichungen:

, y2 - i
a2 a2 (1 — e2) ’ 
x 2 y 2

l  a? a? («? — 1) ’ 
wobei ae  =  a1£1= f ,  e <  1 , >  1. Die Gleichungen
können demnach in folgende Form gebracht werden:

x 2 v2 ,_  j ___l__ i
a2 a2 — f2 

* x 2 y 2
f2 -  a? ~  ’

Diese beiden konfokalen Kegelschnitte schneiden sich 
rechtwinklig (elliptische Koordinaten).

Die Gleichungen aller konfokalen Zentralkegelschnitte 
sind in der Gleichung enthalten:

x 2 y2
------------- ------ -—  =  1 •a2 — k b2 — k ’

sie stellt eine Ellipse, Hyperbel oder imaginäre Kurve dar, je 
nachdem k < b 2< a 2, oder b2< k < a 2,oderb2unda2 < k .
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§ 71. Sätze über Kegelschnitte.
A) F ü r je d e n  K e g e lsc h n itt.

1. Ein Kegelschnitt im allgemeinen ist durch fünf 
Punkte oder 5 —r Punkte und r Tangenten (r =  0 bis 5) 
bestimmt.

2. Eine Gerade trifft einen Kegelschnitt in zwei 
reellen und verschiedenen, oder zusammenfallenden, oder 
in zwei imaginären Punkten. Durch einen Punkt lassen 
sich an einen Kegelschnitt zwei reelle verschiedene, oder 
zusammenfallende, oder zwei imaginäre Tangenten ziehen.

3. Die Polaren (s. § 70, t2) der sämtlichen Punkte 
einer Geraden gehen durch den Pol dieser Geraden, 
und die Pole sämtlicher Strahlen eines Büschels liegen 
auf der Polaren des Büschelmittelpunktes.

Die Berührungssehne zweier von einem Punkt aus
gehender Tangenten ist die Polare dieses Punktes.

Die Halbierungspunkte paralleler Sehnen liegen auf 
einem Durchmesser.

4. Das Verhältnis der Entfernungen eines Punktes 
eines Kegelschnittes vom Brennpunkt und von der Leit
linie ist konstant und gleich der numerischen Exzentri
zität e. (Für die Ellipse ist e < l ,  für die Parabel 
s =  1 , für die Hyperbel s >  1.)

5. Die Sehne, welche durch einen Brennpunkt geht 
und senkrecht zur großen Achse ist, ist der Parameter.

6. Zieht man in den Endpunkten einer durch den 
Brennpunkt gehenden Sehne Tangenten, so schneiden 
sich diese auf der Leitlinie, und die Verbindungslinie 
des Schnittpunktes mit dem Brennpunkt steht senkrecht 
auf der Sehne.

7. Der Schnittpunkt zweier Tangenten liegt auf 
demjenigen Durchmesser, welcher der Sehne zwischen 
den Berührungspunkten konjugiert ist.
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8. Sind in einer Ebene zwei Kurven zweiter Ord
nung K und Kx und bestimmt man zu jedem Punkt 
von K die Polare in Beziehung auf K j, so umhüllen 
diese Polaren eine dritte Kurve zweiter Ordnung.

9. Satz  des P a sc a l: Bei jedem einem Kegelschnitt 
einbeschriebenen einfachen Sechseck schneiden sich die 
(bei Paare Gegenseiten in drei Punkten einer Geraden. 
(Konstruktion eines Kegelschnittes aus fünf Punkten.)

10. Satz  des B rian ch o n : Bei jedem einem Kegel
schnitt umbeschriebenen Sechseck schneiden sich die 
drei Verbindungslinien von je zwei Gegenecken in einem 
Punkte. (Konstruktion eines Kegelschnittes aus fünf 
Tangenten.)

11. Der Krümmungshalbmesser im Scheitel der großen 
Achse ist gleich dem halben Parameter.

B) F ü r d ie  P a rab e l.
12. Die Durchmesser einer Parabel sind parallel 

zur Achse.
13. Der Fußpunkt des Lotes vom Brennpunkt auf 

eine Tangente liegt auf der Scheiteltangente. (Kon
struktion der Parabel durch Umhüllung.)

14. Der Ort des Schnittpunktes zweier Parabel
tangenten, die senkrecht aufeinander stehen, ist die 
Leitlinie.

15. Die Entfernung des Berührungspunktes einer 
Tangente vom Brennpunkt ist gleich der Entfernung 
des letzteren vom Schnittpunkt der Tangente mit der 
Achse. (Konstruktion der Tangente.)

16. Die Tangente halbiert den einen der Winkel 
zwischen dem Brennstrahl und dem durch den Be
rührungspunkt gehenden Durchmesser, die Normale den 
ändern. (Konstruktion der Tangente und Normale.)
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17. Die Subtangente einer Parabel wird durch den 
Scheitel halbiert; die Subnormale ist gleich dem halben 
Parameter (p).

18. Die Parabel kann als Ellipse betrachtet werden, 
deren zweiter Brennpunkt in unendlicher Entfernung liegt.

C ) 'F i ir  E llip s e  und  H y perbe l.
19. Hat man ein System von Ellipsen, bzw. Hyperbeln, 

welche eine Achse gemeinschaftlich haben, so schneiden 
sich alle Tangenten, welche auf dieser Achse die näm
liche Koordinate für den Berührungspunkt haben, in 
einem und demselben Punkt der gemeinschaftlichen 
Achse. (Konstruktion der Tangente.)

20. Alle Sehnen, welche einem Durchmesser parallel 
gezogen sind, werden von seinem konjugierten halbiert. 
Die Tangente im Endpunkt eines Durchmessers ist 
parallel zum konjugierten Durchmesser.

21. In jedem einem Kegelschnitt umbeschriebenen 
Parallelogramm sind die Diagonalen konjugierte Durch
messer; in jedem einem Kegelschnitt einbeschriebenen 
Parallelogramm sind die Seiten zwei konjugierten Durch
messern parallel.

22. Das Produkt der Entfernungen der Brennpunkte 
von einer Tangente ist unveränderlich ( =  b2) und die 
Fußpunkte der Lote liegen auf einem Kreis, der die 
große (bzw. reelle) Achse zum Durchmesser hat. (Kon
struktion des Kegelsclmittes durch Umhüllung.)

23. Die Tangente und die Normale in einem Punkt 
der Ellipse oder Hyperbel halbieren die Winkel, welche 
die Brennstrahlen nach diesem Punkt miteinander bilden. 
(Konstruktion der Tangente und der Normale.)

Hieraus folgt: Eine Ellipse und eine zu ihr kon- 
fokale Hyperbel schneiden sich unter rechten Winkeln.
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24. Bei der Ellipse ist die Summe, bei der Hyperbel 
die Differenz der Brennstrahlen nach einem Punkt der 
Kurve unveränderlich und zwar gleich der großen (reellen) 
Achse. (Fadenkonstruktion der Kurven.)

25. Auf jeder Sekante einer Hyperbel sind die 
beiden Abschnitte, welche zwischen der Kurve und ihren 
beiden Asymptoten liegen, einander gleich; der Abschnitt 
einer Tangente zwischen den Asymptoten wird durch 
den Berührungspunkt halbiert.

(Konstruktion der Hyperbel, wenn ein Punkt und 
die Asymptoten derselben gegeben sind.)

26. Der Inhalt eines Dreiecks, das zwischen zwei 
konjugierten Halbmessern einer Ellipse und der Ver
bindungslinie ihrer Endpunkte liegt, ist unveränderlich.

27. Der Inhalt eines Dreiecks, das von den Asym
ptoten und einer zwischen denselben liegenden Tangente 
einer Hyperbel eingeschlossen wird, ist unveränderlich.

28. Alle Parabeln sind einander ähnlich.
29. Zwei Ellipsen mit den Halbachsen (a, b), (a j, bt )

a %
sind einander ähnlich, wenn t— =** — : ebenso sind zwei

b bt
a a*

Hyperbeln einander ähnlich, wenn — =  —  d. h., wenn
b bx

sie gleiche Asymptotenwinkel haben.
Zwei Kegelschnitte (Bezeichnung s. § 73,6) sind 

einander ähnlich:
a) wenn B2 — 4 A C =  BJ — 4 Aj Cj =; 0 ,
b) wenn B2 — 4 A C und B2 — 4 Ax ^  0 und

A _  2 L - _ 5 _  ist
Ai Bj Cj



154 Analytische Geometrie.

§ 72. Konstruktion der Kegelschnitte.
1. P a rab e l.
a) D X  Achse, SY  Scheiteltangente, D E  Leitlinie, 

also DS =  S P  =  - |- .  —  Ziehe in den beliebig, aber

zweckmäßig gewählten Punkten C j, C2, C3 . . .  Lote zur 
Achse und beschreibe um F mit D Oj einen Bogen, der 
das zu Cj gehörige Lot in A l und Bj schneidet; ver
fahre ebenso mit DC2 usw. At , A2, A3 . . . ,  B j, B2, 
Ba . . .  sind Parabelpunkte. (Begründung: Jeder Punkt 
der Parabel hat vom Brennpunkt und der Leitlinie 
gleiche Abstände.)
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b) Durch U m h ü llung . — SjX  Achse, SjY Scheitel
tangente, F Brennpunkt. Ziehe von F nach S[Y die 
Strahlen FA ^ FA2, FA3 . . .  und errichte auf denselben 
in A i, A2, A8 . . .  die Lote A] B ,, A2 B2, As Ba . . . ,  so 
umhüllen diese die Parabel. (Begründung: § 71 ,,,.)

2. E llip se .
a) 0  X =  a, halbe große Achse; OY =  b, halbe 

kleine Achse. Beschreibe um 0  mit a und b Kreise; 
ziehe durch 0  eine Gerade, welche die Kreise in B 
und C schneidet, ziehe C A JL O X , B A ||O X , so ist A 
ein Punkt der Ellipse. Ähnlich weitere Punkte.

(Begründung: y =■■ -  |/a2 — x 2 .)
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b) OX =  OX1= a , OY=OYl = b . Bestimme die Brenn
punkte F und Fx durch FY =  Ft Y =  a . Ziehe x xx =  XX, 
=  2 a, nimm darauf Punkt a, beliebig an, beschreibe um F

Y

mit x und um F, mit xt a, Kreisbögen, die sich in A l 
und Bt schneiden usf. At und Bt sind Punkte der Ellipse. 

(Begründung: r - f r !  =  2 a , s. § 71,34.)



3. H y p erb e l.
O X = O X 1 =  a ;  0  F =  0 F1 =  .

Ziehe x x x =  2 a ;  nimm auf der Verlängerung von 
x x t einen Punkt an und beschreibe um F mit xaj
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und um Fx mit xx a1 Bögen, die sich in A,̂  und Bj 
schneiden. Ax und Bx sind Punkte der Hyperbel. 
Verfahre ebenso mit a, usf.

(Begründung: r - ri =  2 a ,  s. § 71 ,24.)

§ 78. Allgemeine Gleichung zweiten Grades. 
(1) ajj x 2- f  2 a12 x y + a j2y - +  2 a ^ x -f-2 3 .^ + 3 3 3  =  0 .

1. Nach Division der Gleichung (1) mit a33 zeigt 
sich, daß die Gleichung fünf unabhängige Konstanten
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enthält; eine Kurve zweiten Grades ist daher durch 
fünf Punkte bestimmt.

2. Die Koordinaten des M itte lp u n k te s  bestimmen 
sich aus den Gleichungen:

-^■ f;= a11x +  a1Jy +  a13= 0 ,

i f ' = a 12x +  a22y +  a23 =  0 .

3. P o la re  des Punktes (Xj, yt):
( x - x 1)fi, +  ( y - y 1) f ; i + 2 f ( x 1, yx) =  0 ,

oder
au x l x +  a „  (x yx +  x y,) +  a ^  y 1 y +  a ^  (Xl +  x)

+  a-23 (yt +  7) +  ^3 =  0 •
K egel: Die Gleichung der Polare von (xu  y4) wird 

erhalten, indem man in die Kurvengleichung für 
x*, y2, 2 x y, 2 x , 2y bzw. xt x, yj y , x ^  +  x y ^  
Xj +  x , y t +  y setzt.

Die Gleichung der Polare ist Gleichung der 
T an g en te  im Punkt (xn  y t), wenn dieser auf der 
Kurve liegt.

4. D u rch m esse r konjugiert zu den Sehnen, welche 
mit der X-Achse den Winkel <x machen:

cos tx f j  +  sin a  fy =  0 oder 
cos« (an x -1- a12y +  ai3) +  sin a(aI2x - f  a ^ y  +  a,,3) =  0 .

5. Die Richtung der H au p tach sen  (zwei zuein
ander senkrechte konjugierte Durchmesser), von welchen 
die eine mit der X-Achse den Winkel tx bildet, ergibt 
sich aus:

tg 2 a  =  ^ a‘2— 
a i 1 a 22
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6. B e sp re c h u n g  d e r  a llg e m e in e n  G le ich u n g  
z w e ite n  G rades.

Es sei

A = a11 aT a 3 =  8,11 ^22 833 — a^  + aiJ â*® a*3 ~«5! 5  X ai2 a3s)+ais (ai21123 ~ass ai3)
A,s= t11 a 2 = a i i a22— a?2 ■ tl12 “ 22

Die Gleichung zweiten Grades stellt nun dar:
I. E ig e n tlic h e n  K e g e ls c h n it t ,  wenn A ^ O  

und zwar
1. E llip se , wenn A33> 0 ;  dieselbe ist reell oder 

imaginär, je nachdem au  und A  verscliiedene oder 
gleiche Vorzeichen haben; sie ist ein K re is , wenn 
au = a 22 und a ^  =  0 ;

2. P a ra b e l, wenn A33 =  0 ;
3. H y p e rb e l, wenn Ä33 < 0  ; —
H. Z e rfa lle n d e n  K e g e lsc h n itt , wenn A = 0  

und zwar
I. reelles, s ich  sc h n e id en d es  G erad en p aar, 

wenn A33 < 0 ;
2. p a ra lle le s  G era d e n p a a r (reell und ver

schieden, zusammenfallend, oder imag.), wenn A33 =  0;
3. im a g in ä re s , sich schneidendes Geradenpaar, 

wenn A33 >  0 . '

A n d eres  V erfah ren : die Gleichung sei
A x 2- f 2 ß x y  +  C y 2 +  D x  +  E y - f F = 0 ;

sie stellt Ellipse, Parabel oder Hyperbel dar, je nach
dem bzw. B2 — A C =  0 .

Um zu untersuchen, ob das Gebilde reell, imaginär 
oder zerfallend ist, löse man die gegebene Gleichung
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nach einer der Veränderlichen, z. B. nach y, auf. Wird 
der Radikand der auftretenden Quadratwurzel für einen 
gewissen Bereich der Werte von x positiv, so ist das 
Gebilde reell; ist er für alle Werte von x negativ, so 
ist es imaginär; ist er ein Quadrat, d. h. die Wurzel 
ausziehbar, so ist es zerfallend.

§ 74. Gleichungen w eiterer Kurven.
A) A lg e b ra isc h e  K urven.

1. Neilsche Parabel y =  ax - .
2. Lemniskate (x2- f y 2)2— a2(x2 — y 2) =  0 oder

r 2 (r2 — a2 cos 2 cp) =  0 .
3. Konchoide x 2y 2 =  (b +  y)2 (a2— y 2) oder

(x2 +  y2) (y — b)2 =  a2 y 2 oder r  =  a H---- —  .
4. Cissoide y 2 (a — x) =  x 3 . cos 9*
5. Descartessches Blatt x 3 +  y 3 =  3 a x y .
6. Cassinische Kurve (x2 +  y 2)2 — 2 a2 (x2 — y 2)

=  b4 — a4 .
7. Kardioide (y2 +  x 2 — a x)2 =  a2 (x2 +  y 2) oder

r  =  a (1 +  cos cp) .

B) T ra n sz e n d e n te  K urven.
X

1. Logarithmische Linie y  =  m e a .

2. Kettenlinie y =  ™ (ea + e  a ) .

3. Zykloide, beschrieben von einem bestimmten 
Punkt P  auf dem Halbmesser eines Kreises, der auf 
einer Geraden rollt (a Halbmesser des rollenden Kreises, 
aj Mittelpunktsabstand von P, cp =  arc <  P 0  X , X Be
rührungspunkt): ( „° * '  I x =  a cp — ax sin<p

\  y =  a — a! cos cp .



i .  Epizykloide, beschrieben von dem Punkt P 
(s. Nr. 3), wenn der Kreis auf der Außenseite eines 
Kreises (Halbmesser b) rollt:

t i r \  • . a -}- bx =  (a +  b) sin -y - — sin cp,

( i ia a a “i- ^y  =  (a +  b) cos—r— — a, cos——  cp.
b b

5. Hypozykloide, beschrieben von dem Punkt P  
(s. Nr. 3), wenn der Kreis auf der Innenseite eines 
Kreises (Halbmesser b) rollt:

„ . . a. cp . b — ax =  (b — a) sin —----- a, sm —-—  cp,
b b<

n. \ a<P , b — ay  =  (b — a) cos~^- +  cos—g— cp.

Die Zykloide, ebenso die Epi- und Hypozykloide 
ist die gestreckte, gemeine oder verschlungene, je nach
dem % =  a .

6. Spirale des Archimedes (lineare Spirale) r  =  a cp.
7. Parabolische Spirale r2 =  2 p cp.

8. Hyperbolische Spirale r  =  — .
95 2.

9. Logarithmische Spirale r  =  m ea .
10. Kreisevolvente (Tangente =  dem Bogen zwischen 

einem festen Punkt des Kreises und dem Berührungs
punkt): r =  a / l  +  9?ä, ip =  (p —  arctg?? •
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II. Geometrie des Baumes.
§ 75. Koordinaten-*) und Größenbeziehungen.
0  Ursprung, P  ein Punkt im Raum, O P =  r ;  

cc, ß, y  Winkel der O P mit den positiven Teilen der 
Koordinatenachsen; x , y , z die Koordinaten von P.

1. E in  P u n k t. Die Koordinaten des Punktes P 
sind die Projektionen von 0  P auf die Achsen:

x =  r  cos a  , y =  r cos ß  , z =  r  cos y , 
r  =  / x 2 + y 2 +  z2 , cos2a  +  cos2/? +  cos2j' =  l  .

2. Z w ei P u n k te . (xx, yx, zx) und f o ,  y2, % ).
O Pi = i i  , 0  P2 =  r, ; 

cos (rx, r2) =  cos ocx cos oc2 +  cos ß t cos ß2 -f- cos yx cos y2
xi x2 +  yi 72 +  Z1 Z3 

rl r2
Stehen rt imd r2 senkrecht aufeinander, so ist
cos tx1 cos tx2 +  cos cos ß2 -f- cos yx cos y2 =  0 . 

Entfernung e =  /(x , -  xx)2 +  (y, -  Y iy  +  (z2 -  zt)2 .
Für Punkt P (x , y , z), der Px P2 im Verhältnis 

m : n =  l : 1 teilt (Px P : P  P2 =  m : n ) , ist 
^ _  m x, +  n xx ^ _  m y2 +  n yj  ̂ m z2 +  n zt 

m - f n  ’ ^  m +  n ’ Z m +  n ’ 
oder x _ * i + Ax2 _ y i + ^ 2  V +^_*2 .

1 +  X ’ 7 ~  l +  k ’ l +  X ’

sind m und n ungleichzeichig, bzw. ist 2 negativ, so 
liegt P  außerhalb Px P, .

3. P ro jek tio n en . Ist 1 eine Strecke, f eine 
Fläche, sind ferner lx, 12, 13, bzw. fx, f2, f3, ihre 
Projektionen auf die Koordinatenebenen, so ist

*) Es sind stets, wofern nichts anderes bemerkt ist, 
rechtwinklige Koordinaten vorausgesetzt.
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1 . l? +  li +  l? =  2 1 * ,
2. f? +  'fl +  f | =  f2 • 

f, =  f co3 oc, a= f cosß , f3 =  f  cos y ; o c ,ß ,y  Nei
gungswinkel der f gegen die Koordinatenebenen.

4. Inhalt Y der d re is e i t ig e n  P y ram id e .
1. Eine Ecke im Ursprung, die drei anderen 

Ecken sind (xx, y1( Zj), (x2, y2, z2), (x8, v3, z,) .

y =-ö-[xi(y2z3—y3z2 )+ x2(y3zi —y iz3 )+ xs(yiz2 - y 2 zi)]

i  xi yi zi
=  IT x2 y2 Z2

xs y3 z3
2. Liegt die erste Ecke nicht im Ursprung, 

sondern im Punkt (x, y, z), so ergibt sich Y, indem 
man das Koordinatensystem parallel verschiebt, so daß 
der Ursprung mit (x, y , z) zusammenfällt; man hat 
alsdann im vorigen Ausdruck

statt x t , y j , Zj zu setzen xt — x , yt — y, zi — z usf.
Liegt (x, y , z) in derselben Ebene mit den drei 

übrigen Punkten, so ist Y = 0 ;  dies ist die Gleichung 
der Ebene durch jene drei Punkte.

§ 76. Änderung dos Koordinatensystems.
1. P a ra l le le  V ersch ieb u n g  der Achsen; a, b, c 

Koordinaten des neuen Ursprungs.
x =  a +  x ',  y =  b +  y ', z =  c + z ' .

2. D reh u n g  um den Ursprung.
O X ' bilde mit O X , OY, OZ die Winkel , ß l7 yl f
OY ,, 7, V 11 V 11 ^2 1 ß% 1/21
0  2 ' „ ,, ,, „ „ „ oc3 , ß 3 , .

Schreibt man der Kürze halber die Buchstaben der 
Winkel für ihre Kosinus, so ist:

11*
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x =  0i l x '+  « . , / +  <xs z' x '=  « i x  +  f t y  +  ^ z
y ^ i ^ + ^ y ' + A s z '  y ^ ^ x - f  #,y +  j,2z 
^ / l ^ + ^ y ' + r s 2' z,= «3x+/?3y+r3z -
Zwischen den Kosinus bestehen die Beziehungen

« i ßi +  «2ßi +  « 3ßs =  o « i «2 +ßißi +  yiyt =  o 
Ä  yi +  ß2 y* +  ßs y% =  ° « 2 « 3 + ß3 ß3 +  y2 7s =  o 
yi «1 +  y2 a 2 +  y3 <x3 =  0 <%3 <xx +  ß , ß1 +  y3 yt =  0 .

3. E u le r s c h e  F o rm e ln  für den Übergang von 
einem rechtwinkligen System 0 , X Y Z zu einem anderen 
rechtwinkligen 0 , X'Y'Z' mit demselben Ursprung. Es 
sei OA die Spur der OXY'-Ebene in der OXY-Ebene, 
^;A O X  =  ^ ,  -< A 0 X '= c p ,  <£ZO Z '=  0 ,  dann ist

x =  x'(cos99 cos?/; — sine/) sin i/; cos 0 )
+  y '(— sin 9  cos rp — cos cp sin-y; cos 0 ) +  z' siny  sin 0  

• y =  x' (cos cp sin xp -f- sin cp cos xp cos 0 )
+  y ' ( — sin cp sin rp-f-cos cp cos ip cos 0 ) -f- z'(— cos xp sin 0 ) 

z =  x ' sinip sin0  -f- y '  C0S9? sin 0  +  z' cos 0  .
4. P o l a r k o o r d i n a t e n .  O P  =  r ,  cp Winkel 

zwischen O P und der X Y -Ebene, gezählt von der 
letzteren gegen die + Z -A chse  hin (von — 90° bis 
+  90°); xp ist der Winkel, den die Ebene Z O P  mit 
der Ebene Z 0  X bildet, gezählt von der +  X-Achse 
aus im positiven Drehungssinn von 0°— 3G0°.

Übergang von rechtwinkligen Koordinaten zu Polar
koordinaten und umgekehrt:
1. r  =  / x 2 +  y 2 +  z2, sin cp =  — , cos y>=  ,

r yx2 +  y 2

sin w — ^ . 
yx2 +  y 2

<*i +  « 2  +  « 3  =  1
R + R + ß = 1
7\ +71 +  71 =  1

« \ +  ßl +  yl =  1
Ä2 +  ß\ +  72 =  1 
ÄI +  ßa +  73 =  1
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1. Eine F läche ist durch eine Gleichung zwischen 
x, y und z bestimmt. Die Bedingung dafür, daß der 
Punkt (x1; j l , z j  auf der Fläche liegt, deren Gleichung 
F (x, y , z) =  0 ist, ist F (xx, yx, z j  =  0 . Eine Fläche 
ist ferner darstellbar durch zwei Gleichungen in x, y 
und z, die einen veränderlichen Parameter, oder durch 
drei Gleichungen, die zwei veränderliche Parameter 
(s. § 96,,) enthalten, usf. (S. auch § 80.)

2. Eine L i n i e  ist durch zwei Gleichungen in x, 
y und z bestimmt; die Linie ist die Schnittlinie der 
durch jene zwei Gleichungen dargestellten Flächen. 
Jeder Punkt, dessen Koordinaten die beiden Glei
chungen F (x, y, z) =  0 und f (x, y, z) =- 0 befriedigen, 
liegt auf der Schnittlinie der durch die beiden Glei
chungen dargestellten Flächen. (S. auch § 95.)

3. Setzt man in der Gleichung F(x, y, z) =  0 eine 
der Koordinaten, z. B. z, gleich Null, so erhält man die 
Gleichung der Schnittlinie der Fläche mit der Ebene 
der anderen Koordinaten, z. B. der XY-Ebene.

4. Eliminiert man aus den Gleichungen zweier 
Flächen eine Koordinate, so erhält man die Gleichung 
der Projektion der Schnittlinie beider Flächen auf die 
Ebene der beiden anderen Koordinaten. Bestimmt man 
aus den Gleichungen dreier Flächen die gemeinschaft
lichen Werte von x, y, z, so stellen diese die Koordi
naten der Schnittpunkte der drei Flächen dar.

5. F (x, y, z) +  X f (x, y, z) =  0 gibt die Gleichung 
einer Fläche an, welche durch die Schnittlinie oder

2. I x =  r  cos cp cos xp 
y  =  r cos cp sin xp 
z =  r sin cp .

§ 77. Allgemeine Sätze.
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die gemeinschaftlichen Punkte der beiden Flächen 
F ( x >y>z) =  0 und f ( x , y , z ) = 0  geht.

§ 78. Die Ebene.
a, b, c Abschnitte der Ebene auf den Koordinaten

achsen; oc, ß ,  y die Winkel, welche das Lot vom Ur
sprung auf die Ebene mit den Achsen bildet, p die 
Länge dieses Lotes.

1. G le i c h u n g s f o r m e n  für die Ebene:
1. allgemeine Form A x - j - B y  +  Cz +  D =  0 (E),

2 . „  +  +  =
cl D C

3. „ xcosa-t-ycos/J+zcosy—p — 0
(Norma l form N.)

Spur in der XY-Ebene A x  +  B y  +  D =  0 ,
„ „ „ YZ-  „ B y- ) -Cz -{- D  =  0 ,
,, „ „ Z X- „ A x - ) - C z + D = 0 .  

A c h s e n a b s c h n i t te :
D D D

“ -----------A >  b —  U '  « —  c -

Lot  vom U rs pr un g :
p =  a cos ä  =  b cos ß  — c cos y ------ - .

+  }A2 +  B2 +  C2
(Das Vorzeichen der Wurzel wird so gewählt, daß

p positiv wird.)
W in k e l  des Lotes p mit den Achsen aus:

P A p  Acos «  =  — = ---- = r =* 4- ■ -----  usf.
. a D ~-|/A2 +  B2+ C 2

2. B esond ere  Fäl le:
I x  =  a Ebene parallel zur YZ-Ebene,

1.1 y = b „ „ „ zx- „
l z == c )? XY- „
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C A x + B y + D = 0  Ebene parallel zur Z-Ackse
2. { A x + C z + D  =  0 „ „ „ Y- n { B y + C z  +  D =  0 „ „ „ X- „
3. A x +  B y - f C z  =  0 „ durch den Ursprung. 

[ A x + B y = 0  „ „ die Z-Achse
4. A x + C z  =  0 „ „ „ Y- „ 

l B y +  C z =  0 „ „ „ X -  „
3. E bene  durch den Punkt (xt , yt) zx):
A ( x - - x 1) +  B(y — yi) +  C(z — zt) =  0 , wobei

Yi zi 1 zi x i 1 xx yt 1
A =  y2 z2 1 , B =  z.2 x2 1 , C =  x2 y2 1

7 s ZS 1 Z3 X 3 1 X 8 ys 1

(s. auch § 75,4,2).
4. A b stan d  e eines Punktes (xlt  y1, z j  von der 

Ebene E oder N (s. 1.):
AXj-f-Byj-4-Gzj-}-D

e = -------- = = = = —=  x1cosa-f y.cos/f+z.cosy—p.
+ y A 2+ B 2+ c 2 H 1 r ■

5. Z w ei E benen
A x + B y + C z  +  D =  0 und A1x4-B 1y + 0 1z + D 1= 0 ;

1. sie sind p a ra lle l ,  wenn =
Ai Bt Cx 

also Gleichungen zweier paralleler Ebenen 
f Ax +  B y - f  Cz +  D = 0  
1 A x +  B y +  C z-|-D 1==0 oder 
( x co sa + y co s /9  +  zcosy —p = 0  .
\ x cos oc + y cos ß  +  z cos y — pj =  0 .
2. A b stand  zweier paralleler Ebenen:

Di — D
+  —  ------  =  Pi — P •~  yA2 +  B2 +  C2
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3. W inkel cp zweier Ebenen aus:
AA-, -f- BB, -f~ CCj cos m = ----  1 --  - .

± /(A 2  +  B2 +  C-’) (A? +  B j  +  C?)
4. Sie sind senkrecht, wenn cos95 =  0, d.i. wenn

AAX -f- BBX -}- CCX =  0 .
6. E b en en b ü sch e l. Sind Al = 0 ,  Ag =  0 die 

Gleichungen zweier Ebenen (1) und (2) in Normalform, 
so ist die Gleichung einer dritten Ebene (3), die durch 
die Schnittlinie der beiden ersten geht,

Ax — X Aj =  0 .
Sind (3 ,1 ) , (3, 2) die Neigungswinkel zwischen (3) 

und den beiden gegebenen Ebenen, so ist 
sin (3, 1) 
sin (3, 2)

Die Halbierungsebenen der von den beiden Ebenen 
gebildeten Keile haben daher die Gleichung 

A4 +  Ag =  0 .

7. D re i E b en en  durch eine Gerade.
Damit drei Ebenen E1 =  0, E, =  0, E3 =  0 sich in 

derselben Geraden schneiden, ist notwendig und hin
reichend, daß es drei von Null verschiedene Zahlfaktoren 
^ , 2.,, / 3 gibt, für welche die Identität besteht:

Ai Ex +  2̂ Eg +  E3 =  0 .
8. Y ier E b en en  durch einen Punkt. Damit vier 

Ebenen Ej =  0 , E, =  0, E3 = 0 ,  E4 =  0 durch einen 
und denselben Punkt gehen, ist notwendig und hin
reichend, daß die Identität besteht:

A1E1 + A 2 E.2+ A 3E3 + 2 4 E4 =  0 .

§ 79. Gerade Linie; gerade Linie und Ebene.
1. Jede Gerade ist durch zwei unabhängige Glei

chungen ersten Grades zwischen x , j  und z bestimmt.
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Allgemeine G leichungsform en:
C1 \ /  At x +  Bt y -f- Cx z +  Dj =  0

\  A2 x +  B2 y +  C2 z +  D2 =  0
(2) f y = m x + b' ’ [ z = n x  4-c .

Eine Gerade parallel zur YZ-Ebene ist durch (2) 
nicht darstellbar; ihre Gleichungen sind 

x =  a ,  y =  p z - f q .
Die Koordinaten der Spuren in der XY-, YZ-, 

XZ-Ebene ergeben sich aus bzw. z =  0, x =  0, y =  0.
2. Besondere Fälle:

1. Gerade parallel zur XY-Ebene.

J ^ ~  ^ , Gerade parallel zur XZ-Ebene. [ z = n x - f  c r
j  z — P y +  <1 Gerade parallel zur YZ-Ebene.
I X  =  3h

2. | y ~ c  ^ erac ê ParaÜ6l zur X-Achse; j ^ Z j )  X-Achse, 

{ x —a ®era^e parallel zur Y-Achse; Y-Achse. 

{ y —- b ^ erade Para^e  ̂zln' Z-Achse; j y _  q Z-Achse.

| z — nx^ Gerade durch den Ursprung.
3. W inkel m it den A chsen oc, ß , y .

y =  m x - f b , !  =  n x  +  c ,  so ist -
1 0 mcos a  =  -^ r r  , cos ß  =  ----- ,

y 1 +  m2 +  n2 y i +  m2 +  n2
n

cos y  =  —— .
y l  +  m2 +  n2
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4. Gerade bestimmt durch einen P u n k t (x1; yt , zx) 
und R ic h tu n g  (a , ß , y):

x — xt y  — J i z — Zi 
cos oc cos ß  cos y

5. Gerade durch zw ei P u n k te  (x^ yx, z j ,  (x2, y2, z2):
x — xt y — y, z - z ,
X s-X jl y2 — yi z2~  zi

Durch den Ursprung und den Punkt (x1; y , , zx):

2^== JL =  JL
xi ~  yi ~  zi '

6. Z w ei g e rad e  L in ie n :
f y  =  inx  +  b _ f y  =  m1 x +  b1 
| z = n x + c  ' \ z = n 1x + c 1 .
1. Die Geraden sc h n e id e n  sich, wenn 

(m -  m j) : (n -  nx) =  (b - \ ) : (c — q )  (s. u. 5.).
2. Sie sind p a ra l le l ,  wenn m1 = m , nx = n .
3. Der W inkel cp der Geraden ergibt sich aus

1 + m m , + n n ,
cos cp =  —  .

y(l +  rn2 +  n 2) (1 +  m? +  n?)
4. Sie sind sen k  re c h t, wenn cos q9=0, also wenn

l + m m 1+ n n 1 ==0 .
5. K ü rz e s te r  A b stand  zweier Geraden:

(b — btXn — ni) - ( c  — (^ ( in  — m j  (s 0 x ). 
)/(m n t — ni! n)2 +  (m — m j 2 +  (n — nx)2

6. Abstand e zweier paralleler Geraden 
f y =  m x  +  b y =  m x +  b1
|  z = n x  -)-c z =  n x  +  ct :

p-2  +  g 2 +  H2 , .
e =  h!—;---- ^ ~ , wobeil + m 2 +  n2 ’
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F =  (b — bj) m +  (c — Cj) n ,
Q =  ( c - c 1) m n - ( b - b 1) ( l - f  n2) ,
H =  ( b - b 1) m n - ( c - c 1) ( l  +  m2) .

7. G erad e  urid E bene:
f y — m x -j-b  A x +  B y  +  Cz +  D =  0 .
[ z = n x  +  c ' J 1

1. Die Gerade liegt in der Ebene, wenn 
A 4 -B m  +  Cn =  0 und B b -(-C c  +  D =  0 .

2. Die Gerade ist p a r a l le l  der Ebene, wenn
A +  B m -f  Cn =  0 .

3. "Winkel oj zwischen der Geraden und der 
Ebene aus

A +  B m +  C n 
sm co —  =  ■

V(A2 +  B2 +  C2) (1 +  m 2 +  n2)
4. Die Gerade ist s e n k re c h t zur Ebene, wenn

B C
X ~ m ’ Ä ~ n '

5. B e lieb ig e  E b en e  durch die Gerade 
y =  m x  +  b ,  z =  n x - f  c:

y —nix — b  ̂
z — n x — c

8. Ebene durch Punkt (xx, yt , zx) senkrecht zur 
Geraden y  =  r a x - f b ,  z =  n x - j-c :

(x — x1) +  m (y — y j) - f  n(z — zx) =  0 .
9. Gerade durch Punkt (xx, y1; zt) senkrecht zui 

Ebene A x  +  B y - f  Cz +  D =  0:
B ,

y - y i = x ( x ~ xi)
c

Z - Z i  =  — ( x - x t).
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10. Ebene durch zwei sich schneidende gerade 
Linien (s. F r. 6t):

J y =  m x  +  b f y  =  m1x +  b1 
} z =  n x  +  c \  z = n 1x + c ^

y — m x — b b — b, , m — m,oder -— -------- -—  - — — -  oder = ---------=■ .
z — n x — c c — Cj n — nt

Ebene durch zwei parallele Gerade: 
y — m x  — b b — bx 
z — n x — c c — cl '

11. Ebene durch eine Gerade y = m x + b ,  z = n x - f c  
parallel zu einer zweiten Geraden y =  mt x bj 
z =  nt x +  Ci:
(mnr  m ^ x - t^ n —nt)y —(m—m1)z=b1(n—nx)—(^(m—nij).

12. Ebene durch einen Punkt (x1, y 1,z 1) parallel 
zu zwei Geraden:
(mnj—m,n) ( x - x t) +  ( n - n t) ( y - y ^  -  (m -m j) ( z - z 1) = 0 .

§ 80. Erzeugung von Flächen.
A llg em ein es : Enthalten die Gleichungen

1) F(x, y , z, p) =  0 , 2) f ( x ,y ,  z ,p ) =  0
einer Linie einen veränderlichen Parameter p , so stellen 
sie eine bewegliche Linie dar. Die Gleichung der 
durch die bewegte Linie erzeugten Fläche wird erhalten, 
indem man aus den Gleichungen (1) und (2) p eliminiert.

Enthalten die Gleichungen F (x, y , z, p, q, . . .)  =  0, 
f ( x , y , z , p , q ,  .. .)  =  0 der Beweglichen n veränder
liche Parameter p , q . . . ,  die durch n — 1 Gleichungen 
miteinander verbunden sind, so ist die Gleichung der 
erzeugten Fläche das Eliminationsresultat der n Para
meter p, q . . .  aus den n -f- 1 gegebenen Gleichungen. — 
Die n —1 Bedingungsgleichungen sind in der Regel
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der analytische Ausdruck dafür, daß die bewegliche Linie 
auf n — 1 festen gleitet. — Die Bedingung dafür, daß eine 
Linie eine andere schneidet, erhält man, indem man aus 
den vier Gleichungen beider Linien x , y , z entfernt.

R e g e lf lä c h en  werden erzeugt durch die Bewegung 
einer Geraden; da die Gleichungen einer Geraden im 
allgemeinen vier Konstanten (Parameter) enthalten, so sind 
drei Leitlinien nötig. Man unterscheidet ab w ick e lb a re  
und w in d sc h ie fe  Regelflächen. Bei den ersteren liegen 
zwei unendlich nahe Mantellinien in einer Ebene (z. B. 
Zylinder- und Kegelfläche), bei den letzteren nicht (ein- 
schaliges Hyperboloid, hyperbolisches Paraboloid).

A) Z y lin d e rf lä c h en .
I. L e itl in ie :  1) cp(x, y , z) =  0 ,

2) y>(x, y , z) =  0 .
Erzeugende: 3) y = m z - f y 0 , 4) x =  p z  +  x0 .

Eliminationsresultat von x , y , z aus 1) bis 4):
5) F (xo ,y o ) = ° -  

Gleichung der Z y lin d e rf lä c h e :
6) F(x — p z , y — m z ) = 0 .

H. A llg em ein e  G le ich u n g  d e r Z y lin d e r  f läch en : 
F [(a x +  b y +  0 z +  d) , (at x +  bt y +  c, z +  dt )] =  0 .

B) K eg e lfläch en .
Spitze: (xx, yx, zL).
I. L e it l in ie :  1) cp(x, y , z) =  0 ,

2) y j(x , y , z ) = 0 .
Erzeug. Mantellinie: 3) x — xt =  p (z — zt ) ,

4) y —y! =  m (z — Z j). 
Elim.-Resultat von x, y , z aus 1) bis 4):

5) F(m , p) =  0 .



Gleichung der K e g e lf läch e  (Elim.-Eesultat von m und p
aus 3) bis 5)):

6) =
\  z — Zj z — Zj /

Liegt die Spitze im Ursprung, so ist die Gleichung

der Kegelfläche F , —j  =  0 , d. h. sie ist homogen.

DieGleichungax2-f-by2+ c z 2-|-dxy-f- e x z + fy z  =  0 
stellt einen Kegel zweiten Grades dar mit der Spitze 
im Ursprung.

ü .  A llg em ein e  G le ic h u n g  d e r K eg e lf läch en : 
p / ai x +  bt y +  q z  +  dt a., x  + b 2 y +  a, z +  d2\  Q 

\  a x  +  b y  +  cz  +  d 1 a x  +  b y  +  cz  +  d /

C) D reh fläch en .
I. Z -A chse is t  D rehachse .
Erzeugende: 1) (p (x ,y , z) =  0 , 2) ^ (x ,  y , z) =  0; 
Parallelkreis: 3) x 2+ y 2 =  r 2, 4) z = d ;  

Bedingungsgleichung (Elim.-Result. von x, y, z aus 1) 
bis 4)): 5) F (r, d) =  0 ; Gleichung der D r e h f lä c h e  
(Elim.-Result. von r  und d aus 3) bis 5)):

6) F (]/x2+  y 2, z) =  0 .
II. D re h a c h se  d u rc h  den P u n k t (x0, y0, z0), 

<%, ß , y Richtungswinkel derselben:
Erzeugende: 1) und 2) wie bei I.

Paraüelkreis: { J) ( x - x ° ) 2+ ( y - y o ) 2+ ( z - z o ) 2- r 2= 0 ;  
 ̂4) x c o sa + y c o sp  +  zcosy—d = 0  .

Beclingungsgleichung (Elim.-Resultat von x, y , z aus 1)
bis 4)):

"  5) F (r, d) =  0 .
Gleichung der D reh fläch e  (Elim.-Resultat von r  und d 
aus 3) bis 5)):

174 • Analytische Geometrie.
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( F (V(x -  x0)2 +  (y -  y0)2 +  (z -  z0)2 ,
\  X cos oc +  y cos ß  +  z cos y) =  0 .

Geht die Drehachse durch den Ursprung, so geht 6) über in
6 1) F ( / x 2 +  y 2 +  z2 , x c o s a  +  y c o s /9 + z c o s y )  =  0 .

D) K o n o id isch e  F lächen .
Eine Gerade bewegt sich so, daß sie die Z-Achse 

und eine Leitlinie beständig schneidet und dabei der 
XY-Ebene parallel bleibt.

Leitlinie: 1) <p(x, y , z) =  0 , 2) y>(x, y , z) =  0 ;
Erzeugende: 3) — =  m , 4) z =  d .
Elim.-Resultat von x, y , z aus 1) bis 4):

5) F (m, d) =  0 .
G le ich u n g  d e r K o n o id fläch e  (Elim.-Resultat 

von m und d aus 3) bis 5)):

6) . ) - 0 .
Beispiel: S c h ra u b e n flä ch e . Die Leitlinie dieser

Konoidfläche ist die Schraubenlinie:
, . h t  x =  r  cos t ,  y =  r s m t ,  z =  —— ,

2 71
deren Achse die Z-Achse ist. Die Gleichung der

V 2 71 z
Schraubenfläche ist: — — tg ------.

x h

Flächen zweiter Ordnung.
§ 81. Allgemeines.

Die allgemeine Gleichung der Flächen zweiter Ord
nung ist:
f (x > y , z) =  an  x 2+ a ^ 2 y s +  ag3 z2 - f  2 a12 x y  +  2 a13 x  z 

+  2 y z +  2 a14 x -f- 2 a ^  y +  2 z +  a44 =  0 .
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1. Die Koordinaten des M itte lp u n k te s  ergeben 
sieb aus den Gleichungen:

[ i f 'x = % ix  +  a12y  +  a13z +  au  =  0 ,
|  i f 'y  =  a12x  +  a22y  +  a23Z +  a2i =  0 ,
[ 1 fi =  %3 x  +  a23 y +  as3 Z +  a34 =  0 .

2. D u rc h m e sse r -(Diametral-)Ebene zugeordnet der 
Richtung x =  m z , y =  n z ,  bzw. <£oc, ß,  y:

r n f i  +  n  fy +  f' =  0 , bzw. 
cos oc +  cos /? f̂ , +  cos y f£ =  0 .

3. D u rc h m e sse r zugeordnet der Richtung der 
Ebene A x - f -B y - fC z  +  D =  0 ,  bzw.

xcosoc +  ycos/S 4-zco s)' — p =  0:
f f ' V V f  f '
A B C  cos oc cos ß  cos y
4. P o la reb en e  zum Punkt (xt , ylt Zj), d. h. Ort 

des Punktes auf einer durch (xx, yx, zx) gehenden 
Sekante, welcher diesem Punkt in Beziehung auf die 
zwei Schnittpunkte der Sekante mit der Fläche harmo
nisch zugeordnet ist:
(x—x1)fI1+ ( y —y!)fyi+ ( z —z1) f '1+ 2 f ( x 1, yt , Zl) = 0 .

Liegt der Punkt (Xj, yt , zx) auf der Fläche, so ist seine 
Polarebene zugleich B e rü h ru n g se b e n e  an die Fläche.

5. H a u p td ia m e tra le b e n e  oder H au p teb en e  heißt 
jede Ebene, welche senkrecht ist auf den von ihr hal
bierten Sehnen (H auptsehnen). Die Richtungskosinus 
oc, ß,  y dieser Sehnen und die Zahl X bestimmen sich 
aus den Gleichungen:

( ( a u - A ) «  +  a i2 / 5  +  % s  7  =  °

M TA  I a 12 01 +  (322 —  A ) ß  +  »23 7  =  0  

| a i s  Ä  +  a23 ß  " H  (B s s  ^ )  7 ~  0  
l oc2 +  ^ 2 +  y2 =  1 .
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). ist bestimmt durch die kubische Gleichung
a ii —  ̂  “h i  ^ 3  

(R) %2 ^  — X â g =  0 , oder 
ais a23 ag3 X

(R) (a H  +  a 22 +  a 33 )  ^ 2 +  ( a l l  ^ 2  + ^ 2  +  a 33 ^ 1

a 12 a 13 ' a 23) ^  (a i l  3 2 2  a 33 “1“  2  a 12 3 l 3  £>23 —  % !

3^2 a 13 333 a 12) =  0  •
Die Wurzeln dieser Gleichung sind reell; vermittels X 

sind ot, ß ,  y aus den Gleichungen (W) erhältlich.
G. H au p tach sen . Man verschiebe das ursprüng

liche System parallel durch den Mittelpunkt (x,,, y0, z0), 
so geht die allgemeine Gleichung über in:

(T) au  x 2 +  a22 y 2 +  333 z2 - f  2 a12 x y +  2 a13 x z 
+  2a23yz =  M , 

hierbei ist^ ^  ~  (ai4x0+ 3.24y0 + 3g4z0 +  a44) ; M ^ O .
Man dividiere die Gleichung (T) mit M durch und 

bilde aus den Koeffizienten der neuen Gleichung die 
Gleichung (R), sie werde mit F (X) =  bezeichnet. Die 
Wurzeln dieser neuen Gleichung seien Xlt X2, Xs , dann 
sind die halben Hauptachsen der Fläche gegeben durch

yi' 1/?’ yi-
7. A llg em ein e  Sätze.
a) Eine Fläche zweiter Ordnung wird im allgemeinen 

durch neun Punkte oder neun Berührungsebenen be
stimmt.

b) Eine Fläche zweiter Ordnung wird von einer 
Ebene in einer Linie zweiter Ordnung und von einer 
Geraden in zwei Punkten geschnitten.

c) Wenn ein Teil des Schnittes zweier Flächen 
zweiter Ordnung eine ebene Kurve ist, so ist auch der 
übrige Teil eine solche. .

B ü r k l e n ,  Formelsammlung. 12
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d) Wenn ein Punkt eine Ebene durchläuft, so dreht 
sich seine Polarebene um einen Punkt, den Pol dieser 
Ebene, und umgekehrt.

e) Wenn ein Punkt sich auf einer Geraden bewegt, 
so dreht sich seine Polarebene um eine in dieser liegenden 
geraden Linie und umgekehrt.

f) Durch den Pol und die Schnittlinie seiner Polar
ebene mit der Fläche zweiter Ordnung ist der zum Pol 
als Spitze gehörige B e rü h ru n g sk e g e l bestimmt.

g) Wenn der Pol einer gegebenen Oberfläche zweiter 
Ordnung eine zweite Oberfläche demselben Ordnung be
schreibt, so berührt seine Polarebene eine dritte Ober
fläche zweiter Ordnung und umgekehrt, wenn die Polar
ebene einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung sich 
als Berühnmgsebene um eine zweite Oberfläche derselben 
Ordnung herumbewegt, so beschreibt der Pol eine dritte 
Oberfläche zweiter Ordnung.

§ 82. Einteilung der Flächen zw eiter Ordnung.
Die Flächen zweiter Ordnung werden nach den Wurzeln 

der Gleichung (R), bzw. F (A)=0 (s. § 81,5 und 6) eingeteilt

I. M itte lp u n k ts flä c h e n .
F (X) =  0 (s. § 81 ,6) hat keine Wurzel gleich 0.

A) L ,  A3 haben gleiche Zeichen.
1 i 1 i positiv- I a) M > 0  § 81)> E l l iPso id >^1 , " 2 ,  ^3 POSIUV. |  ^  M  =  Q) p u n k t

2. A2, A3 negativ: Im a g in ä re  F läche .
B) Zwei Wurzeln l  mit gleichem, die dritte mit 

entgegengesetztem Zeichen.
1. Zwei Wurzeln positiv, eine negativ:

a) M > 0 ,  e in m a n te lig e s  H y p erb o lo id ,
b) M =  0 ,  K egel und  P u n k t.
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2. Zwei Wurzeln negativ:

M > 0 , zw eim anteliges H yperboloid.

EL N icht zen tra le ' Flächen.
Die Gleichung (R) (s. § 81,5) hat eine oder zwei 

Wurzeln gleich Null, die Flächen haben 0 oder unend
lich viele Mittelpunkte.

A) Eine Wurzel 1 ist gleich 0, kein Mittelpunkt 
vorhanden. Die beiden ändern Wurzeln haben:

1. gleiche Zeichen: E llip tisch e s  Paraboloid;
2 . ungleiche Zeichen: H yperbolisches Paraboloid.
ß) Eine Wurzel ist gleich Null, unendlich viele Mittel

punkte auf einer Geraden. Die beiden andernWurzeln haben:
1.- gleiche Zeichen: E llip tisch e r Z y linder oder 

eine Gerade;
2. entgegengesetzte Zeichen: H yperbo lischer Zy

linder oder zw ei sich schneidende Ebenen.
C) Zwei Wurzeln gleich Null:
1. kein Mittelpunkt vorhanden: P arabo lischer 

Zylinder;
2. unendlich viele Mittelpunkte: zwei para lle le  

Ebenen (Doppelebene; zwei imaginäre Ebenen).

§ 88. Die einzelnen Flächen zweiter Ordnung

1. Ellipsoid: -^  +  -^  +  ^ - 1  =  0.

Die Fläche liegt ganz im Endlichen, sie wird von 
jeder Ebene in einer reellen oder imaginären Ellipse 
geschnitten; die Hauptschnitte sind ebenfalls Ellipsen.

D urchm esserebene, welche die Sehnen, deren 
Richtungskosinus tx, ß ,  y sind, halbiert:

i£+4f + Zl_„.
a- e2

12*



P o la re b e n e  des P u n k te s  x ^ y j ^ :  
x ix  T jy  z1z _

9 '  *> 1 *> *a2 b2 c-
Liegt (xt , vt , zx) auf der Fläche selbst, so stellt 

die vorige Gleichung die B e rü h ru n g se b e n e  dar.
K o n ju g ie r te  D u rch m esse r. Die Geraden 

|  x = m z  | x  =  m1 z | x  — nijZ 
\ y =  n z  , \ y =  n1 z ,  \ y =  n2 z 

stellen konjugierte Durchmesser dar, wenn folgende Be
dingungen stattfinden:

m m , , n n , 1
------9----------- T i -----f~—T =  W ja2 b2 c2 
m m 2 n n 2 1

mi m2 niDg 1 
. a2 b2 c2

Werden zwei, bzw. drei Achsen einander gleich, so 
geht die Fläche in ein Drehungsellipsoid, bzw. eine 
Kugel über.

K ugel, Mittelpunkt im Ursprung: x 2 +  y2 +  z2= r 2, 
Mittelpunkt im Punkt (x1, y lt  zt ):

(x -  xx)2 +  (y -  yx)2 +  (z -  Zl)2 =  r 2 .
^ 2  -rr2  2

2. Einmanteliges Hyperboloid: — + t-j ---- j —1 = 0 .
«L D C

Die Fläche besteht aus einem ins Unendliche sich 
erstreckenden Mantel; sie wird von der XY-Ebene in 
einer Ellipse, von der XZ- und der YZ-Ebene je in 
einer Hyperbel, von einer beliebigen Ebene in einer 
reellen EÜipse, einer Parabel oder Hyperbel geschnitten.

x 2 y 2 z2
A sy m p to ten k eg e l: - v  +  t t ----- 2 = 0 -a1 bJ c*

180 Analytische Geometrie.
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Zwei S charen von M antellin ien :

(£+i_a(i+£) ( ^+i=yU(i_y)
' a / C X und a, c . \  b {

KT-ä— f
Jede Schargerade schneidet alle Gerade der anderen 

und keine der eigenen Schar. Die Fläche ist der Ort 
einer Geraden, welche immer drei Gerade schneidet. 
Sie ist eine windschiefe Regelfläche.

x® v* Z23. Zweimanteliges Hyperboloid: -+ -f------- = o .a“4 b2 c*
Die Fläche besteht aus zwei sich ins Unendliche er

streckenden Mänteln, sie enthält keine reellen Geraden, 
wird von der XY-Ebene in einer imaginären Ellipse, von 
der XZ- und der YZ-Ebene in Hyperbeln, von einer be
liebigen Ebene in einer reellen oder imaginären Ellipse, einer 
Parabel oder Hyperbel geschnitten. — Wird a =  b, so geht 
jedes der Hyperboloide in ein Drehungshyperboloid über.

4. Elliptisches Paraboloid: ?r- + — = 2x  0>n-,c gleich-b c zeichig).
Die Fläche besteht aus einem einseitig sich ins Un

endliche erstreckenden Mantel; sie wird von der YZ-Ebene 
berührt, von der XY- und der XZ-Ebene je in einer Parabel 
und von einer beliebigen Ebene in einer reellen oder imagi
nären Ellipse oder in einer Parabel geschnitten. — Die 
Fläche entsteht, wenn die Parabel, die in der XY-Ebene 
liegt, parallel so verschoben wird, daß ihr Scheitel auf 
der in der XZ-Ebene liegenden Parabel weiter rückt 

Für b =  c Drehungsparaboloid.
5. Hyperbolisches Paraboloid: ^— ^ -= 2 x

Die Fläche ist sattelförmig, sie hat mit der unendlich 
fernen Ebene ein Geradenpaar gemein, sie wird von der
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XY- und von der XZ-Ebene je in einer Parabel (diese 
beiden Parabeln haben den Ursprung gemeinschaftlich 
und ihre auf der X-Achse liegenden Achsen sind ent
gegengesetzt gerichtet), von der YZ-Ebene in einem 
Geradenpaar und von einer beliebigen Ebene in einer 
Parabel oder Hyperbel geschnitten. Sie ist der Ort 
einer Geraden, welche immer zwei gegebene Gerade 
schneidet und einer gegebenen Ebene parallel bleibt. — 
Sie wird ferner erzeugt, wenn die in der XY-Ebene 
liegende Parabel parallel weiter rückt und dabei mit ihrem 
Scheitel auf der in der XZ-Ebene liegenden Parabel bleibt.

Die Fläche enthält zwei Scharen von Geraden, nämlich:

y , _ z _ , ] _y____&v u* u ^
_y____ y i z _ 2 x
y b / c  ^ yb y c

Die Geraden der Schar l  sind parallel der Ebene 
Y z—  - f  =  0 , die des Systems u  parallel der Ebene 

f b  / c
y z o 

yb yc
6. Kegelfläche, Spitze im Ursprung:

X2 y2  ĵ 2
i m a g in ä re r  Kegel: —  +  —  +  — =  0 ,

re e l le r  Kegel: ~  ^  =  0 .

Letztere Fläche, welche abwickelbar ist, wird von einer 
Ebene in einer reellen Ellipse, oder Parabel oder Hyperbel 
(oder deren Ausartungen) geschnitten; sie enthält eine Schar 
von Geraden, welche durch die Spitze gehen, nämlich
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x z y x z Ay---- J---- ---  u n d ----------=  —  t l
a c h / .  a c b

7. Elliptischer Zylinder (schiefer):
(x — p z )2 , ( y - m z )8 __

a2 ' b2 ’
• wenn die Erzeugende: |  x — P z +  c 

° 1 y = m z + d
x 2 y 2

und die Leitlinie: —7- +  7—  =  1, z =  0 . a2 b2
Die sich ins Unendliche erstreckende Fläche wird von 

jeder Ebene in einer Ellipse (oder einem Parallelenpaar) 
geschnitten und enthält eine Schar von parallelen Geraden. 

Ist die Erzeugende parallel der Z-Achse, so ist die
y  2

Gleichung der Fläche: —  +  —  =  1 .a2 b2
x2 y 28. Hyperbolischer Z ylin d er:-------- ------1 =  0

■yr2 y 2  t ) 2

die Leitlinie —-  — —  — 1 =  0 , z =  0 und die Er-a-* bJ
zeugende parallel der Z-Achse; er wird von einer Ebene 
in einer Hyperbel oder einem Parallelenpaar geschnitten.

x 2 2 y
9. Parabolischer Zylinder: — ---- — =  0 ,

x 2 2 y a bLeitlinie — ---- — == 0 , z =  0, Erzeugende parallel der

Z-Achse; er wird von einer Ebene in einer Parabel oder 
einem Parallelenpaar geschnitten.

10. Jede Gleichung von der Form
1) x 24 -y 2 +  z2- ) -a x - |-b y  +  c z - |-d  =  0 ,
2) a x 2 +  b y 2-f -cz2- t - d x y  +  e x z - f  f y z  =  0 ,
3) (ax  +  b y  +  cz  +  d)(a1x - f  bx y +  c1 z +  d1) =  0 
stellt bzw. eine Kugel, einen Kegel, ein Ebenenpaar dar.
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1) Differentialrechnung.
§ 84. Punktion; unendlich kleine Größen; Differential

quotient.
F u n k tio n en .
1. Eine Zahl von unveränderlichem Wert (3, 5, a, 

3 a  — b . . . )  heißt eine K o n s tan te ; eine Zahl, welche 
alle Werte der Zahlenreihe annehmen kanu, heißt eine 
V e rä n d e rlich e  (in der Regel bezeichnet mit t, x, y, z).

2. Ist die Größe y mit der Größe x so verbunden, 
daß — einem bestimmten Gesetz zufolge —  jeder Ver
änderung von x eine Veränderung von y und jedem 
Wert von x ein bestimmter Wert von y entspricht, so 
heißt y  eine F u n k tio n  von x . Man nennt hierbei y 
die ab h än g ig e , x die u n ab h än g ig e  Veränderliche 
oder das A rgum ent. Sind x , y und z so miteinander 
verbunden, daß zu einem willkürlich gewählten Werte
paar von x und y ein bestimmter Wert von z gehört, 
so ist z eine Funktion von x und y; x und y sind 
hierbei die unabhängigen Veränderlichen; usf. Der 
Inhalt eines Kreises, einer Kugel ist eine Funktion 
des Halbmessers; derjenige eines Rechtecks, eines 
Quaders ist eine Funktion von Länge und Breite, bzw. 
von Länge, Breite imd Höhe.
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B eze ich n u n g  d e r F u n k tio n : f(x), F (x), <p(x), 
t f  (x) und dergleichen.
y =  f(x) ist eine Funktion von e in e r  unabhängigen 

Veränderlichen x. 
i  = f ( x ,  y) ist eine Funktion von zw ei unabhängigen 

Veränderlichen, x und y. 
u =  f(x , y, z) ist eine Funktion von d re i unabhängigen 

Veränderlichen, x, y und z.
3. y =  f(x), z =  f(x , y) usf. heißen e n tw ic k e lte  

(explizite) Funktionen.
Die Funktion y  =  f(x) heißt für einen bestimmten 

Wert von x n -d e u tig , wenn die durch den Ausdruck 
von f(x) gegebene Vorschrift zur Berechnung von y 
aus jenem Wert von x  im allgemeinen n verschiedene 
Werte von y  liefert.

F (x , y) =  0 ,  F (x , y, z) =  0 usf. heißen u n e n t
w ic k e lte  (implizite) Funktionen.

4. Man unterscheidet a lg e b ra is c h e  und t r a n 
sz e n d e n te  Funktionen und teilt die algebraischen ein 
in ra tio n a le  und ir ra tio n a le . Die allgemeine Form 
einer rationalen Funktion ist

a,, +  at x +  a2 x 2 +  . . .  +  an xn
* _  b0 +  b1x +  b2 x 2 +  . . . + b mxm ’ 

wobei m und n ganz und positiv sind; eine ganze 
rationale Funktion n-ten Grades hat die Form 
y =  ao +  x  +  sl2 x 2 +  . . .  - f  an x“, wobei .a^ ̂  0 .

y  ist eine ir ra t io n a le  Funktion von x , wenn zur 
Berechnung des Wertes von y neben rationalen Zahlen
verbindungen noch eine oder mehrere Wurzelausziehungen 
notwendig sind.

Eine Funktion heißt t r a n s z e n d e n t, wenn der Wert 
derselben nicht vermittels einer endlichen Anzahl von
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einfachen, algebraischen. Operationen (Addition, Subtraktion, 
Multiplikation, Division, Potenzierung und Radizierung 
mit konstanten Exponenten) aus der unabhängigen Ver
änderlichen berechnet werden kann. y =  ax, y =  log s , 
y =  sin x z. B. sind transzendente Funktionen.

5. Eine Funktion f (x) heißt s te t ig  für den Wert a 
des Argumentes, wenn nach Annahme einer beliebig 
kleinen Größe e die Größe <5 so bestimmt werden kann, 
daß für eine Änderung des Argumentes um eine Größe 
h <  (5 die Änderung der Funktion f (a +  h) — f (a) <  s 
bleibt, oder kurz, wenn

lim f (a +  h) | =  lim f (a — h) I
I h =  0 |h =  0

U n en d lich  k le in e  G rößen  und  G ren zw erte .
6. Wenn eine veränderliche Größe sich der Null nähert 

und dabei einen Wert annimmt, der kleiner ist als jede 
angebbare Größe, so nennt man sie u n e n d lic h  k le in .

7. Zwei u n e n d lic h  k le in e  G rößen heißen von 
d e rse lb en  O rdnung , wenn ihr Quotient gegen einen 
von Null verschiedenen, endlichen Grenzwert konvergiert 
Ist a eine endliche, y eine unendlich kleine Größe, so 
ist a y von derselben Ordnung wie y.

8. Ist <5 von der ersten Ordnung, so ist y  von der
yn - te n  O rdnung , wenn der Quotient gegen einen
on

endlichen, von Null verschiedenen Wert konvergiert, 
also wenn

Das n-te Differential dn y einer Funktion y =  f (x) 
ist im allgemeinen unendlich klein von der n-ten Ord
nung, sofern dx  von der ersten Ordnung ist.
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9. Eine unendlich kleine Größe höherer Ordnung 
ist im Vergleich zu einer solchen niederer Ordnung 
selber unendlich klein; sie kann daher neben dieser 
vernachlässigt -werden.

Ist eine endliche Größe J '  gleich der Summe von 
unendlich vielen unendlich kleinen Größen yx, y2 . .  
so bleibt / '  unverändert, wenn jede Größe y um ein 
unendlich Kleines s von höherer Ordnung vermehrt 
wird. Ist also

r =  y± +  y2 +  . . .  =  lim E  y , so ist auch
r =  ( n  +  «i) +  (y2 +  e2) +  • • • =  lim 2  (y +  «) •
10. Es ist i

1) lim (1 +  <5) s =  e , lim (1 -1---- ) - e .
\  m  /m  =  «

a.1 — 1 loga
<5 3=0 löge ’

3) = 1 J 11111 = 1 .0 |< »= o  o s= o

4 ) l i m ( l + — T  =  e1 .
V D l  /  m  = o o

11. D ifferen tia l und D ifferen tia lquo tien t.
y =  f(x)

y +  zly =  f(x +  zlx)
d  y =  f (x +  Ä x) — f (x)

+  _ i y _  .

A *  d x  lim /j x ~  0 d x  J

= ^ r = f ( x ) = D f ( x ) -

dx heißt das D ifferen tia l von x, dy dasjenige
dvvon y, df (x) =  f'(x)dx das von f(x); ^  heißt D iffe-



188 Höhere Analysis.

r e n tia lq u o tie n t, die Funktion f(x) die (erste) A b
le itu n g  von f (x).

Es gibt stetige Funktionen, die keinen Differential
quotienten haben.

Ist C eine von x unabhängige Konstante, so ist

dx
Die Ableitung des ersten Differentialquotienten gibt 

den zweiten usf.: es ist also

die zweite Ableitung von f(x).

§ 85. Allgem eine Formeln über Differentiation.
Es seien u, v, w Funktionen von x , A, B, C 

Konstanten.
df(u) df(u) du 

dx  du  d x '
d(A u +  B v - f  Cw) =  A d u - f B d v - f  C dw  , 
d (Au +  B v  +  Cw) du dv  dw

Z. ------------ ---------------— A — -f - D - ----- T'^'3—dx  dx dx  dx
=  A u'-f- B v'-f- C w '. 

d(u v) =  v du +  u dv , 
d(uv  w) =  v w d u  +  u w d v  +  u v d w  , 

d(uv) /  u' v'\
3. - J J ------- U Y  +  U V - U 7 ^ ~  +  V ) ,

4-) ■ ,\ y /  U V —  U v 

dx v2

dx \ u  v w /



5. Bezeichnet man die n-te Ableitung von u mit u("', 
» i s t :  d»(A. +  BT)

dxn ’

(u v)(») =  u(")v +  ^  j  u(n—1) vW +  j  u(“—2) v(2) +  . . .

+  (“)u(1) vf— D +  u v » .
6. Ist u =  f(z ), z =  99 (y), y =  yj (x ), dann ist

du df(z) dz dy  
dx dz dy dx ‘

7. V e rta u sc h u n g  d e r  u n ab h än g ig en  V e rä n d e r
lichen . Sind x und y Funktionen von t, so ist:

1) =  =  y ' ;x '.
dx d t d t 

0 d2y /d x  d2y dy  d2x W d x \ 3 x'y"—y V '
’ d ^  \d t  ’ d t2 ~  d t * d t2/ ' \ d t j  = . (x')3 ‘ 

Ist x als Funktion von y gegeben, so hat man
„s dy =  _ d x  cP y ____dAx /d x \s

dx dy  ’ d x 2 d y 2 \ d y / ’
8. Betrachtet man in der Funktion z =  f (x, y) die eine 

der Größen x  und y , z. B. x , als veränderlich, die andere 
als konstant, so heißt die Ableitung der Funktion nach 
dieser Veränderlichen x die p a r t ie l le  A b le itu n g  nach x;

ö z
sie wird mit — oder mit f'x (x, y) oder auch kurz mit fi öx * ** / 1
bezeichnet. Es ist also

dz llmf(x +  h’ y)
<5x h h = 0 ’
ÖZ limf ’ y +  k) — f (x , y)
<3y ^ k=o

Allgemeine Formeln über Differentiation. 189
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Das p a r t ie l le  D if fe re n tia l  nach x ■wird mit (5xz, 
das nach y mit <5y z bezeichnet und es ist

<5xz od. (5xf(x ,y ) =  ̂ — d x = f i(x ,y )d x  od.kurz = f x d x .

Die Änderung dz, welche z  erfährt, wenn die beiden 
Veränderlichen x  und y zugleich sich um die voneinander 
unabhängigen Differentiale dx und dy  ändern, heißt das 
to ta le  D if fe re n tia l  von f(x , y) und es ist 

dz =  f'x dx  - f  fy dy .
Für u  =  f(x , y , z) ist

du  =  f'x dx-f-f^dy-}-f£dz , d. h.
Das to ta le  D if fe re n tia l  e in e r  F u n k tio n  is t  

g le ic h  d e r Sum m e d e r p a r t ie l le n  D if fe re n tia le  
nach  sä m tlic h e n  V e rä n d e rlich e n :

9. Sind x , y , z Funktionen von t, dann ist 
d f(x , y , z) <5f dx  df dy* (5f dz

d t  dx d t  Sy d t _r dz d t
10. Für die höheren partiellen Ableitungen der 

Funktion z =  f(x , y) gelten folgende Bezeichnungen 
und Beziehungen:

. dz dz
dx d2 z <3x d2z

<5x <5x2 xx ’ d y  d x d y  x , y ’
. d z  dz

d y  d H  d y  d2z
d x  » 7 d x  r ' * '  (5y ~<5y2 y , y ’

<Pz __ 6 2z  , ^
6 x 6 y rfyrfx 0 er

1 1 12 (^UA I J  I (5U  1 Y 2)U . d’ u = ^ d x  +  - d y  +  ^ d z j  ,
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wofern im Zähler jeden Gliedes <5u2 durch <5! u ersetzt 
wird. — Der Satz gilt ebenso auch für das Differential 
n-ter Ordnung.

12. U n e n tw ic k e lte  (im pliz ite) F u n k tio n en .
Ist f(x , y) =  0 , so ist

d f(x , y) =  fxdx  +  fy dy =  0 oder : f
dx  *

d2 y f"x y  -  2 g y f ,  fy+ r;y f ^
d x 2 f'ä

13. Ist f(x , y , z) =  0 , so kann z als Funktion von 
x und y betrachtet werden, dann ist

df i f  dz  öz
X~ +  T ~ 'T ~  =  0 > hieraus folgt —  ;dx dz  d x  (5x
di  <5f öz  dz

2) ö y  +  I z - S j  =  0 ’ f0lgt
Differenziert man Gleichung 1) nach x, dann auch 

nach y , ferner Gleichung 2) nach y, so ergeben sich
s 2 1 .&2 <|2

Gleichungen, aus welchen man -— , —  erhält.
<5x2’ (5x<3y’ dy2

14. M itte lw e r ts a tz  der Differentialrechnung:
f (x0 +  h) — f (x0) =  h • f  (x0 +  0 h ) , 

wobei 0  ein positiver, echter Bruch.

§ 86. Spezielle Formeln.
1. Das Differential und der Differentialquotient 

einer Konstanten ist Null.
d x “ .2.  =  n x n~ 1 .
dx

3. ^ ^ = n ( n —l)(n —2)...(n—r + l ) x n~r, r < n .



da1 , damx , de1
4. —— =  ax Za: ——  =  amxm Z a; ---- = e x.

dx d x  dx

a
dlogx  1 , a 1 1  M ,
~ d ^ T  =  l T  o g e  =  ^ T ^ = i r  ( S -  §  2 1 , t ) >

d I x  1
dx x

7. iy— (»_ i,.23Ei.
dx r xr

d sin x . /  Ti \
8. —-----=  cos x =  sin x 4- —- .

dx V 2 /
dr sinx  . /  , r jr\

9-

,0. ----- sinJt_ c» s(s  +  ” ').
dx \  2 /

drcosx l  , vj i \
“ • TJi— <” lI + T j-

d t ^ x  1
12. — H _  =  -— _ ( =  sec2x ) .

dx cos2x
(Für .here Ableitungen kein einfaches Bildungsgesetz.)

d c tgx  1
13. —-—  -------- — — ( =  — cosec 2x) .

________ dx_______sin2x  ’

d a rc s in x  1
14.  r-------  =  — — ~ -dx y i _ X2

d arc cos x 1
15.  7-----— = -----

dx y i  — x 2
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d arc tg x 1
16- “ d i ~  =  T + ^ *

d arc ctg x 117 .  -5 —  = ------ -------------
dx 1 + x 3

d arc sec x 1
18 .  ----------- =  - -  .

dx x y x2 — 1
 ̂ d arc cosec x 1

dx x yx* — 1

§ 87. Die Taylorsche und die Mac Laurinsche Reihe.
1. T ay lo rsc h e  R eihe:

f (X +  h) =  f  (X) +  ^  f  (x) +  f " (x )  +  f<n» ( l )

h ( n - M )

( n + T ) l  ^ “+1) (x  +  /“  h) > 
wofern ju positiv und < 1 ,  f(x), f(x), f '(x ) . . .  endliche 
und bestimmte Werte haben und wofern f(n+ 1) (x) end
lich und stetig für alle Werte zwischen x und x -)-h . 

Für x =  a und h =  a — x  ergibt sich:

2. f (I) -  f (») +  (i -  ») f(») + (I "*>* f  ■(») +  ...

Hierbei muß f(n+ 1)(x/) für alle Werte von x' 
zwischen a und x endlich und stetig bleiben. ■

Für a =  0 ergibt sich:
3. Mac L a u r in s c h e  R eihe :

f ( x ) = f ( 0 ) + ^ f ' ( 0 ) + ^ f " ( 0 ) + | ! r ( 0 ) + . . .  + ^ f M ( 0 )
xn-f-1

-1------------ ftn + lU u x )
(n +  1)! ^

B ü r k l e n ,  Formelsammlung. 13
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wofern f(x) und seine Ableitungen im Intervall 0 bis a 
endlich und stetig bleiben.

Wird f (x) oder eine seiner Ableitungen für x  =  0 
unendlich oder unstetig, so kann f (x) nicht mehr ver
mittels der Mac Laurinschen Reihe entwickelt werden. 
In diesem Falle ist 2. anzuwenden.

4. T a y lo rs  R eihe  fü r  zw ei V e rän d e rlich e . 
x +  h t  =  p , y +  k t  =  q , f(p,  q) =  U,  f ( x , y )  =  u ,
u  , n  , 1  (du V*)f(x +  h , y  +  k) =  u +  ^ - h  +  - k  +  - ^ h  +  ^ k )

1 ( Ö U  i i i  , 1 / 5 u t, Vn) I V
3l \äx  <5y /  n l \ä x  äy  ) + R

(s. § 85, t l ).
„  1 r / a u .  , a u . v »  / a u v , a u  \ w i  

n! . U p  aq j  l ax  + ay ) . ’
(P  =  x + 0 h ,  q  =  y  +  0 k )  .

§ 88. W erte unbestimmter Ausdrücke.

55’ ° ‘ 00 ' ° ° ’ 00°> °̂°> —°°-
1. Nimmt f  für x =  a die unbestimmte Form — 

o o  <P ( x )  0  ,
oder — an, so ist

<P(x) 1 =  a <p'(a)

wird auch /  \  oder — , so wird das Verfahren
<p (a) 0 <*>’

wiederholt und es ist, wenn f<n) (a) und (a) diejenigen 
Ableitungen sind, welche zuerst nicht gleichzeitig zu 0 
oder zu 00 werden:

H m M
?>(*) x=» 9>(n)(a)
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2. Ist f (x) • g? (x) =  0 • oo für x  =  a , so ist:

f ( x ) .¥>(x) =  f ( x ) : - ^ .

Dieser letztere Ausdruck nimmt für x =  a die Form 
-5- an, sein Wert ergibt sich nach 1.

3. Nimmt der Ausdruck [f(x)]v(x) für x =  a eine 
der Formen 0°, oo°, 1°° an, so setzt man [f (x)]'?(x) 
_  Q<p (x)if(x) unc[ untersucht nach 1. oder 2. den Aus
druck <p(x)Zf(x).

4. Führen die angegebenen Mittel stets wieder zu 
demselben unbestimmten Ausdruck, so muß man zu 
besonderen Hilfsmitteln greifen. Man kann dann für x 
zunächst a +  h setzen, den Ausdruck umformen oder 
nach steigenden Potenzen von h entwickeln und wenn 
möglich vereinfachen, worauf sich für h =  0 der ge
suchte Wert ergeben kann. Es ist jedoch auch mög
lich, daß ein Grenzwert der unbestimmten Form über
haupt nicht existiert.

5. Wenn f (x) — cp (x) für x =  a die unbestimmte 
Form oo — ao annimmt, so suche man den Ausdruck 
in ein Produkt oder in einen Bruch zu verwandeln, 
was z. B. folgendermaßen geschehen kann:

1 1
(/X  / \ <p(x) f(x) f (x) -  cp (x) =  ^ ^  .

f (x) (p (x)
Der Wert hierfür wird nach dem Vorausgegangenen 
ermittelt.

6. Die Bestimmung des wahren Wertes eines für 
x =  a unbestimmten Ausdruckes kann häufig dadurch 
vereinfacht werden daß man denselben ^on solchen

13*
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Faktoren befreit, welche für x =  a weder zu Null noch 
unendlich groß werden. Das Produkt aus dem wahren 
Wert des übrig bleibenden Teiles und den bestimmten 
Werten der weggelassenen Faktoren gibt den wahren 
Wert des gegebenen Ausdruckes an.

§ 89. Größte um! kleinste W erte von Funktionen.
1. Die Funktion y =  f(x) erreicht für x =  a 

ein M axim um , wenn f (a +  h) — f ( a ) < 0  , 
ein M inim um , wenn f (a +  h) — f (a) >  0 ,

wobei h sich der Null unbegrenzt nähert.
2. Bei zunehmendem x ist

f(x) w ach sen d , wenn f ( x ) > 0 ,  
f(x) ab n eh m en d , wenn f ( x ) < 0 .

3. y =  f (x) erreicht für x =  a
ein M axim um , wenn f'(a) =  0 und f " ( a )< 0 ,
ein M inim um , wenn f(a) =  0 und f " (a )> 0 ;  

a llg e m e in : Sind f(x), . f(n)(x) in der Umgebung von 
x =  a stetig und verschwinden die (n — 1) ersten Ab
leitungen für x =  a, während die n-te § 0  ist, so ist 
f(a) bzw. ein Maximum oder Minimum von f (x), wenn n 
gerade ist.

Ist die niederste für x =  a nicht verschwindende 
Ableitung von ungerader Ordnung (z. B. von erster), 
so ist f(a) weder ein Maximum noch ein Minimum.

Um die Stelle und den Wert des Maximums oder 
Minimums zu finden, wird y7 gebildet, gleich Null ge
setzt und die erhaltene Gleichung nach x aufgelöst. 
Nun wird y" gebildet, es werden die gefundenen Werte 
von x eingesetzt und aus dem negativen oder positiven 
Ergebnis bestimmt, ob ein Maximum oder Minimum vor
liegt. Durch Einsetzen der gefundenen Werte von x
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in y =  f (x) ergibt sieb der Wert des Maximums oder 
Minimums selbst.

4. F u n k tio n  z w e ie r  u n a b h ä n g ig e r  V e rä n d e r
l ic h e n , z =  f (x, y).

Man bestimme x und y aus
<5f „ 0 <3f „

1) -r— => 0 und —  =  0 . 
d x  d y

Die erhaltenen Werte müssen der Bedingung genügen: 
/  <32f \ 2 d H  dH  
\ d x d y )  dx'2 d y 2 ^  ^ ’

Es findet dann Maximum oder Minimum statt, je 
nachdem ,52^

3) 5 ^  U“ J i p
für jene Werte von x  und y beide gleichzeitig bzw. <  0 
oder >  0 sind.

5. R e la tiv e  M axim a und  M inim a. Die Werte 
von x , y, z, für welche die Funktion v = .f (x ,  y ,z )  
unter gleichzeitigem Bestehen der Bedingungsgleichungen 
(Nebenbedingungen) cp (x, y , z) =  0 und xp (x, y , z) =  0 
ein Maximum oder Minimum erreicht, ergeben sich aus 
den Gleichungen:

1) ^  =  fi +  X cp'x +  n  rp'x =  0 dx

2) =  fy +  X Cpy +  fj. rpy =  0 ,

3) ^  =  f i+ * 9 3 £ + / iy £  =  0 ;

4) cp(x,  y , z) =  0 ;  5) ip(x,  y , z) =  0 ,  
aus welchen man zunächst die willkürlichen Konstanten 
X, n  entfernt und wobei

u =  f (x, y , z) +  Xcp{x, y , z ) - ^ ^ .  z) •



B) In teg ra lrechnung .
§ 90. Bezeichnung und Erklärung.

F(x) heißt das In teg ra l von f(x)dx , geschrieben 
/f(x )d x , wenn

- d ^ = f(x>; 
es ist also dann j £(x) dx =  F(x) -j- C , wobei C eine 
unbestimmte Konstante bedeutet; ferner ist 

J / f ( s ) d X  — ,  

dx
§91. Integration einfacher Funktionen; Grundformeln.

Bei sämtlichen nachstehenden Formeln ist rechts 
die unbestimmte Konstante zu ergänzen.

f  x“+ 11. /x ndx = ——— für n §  — 1 ,J n + 1
(a +  bx)n+ la +  b x "  =  — - ---- ----- .

^  ; (n +  l ) - b
fdx f f  (x)

3. J a.Td x  =  ^~-, J e *  dx =  ex .

4. j cos x dx =  sin x .
5. j  sinxdx  =  — cosx.
„ f dx6. / ---- — =  tg x .

J cos 2x
r  dx

7. / . — =  — ctg x .
J srn^x

o f  Sinx 18. / ---- — dx = ----- ( = s e c x ) .
J cos2x cosx
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f  cosx , 1 .
9. / —r——dx = ----- :---- (=— cosecx).

J s in2 x sin x
f  . , sin2x10. I sm x c o sx d x  =  — — .

11. I  tg x dx  =  — l cos x .
12. Jc tg  x dx  =  l sin x .

f  d x  f  dx  x
13. / —----------- =  1 tg  x  ; / —-----=  l tg — .

J sin x  cos x J sin x  2
r  dx , ! n  • x \

14. / —  =J cos x \  4 2 /

~  /■ dx '15. I —= = =  =  arc sin x  =  — arc cosx +  — ,
j  y i — x 2 2
/* dx  1 . b x/ — =  — arc sm -----.
I ya2 — b2 x 2 ° a

16' / l ^ 2 = a r c t s x = = ^ arcctgx +  Y ’
f  dx 1 bx
J * + b ^ = ibarctg-r-

r  dx17. / —  — arc sec x .J xyx2 —1
f  dx  1 b x
/ — .....-.. -— . =  — arc sec -—  .

J  x y b 2x 2 — a2 a a
/* dx18. / ----- - =  — arc sm (1 — x ) .J  y ^ ^

19. f = *(x+ y i + ü ) .J  yi+x2



2 0 '

21. J Vx2 +  a2 dx =  +  - ^ - l ( x  +  }/x 2+ a2) .

22. /  Va2 — x 2dx  =  ^ - l 'a2^ x 2 +  arcsin— .
J 2 2 a

C dx 1 r
23. /  , — -----=  -7=Ub +  ox

J  ya +  2 b x  +  c x 2 y c
+y^ya+2bx+cx2) .

f  dx  l ' . c x  — b24. / - - - ............=  arc sin —  .
J  y a + 2 b x  — c x 2 y c  yb2 +  a c

f  x d x  1 ,----- —---- --------
25. / - =  — y a + 2 b x  +  c x 2J yä+2bx + cx2 c

-----^=Z(b +  c x + y rc y a +  2 b x  +  c x 2) .
yc3

f  x d x  1 ,---------------------
26. / . z = ------ y a + 2 b x  — c x 2

j y a + 2 b x  — c x 2 c
, b c x  — b+  —=  arc sm - .

\ c 3 y b 2 +  ac

§ 92. Allgemeine Formeln; In tegration  weisen ent
wickelter Funktionen; Reknrsionsformeln.

Es seien u, v, w . . .  Funktionen von x; A, B . . .  
konstante Faktoren.

1. I n te g r a t io n  e in e r  Summe.
J (A u  +  B v + C w  +  . . . ) d x  

=  A ^u d x  +  B ^ v d x  +  C^wdx-(- . . .
2. T e i lw e ise  In te g ra t io n .

uv =  J u d v  +  yVdu und 
J u d v  =  u v  — J v du .
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Beispiel:
J x 2 cos x dx  =  J x 2 d sin x =  x 2 sin x — 2 J x  sin x dx , 
J x s in x d x  =  —^ x d e o sx  =  — xcosx-j-  ̂ cos x d x  

=  — x cos x -f- sin x +  C , also 
J x 2 cos x dx =  x 2 sin x -f- 2 x cos x — 2 sin x -j- C .
3. In te g ra t io n  d u rc h  S u b s titu tio n . Es sei 

x =  9>(z), dann ist dx — <p'(z)dz,
/ f  (x) dx  = / f  [<p (z)] (p'(z) dz .

Beispiel: Man setzt |  +  b =  z, 

dann ergibt sich
1 /*(z — b)m+ n- 2 ,

. r* I cl z .a m +  n — l j  z u

nun entwickelt man nach dem binomischen Lehrsatz 
und integriert die einzelnen Summanden.

D ie h ä u f ig s te n  S u b s titu tio n e n  sind:

z =  a +  b x ;  z =  a - ( -b x 2 ; z =  — +  b .
x

a +  b x  , a z — 1
z = ------—  oder x =  — • — —— ;

a — b x  b z + 1
m  Z IU  ____

V a - j - b x  =  z, oder x =  — —— , dx =  — •zm—i d z ;b b

sinx =  z und d x = — —— ;
y i  — z2

x  . 2 t  1 - t 2 2 d ttg— =  t, smx =  cosx = --------, d x = --------.
^  2 1 +  t 2 ’ 1 + t 2 ’ ■ 1 + t 2

4. In te g ra tio n  d u rch  Z erleg u n g  in T e ilb rü ch e . 

Jede unecht gebrochene, rationale Funktion
F(x)

läßt sich in eine ganze Funktion <p(x) und eine echt



f (x)
gebrochene, rationale Funktion —— umformen. Diese

l(x )
letztere läßt sich in eine Summe von Teilbrüchen zerlegen.

1) Die Wurzeln der Gleichung F(x) =  0 seien sämt
lich reell und untereinander verschieden, es sei

F(x) =  (x — a) (x — b) (x — c) . . .  =  0 ,
dann ist

F(x) x — a x — b 1 x — 
hierbei ist . .  . x

a  =  M  b  =  M
F'(a) ’ F'(b) ’ ■”

2) F(x) =  0 hat auch komplexe Wurzeln, z. B. 
p +  q i  und p — q i ,  dann ist

f(x) ^  Ai i Ag , y(x)
F(x) x —p — q i  x — p +  q i -1̂  0 (x ) ’ 

hierbei ist
* f(p +  qi) , f ( p - q i )
1 F'(p +  q i) ’ 2 F ' ( p - q i )  ’

Faßt man nach der Bestimmung von At und A2 die 
beiden ersten Brüche zusammen, so geben sie einen 
reellen Bruch mit dem Nenner (x — p)2 +  q2.

3) Mehrfache Wurzeln. Es sei
F(x) =  0 =  (x — a)a (x — b)^ (x — c)>'. . . ,  dann ist

*(x) A Ai , , Aa_ t
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F(x) (x —a)® (x —a)“—1 x — a

4 B I Bi I . Bß ~ i
r  ( x - b y ! "r  (x — b / - 1 1 ■" ‘ x - b

+ ........................................................
Setzt man F(x) =  (x — a)“ • 95 (x ), so hat man zur 

Bestimmung von A, A j, A, . . .  folgende Gleichungen:



f(a) =  A ■ <p(a) ,
f'(a) =  A • cp' (a) +  Ai 99 (a ) ,
f"(a) =  A 99" (a) +  At • 2 cp'(a) +  A2 . 2 <p(a),

f(n)(a) =  A 99(n)(a) +  Ax • n • 9s<n—^(a)
+  A2 • n(n — 1) • 99O1—2)(a) +  . . .  +  n! An_ x 9j(a) .

Das Integral der ursprünglichen, gebrochenen Funktion
ergibt sich nun durch die Integration der einzelnen Teile.

/  nn/a x _+ l ) \
5. Es bedeute E  x, /  ——-—  eine Funktion, welche \  f  c x + e /

aus x  und der n-ten Wurzel durch rationale Verbindungen
derselben aufgebaut ist, dann läßt sich

/ » ( x .
in das Integral einer rationalen Funktion überführen

f d i X  I ][)
---------=  y.
c x “{- e

Um / R ( x ,  ya +  b x +  c x 2) dx  ( c >  0) auszuführen,
c x 4 -b

benutzt man die Einsetzung y — ~r^—==~r, man erhältdanny a c +  b'*
j K ( x , y a  +  b x  +  c x 2) d x = / E 1(y, y i  +  y 2) dy . 
Hierbei stellt Rx wieder eine Funktion dar, die 

durch rationale Verbindungen von y und y i  +  y 2 ge
wonnen wird. Ist nun Rx eine Summe mehrerer Glieder, 
so integriert man jedes Glied einzeln. Anderhfalls läßt 
sich das Integral, abgesehen von Integralen rationaler 
Differentiale, zurückführen auf eine Summe von Inte

gralen von der Gestalt Z. #

Integrationsweisen entwickelter Funktionen. 203
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Wendet man auf R2 Partialbruchzerlegung an, so 
erhält man eine Summe von Integralen von der Form

f - Ü L ,  wobei d > 0  »»d -------- % = ■J yi ± y 2 (y — a)nV l + y s 1
Die letztere läßt sich durch die Einsetzung y —a = —z

und durch Wiederholung des obigen Ganges ebenfalls 
auf die erste Form bringen, auf welche nunmehr auch 
das ursprüngliche Integral zurückgeführt ist. 

R e k u rs io n sfo rm e l:

f  y °d y  =  , yn~ i y 1 +  y 2 +  n — 1 /> n~ 2dy

J  y i + y 5 ” “  n  “  n  J  / 1 ± 7 2 '
Durch wiederholte Anwendung dieser Rekursions

formel gelangt man auf das Integral 15. oder 19. von

S 91 oder auf / .J y1 ± y2
Durch unmittelbare Integration vermittels der Grund- 

formeln, durch Teilbruchzerlegung und durch die vor
stehenden Verfahrungsweisen ist die Integration von 
<p(x) dx durchführbar für folgende drei Fälle:

I. <p(x) =  R (x), n . y(x) =  R^x, ,

III. <p(x) =  R (x , }'a +  2 b x  +  c x 2) .
G. W eite re  R ek u rs io n sfo rm e ln .

f  . . sinm+ 1xcosn—J x
1. / sin“  x cos“ x dx  ---------------------------

J m +  n
, a — 1 f ■ „ 9-{---------- / sinm x cos“- 2 x  dx  .

m +  n J
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f  . , sinm—1xcosn+ 1x2. / sinm x cos" x dx = -------------- -----------
J m +  n

m — 1 f .
H------;—  / smm- 2 x cos“ x dx .m n./

3. f x nexdx =  xnex — nfx n—1eI (lx.
* f e* a e* 1 f  ex ,4 .  / ------- U .X  =  — ----------------------------------- ------------------ / ------------ r] v

J X“ (n — l ) x n—1 n — l j  x“—1 ?
5. / x “ sin x dx =  — x n cos x +  n f  x"“ 1 cos x dx .
6. / x n cos x dx =  x" sin x — n f  x“- 1 sin x dx .
r7 / S in  X  ,1 „  Sil1 X  , 1  f  COS X
7- J~I^dX------ (n — 1 ) x » - 1 +  n^Tj x  •

8. / 22^ dx = _____ ____________ ?— f ^ d x
J X“ (n — 1) xn—1 n — l j  xn—1 ’
7. In te g ra tio n  durch  unend liche Reihen.

1. Wenn f(x) =  ut  +  u, +  u8 +  . . .  +  u n +  . . .  
eine Reihe ist, deren Glieder stetige Funktionen einer 
Veränderlichen x sind, wenn ferner diese Reihe für a 
und b und alle Werte zwischen a und b konvergent ist 
und wenn f(x) die Grenze ist, gegen die sie konvergiert, 
so ist (s. § 9 3 ,^

b b  b  b  

J f(x) dx ^ / u j  dx +  / u 2 dx +  / u 8 dx +  . . .
a  a  a  &

2. Liefert die Mac Laurinsche Reihe für f(x) eine 
konvergente Reihe

f ( x ) - f ( 0) + x f ( 0) + f ! r ( 0) + . . . , .
so ist  ̂•

/ f ( x ) d x - c  +  i f ( 0) + | ! f ( 0) + | j r ( 0) + . . .

Die Integration durch unendliche Reihen besteht also 
darin, daß man den betreffenden Ausdruck (z. B. durch



den binomischen Lehrsatz, die logarithmische Reihe u. a.) 
in eine unendliche Eeihe verwandelt und, nach Unter
suchung der Konvergenzverhältnisse, die einzelnen Glieder 
derselben integriert.

§ 93. Bestimmte Integrale.
1. Ist f(x) dx das Differential von <p(x), so ist <p(x)-|-C 

das unbestimmte Integral von f(x )dx ; dagegen heißt

/ f ( x )  d x  =  93 (b) — 99 (a)
a

das b es tim m te  I n te g r a l  genommen zwischen den
Grenzen a und b, d. h. für x =  a und x =  b. Das be- 

b

stimmte Integral j f(x )dx  ist die Grenze der Summe
a

der unendlich kleinen Werte des Differentials f(x)dx , 
-wenn x  durch unendlich kleine Änderungen h von a 
in b übergeht; daher auch 
b

f  f (x) dx  =  lim { f (a) +  f(a +  h) +  f(a +  2 h) +  . . . }  • h .
“ b a

2 . If(x ) d x  =  — j f(x ) d x  .

b  b i »

3. / [f(x) dx ±  <p(x) dx] =  / f(x) dX +  / <p(x) dx .
a  a  a

b c  d  b

4. J f ( x ) d x  =  j f ( x )d x - f -  f  f ( x ) d x +  j f(x) d x  ,
a  a  c  d

c und d Werte zwischen a und b.
5. M itte lw e r ts ä tz e . Wenn f(x) in dem Intervall 

x =  a bis x =  b stetig bleibt, ist:
b

/f (x )d x  =  (b — a)f[a +  £(b — a)] , 0 < £ < 1 ;

206 Höhere Analysis.



wenn ferner f(x) in dem Intervall a < x < !  b positiv und 
nicht überall gleich Null, so ist 

b  b

f c p ( x ) f ( x ) d x  =  ( p ( c ) f f ( x ) d x , a < c < b .
a  a

6. A n g e n ä h e rte  B e rech n u n g  eines bestimmten
b

Integrals J f(x )d x . — Es sei für jeden Wert von x
a

zwischen a und b für eine Funktion <p(x)
<p(x) <  f (x), desgleichen für eine zweite tp(x) 
y ?(x )> f(x ), dann ist 
b b b 

/<p(x) d x  <  j f(x)dx <  fy>(x)  dx  .
a  a  a

S im p so n sch e  R egel. Um einen Näherungswert
x2n

von f  f(x) dx zu finden, teile man die Strecke zwischen 
*0

x0 und x2n in 2 n gleiche Teile von der Länge h , und 
bestimme die zu den Teilpunkten gehörigen Ordinaten 
Joi 7 i ,  72 72n, dann ist annähernd

/f(x )  dx  =  -  (y0 +  4 7l +  2 y2 +  4 y 8+ 2 y ,  +  . . .  +  y2n)
Xo ö
(s. auch § 94, u ).

7. S u m m ie ru n g  von R eih en  durch bestimmte 
Integrale.

Wird f(x ,m )d x  zwischen zwei Grenzen a und b,
die von m unabhängig sind, integriert, so ist das Ergebnis
im allgemeinen wieder eine Funktion von m, so daß also 

b
J i (x, m) dx =  93(m ), daher 

b a
/ [f(x, 0) +  f(x, l)  +  f(x, 2 ) +  . . .  + f ( x ,  n — 1)]dx 

=  9,(0)+  <p(l) + 95(2) + . . . + 9 9 (n — l)
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Läßt sich die unter dem Integralzeichen stehende 
Reihe leicht summieren, so erhält man die Summe der 
rechts stehenden Reihe in Form eines bestimmten 
Integrals*).

8‘ ^ f ( x > a ) d x = / ^ ^ d x ’ 
a a

wenn die Grenzen a und b konstant sind in Beziehung 
auf öc, dagegen

b  b

^ f u  \a . tn ,  \ d b  11 i d a

a  a

wenn a und b Funktionen von a  sind.

/ [ / {(x ,y )d x ] dy =  / [ / f ( x ,y ) d y ] d x  ,
c a  a  c

wenn f(x, y) für a < x  < b ,  c < y  < d  eindeutig und 
stetig ist.

9. B esondere bestim m te In teg rale .
oo
f  dx nJ a +  bx2 2 Vab 

0
00

o f  dx
J  (1 +  x) / x  
0

1 1

3  f  d x  _= £ L . f x d x  = ,J 2 ’ J y i _ x* 
______ 0 0

*) S. Schloemilch, Übgsbch. z. St. d. höh. An. 2. Teil, S. 168.
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A f  x2° d= ■1 -3 -5 ' --(2n-l)  »
/ y i — X2 2 . 4 . G . . . 2 II 2 ’

0
7 t

L n xdx =  L - 3 - ö - ( 2 a - l ) jiL 
J 2 • 4 • 6 . . .  2 n 2
ü *

2

= 1 cos2nxdx  ; 2 n > 0 .  
l o
f  x2n+ 1 2 - 4 - 6  . . .  2 n5. / -  dx ----------------------------- •J y r z ^ i  1 • 3 - 5 . . .  (2 n +  1) ’ 

o
71

~2

I sin2n+ 1x d x =  _2 • 4 - 6 . . .  2n_
J 1 . 3 . . .  (2 m-1)

71

Y

= j  cos2n+ 1xdx; 2 n + l > l .
co 0
I sin a  x  , tt6. J - —  d x - - ;  a > 0 ;

0
oo
/  cos a x , 
/  dx =  oo .

J xo
oo oo

7. j e -1 d x = l ;  = 
o o

B ü r k l e n ,  Formelsammlung. 14
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o o

f  n!
8 . / xn e—a xdx  =  — (a >  0,  n  ganze Zahl).

o _______
C) Anwendung der Infinitesimalrechnung aut 

Geometrie.
§ 94. Ebene Kurven.

1. Ist y =  f(x) die Gleichung einer Kurve, t der 
W inkel d e r  T a n g e n te  mit der X-Achse, dann ist 
(d s s. § 9 4 ,4):

dy  d x  d y  ,
sm r  =  —  , cos r  =  —  , tg r  =  —  =  y .

ds d s  d x
Wenn y '=  0 , dann ist die Tangente parallel dar 

X-Achse, ist y '=  oo , so ist sie parallel der Y-Achse.
2. V erlauf. Die Kurve s te ig t  (d. h. y wächst) bei 

zunehmendem x, wenn y/ >  0, sie fä llt ,  wenn y”<  0.
Die Kurve ist in irgend einem Punkt e rh ab en  

(konvex) gegen die X-Achse, wenn y und y" für diesen 
Punkt gleiche Zeichen haben; im ändern Falle ist sie 
hoh l (konkav) gegen die X-Achse (s. § 89, s).

3. B eso n d ere  P u n k te . Für einen W en d ep u n k t 
der Kurve y  =  f(x) haben f '(x  — h) und f"(x +  h) ent
gegengesetzte Vorzeichen (h unendl. kl.). Die Koordi
naten der Wendepunkte ergeben sich aus der Kurven-, 
gleichung und aus der Bedingung: f"(x) =  0 , während 
f"'(x) ̂  0 ; oder aus f"(x) =  oo.

Für die in Polarkoordinaten gegebene Kurve r =  f(<p) 
erhält man die Koordinaten der Wendepunkte aus dieser 
Gleichung und aus

r 2-|- 2 r '2 — r r " =  0 .
Ein Punkt ist ein v ie lfa c h e r  P u n k t ,  wenn sich 

mehrere Kurvenzweige in ihm schneiden, es müssen 
sich also für ihn mehrere Werte von y ' ergeben.
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QV f' Q

Dies ist möglich, wenn —  =  — ~  die Form —
CI X l y  (j

annimmt, wenn also fx =  0 , f'y =  0 . Durch Ableitung 
des Zählers und des Nenners der rechten Seite nach x 
erhält man zur Bestimmung von y':

«> e , + 2 S , | + 9 , ( g ) !- o - ,

2 1hieraus ergeben 1 } Werte von / ,  d. h. der Punkt ist
o j

D o p p e lp u n k t, bzw. R ü c k k e h rp u n k t oder S e lb s t
b e rü h ru n g s p u n k t, bzw. is o l ie r te r  Punkt, je nachdem

x//2 r// r/rixy * lyy •

Für einen Rückkehrpunkt (Abszisse x0) erster Art 
(Zweige auf verschiedenen Seiten der Tangente) erhält

man mit x0 +  h zwei verschiedene Werte von — -  mit
d x 2

entgegengesetzten Zeichen; für den Rückkehrpunkt 
zweiter Art erhält man in derselben Weise Werte mit 
gleichen Zeichen.

B eso n d ere  P u n k te  im U rsp ru n g  0 . Es sei 
A +  (B x +  C y) +  (D x 2 +  E x y +  F y 2) - f  . . .

+  (P xn +  Q x“- 1 y +  . . .  - f  S yn) =  0 
die Gleichung einer Linie n-ten Grades. Ist nun 

a ) A =  0 , so geht die Linie durch 0  und es ist 
B x - j-C y  =  0 die Gleichung der Tangente in 0 ;

ß) A =  B == C =  0 , so ist 0  doppelter Punkt und 
es ist D x 2 - f  E x y -f- F y 2 =  0 die gemeinschaftliche
Gleichung der Tangenten in 0 . Ist dabei E 2—4 D F = 0  , 
so sind dieselben bzw. reell getrennt, reell zusammen-

14*



212 Höhere Analysis.

fallend oder imaginär und 0  ist bzw. eigentlicher Doppel
punkt, Rückkehrpunkt oder Einsiedler.

Einen Doppelpunkt der Kurve x  =  <p(t), y =  yj(t) 
bestimmt man aus

x =  9(<i) =  9>(t2) ,  y =  V)(t1) =  ip(t2) ,
(1X

einen Rückkehrpmikt aus —  =  0 ,  -j— =  0 .

In zweifelhaften Fällen ist eine Untersuchung der 
Kurve in der Nähe des Punktes nötig.

4. G rö ß en b estim m u n g en .
B o g en e lem en t 

ds = + y d x 2-J-dy2=  +  y 1 - f y '2-dx =  +  y(dr)2-t-(rd<p)2.
ds muß bei der Bestimmung von sin z und cosr 

(s. 1.) mit dem Zeichen genommen werden, das dem 
für tg r entspricht.

Die Tangente und Normale in Punkt P  schneiden 
die X-Achse in T, bzw. in U, dann ist:

T a n g e n te  P T  =  ^  • ] / l  + / 2 =  y j / l  +  ;

y
S u b ta n g e n te  =  — ;

N orm ale  PU =  y y i  -f-y '2 ;
S u b n o rm ale  =  y y \
P o la rk o o rd in a te n : fx Winkel der Tangente PT  

mit dem Fahrstrahl OP zum Berührungspunkt P , im 
Sinne des wachsenden Winkels cp genommen; das Lot 
auf OP in 0  schneide die Tangente in T, die Normale 
in N, dann heißt P T  die Tangente (T), PN  die Nor
male (N), OT Polarsubtangente (St), ON Polarsub
normale (S„) und es ist
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^ =7(=r:S ’ T = r ] / 1 + { v ) ’
r2

s, =  — ; S„ =  r'.

5. G le ich u n g  der
T an g en te  im Punkt (x, y), an die Kurve y =  f(x), 

bzw. F(x, y) =  0 ,  bzw. x =  9?(t), y =  y>(t), X und Y 
laufende Koordinaten:

1} Y - y = äi(X~ x);
2) F'x( X - x )  +  F'y( Y - y )  =  0 ;

3, ( x - ^ - c i - r t ^ - o :

6. B estim m u n g  d e r  A sym pto ten . Die Gleichung 
einer Asymptote kann in einer der Formen geschrieben 
werden:

y  =  m x - f  c , x  =  ju y +  y ; hierbei ist
y d y

m =  lim — - lim —  , c =  lim (y — m x) ;
^ X=oo dx X  —  oo x —  oo

f i  =  lim — =  lim ^  , y =  lim (x — f i y )
y y =oo uy  y =  oo y =  oo

Bei einer Linie n-ten Grades kann man die n mög
lichen Asymptoten (Tangenten in den n Schnittpunkten 
der unendlich fernen Geraden) erhalten, indem man 
ausdrückt, daß die Richtungsgerade (y =  mx) mit der 
Kurvengleichung eine  Wurzel x =  oo und daß die 
Asymptote (y =  m x  +  c) deren zw ei hat. Man setzt 
daher das Aggregat der Glieder n-ter Ordnung gleich

y
Null dividiert mit xn und löst nach — auf. Die n Wurzel-

v . . x 
werte (m) für — sind die Richtungskoeffizienten. M.m
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setzt nun y =  m x - f  c in die Kurvengleichung ein und 
ordnet nach Potenzen von x . Der Faktor von xn wird 
von selbst zu Null. Aus dem gleich Null gesetzten 
Faktor von xn—1 ergibt sich c.

Für die Kurve r  =  i(cp) (P o larkoord .) bestimmt sich 
die Richtung einer Asymptote aus dem Wert von <p, 
für welchen r  =  oo w ird; die Lage der Asymptote ergibt 
sich aus der Polarsubtangente, für welche man hat

r 2
St =  lim —

I* r= o o

Asymptoten p a ra l le l  d e r  Y -A chse. Man sucht die 
Werte von x , für welche y  =  oo wird. —■ Für die Kurve 
y P F (x )+ y P -iF 1( x ) + . . . + F p(x) =  0 , - F ( x ) ,  F ^ x ) ... 
ganze rationale Ausdrücke —  ergeben sich die zur Y-Achse 
parallelen Asymptoten aus F(x) =  0. Auf entsprechende 
Weise erhält man die zu der X-Achse parallelen Asymptoten.

7. B e rü h ru n g  von K urven . Zwei Kurven 
y =  f(x) und y --  q> (x) haben in einem bestimmten, ge
meinschaftlichen Punkte (Abszisse Xj,) eine B e rü h ru n g  
n - te r  O rdnung , wenn f(x0) =  <p(x0) und für denselben 
alle Ableitungen von f(x) und <p(x) bis zur n-ten ein
schließlich einander gleich sind. — Eine Berührung n-ter 
Ordnung kann aufgefaßt werden als eine Grenzlage, bei 
welcher n -f-l Schnittpunkte der beiden Kurven in einen 
zusammenfallen. Eine Gerade y = m x + b  bildet mit einer 
Kurve y =  f(x) eine Berührung n-ter Ordnung, wenn für 
den gemeinschaftlichen Punkt alle Ableitungen von f"(x) 
bis zur n-ten einschließlich verschwinden und f'(x) =  m 
(W endepunk t, wenn n gerade, F la c h p u n k t, wennn un
gerade ist). Das Berühren ist mit Schneiden oder Nicht
schneiden im Berührungspunkt verbunden, je nachdem 
die Berührung von gerader oder ungerader Ordnung ist.
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8. K rü m m u n g sk re is . E r ist derjenige Kreis, der mit 
einer Kurve eine Berührung zweiter Ordnung im Punkt (x, y) 
hat; der Mittelpunkt desselben, d e rK rü m m u n g sm itte l-  
p u n k t, ist der Schnittpunkt zweier unendlich naher (zu
sammenfallender) Normalen. Der Krümmungshalbmesser q 
imd die Koordinaten (X, Y) des Krümmungsmittelpunktes 
sind bestimmt durch die drei Gleichungen:

1) ( x - X ) 2 +  ( y - Y ) 2 =  e 2 ,
2) (x - X )  +  ( y - Y ) . / = 0 ,
3) l + y '2+ (y  — Y )y " = 0 , hieraus ergibt sich

K rü m m u n g sh a lb m esse r q =  +  (1 +  y 2)^ : y"
( ±  je nachdem y" ̂  0) 

f X =  x — ( l  +  y/* ) -y ':y '/ ,
\  Y =  y +  ( l + y ' 2) :y " .

Ist die Kurve gegeben durch die Gleichungen 
x  =  fp (t) und j  =  so ist

f e  =  (x'2 +  y'2)l :(x 'y " -x " y ') ,
X =  x - / ( x '2 +  y '2) : ( x 'y " -x " y O  ,

l Y =  y +  x '(x '2 +  y '2) : ( x ' / / - x " y ' ; .
Für P o la rk o o rd in a te n  hat man 

(r2 +  r '2)  ̂
e = = ± r * + 2 r '2— r r "  ‘

D e rK o n tin g en zw in k e l d i  ist der Winkel zweier un
endlich naher Tangenten, er ist gleich dem Differential des 
Neigungswinkels der Tangente gegen die Polarachse; es ist 

d x d 2y — d2x d y  / d r \ 2 rdm
dr— s*— - d* + w ^ -

ds ds 
ß d r  d«p-f djM ' 1

Maß d e r K rüm m ung , kurz Krümmung: —= — .
q ds
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9. Die E v o lu te  einer Kurve ist der geometrische 
Ort des Krümmungsmittelpunktes. Ihre Gleichung wird 
erhalten, indem man aus den Gleichungen für X und Y 
in Nr. 8 unter Benutzung der Kurvengleichung x und y 
eliminiert,. Die gegebene Kurve heißt E v o lv en te . Jeder 
Krümmungshalbmesser ist Normale zur Evolvente, Tan
gente an die Evolute. Differenz zweier Krümmungs
halbmesser gleich dem dazwischen liegenden Bogen der 
Evolute. Wird ein um die Evolute gelegter, biegsamer 
und unausdehnbarer Faden in straffer Spannung abgelöst, 
so beschreibt der Anfangspunkt des Fadens die Evolvente.

10. H ü llk u rv e n . Die Gleichung F (x ,y , p ) = 0 ,  
worin p ein veränderlicher Parameter ist, stellt eine 
Kurvenschar dar, welche eine Kurve umhüllt;, die 
Gleichung der umhüllten Kurve ergibt sich durch 
Elimination von p aus den Gleichungen

1. F(x, y , p) =  0 und

<5p
Enthält die Gleichung der beweglichen Kurve zwei 

veränderliche Parameter p und q, zwischen welchen die 
Beziehung 9?(p, q) besteht, so ergibt sich die Gleichung 
der Hüllkurve durch Elimination von p und q aus den 
drei Gleichungen:
<5F S<v <5F Sw

11. F lä c h e n in h a lt  (Quadratur). Der Inhalt J  der 
Fläche, welche zwischen der Kurve, der X-Achse und 
den zu den Abszissen Xo und x t gehörigen Ordinaten 
eingeschlossen ist, ergibt sich aus

*1
J =  J f (x) dx  ,



J =  sin y jf(x )d x  .
*0

Soll die Fläche begrenzt sein durch die Kurven 
y  =  f(x), y =  <p(x) und die zu x0 und gehörigen 
Ordinaten, so ist

J  =  /[f(x) — 9?(x)]dx .
X0

S im p so n sch e  R egel. Ist f(x) höchstens vom 
dritten Grade, ym die Ordinate in der Mitte zwischen 
Xo und Xj, dann ist

/ f  (x) dx =  K x j — Xo) (y0 +  4 ym +  yt)
*0

(s. auch § 93 ,6).
12. K u rv e n lä n g e  (Rektifikation). Die Länge s 

eines Kurventeiles, welcher zwischen den Abszissen x0 
und xx liegt, ist

* i ________________  * i ___________

s =  / ]/dx2 +  d y 2 = / / l  +  y '2 dx .
*0 x0

13. P o la rk o o rd in a te n : F lä c h e  zwischen der 
Kurve und den zu q>Q und rpx gehörigen Strahlen

J  =  ^-Jr2 &<p .

K u rv en län g e :
<pi f i  _____________________

s = y } V 2 +  r 2 • d<p =  A A  +  r 2 • d r . 
r0
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oder bei scMef winkligen Koordinaten
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§ 95. Raumkurven (doppelt gekrümmte Kurven).
1. Eine Raumkiirve ist gegeben durch die G le i

chungen

I v =  Z f i ) ' oder I f(x> y ’ z) =  0 ’ der
|  l  =  ^ (tj ’ l  F(x > y . z) =  0 Flächen)

1 y =  95i(x) (Projektionen 
\  z =  rp2 (x) der Kurve).

2. B ogenelem ent
d s = y d x *  +  d y s +  d z 2 =  y i  - f  y ' s  +  z ' 2 • d x  .

3. G leichungen  der T angente im Punkt (x, y , z)
X - x  Y - y  Z - z  —-—  =  -  — —  , oderdx dy dz

X - y ( t )  Y - y ( t )  Z - y ( t )  
y'(t) ”  V'W Z'(t) ’

| i ( X - x )  +  | i ( Y - y) +  j i ( Z - z ) =  ° .

J | ( X  — x ) + " ( Y  — y) +  ̂ ( Z  — z) =  0 .

W inkel <x, ß ,  y der p ositiven  T angenten
rich tung mit den Achsen bestimmt durch

dx dy dz
cos a  =  —  , cos ß  — ~z— , cos y =  —  . ds r  ds ds

4. Gleichung der N orm alebene im Punkt (x, y , z) 
(X — x )d x  +  (Y — y ) d y - f  (Z — z)dz =  0 , oder

[X -  <p(t)] q/(t) +  [Y -  v-(t)] v/(t) +  [Z -  Z(t)]/(t) =  0 
oder (X—x)co sa  +  (Y —y)cos^ +  (Z — z)cosy =  0 .

5. Gleichung der Schm iegungsebene ( =  Krüm
mungsebene =  Oskulationsebene =  Ebene durch Punkt 
[x, y , z] und zwei unendlich nahe Punkte)
(X — x) cos A +  (Y — y) cos fx +  (Z — z) cos v =  0 oder 

A ( X - x )  +  B ( Y - y )  +  C (Z -z )  =  0 ,
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wobei A =  d y d 2z — d2y d z  , B =  dz d2x — d2z dx , 
C =  d x d 2y — d2xdy:

Normale zur Schmiegungsebene (Binormale)
X — x Y — y Z - z  

A _  B ~ —(T ~  ‘
Die Winkel A, /z, v dieser Normalen mit den 

Achsen sind bestimmt durch
5 A B C cos /  =  — , cos fj. —  — , cos v =  — , wobei

D = y A 2 +  B2 +  C2.
Die Hauptnormale  ist die Schnittlinie der Normal

ebene mit der Schmiegungsebene; die Gleichungen der 
Hauptnormalen sind:

X — x Y — v Z — z

ds ds ds 
Für die Richtungswinkel £, »7, f  der positiven Haupt- 

normalen hat man:
cos £ d cos <x cos r] d cos ß  cos f  d cos y 

ds ’ pi ds ’ £>! ds 
6. Kont ingenzwinkel  dr,  d. h. Winkel zwischen 

zwei unendlich nahen Tangenten:

dr =  —̂  =  V(d cos «)2 +  (d cos ß)2 +  (d cos y)2.

E rs te r  Krümmungshalbmesser  
ds ds3

01 = d 7  =  TT ‘
Der Krüm mun gsm i t t e l punk t  liegt in der Schmie

gungsebene, auf der Hauptnormalen und kann als Schnitt 
der Hauptnormalen mit einer unendlich nahen Normal
ebene betrachtet werden.
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d ^Z d i i
„ ds „ ds ~ ds

x =x+ ^ - . T = y + ^ >  z = z + ̂ -dT '
Unter der (ersten) K rüm m ung  oder Flexion ver

steht man d r 1 
ds q1

Kurven mit der Flexion Null — =  0) sind gerade 
Linien. - 1

7. T o rs io n sw in k e l d $ , d. h. Winkel zweier un
endlich naher Schmiegungsebenen

d #  =  V(d cos X)2 +  (d cos fi)2 +  (d cos v)2.
Z w eite  K rüm m ung  oder D reh u n g  (Torsion) der 

Kurve d #  1
~  d s q.2

Kurven mit der Torsion Null (— =  0) sind ebene 
Kurven. --

Z w e ite r  K rü m m u n g sh a lb m esse r  (Halbmesser 
der Drehung) 

ds
(links oder rechts gewundene Kurven).

— dw
8. F re n e ts  F o rm eln :

d c o s a  cos |  d cos ß  cos rj d cos y cos f
ds gi ’ ds ’ ds gi ’

d cos X cos |  dcos f i  cos rj d cos v cos f
ds q2 ’ ds q2 ’ ds g2 ’

d c o s | cos« cosA dcos?; cosß  cos fi 
ds q« ’ ds g2 ’

dcosf cosy cosy 
ds q2

Die K oordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind
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9. S c h m ie g u n g sk u g e l, Grenzlage einer durch vier 

unendlich benachbarte Punkte einer Kaumkurve gehenden 
Kugel; ihr Mittelpunkt (x0, y0, z0), der Schnittpunkt 
dreier unendlich naher Normalebenen, bestimmt sich aus

Xo =  x -j- gj cos f  — g.2 cos X ,
CI s

, d 0i yo=y+eicoS5? — >
i >■ d ?i zo =  z +  Qi <*>s f  — q2 cos v .

Der Schnitt der Schmiegungskugel mit der Schmiegungs
ebene heißt S ch m ieg u n g sk re is .

10. R e k tif ik a tio n , die Länge s eines Bogens der 
Kurve x =  q>\t), y  =  y> ( t) , z =  ^ (t) zwischen den 
Punkten x0, y0, z0 imd xl5 yl5 ist

• = / V i F + w * -
to

§ 96. Krumme Flächen.
1. Eine Fläche ist gegeben durch die G le ichung  

F(x, y , z) =  0 , oder entwickelt z =  f(x, y), oder durch 
x =  <p(u, v), y  =  V (u, v), z =  *(u, v).

B eze ich n u n g en : 
öz ö z  (52 Z ö'2z ö2z
ö x  ö y  (5x2 F’ (5xdy S’ <5y2

2. G leichungderB erührungsebeneim Punkt(x, y, z)
(X — x) F i =  (Y — y) Fy +  (Z — z) Fj =  0 , oder

P(X — x) +  q(Y y) (Z — z) =  0 .
3. Gleichungen der N o rm alen  im Punkt (x, y , z)

X - x  Y - y  Z - z
f ;  ~  f T
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oder ^ — -  =  - — ?  =  - ( Z - z ) .
p q

Winkel X ,  f i ,  v  der Normalen mit den Achsen be
stimmt durch

, f ;  Fy f ;COS X =  -^T- , COS f l  =  , COS V  =  , bzw.

i p q 1 v •cos A =  — , cos u  =  — , cos v — ------ , wobei
n n n

N* =  (Fx)* +  (Fy)» +  (Fi)* und 
n3 =  p* +  q2+  1 .

4. Die Schnittlinie irgend einer durch die Normale 
gehenden Ebene mit der Fläche heißt N o rm a lsc h n itt. 
Es sei q der Krümmungshalbmesser eines Normalschnittes 
im Punkt P, a , ß, y die Winkel, welche die Tangente 
des Normalschnittes in P  mit den Achsen bildet, dann ist

_ ______ / 1  +  P~ +  q2______
'  r  cos2a 2 s cos «  cos/J-f-tcos2/? ’

S atz  von H eu n ie r. Geht eine Ebene durch die 
Tangente eines Normalschnittes (im Fußpunkt P der 
Normalen), so ist der Krümmungshalbmesser q'  dieses 
schiefen Schnittes im Punkt P

g '=  q cos (q q') oder 
der Krümmungshalbmesser des schiefen Schnittes wird 
erhalten, indem man den Krümmungshalbmesser des 
Normalschnittes auf die Ebene des ersteren projiziert.

5. Die beiden (aufeinander senkrechten) Ebenen, für 
welche q einen größten (gj) und einen kleinsten Wert (g2) 
erreicht, heißen Ha u p tn  or m al s chni 11e, die Krümmungs
halbmesser q1 und Qt  derselben bestimmen sich aus den 
Gleichungen
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f „ r .  ( l + q 2) r - 2 p q s  +  ( l + p 2 ) t  
<?i+ 0 2  = -------------------------------------------n ,

n4
Qi £2 == r ^_s2 oder als Wurzeln der Gleichung

( r t - s > 2—[ ( l + q 2) r - 2 p q s + ( l + p 2 ) t ] n e + n *  =  0 .
6. Satz  von E u ler. Für irgend einen Normal- 

schmtt, dessen Ebene mit der Ebene des zu ge
hörigen Hauptnormalschnittes den Winkel cp bildet, ist

1 _cos2<p sin2<p
Q Qi 02

Der Ausdruck ^

QiQi
heißt das (Gaußsche) Maß d e r  K r ü m m u n g  für den 
betreffenden Punkt.

Satz von Gauß:  Das Krümmungsmaß bleibt bei 
einer beliebigen Yerbiegung der Fläche ungeändert; oder': 
Sind zwei Flächen aufeinander abwickelbar, so haben sie in 
je zwei entsprechenden Punkten gleiches Krümmungsmaß.

(. Sind q' und q"  die Krümmungshalbmesser zweier 
aufeinander senkrechten Normalschnitte, so ist

^ r +  4r =  -  +  - ,
Q e  Qi Qi 

d. h. für denselben Punkt einer Fläche ist die Summe 
der Krümmungen konstant.

8. K rü m m u n g s l in ie  heißt der Ort des Punktes 
einer Fläche, für welchen die unendlich nahen Normalen 
zur Fläche sich schneiden; die Normalen gehören daher 
einer abwickelbaren Fläche an. Durch jeden Punkt einer 
Oberfläche gehen zwei Krümmungslinien, die aufeinander 
senkrecht sind und die Tangenten der Hauptnormalschnitte 
berühren. Sie sind dargestellt durch die Gleichung
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[(1 +  q2) S -  p q t] ( ^ ) 2+  [(1 +  q«) r . _  (1 +  p*) tJ ( g )

+  [p q r  — ( l + p 2)s] =  0 
und durch, die Gleichung der Fläche.

9. Eine auf einer Fläche liegende Linie heißt g eo 
d ä tis c h e  L in ie , wenn ihre Schmiegungsebenen zugleich 
Normalebenen zur Fläche sind. Ihre Gleichungen sind

(3F <5F ÖF
<5x <5y <5z

d cos oc d cos ß  d cos y
Die kürzeste Verbindung zweier Punkte auf einer 

Fläche gehört einer geodätischen Linie an.
10. H ü llfläch e . Die Gleichung

F(x, y , z ,p ) =  0 , 
worin p ein veränderlicher Parameter ist, stellt eine 
Flächenschar dar, welche eine Fläche umhüllt. Die 
Gleichung der Hüllfläche ergibt sich durch Elimination 
von p aus

I F (x, y , z , p)  =  0 und 
I <*F(x, y , z , p)  _ Q 
l <5p

Enthält die Flächengleichung F(x, y , z, p, q) =  0 
zwei veränderliche Parameter p und q, die durch die 
Gleichung c p q) =  0 miteinander verbunden sind, so 
wird die Gleichung der Umhüllungsfläche erhalten durch

Entfernung von p und q und ^  aus

F ( x , y ,  z , p , q )  =  0 ,  <p(P .l)  =  °>

iüL i =  o d<p I d<p dq_ n
<äp r  (5q dp ’ <5p (5q dp
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Enthält die Gleichung der bewegten Fläche zwei, 
voneinander unabhängige Parameter p und q, so wird 
die Gleichung der Hüllfläche erhalten als Eliminations- 
resultat von p und q aus

F(x, y , z , p , q ) = 0 ,  4 ^ - =  0 ,  ~  =  0 .
op oq

11. Q u a d ra tu r  (Komplanation) der Flächen.
Das Differential der Fläche ist

dF  =  V 1 +  p2 +  q2 • dx dy , daher
* i  y i_________

F = / d x / y  1 + p 2 +  q2 dy ,
x0 yo

y0 und yx sind die der Abszisse x entsprechenden 
Ordinaten der Projektion des Umrisses der Fläche auf 
die XY-Ebene, x0 und xt sind die Abszissen zu den 
Ordinaten, welche jene Projektion begrenzen.

Bei D re h flä c h en  ergibt sich (—  X-Achse ist Dreh
achse — ):

F =  2 7 i f y  y 1 - f  / 2 dx =  2 j i f j  ds .
Bei Polarkoordinaten hat man:

F = 7 7 V [r2 + ( 9 1  c°s 2,?+( ^ ) 2, r d<? d ̂  •
(S. § 7G,s).

12. K ubatu r.
1. Bei D reh fläch en  (—  OX Drehachse —); 

die gedrehte Fläche ist begrenzt vom gedrehten Kurven
bogen, den zu den Endpunkten desselben gehörigen 
Ordinaten und der X-Achse.

Y =  7 ijy 2dx  .
2. Die gedrehte Fläche ist begrenzt von zwei 

Ordinaten und zwei Kurven y =  f(x) und y 1 =  ft (x),
'V = jr / (y 2 — yif)dx .

Bür kl en,  Formelsammlung. 1 5
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3. Es sei u  der Inhalt eines parallel zur Ebene YOZ 
geführten Schnittes, dann ist der Inhalt des Körpers, 
der zwischen zwei parallel zu YOZ geführten Schnitten 
mit den Abszissen x0 und x t liegt,

*1

V =  Ju  dx  (u abhängig von x).
* 0

4. Allgemeine Formel:
V =  / j J d x d y d z .

5. Für Polarkoordinaten (Bezeichn, s . § 76,.')
ergibt sich , ,

V =  ^ J  J r 3 cos cp acpayj

§ 97. Viel gebrauchte Zahlenwerte.

Zahlenwert Logarithmus Zahlenwert Logarithmus

/2  = 1,4142 0,15052 V * - 1,2599 0,10034
/3 = 1,73205 0,23856 3y s = 1,4422 0,15903
/5  = 2,2361 0,34948 Vb - 1,7100 0,23300
y 6 = 2,4495 0,38 908 i/6 = 1,8171 0,25 937
Viö= 3,16225 0,50 000 3yxö= 2,1544 0,33333

n = 3,1416 0,49715 7l~ = 9,8696 0,99430
2 71 = 6,2832 0,79818 y?i= 1,7725 0,24857
4:71 = 12,5664 1,09921 3r~ 1,4646 0,16572
71 1,5708 0,19612 1

71
0,31831 0,50285-1

71

3~= 1,0472 0,02003 1
7l2

0,10132 0,00570-1
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Zahlenwert Logarithmus Zahlenwert Logarithmus

-^= 0 ,7854
4

0 ,8 9 5 0 9 -1 ~7==0,56419 
\ ' n

0 ,7 5 1 4 3 -1

^ = 0 ,5 2 3 6 0 ,7 1 9 0 0 -1 ^ -= 0 ,6 8 2 7 8
f i t

0 ,8 3 4 2 8 -1

4
— ;i= 4 ,1 8 8 8 0,62209 — =57,29578

71
1,75812

g = 9 ,8 1 0,99167 e= 2 ,7 1 8 3 0,43429

|= 4 , 9 0 5 0,69064 e2=7,3891 0,86859

—=0,1019
S

0 ,0 0 8 3 3 -1 e8= 20 ,086 1,30288

Y g = 3,1321 0,49583 ye =  1,6487 0,21 715

-£==1,0030
i s

0,00132 }̂ e =  1,3956 0,14470

15*
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mit 15 flbbilb. Itr. VMS. 

g io lo g it  brr p fln n itit oon Dr. TO. 
migula, prof. an ber Sorftatabemle 
(Eifenad). mit 50 flbbilb. Hr. 127. 

g ic to g ic  »er STitr*. 3lbrig > tr , oon 
Dr. tjeinr. Simrotf), Prof. an ber 
Unioerfität Ceip3iq. Ilr. 181. 

giUidicrci |iet]c: tlej*til«3nbuftrtc III. 
g ra u e r  cinic!cn I s ntäljerei oon Dr. 

Paul Dreoerfjoff, Direttor t>. Brauer, 
u. mäljerldiule 3u ffirimma. mit 
16 flbbilb. Itr. 303. 

guriifü iirung  in einfachen unb bop. 
pelten Doften oon Rob. Stern, fflber. 
[obrer ber (ßffentl. fjanbelsletiranft 
u.üo3.b. SjantieIsI)odi(diu[e3. Ceip3ig. 
m it oielen Sormularen. Hr. 115. 

ßnbb lja  oon prof. Dr. (Ebmunb Ijarbij. 
Hr. 174.

gurgenhunbr, Abrif! ber, oon tjof- 
rat Dr. ®tto piper in mündjen. mit
30 flbbilb. Hr. 119.

Cl)mtit, Allgemeine tmb plnifiha- 
lifrtic, oon Dr. TTIaf Hubotplji, prof. 
a. b. <Eed)n. tjodifd|ule in Darmjtabt 
m it 22 Sig. Hr. 71.

ffiljem f e, A n n U itifd ic . oon Dr. jobem . 
nes tjoppe. I : (Theorie unb ffiang ber 
flnaltife. H r. 247.

------- I I :  Reaftion ber m etalloibe unb
m etalle . R r.248 .

— A n o ro n tti f r i ie ,  oon Dr. 3of. Klein 
in  n iannhcim . nr. 37.

------- fielje aud): m etalle . — m etalloibe.
(C ljcm it, (*>crri)iditc S e r , oon Dr. 

liuqo  Bauer, flffiftent am  d)em. 
Eaboratorium  ber Kgl. tted)nijd)en 
f)0d)fd)ule S tu ttgart. I: Don ben 
älteften Seiten bis ju r  Derbrennungs* 
tljeorie oon Caootfter. Ur. 2iS4.

— 1 1 : D on£aoo ifierb is3ur©egentDart. 
R r. 265.

— Srv ao lilen lto ffo rrb inbungrn
oon D r. tjugo Bauer, flffiftent am  
d)em. C aboratorium  ber KgL (Cedin. 
t)0d)jd)ule S tu t tg a r t  I. II: flli- 
pt)atifd)e Derbinbungen. 2 Heile. 
Hr. 191. 192.

------- 111: Karbon)ftifcf|e Derbinbungen.
H r. 193.

— — i v :  tjeteroctjflifcfie Derbinbungen. 
n r .  194.

— (O ra n n ird it ,  oon D r. 3of. Klein in  
m annfieim . Hr. 38.

— V I)i)rto la0 ird|C, oon D r. m ed. fl. 
£egat)n in  Berlin  I : fljjim ilation. 
m it 2 üafeln. Hr. 240.

------- U : D ijfim ilation. m it einer
träfet, n r .  241.

e t ) e m ird ! - f c e d im r d |t  A n a l^ T e  oon 
D r. ©. Cunge, p ro f. an  ber <Etb> 
genöff. polt)ted)n. Sdmle in 3ürid). 
m it 16 flbbilb. n r .  195.

C l |r i f t r n tu m .  Die (Entraicflung bes 
tlhriftentum s Innerhalb bes Heuen 
tteftam ents. Don p ro f. Ur. Lic. 
f fa rl Giemen. n r  3 8i

S o tn p fh t lT tl .I H e . K ungefafjtesCefjr. 
budi m it Beifpielen fü r bas Selbft* 
f tubium u. b. prattifd)en ®ebraud) oon 
5 riebrid | Bartt), fflberingenieur ln  
n ü rnberg . m it 67 5ig. n r .  9.

P o n tp f m o f d i in e ,  D ir .  K ur3gefaf|tes 
STchrbud] m. Beifpielen fü r bas Selbft» 
ftubium unb ben p raft. (Bebraud) oon 
Sriebrid) Bartt), fflberingenieur in 
ftüm berg . m i t  67 5 ig . nr. 8.

D a m p f t u r b i n e n . D ir .  ifjre U)ir* 
fungstoeife unb K onftruftion oon 3n« 
genieur tjerm ann lUilba, ® bertet)rer 
am  ftaatl. tted)nitum in  Bremen, 
m it 104 flbbilb. Hr. 274.
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£)id|ttmgen a. mlttcllrorijbe»rtrd)er 
£röli!»ft "3nflusioaf)Im.<EtnItg.u. 
IDörterb f)erausgogeb D . Dr. tjerm. 
3anfcen, Direttor öer Königin £utfe. 
Sd)ule in Königsberg i. pr. Ilr. 1S7.

JHctririicpcit. Kuörunu. Dietrid|epen. 
IHit (Einleitung unö lUörterbucti non 
Dr. ®. C. 3 iric3et, Prof. an öer 
Unioerf münjter. Ilr. 1U.

gliffrrcnttalrcdimtitg oon Dr. 5rör. 
3 unfer, prof. a. Karlsgrimnailum in 
Stuttgart. Itlit 68 5ig. Hr. 87.

— Repetitorium u. flufgabentammlung
3.Differentialrcd)ming oon Dr.Jrör. 
junter, Prof. am Karlsgqmnajiunt 
in Stuttgart, mit 4 6  Sig. Hr. 14(1.

©bbnliebcr mit ffirammatif, Über
legung unö (Erläuterungen oon Dr. 
tDiIl)cIm Ranijd), ffiqmnaiial.fflber. 
leljrer in (Dsnabrüd. Rr. 171.

(Eirtnbttanbau, Der, oon Heg.■Bau» 
meifter Karl Röfjle. m it 75 flb> 
bllbungen. Rr. 349.

(ßiftitljiittcnliunbc oon fl. Kraufe, 
fetpL tjütteningen. I. tteil: Das Roh. 
eifen mitl75ig.u.4!lafeln. Hr. 152.

— II. Heil: Das Sd)mieöeifen. m it 25 
Siguren unö 5 Sajdn. Itr. 163.

(Eifcnhoiifttruhtioitcn im
oon Ingenieur Karl Sd|inöler in 
meifsen. mit 115 $ig. Rr. 322.

eicbtrt!ität. ICfjcoret.pf)tjfif III. tteit: 
<EIcftri3ität u.magnetismus. Don Dr. 
ffiuft 3äger, Prof. a. ö. Unioerf. 
IDien. m it 33 flbbllögn. Rr. 78.

<CUIttrod|tmic oon Dr.tjeinr.Danneel 
in 5rieörid)sl)agen. I. (teil: (Et)eo. 
retifdje (Eleftrodjemie unö ifjre pfit)* 
fHali|d|*d)emi|dien ffirunölagen. mit
18 5i9- Hr. 252.

------11. «teil: (Experimentelle (Elcftro-
diemie, mefemeltjoben, Ceftfäl)igfeit, 
Eöjungen. m it 26 jig. Rr 253.

CWhtrotciiptilt. (Einführung in öie 
moöeme ffileid)* unö IDedileljtrom. 
tedinit oon 3 . Jjerrmann, profeffor 
öer (Eleftrotedinif an öer Kgl. ttedin. 
Ijodifdiule Stuttgart. I : Die pl)t)fita- 
Iifdjen ffirunölagen m.47Jig. Rr.196.

-------II :Die ffileidiftromtedjni!. m it
74 Sig. Rr. 197

-------I I I : Die tüed)feIftromted]ni(. m it
109 Jig. Rr. 198.

BtttroidUmtg, Sie, her [minim 
frag« oon pirof. Dr. Jeröinanö 
(tönntes. Rr. 353.

ffiittrolritlmtg, Bf», bre (Cijrirten- 
titrn# fielje: <Tl)rijtentum.

— betr f lnnbfeu tnuaff t i t  flel)e:
tjanöfeuenoaffen.

ffintntidtlungectcrdiidite ber (Tiere
Don Dr. 3o ânnes meiienffeimer, 
Drof. öer 3ooIogie an öer Unioerlität 
marburg. I: 5 urd)ung, primitio* 
aniagen, tarnen, Sormbilöung, <Em» 
brqonaltiüllen. m it 48 Jig. Rr. 378.

-----II: fflrganbilöung. m it 46 5lg.
Rr. 379.

(Cpigcmctt, 5 ic, hc» l|Bf5fdien(£po». 
flusroaf)I aus öeut|djen Dldjtungen 
öes 18. 3ai)rt)unöerts oon Dr.Diftor 
3 unf, flttuarius öer Kaiferlid)en 
Sfaöemie öerlDifjenfdjaften in IDien. 
Rr. 289.

(Strbutngitctiemtte, Crbrtrom, Jla- 
Inrtidit oon Dr. fl. Rippolöt jr., 
mitglieö öes König!, preufeifdien 
meteorologi(d)en 3n(tituts 3U Pots- 
öam. m it 14 flbbilö. unö 3 ffaf. 
Rr. 175.

(ßtliih oon profeffor Dr. Iliomas 
fldietis in Bremen Rr. 90.

(SyhurRattaflori: »toit Dcutrriilanb
3um Beftimmen öer häufigeren in 
Deutfd)tanötcilbraacf|fenöcnpflan3en 
oon Dr. ID. IKiguIa, profeffor an 
öer 5 orftataöemie itijenadi. l.ffeil. 
mit 50 flbbilö. Rr. 268.

----- 2. ttell. m it 50 flbbilö. Rr. 269.
erploliultolTc. (Einführung in öie 

(Efiemie öerefpIofioenDorgänge oon 
Dr. fl. Brunsroig in Reubabelsberg. 
m it 6 flbbilö. u. 12 lab. Rr. 333. 

£ nmilicnrtriit. Red)t öes Bürger» 
Iid)en ffiefefebud|es. Diertes Bud): 
5amilienreci)t oon Dr. fjeinricf) üitje, 
Prof. a. ö. Unio. ffiöttingen Rr. 3uö. 

{Srbetti fiebe: IcEtilOnöuftrie III.
£tlbgcrdiftto, gln» ntobertie, I: Die

(Entoidlung öes 5eTögefd)üftes feit 
(Einführung öes ge3ogenen3nfanterie» 
geroetirs bis einfdilieftlid) öer (Er* 
finöungöes raud]Iofcn puloers, ettoa 
1850 bis 1890, oon lübcrftleutiiant 
R>. riei)6en:oidi( militärlel)rer an öer 
militartedin. fltaöemie in Berlin, 
m it 1 flbbilö. Rr. ijüti.
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{tlbarfrltüfi, Bo« m o b trn t, I I :  Die
(Entrotctlung bes heutigen Jelbge- 
id)iUjcs auf ffitunb ber Crfinbung 
oes raud)Iofen pulucrs, ettoa 1890 
bis 3ur ©egentoart, oon fflberftleut- 
nant U>. tjepbenreid), Ittilitärleljrer 
an 6er mtlitärtedin. flfabemie in 
Berlin, mit 11 flbbilb. nr. 307. 

JJtmrsirtdmitrtn, Pn«, oon Dr. 
Cubtoig Rellftab in Berlin. XTtit 47 
5ig. uni) 1 (Eafel. Hr. 155. 

^*rti0 l»tit0Ul|r* oon ID. Räuber, 
DipIom«3ngenieur. ITC 56 5ig- Hr.288. 

g tttc . Bit, >tnb (Oele fotoie bie Seifen- 
u l!er3cnfabrifation unb öte Ijar3e, 
£a<fe, Sirniffe mit iljren toidjtigften 
fjilfsjtoffen oon Dr. Karl Braun in 
Berlin 1: (Einführung in bie Il)emie, 
Be(pred|ung„ einiger Salje unb bie 
Sette unb ®le. Hr. 33ö-

-----II: Die Seifenfabrifation, bie
Seifenanalt)(e unb bie Kerjcnfabrt- 
lation. m it 25 flbbilb. Hr. 336.

------I I I : tjarje, Catfe, 5irni||e. Hr.337.
filifaiiriltatiou fielje: (EejtiWnbu- 

ftrie II.
<lnanm>ilTtnfdtaft o. Prc |iöent Dr.

H. oan ber Borget in Berlin. I: All* 
gemeiner (Eeü. Hr. 148.

----- II: Bcfonberer Seil (Steuerleute).
Hr. 391.

JlroilT* lietje: Jette unb ®Ie III. 
fifdic. Das ttierreid) IV: Siftfie oon 

prioatbo3ent Dr. maj Kautt)er in 
Siegen, m it 37 flbbilb. Hr. 356. 

fifrtitrei unb fifd|turi|t o. Dr. Karl 
(Ed jtein, Prof. an ber Sorjtalabemie 
CEbersroalöe, flbteilungsbirigent bei 
ber Ejauptftation bes forftliqen Der- 
(udjsujefens. Hr. 159. 

£atrmcirammlunß. Hlatljrmnt., u. 
Repetitorium b. ITCatI)ematif, entl). bie 
TOid)tig(ten Sormeln unb £ef)rlä»)e b. 
flritlimetit, Algebra, algebraijd)en 
flnalnjis, ebenen (Beometrie, Stereo
metrie, ebenen u. fphärifäien Trigo
nometrie, matl). ffieograpI)ie, analpt. 
(Beometrie b. (Ebene u. b. Raumes, b. 
Different.- u.3ntegralredin. o. ®. (El). 
Bürflen, Prof. am Kgl. Realgqmn. in 
Sd)to.-(Bmünb. m it 18 5ig Hr. 51.

— Vbnfilialifrite, oon ®.mal)Ier, Prof. 
a. (Bpmn. in Ulm. lTCit655ig. Hr. 13G.

g »rftroilTenrdiafioonDr. flb.Sd)toap-
pacf), profeffor an ber Sorftatabemie 
(Eberstoalbe, flbteilungsbirigent bei 
ber Ijauptftation bes forftliqen Der- 
judisrocjens. Hr. IOC.

jfrcm broort, Ba», itnB rutrdjen oon 
Dr. Hub. Kleinpaul in Ceipäig. Hr.55.

g rttttb tu ö rttrb u d i, Bcittldjco. oon 
Dr. Rub. Kleinpaul in Ceipäig. 
Hr. 273.

tjrtrb iltfu fab rih a tio n  Hebe: Hertil- 
3nbuitrie II.

® a® hraftm «rd)intn, B it, oon 3ng. 
fllfreb Kirfdiic in fjatCe a. S. m it 
5E Jiguren. Hr. 316.

C citolT tnrrfiaftenirrtn , B a« , in 
BtutrrilUuib. Don Dr. ffltto Cinbeie, 
Selretär bes Rauptoerbanbes beut. 
Sdjcr getoerblidier ffienojjenjcfiaften. 
Hr. 384.

Ocobüfit oon Dr. (E. Reinl)er$, Prof. 
an ber (Eed)n. E)od)fd|uIe tjannooer. 
m it 66 flbbilb. Hr. 102.

(S tog rnp liit, a f tro n o m ird it, oon 
Dr. Stegm. (Büntljcr, Prof. an ber 
(Eedm boditciiule in münd)en. m it 
52 flbbilb. Hr. 92.

— Vtinfifdie, oon Dr. Siegm. (Büntl)er, 
Prof. an ber Königl. (Eedm. tjod) jd|ule 
lit ]Hund]en. m it 32 flbbilb. Hr. 26.

— (. au<t|: Eanbeslunbe. Eänberfunbe.
K tolo jiir in ludern Auszug für Schulen

unb 3ur Selbitbelchrung jufammett- 
geftellt oon prof Dr. (Eberl). Jraas 
in Stuttgart, m it 16 flbbilb. unb 4 
(Eaf. mit 51 5ig- Hr. 13.

B e o n tttr ir , Analntirdie, ber C bcnt 
oon prof Dr. m . Simon in Straft- 
bürg, m it 57 5ig. Hr. 65.

— — gm feabcttram ntluttg fae 
änali)tirri)tii O itontctiie ber 
Kbrite oon ®.(EI) Bürflen, prof. am 
KgL Realgt)mna|ium in Sd)»äb.- 
(Bmünb. m it 32 5ig. Hr. 256.

— Amilntifriie, be» K annte« oon 
prof. Dr. m . Simon in Stra&burg. 
m it 28 flbbilb. Hr. 89.

------ 3kuf8obt»r#m m lunB f. 3-na-
Itjt. M rom ttcU  b. Kixume» oon 
®. (EI). Bürflen, prof. a. Reatgpmn. i  
Sditoäb.-ffimünb. m . 8 5ig- Hr. 309.

— B arR tU tnbe, oon Dr. Robert 
Ijauftner, prof. an berUnio.3ena. I. 
m it HO 5ig- Hr. 142.

«



«rorttetrfe, Jinolqt., Xufgaben- 
fammlmtg t. glnnlijtlMitn C5eo- 
inctric bcrlffbcnc, oon (B.HTaf)Ier, 
Prof. am ©qmnailum in Ulnt. mit 
1113mci{arb. 5<g- I tr .41.

— Proiclttiuc, in Jnntbet. Beljanb» 
Iuna oon Dr. Karl Doetjlemamt, 
profeffor an ber Unioerfität tttün* 
dien mit 91 5ig. Hr. 72.

©eMildite, Ö nbifrilt, oon Dr. Kart
Brunner, Prof. am ffit)mnaflum in 
Pfor3f)cim unb prioatbo3ent 6er ffie* 
fdjidjte an ber üeti)n. f)od|fd)uIe in 
Karlsruhe. nr. 230.

—  b e r  C l i r i f t l i r i i c n  £ a l h a n R a n t e n
(Bulgarien, Serbien, Rumänien, 
ITiontcnegro, <J>riecf)cnIant>; oon Dr. 
K. Koth in Kempten. Hr. 331.

— <3nqcrir<l|t, oon Dr. tjans (Ddel in 
Rugsburg. Hr. 160.

— be0 ötjiuntim fdicn  Ijtcidyc« oon 
Dr. K. Rotlj in Kempten. Itr. 190.

— H eutrdie, I: K lltte la lte r (bis 
1519) oon Dr. $. Kut3e, Prof. am 
KgL Cuifengtjmn. ln Berlin. Hr. 33.

— — II: *“ r  Itefor- 
tnatio it unb b er lU lig ion»- 
hrtcoe (1500 —1648) oon Dr. 5. 
Kurje, profefjor am Königl. Euifen« 
gtimnaiium in Berlin. Itr. 34.

----- III: Uout UJcftfiilirriicti ^t ie-
btn biu jur Auflölmig be» 
alten itciriie (1648—1806) oon Dr 
S. Kurje, prof am Kgl. Cuijen. 
gijmnafium in Berlin. Hr. 35.

— — (ief)e aud): (Qucllcntun&e.
— <ßit(*lirrt|c, oon Prof. C. ©erber, 

Oberlehrer ln Düfjelborf. Hr. 375.
— ftnm öfirdtc, oon Dr. R. Stemfelb, 

Prof. a. 6. Unloerf. Berlin. Hr. 85.
— <Or« rriiifriic, oon Dr. tjetnrld) 

Stooboba, prof. an ber beutfdjen 
Unioerf. Prag. Itr. 49.

— bee ltf. Jalirljuitbert* o. (Dsfar 
3äger, o. Ijonorarprofeffor an ber 
UniDerf. Bonn. l.Böct|n.:1800- 185Z 
Hr. 2lti.

----- 2. Bbd]n- : 1853 bis <Enbeb.3al)rI).
Hr. 217.

»rael« bis auf Me grted). 3elt oon 
ic. Dr. 3. Benäingtr. Itr. 231.

n t  w art* Cotbrineen*. o. Dr. ffer.
mann Pendisroeiler,©elj.Regierungs
rat in Strafeburg. Itr. 6.

— be« alten UKu-prnUinftr» oon
Dr. Jr. Ijommcl, prof. a. b Unioerf. 
tttündien. Ht.9Bilb.u.l Kart. Itr.43.

— Wefterrcidjirdic, I: Don ber Ur« 
eit bis 3um lobe König fllbredits II. 
1439) oon Profefjor Dr. Sranj

Don Krones, neubearbeitet Don Dr.' 
Karl UI)Hr3 , Prof. an ber Unio. 
ffiraä. litit 11 Stammtaf. Itr. 104.

— — II: Dom lobe König fllbredjts II. 
bis 3um roeftfälifdien Srieben (1440 
bis 1648», Don prof. Dr. Jranj 
Don Krones, neubearbeitet oon Dr. 
Karl Ul)Iir3, prof. an ber Unio. 
ffira3- mit 3 Stammtafeln. Itr. 105.

— Volnifiiie. o. Dr. ClemensBranben« 
burger ln Polen. Itr. 338.

omirdir, oon ReaIgi)mnafiaI<Dir. 
r. 3ul. Kod) ln ©runenmlb. Itr. 19.

— fUiIlirdie.o. Dr. tDill). Reeb, (Dberl. 
amffl[tergtimnafiumlnmaln3. Itr. 4.

— Siidilirdie. oon profeffor Otto 
Kaemmel, Reftor bes Ititolalgqm» 
najiums 3u Seipjig. Itr. 100.

— 5d]tuciicrird)r, oon Dr. K. Dänb* 
liter, prof. a.b. Unio. 3ürld). Itr. 188.

— övanlfdje, oon Dr. ffiuftao Dierds. 
nr. 206.

— ffiliirinßirrifr, oon Dr. (Ernft Deo« 
rient in 3ena. Itr. 352.

— ber 0‘ ljemir flef)e: <£l)cmie.
— ber Itlaltfci fielje: Jltalerei.
— brr Itlatl)emutih f.: Ittatljematil
— ber itturtli fielje: mufll.
— ber Vabagogilt fielje: pabagogll.
— ber {Hjilologle f.: Philologie.
— ber yiniltli jlefje: pi)i)jit.
— be» btutrd|ett|!omati»f:Homan.
— ber §eenmd|t f.: Seemad|t.
— ber brutrdtcit Opradje fiel)«: 

ffirammatii, Deutfd|e.
— be« beutrdien llntcrvidjt#- 

tuefenö fielje: Unterridjtsroefen.
—be» 3eituitg»iutreii» f.: 3eitungs» 

roejen.
— b e r  goalogle fie^e: 3ooIogie. 
Oerri)irift0tt)i(Tenrdiaft, (Cinleitun*

in blt, oon Dr. (Ernft Bernljeim, 
grof. an ber Unioerj. ffireifsmali.
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(Öefdjiifee, gif* m odernen, b*r 
£ u f )a r t iU e r te .  I :  Dom Auftreten 
öer ge3ogenen (Befdiüfoe bis 3u r  Der» 
roenöung öes raud}fcf}tDad)en p u lo e rs  
1850—1890 d. mummenfyoff, Itta jo r 
beim Stabe öes $u&artillerie»Regi» 
ments ®eneralfelÖ3eugmeifter iBran» 
öenburgifdjes Hr. 3). ITtit 50 (Eejt* 
bilöero. Tlr. :£14.

-------I I : Die (Enttoidlung 6er heutigen
©cfdjütje öer 5u& artillerie feit (Ein
führung öes raud)fd)tDadjeu pu loers  
1890 bis 3u r  (Begenroart. UXit 
31 Eejtb ilöern . H r. 362. 

@ cre1?tm ri|, f ie le t
Redjt öes Bürgerlichen ©efetjbudjes. 

<öefuni»ljcit*M clirr. Der menfd)Iidje 
Körper, fein B au unö feine Gütig» 
leiten, oon (E. Hebmann, ®berfd)ul* 
r a t  in  K arlsruhe. m i t  ©efunö» 
I)eitslel)re oon D r. m ed . f). Seiler. 
IHit 47 Abb. u. 1 lEaf. H r. 18. 

4 3< n> tvb rl|i)$U ne oon D r. d.  Rotl) 
in  po tsöam . H r. 350. 

C?*n>erbcn>eren non tD enier Som bart, 
P rof. an  ö. f)anbeIsl)od)fdiuIe Berlin. 
1. 11. H r. 20a. 204. 

( ö tiu tr i i tö m c fc n . Ittafj», m ü n 3» unö 
<Betoid)tstDefen oon Dr. flug. BUnö, 
p ro f. an  öer fjanöelsfdjule in  Köln, 
u r .  283.

C U ciriiftro m in arrfiln e , ZHe, oon <L
Kin3brunner, 3ngenieur unö Dozent 
fü r <Eleftroted)nif an  öer lltunicipal i 
Srfjool of Ged}nologi} in  mandjefter. 
m it 78 5ig- Hr. 257. 

451ctrri?erlu tnbe oon D r. 5 r i^  TRa» 
Aafcef in  IDien. m it 5 flbbilö . im 
tfe jt unö 11 Haf. H r. 154. 

t t a t t f r U f e  ut»it ö t r a ß b u r # .  fjart* 
m ann oon flue , IDolfram oon 
(Efd)enbad} u. (Bottfrieö oon Straft» 
bürg, flusioat)! au s  öem l)öf. (Epos 
m it flnm erfungen unö EDörterbutf) 
oon D r. K. ITCarolö, P rof. am  Kgl. 
5rieörid)sfoIlegium  3U K önigsberg 
l  p r .  H r. 22.

© r a m m n t th ,  p c u t f d ie ,  unö fu r3e 
©efd)id}te öer öeutfdien Sprache non 
S d ju lra t profeffor D r. ©. £tjon in 
Dresöen. H r. 20.

— tö rte i1 iifri)r. I: Sormenleljre oon 
D r. l)an s  TTCelher, P ro f. au  öer 
Klofterfd}uIe3um au lb ro n n . t l r .  117.

------ 11: Beöeutungsleljre unö S q n ta j
oon Dr. tjan s  Ittelfoer, p r of au öer 
KIofterfd)ule 3U ITlaulbronn. II r. 118.

(S ra t t tm a ti l t ,  C a tc in i f r fu . ©runbrifj 
ber lateinifd)en Sprachlehre oon P rof. 
D r. ID. Dotfdj in  Hlagbeburg. H r. 82.

— J t l i t t t l l i o d ib e u t r r t j f .  Der nibe» 
Iunge R o t in  Austoal)! unb mittel» 
hodjbeutfche © ram m atif m it lu n e m  
TDörterbud) oon D r. ID. ©oltqer, 
P ro f. an  ber Unioerf. Roftod. H r. 1.

— K w rßrriie, oon D r. (Erich Bem efer, 
P rof. an  ber Unioerf. P rag . I lr . 66.

------- jiet}e au d ): Ruffifdjes ©efprädjs*
buch. - Cefebud}.

g a n f e e le k o r rc ip o n fe e t tf ,  Zlrittrd?*, 
oon P rof. dl), be Beaur, (Dfficier be 
l ’3nftruction Publique. R r. 182.

— C n ß lir r ite , oon (E. (E. TDhitfielb, M. 
A., O berlehrer an  King (Ebtoarb VII 
© ram m ar Sdjool in  King’s £nnn. 
R r. 237.

— i- rn n iö n r r i ic ,  oon profeffor (Eh* 
be B eauj, (Dfficier be l ’3nftruction 
Publtque. R r. 188.

— ü tn l ic n i f r i ie ,  oon p ro f. A lberto 
be Beau£, O berlehrer am  Kgl. 3nftitu t 
S . S. A nnun3ia ta  in  5loren3. R r. 219.

— K tirrifd jf . oon Dr. (Etjeobor üon 
Katoratjsfi) in Ceip3ig  R r. 315.

— 5 y m n irr i) t, oon D r. Alfrebo Rabal 
oe m a rie 3currena. R r. 295.

g ja t tb c le p o U tth ,  : \ t t 0 U >iirttge, oon 
Dr. fje inr. Sieoefing, P rof. an  ber 
Unioerf. m a r  bürg. R r. 245.

d a n b e la r o r r c t t ,  P a e ,  oon ©el). Ober* 
reg ie ru n g sra t D r. U)ilf}. Cejis, 
P rof. a. b. Unioerf. ffiöttingen. I :  Das 
^anbelsperfonal unb ber IDaren» 
hanbel. R r. 296

--------I I :  Die (Effeftcnbörfe unb bie
innere ^anbelspolitif. R r. 297.

ÖaitfcfcuerttJaffeit, & it  <£utn>tck* 
I t in o  feer, feit ber m itte  bes 19.3at)r* 
hunberts unb il>r heutiger S tanb oon 
©. U)r3obef, (Oberleutnant im 3it» 
fanterie*Regiment S^eiherr f i l ie r  
oon © ärtringeni4 . pofenj'ches) R r. 59 
unb Affiftent ber Königl. ©eioehr» 
Prüfungsfom m ifjion. m i t  21 Abb. 
R r. 366.

D a rm o n ie le fy re  oon A. fja lm . m it 
Dielen Hotenbeilagen. R r. 120.

g a r t m a u u u o n A u c ,  H tJ a lf r a m tu m  
C5rd)cnbadj unb « o t t f r i t f e  t»on
ö t r o ö b u r a .  A ustoahl au s  bem 
fßfifctyen (Epos m it Anmerfungen 
unb IDörterbud} oon D r. K. m arolb , 
Drof. am  Königlichen 5riebridjs» 
f0lleg ium 3u K ö n ig sb e rg i.p r. Rr.22.
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g a rte , Cadte. £*iroilTe t)on Dr. Karl 
Braun in Berlin. (Die 5ctte unb 
Öle III.) Hr. 337. 

f la n p tü te ra tn re n , S ie, b. Wrfent*
D. Dr. Hfl. Ijaberlanbt, prioatbo3- a.b. 
Unioerj. tDien. I. II. Hr. 1(52. 163. 

Leitung ttnb £üf*ung oon 3ngenieur 
joljannes Körting in Düfjelborf. 
I.: Das tDefen unb öle Beregnung 
6er fjei3ungs* unb £üftungsanlagen. 
mit 34 5ig. Hr. 342.

----- II.: Die Ausführung ber !}ei3ungs*
unb Cüftungsanlagen. Mit 1915ig. 
Hr. 343.

gelbenfaae, ®ie beutrdje, oon Dr. 
(Dtto Cuüpölö 3 inc3ef, Prof. an 
6er Unioerf. münfter. Ilr. 32.

— fielje audj: mqtljologie. 
d qgiene  bee Stäbtebaw «, -Die,

oon profeffor t). Gl)r. Rufebaum in 
f)annooer. XTXit 30 flbb. Ilr. 348.

— be* UIöl|nttne*n>eren* oon prof. 
fj. Gfyr. Rufebaum in fjannooer. Utit 
5 abbilb. Hr. 363.

£nbnR rie, ;\noroanird ie  (Tlfemi- 
fdje, ü. Dr. (Buft. Rauter in (Efjar* 
iottenburg. I : Die £eblancfobainbu* 
ftrie unb iljre Reben3tDeige. ITtit 12 
Gaf. Ilr. 205.

— — II: Salinentoefen, Kalifate, 
Düngerinbuftrie unb Derioanbtes. 
IUit 6 Gaf. Hr. 20G.

-----III: flnorganifdie Gljemifdiepra»
parate, mit 6 aafeln. Hr. 207. 

|ln b u ß rie  ber S ilikate , b e r  Jttbtßl. 
Öanfteine unb be* HStörtel*. 
I : (Blas unb feramif(f)e3 nbuftrie oon 
Dr. (Bujtao Rauter in Gljarlotten* 
bürg. Utit 12 Gaf. Hr. 233.

----- II: Die 3nbuftrie ber fünftlidjen
Baufteine unb bes mörtels. tilit 
12 Gaf. Hr. 234. 

^nfektionfthrankljettett, £)ie, ttnb 
iljre  |Jerhfttt«no oon Stabsarzt 
Dr. ID. $offmann in Berlin. ITttt 
12 oom Derfaffer ge3eid)neten Hb» 
bübung. u. einer 5iebertafel. Rr 327. 

3tategralred?nung oon Dr. Sriebr. 
3unter, prof. am Karlsgqmn. in 
Stuttgart, m it 89 5ig. Hr. 88.

— Repetitorium u. flufgabenfammluna 
3ur3ntegralred)nungo. Dr.$riebriq 
junfer, prof. am Karlsgijmn. in 
Stuttgart mit 52 5*9* Hr. 147.

$artenhunbe, gefd)id)tlid) bargefteHt 
oon (E. (Belcid), Direftor ber f. f. 
Rautifd)en Sdjulc in £uffinpiccolo 
unb 5* Sauter, prof. am Realgijmn. 
in Ulm, neu bearb. oon Dr. Paul 
Dinfe, Rffiftent ber ©efellfcfjaft für 
Grblunbe in Berlin, mit 70 abbilb. 
Rr. 30.

Serienfabrikation ficljc: 5 ette unb 
Öle II.

$irdtenlieb. martin Cutter, tEf)om. 
murner, unb bas Kircfyenlicb bes 
16. 3 af)rl)unberts. flusgctoäl)lt 
unb mit (Einleitungen unb fln* 
merfur.gen oerfeljen oon Prof. <5. 
Berlit, (Dberleljrer am Rilolaigtim» 
nafium 3U £eip3ig. Rr. 7. 

jiirriienvciiit oon l)r. (Emil Selling, 
orb. profeffor b. Redjte in (Erlangen. 
Rr. 377.

gUintahttnbe I: allgemeine Klima« 
lel)re oon prof. Dr. U). Koppen, 
meteorologe ber Seeroarte Hamburg, 
m it 7 Ga f. unb 2 $ig. Rr- 114. 

$ 0loniaigerd|id)te oon Dr. Dietridj 
Sdjäfer, Prof. ber (Befdiidjte an ber 
Unioerj. Berlin. Rr. 156. 

glolonialredtt, Hentfrijc*. oon Dr. 
f). (Ebler oon Ijoffmann, prioatbo3. 
an ber Unioerf. (Böttingen. Rr. <\H. 

^ompofitionöleljre. mufilalifd)e 
5ormenlel)re oon Stephan Krel)L 
I. II. m it oielen Rotenbeifpiclen. 
Rr. 149. 150.

#antrMlttJefeu, Ila* aarilmltur- 
diemirdir. oon Dr. Paul Krifdje 
in (Böttingen. Rr. 304. 

gtörper, ber ntenTdiUdie, fein tfntt 
ttnb Teilte ©ötigheiten, oon 
(E. Rebmann, ©berfdjulrat in Karls» 
rulje. m it (Befunbfyeitslefyre oon Dr. 
med. f). Seiler, m it 47 abbilb. unb
1 Gaf. Rr. 18. 

fiaßcnanrdjlag fielje: Deranfd}lagen. 
fmftaUograptjie oon Dr. ID. Bruljns, 

Prof. an ber Unioerf. Strafeburg, 
m it 190 abbilb. Rr. 210.

$ubrmt ttnb JHetridicpen. m it 
Ginleitung unb IDörterbucf) oon 
Dr. (D. £. 3 iric3ef, prof. an ber Uni» 
oerf münfter. Rr. 10.

— — fiel)e audj: Ceben, Deutf(i)es, im 
12. 3 al)rl}unbert.

Kultur, 9 ie, ber JUnnifranre. (Be* 
ftttung, 5orfd)ung, Didjtung oon 
Dr. Robert $. amolb, prioatbo3ent 

! an ber Unioerf. IDien. Rr. 18«.
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H u ltu rarrd ttd ite , D eutrdjr, OOIt
Dr. Reinf). (Büntfjer. Itr. 56.

fünfte. Die grnpl|ird|ttt, D o n  (Carl 
Kampmann, 5ad|lel;rer a. b. t. I. 
(Brapf)ifd)en Ccbr* unb Derfudjs. 
anftalt in tDiert. Ittit 3afllreicben 
flbbilb. unb Beilagen. Itr. 75.

^ucifilirift Jiel]c: Stenograplfie.
jadit |iel)e: 5ette unb Öle III.
gänberk«utb< «tan K-uropa oon 

Dr. Sran.3 tjeiöerid), prof. am 
5rancisco«3ofepI)inum in ITtobling. 
Itlit 14 IcrtfdrhiH’n unb Dia» 
grammen unb einet Karte ber 
fllpeneinteilung. Ilr. 62.

— ber aufttrcuropäirdrcit (Erb
teile oon Dr. Jran3 Beiberi(f|, 
profeffor a. Srancisco-3ofepf|inum in 
Ittöbling. mit 11 JTertfärtdien unb 
Profil. Kr. t>3.

Sanbeekunb* u. Jtüirtrdiaftepeo- 
grnpl|ie b. f  cftlnitb. AttRralten 
oon Dr. Kurt fjaHert, Profeffor ber 
(Beograpljie an b I}anbeIs>Ijod)f<f)ule 
in Köln. Itlit 8 flbbilb., 6 grapt|i[d). 
llabellcn unb 1 Karte. Ilr. 319.

£anbe»ltunbc von Cabcn pon prof. 
Dr. ®. Kienifc in Karlsruhe, mit 
profil, flbbilb. unb 1 Karte. Hr. l ‘J9.

— be» Itömgreidj» Tonern pon 
Dr. ID. ffiöts, prof an b. Kgl. tled)n. 
Ijodifdjule münäien. m it Profilen, 
flbbilb. u. 1 Karte. Hr. 176.

— oon «Sritirrti-ilorbamerifm pon 
Prof. Dr. fl. ®ppel in Bremen, m it  
13 flbbilb. unb 1 Karte. Itr. 284.

— oon <£iraft'£otttrinetn oon Prof. 
Dr. R. Eangenbett in Strasburg i (E. 
m it 11 flbbilbgn. u. 1 Karte. Rr.215.

— ber 3berifriirtt flalbiuCel pon 
Dr. Stift Regel, Prof. an ber Uni- 
oerf. IUul'3bnrg mit 8 Kärtchen unb 
8 flbbilb. im lejt unb 1 Karte in 
Jarbenbrud. Rr. 235.

— oon Wftert eid) - Ungarn oon 
Dr. fllfreb (Brunb, profeffor an 
berltnioerf. Berlin, m it 10 Heft» 
illuftration. unb 1 Karte. Ilr. 244.

— bt» «uropöifdjen Kuftlanb» 
nebü fiimlanb» ponProfefforDr. 
fl. pt)iIipp(on in Ijalle a.S. Rr.359.

— be® $önigreid|» SadtTen p. Dr.
3- 3emmrid|, (Dberletjrer am Real, 
gtimnaf. in piauen. m it 12 flb» 
bili. u. 1 Karte. Rr. 258.

£ an b e e b n n b t oon  S h anb inao irn
{Sdiroeben, Rortoegen unb Dänemarl) 
pon Ejeinricfy Kerp, teurer am ©tjm» 
nafium unb Eeljrer ber (Erbfunbe am 
Comenius.Seminar 3u Bonn. Ittit
11 flbbilb. unb 1 Karte. Rr. 2U2.

— br» fiönigreidi» lü tirttcn tb e rg  
D. Dr. Kurt I;affert,prof.b.®eograpl)ie
an ber t)anbetst)od)fd)ule in Köln.
Ritt 15 Pollbilb. u. 1 Karte. Rr. 157. 

£anbe»-tt.$>olhehunbettalältina*  
oon Lic. Dr. (Buftao ßölfdier in Ralle, 
mit 8 DoIIbilb. u. 1 Karte. Rr.345. 

Sonbroirifdiaftlidie ß e tr itb e lc lire  
pon Imft £angenbe<T in Bodium.
Ilr. 227.

£eben, Deutfdie», im  12. u . Iit. 
3a l)rltunbert. Realfommentar 3U 
ben Dolts. unb Kunftepen unb 3um 
minnefang Don prof Dr. Jul. 
Dieffenbgd)er in Jreiburg i. B.
1 Heil: (Öffentliches £eben. Rtit 3al)l. 
reid|en flbbilbungen. Rr. 93.

----- 2. tteil: prioatteben. m it 3al)l*
reidfen flbbilbungen. Rr. 328. 

Jeffina» C m ilio Wnlotti. m it En. 
Ieitung unb flnmerfungen pon prof.
Dr. tD. Dotfd). nr. 2.

— y tiiu ia  o. Sarr.lielttt. m it flnm. 
pon Dr. ttomafi|ef. Rr. 5.

sidi*. aiieoretifdie pf)t)fif II. Heil: 
£id)t unb tDarme. Don Dr. (Buft. 
3äger, prof. an ber Unloerf. IDien. 
m it 47 flbbilb. Itr. 77.

Siterotttr, 3U*hod?be*rtrdte, mit
(Brammatif, ltberfetjung unb Ir. 
läuterungen pon ü(). Sdjauffler, prof. 
am Realgqmnaftum in Ulm. Rr. 28. 

S itc ra tn rb tn h m ä U rb e »  14. u. 15. 
fa h rl)u n b e r t» . flusgeroäl)lt unb 
erläutert oon Dr. fjermann 3antjen, 
Direftor ber Königin £uife»S<f)ule in 
Königsberg i. Pr. Rr. 181.

— be» 16. jub rliu n b cv t»  I :  {Mar
tin  lu tlje r , cTljom. i t lu rn e r  u. 
bau  jtird jtn lieb  be» 16. 3aljr- 
huub ert» . flusqeroäblt unb mit 
Einleitungen unb flnmerluiigen oer. 
fefjen oon prof. (B. Berlit, (Dber. 
tebrer am RitoIaigt)mnafiuni 3U 
£etp3ig. Rr. 7.

----- II: S a n »  5ad |» . flusgeroäljlt '
unb erläutert oon prof. Dr. 3uL 
Salfr. Rr. 24.
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Jtt*ratnrbenhmöltrbt* 16.3oljr-
flju n b rrt»  I I I ;  |lo n  ß ro n t  bi# 
|to lle n l)a (itu : p r a l l t , flu ttcn , 

ifdm rt, fomic Vltrtpo*  unb 
ob»l. flusgeroäf)tl unb erläutert 

Don Prof. Dr. 3ulius Sahr. Hr. 36.
— Sentrdic, bt» 17. unb 1H. Jnljr- 

bunbert» oon Dr. Paul Cegbanb 
tn Berlin. (Erfter tCeil. Itr. 364.

gtttrofureit. Cie, bee (Orient».
1 (Teil: Die Eiteraturen fflftafiens 
unb 3nbiens o. Dr. Itl. fjaberltinbt, 
Prioatboäent an ber Unioer[. IDien. 
Itr. 162.

— II. teil: Die Citeraturen ber Perfer, 
Semiten unb dürfen, oon Dr. m. 
ßaberlanbt, prioatbojent an ber 
Unioerf. IDien. Hr. 163.

gittrnturotrdiiditr, tUntfriie, t>on 
Dr. tttaj Koä|, profejtor an ber 
Unioerf. Breslau. Itr. 81.

— Stxtrdic, ber ßlalTHttrteit oon 
aarl IDeitbred|t, prof. an ber ITedjn. 
Jfodjfdiule Stuttgart. Itr. 161.

— Jltutlriit, be# l!».3al)rlittnbert* 
D. darl tDeitbred)t, Prof. an b tEed)n. 
fjoct)fd)uIc Stuttgart, neubearb. oon 
Dr. Rid). lDeitbred]t in IDimpfen. 
I. II. Hr. 134. 185.

— ftnelifriie, D o n  Dr. Karl IDeifer 
in IDien. Hr. 69.

— — ®runb3üge unb tjaupttiipen ber 
englil<f)en £iteraturgcfd]id)te oon Dr. 
flmolb nt. Itt. Sdjroer, prof. an ber 
fjan6eIsbod]!duiIe in Köln. 2 tleile. 
Hr. 286. 287.

— Ojvicdiirdie. mit Berüiffi<i)tigung 
ber <Bcfd)id)te ber IDiffenfdiaften 
oon Dr. Hlfreb ffierefe, Prof. an 
ber Unioerf. (breifstoalb. nr. 70.

— Jtalicmtdic. oon Dr. Karl Do&Ier,

Srof. a. b. Unio ficibclbcrg. nr. 125. 
ovbifdic. 1. Heil: Die islän6(fd}e 

unb norroegifdje Citeratur bes Ittittel« 
alters oon Dr. IDoIfgang ffiolttjer, 
Prof. an b. Unioerf. Roftod. nr. 254.

— *>ortu0itlirdir, oon Dr. Karl oon 
Reinliarbftoettner, prof. an ber Kgl. 
Ied)n. fjod)fd)llIe Iltünd|en. Hr. '218.

— Kömifdie, Don Dr. Jjermann 
3oad)tm in Ejambura. nr. 52.

— Sumrdi», oon Dr. (Beorg polonstij 
in ITtündm!. nr. 166.

— Slootfriie, oon Dr._ Jofef Karäfef 
tn IDien. 1. ffeit: Altere Citeratur 
bis 3ur IDiebergeburt. Hr. 277.

----- 2. Heil: Das 19.3al)rf). Hr. 278.

Stteraturpf rdjirijte, Sjmnirdje, »on
Dr. Rubolf Beer fit IDien. I. II. 
Hr. 167. 16a 

$ognritl)mtn. Pierftellige ffafeln 
unb ffiegentafeln für IogarttI)mifd)es 
unb trigonometrifdies Rechnen in 
3toei Sarben 3ufammcngefteilt oon 
Dr. fiermann Schubert. prof. an 
ber ffielehrtenfd)ul« bes 3of)an* 
neums in fjamburg. nr. 81. 

Jbflih. Pft)d|oIogie unb Cogit 3ur <Ein- 
füljrung in bie ptjilofopljie o Dr. ttt). 
(Eljentjans. Ittit 13 Sig. nr. 14. 

gutljcr, HUutin, Kljom. Jtturntr 
unb ba» #ird|tnlitb bt» 1«. 
Jaljrljunbert». flusgeroäf)It unb 
mit (Einleitungen unb flnmerfungen 
oerfeljen oon prof. ffi. Berlit, fflber» 
lebrer am nitolatgrjmnafium 3U 
Ceip3ig. nr. 7. 

itlaanctiemuft. tTlieoretifdjc pf)t)fi(
III. tleil: <EIeftri3ität unb lltagnetis» 
mus. Don Dr. (Euftao 3äger, 
Prof. an ber Unioerf. IDien. Ittit 
33 flbbilb. Hr. 78.

Jttalcrei, djtfdiidtte ber, I. II. III.
IV. V. oon Dr. Rid). tRuttier, prof. 
an b. Unioerf. Breslau, nr. 1»7—111.

pliilicrei. Braucreitoefen i :  IHäl3eret 
oon Dr. p. Dreoertioff, Diri'ftor ber 
töffentl. u I. Sad)! Derfudisftat. für 
Brauerei u ntä êret, foto. b. Brauer» 
u lTtäl3erfd|ule 3U (Brimnta. nr. 303. 

2$lard)iiicnclcmcntc, Oie. Kun. 
gefälltes Cetjrbucfi mit Beifpielen für 
bas Selbftftubtum unb ben praft. <Be» 
braud) D o n  Jr. Bartl), fflberingenteur 
in numberg. Ittit 86 Sig- nr. 8. 

Jltaßanoliire oon Dr. ffltto Röl)m in 
Stuttgart. Ittit 14 Sig- nr. 221. 

{Haft-, iltiinj - unb «cmidita- 
lueltn oon Dr. fluguftBIinb, prof. 
an ber f)anbelsfd)ule in Köln. Hr. 283. 

{ttatcriatprüfungeraerru. (Einfüljr. 
i. b mob. Ied)ni( b. Materialprüfung 
pon K. tltemmler, Diplomingenieur. 
Stänb. ITtitarbeiter a. Kgl tttaterial* 
prüfungsamte 3u <Bro&<£id)terfeIbe. 
I: lttaterialeigenfd)aften. 5«fti3' 
!eitsoerfud)e. — Hilfsmittel f. Seftig» 
Ieitsoerjud)e. Ittit 58 Sig. nr. 311.

-----II: IRetallprüfung u Prüfung o.
Ijilfsmaterialien b ritafa)inenbaues.
— Baumaterialprüfung - Papier« 
Prüfung. — Sd|miermittelprüfung. — 
«Einiges über IRetaIIograpf)ie. Ittit
31 Sig. nr. 312.
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{Uatljematik, WeTdjidite ber, von
Dr. fl. Sturm, profeffor am (Dber- 
gpmnajium in Seitenjtettert. Hr. 226. 

itUrlinnilt. Hiieorct Pfyqfif I. Seil: 
Tttecfjanif unb flfuftit. Don Dr. 
©uftao Jäger, prof. an ber Unio. 
IDien. mit 19 flbbilb. Hr. 76. 

{ t t e e r e e t u m b e .  V l i n f t T d i e ,  D o n  Dr. 
(Berbarö Sd)ott, A b t e i l u n g s D o r f t e l j e r  
an ber Deutfd)en Seeroarte in tjam* 
bürg, m it 28 flbbilb. im iejt unö 
8 ttaf. Hr. 112. 

^ t e f T u n g a m c t l i o b e n ,  i i l i i i T t I t a l i T r l j e  
d .  Dr. IDilbelm Bâ rbt, Oberlehrer 
an ber (Dberrealfdjule in ffirofj» 
£id]terfelbe m it l9 5ig. Ilr. 301. 

{ t t e t a l l e  (flnorganifdie (Efjemie 2. Heil) 
». Dr.<DsfarS(f)mibt, bipl.3ngenieur, 
flffiftcnt an ber König). Baugeioert- 
fd)uie in Stuttgart. Ilr. 212. 

’ U c t a l l o i b e  (flnorganifdie (Thernie 
l.ffeil) »on Dr. (Dstar Sdimibt, bipl. 
3ngenteur, flfjittent an ber Kgl. Bau- 
geu)erftd)u[e in Stuttgart Hr. 211. 

I t l r t n l l u r g i e  non Dr. flug ffieifi, 
biplom. ©lemifer in lllinuben, 1. II. 
m it 21 5ig. Hr. 313. 314. 

Meteorologie oon Dr. ID. ttrabert, 
Prof. an ber Unioerf. 3nnsbrui. 
m it 49 flbbilb. unb 7 Caf Hr. 54. 

|ttilitärftrafrtd|t oon Dr. maj (Ernft 
maper, prof. an ber UniDerfität 
Sttajjburg i. (E. 2 Bänbe. Hr. 371, 
372.

Mineralogie oon Dr. R. Brauns, 
prof. an ber Unioerf. Bonn, m it 
130 flbbilb. Itr. 29. 

jninntTcing unb Sprudibirfitung. 
IDaltlier oon ber Dogeltoeibe mit Aus- 
toaI)I aus fltinnefang unb Sprud)- 
bid)tung. m it flnmerfungen unb 
einem IDörterbud) oon ©tto 
ffiiintter, prof an ber (Dberreal- 
fdiule unb an ber Ied)n. fjodjjdiLüe [ 
in Stuttgart Itr. 23. 

ä^Urpijolo0ie, Anatomie u.
liologie ber vflanjen. Don Dr. 
ID. mtgula, prof. a. b. 5orftafabemie 
(Eijenad). m it 50 flbbilb. Hr. 141. 

{Hämmeren. ma&-, l]lüt\3- unb (Be- 
tmd)tsn>efen oon Dr. flug. Blinb, 
grof. an ber Qanbelsfdtule in Köln.

&lurner, Clroma». martin £urt)er, 
ttljomas murner unb bas Kird|enlieb 
6es 16. 3al)rl). flusgetoäl)lt unb 
mit (Einleitungen unb flnmerfungen 
Derfet)en oon prof. ffi. Berlit, (Dberl. 
am Hifolaigpmn. 3U £eip3ig. Hr. 7.

JHulth, tSefdiidtte ber alten unb 
mittelaltcrliriien, oon Dr. fl.
möl)lerin Pfrungen. 3toeiBänbd)en. 
m it 3aI)Ireid|en flbbilb. unb ITtufif» 
beilagen. Hr. 121 unb 347.

2£tulil<alirdie £ o rm rn lc l|re  (fiom- 
t>ofttton«leT|rc) o. Stephan Krel|l. 
I. II. m it Dielen H otenbeifp ielen . 
Hr 149. 150.

JU ufthälllfrtih oon Dr. Karl ffirunshj 
in Stuttgart Ilr. 344. 

itlulthcicrdiidite be» 17. u n b  18. 
$ a l)rliu n b erte  oon Dr. K. (Bruns- 
n) in Stuttgart. Ilr. 239.

— be» 19. Snlirljunberte  oon Dr. 
K. ffirunsfi) in Stuttgart I. II. 
Hr. 164. 165.

Zttufthlebrr, Allgemeine, o. Stephan 
Krel)l ut £eip3ig. Ur. 220. 

{Mutbolonie, «em tan ifd ie , oon Dr. 
(Eugen mogf, Prof. an ber Unioerf. 
£eipsig. Ilr. 15.

— «ritdiifdie utib römiMic, oon 
Dr. fjerm. Steubing, Prof. am 
Kgl. ffirjmnafium in IDuneit. Itr. 27.

— fiel)eaud): Jjelbenfage. 
Itabelliölter, Sir, oon Dr. $. ID.

Heger, prof. an ber Kgl Jorjtatab. 
3U !El)aranbt. m it 85 flbb , 5 Hab. 
unb 3 Karten. Hr 355. 

llautih. Kut3er flbrijj bes täglid) an 
Borb oon tjanbelsfd)iffen ange- 
toanbten Heils ber Sd)iffa:;rts[unöe. 
Don Dr. 5 ran3 Sd)ul3c, Direttor 
ber Haoigations>Scl)ule 3U £ubect. 
mit 56 flbbilb. Hr. 84. 

Itibelunae. Ser, Böt in flusmal)l 
unb mittell)od)t>eut(d)e ffirammatif 
m. fur3-tDörterbud) o. Dr. ID <5oItt)er 
Prof. an ber Unio. Hoitocf. Hr. 1.

-----fielje aud): £eben, Deutfdjes, int
12. 3 al)rl)unbert.

Ilufcpflamen oon Prof. Dr. 3- Beljrens, 
Dorjt. b. ©rofjl). IanötDirtjdjaftl Der- 
fudjsanft. flugufteuberg. m it 53 5ig. 

1 Hr. 123.
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iläbagoQilt im ffirunbrifj >>on P'of- 
Dr. ID. Rein, Direttor bes päöac ig. 
Seminars an 6er Unio. 3 ena. Itr. 2.

— KSefdiiditt bttr. oon ®berlel)rer 
Dr.tj.IDeimerinlDiesbaben. Rr.115.

|> a läon to lo{ ti*  »• Dr. Rub. Jjoemes, 
Prof. an ber Unio. ffira3. ITtit 87 
flbbilb. nr.9ö.

{laraUtlptrfVtlttiut. Re t̂minllige 
unb fdjieftDinllige Axonometrie oon 
Prof. 3. Donöerlinn in Iltünfter. ITtit 
121 5ig. Itr. 2(30.

ilttTptlttioe nebft einem flnljang üb. 
Sd)attenton|truftion unb parallel- 
perfpeftioe oon flrd)itelt Jjans $ret). 
berget, fflberl. an ber Baugetoerf- 
fdjule Köln. IRit 88 flbbilb. Hr. 57.

yett oovaphic oon Dr. ID. Brulins, 
Prof. a. b. Unioerf. Straßburg i. (E. 
Ittit 15 flbbilb. Itr. 173.

Jlflamt, Ott. if)r Bau unb ihr Eeben 
oon fflberlcfirer Dr. (E. Deitnert. 
m it 96 flbbilb. Itr. « .

yflnmtnbioloait oon Dr. ID. miguta, 
Prof. a. b. Sorftatabemie (Eijenad). 
mit 50 flbbilb. Hr. 127.

Pflumcuhi-iiitltlKttcn o. Dr. IDemer 
Jriebr. Brutf, Prioatöojcntin Siegen, 
mit 1 farb.Iaf. u. 45 flbbilb. Rr.310.

flftamtn -Ittorpliologit, -SUtato- 
ttttt ttnb -$>lp)fioloaic oon Dr. 
ID. Rligula, prof. an ber Jorftafab. 
(Eijenad). m it 50 flbbilb Hr. 141.

Vflumcmctdi, 5n«. (Einteilung bes 
gefamten Pflan3enreid)s mit ben 
roid)tigften unb befannteften Arten 
oon Dr. $. Reinecfe in Breslau unb I 
Dr. ID. migula, Prof. an ber 5or[t* 
alab. (Eifenad). mit 50 5>g. Itr. 122.

tlflnuitmurlt, Oit, bet4 MtronlTtr 
oon Dr. ID. migula, Prof. an ber 
Sorftafabemie (Eijenad). mit 50 Ab» 
bilb. Hr. 158.

Vljnvmaliogitorit. Don Apotljefer 
$. Sd)mittl)enner, Ajjiftent am Bo> 
tan. 3nftitut ber iEed)nij$en Bo*. 
f d ) U le  Karlsruhe. Hr. 2ol.

pijiloloflic, (Gerri)iritte brr ft l a f- 
Rrdiett, oon Dr. IDilE). Kroll, orb. 
Prof. an ber Unioerfität münjter 
fit IDeftfalen. Hr. 367.

{Ifyilofapljit, Criitfiitiruna In bi*,
oon Dr. maj K>entf<f|er, prof. a. b. 
Unioerf. Königsberg. Rr. 281.

-  pft)d)ologie unb Cogif 3ur (Einfuhr, 
in bie pi)ilofopl)ie oon Dr. fffj. 
(Elfenljans. m it 13 5ig. Hr. 11.

$H)oto4ra|>lrit, Bit. Don fj. Keßler, 
Prof. an ber f. t. ©rapf)itd)en £el)r. 
unb Derfud)sanftalt in IDien. m it
4 üaf. unb 52 Abbilb. Hr. Ul.

yijnltlt, <TI|torctird|e, oon Dr.ffiujtao 
3äger, prof. ber pi)t)fif an ber 
5ect)nifcf)en fjod)fd|uIe in IDien.
I. Heil: median« unb flfuftif. m it
19 Abbilb. Rr. 70.

----- II. (teil: £id)t unb IDärme. m it
47 Abbilb. Rr. 77.

-----III. !EeiI: <EIeftri3ität unb magne>
tismus. IRit 33 Abbilb. Rr. 78.

---- IV. Ceil: (Eleftromagnetifdje Cicf)t»
tl)eorie unb (Elettronif. m it 21 5ig 
Rr. 374.

— (Ocfdjirijtt btt*, oon A. Kiftner, 
Prof. an ber ffirojsl). Rea!id)ule 
ju Sinsljeim a. (E I: Die pi)t)fit bis 
Rctoton. m it 13 5ig. Rr. 293.

----- II: Die pf)t)fif oon Rerotonbis3ur
ffiegentoart. m it 3 5tg- Rr. 294.

tMiqltlmlirrfit Slufgabtnruntmlung
oon ffi. mafjler, prof. b. matliem.
u. pi)t)fif am ffiqmnajium in Ulm. 
m it ben Refultaten. Rr. 213. 

l>l)t)nitnli|i<it foriittirnmmlimfl 
oon ffi. mal)ler, Prof. am ©ijm- 
nafiuminUIm. m it (15 Sig. Rr.l3& 

pijnrilmlirdit it1clTui!ri«ititt!)o!>rii 
o. Dr. IDilfjelm Baljrbt, ffiberleljrer 
an ber ®berrealjd)ule in (BroQ* 
£id)terfelbe. m it 49 Sig. Rr 3ul. 

yiaßtit. Oit, bt* Abtnblanbt« oon 
Dr. fians Stegmann, Konferoator 
am ffierman. Rattonalmujeum 3u 
nürnberg. m it 23 üaf. Rr. 110.

— bt» 19. 3nljtlnti!bcvtft oon fl.
OetImet)er in müntf)cn. m it 41 
Pollbilbern. Rr. 321.

Vortih, 71 c»Itrdie. oon Dr. KBorinsti, 
Prof. a. b. Unio. münd)en. Rr. 40.

Vafamenticraroi jtche: üertiMn»
bujtrie II.
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P ftid fo lagfe  u n b  C agih 3ur (Einfuhr. I 
tn bie Phtlofopfjie, oon Dr. £h- 
(Elfenhans. mit 13 5ig* Hr. 14.

Iffadfoplwfth, © ritn b rtß  ber, oon 
Ur. (b. $ . Cipps in Ccipßig. Ittit 
3 $tg. Hr. 98.

Ptttnpeit, Ijjjbraulifdfe tittb pnett- 
«tatiTriie A nlagen. (Ein furjer 
Uberblitf oon Regierungsbaumeijter 
Rubolf Dogbt, (Oberlehrer an öer 
fgl. höheren Ittafchinenbaufchule in 
Pofen. m it 3ahlr. Abbilb. Hr. 290.

(QueUcnltuitbe fu* beutrdfeu <öe- 
frljiriitc oon Dr. (Earl 3acob, Prof. 
an ber Unioerf. (Tübingen. 2 Bbe. 
Hr. 279. 280.

K abtoaktttritrit oon (Ehemifer UHU). 
Srommel. mit 18 Abbilb. Hr. 317.

#erljncn, gtaufm ännirdje*, oon 
Ricfjarb 3uft, Oberlehrer an ber 
Öffentlichen l^anbelslchranftalt ber 
Dresbener Kaufmannfchaft. I. II. III. 
Hr. 139. 140. 187.

ftedit b. gürgerlid?. (fitfeitbudit*. 
3toeites Buch: Sdjulbrecht I. Ab» 
teilung: Allgemeine £ef)ren oon Dr.

Saul (Dertmann, profeffor an ber 
nioerfität (Erlangen. Ilr. 323.

— — II. Abteilung: Die etn3elnen 
SdjulbDerhaltniffe d. Dr. Paul (Dert* 
mann, profeffor an ber Unioerfität 
(Erlangen. Hr. 324.

— Diertes Buch: 5awtüicnred)t oon 
Dr Heinrich tEi^e, prof. an ber 
Unioerf. ©öttingen. Hr. 305.

^editeletjre, Allgemeine, oon Dr. 
TEh- Stemberg, prioatbo3- an ber 
Unioerf. Caufanne. I : Die Ulethobe. 
Ur. ICO.

— I I : Das Stjftem. Ur. 170.
$Ud)t0rri)ufe, P e r  in te rn a tio n a le

( l e n t e r b l i d j e ,  oon 3  neuberg, 
Kaiferl. Regierungsrat, mitglieb bes 
KaiferLpatentamts 3uBerlin. Ur.271.

$ebclel)re. Oeutrdje, o. Ijarts probft, 
©tjmnafialprof. in Bamberg, mit 
einer (Eaf. Hr. Gl.

$ c b e T d ) r i f i  fiehe: Stenographie.
Xlelt0iondgerd )id |te , A lttc rtam en t- 

lid je , oon D. Dr. map Cöhr, Prof. 
an ber Unioerf. Breslau, ur. 292.

— 3nb»fd)e, oon Prof. Dr. (Ebmunb 
qaxbtf. Ur. 88.

------ fiehe aud| Bubbha.

lUiigion^ttrtrTenfdjaft, Abrift ber 
nergieidjenben, oon Prof. Dr. 
adjelis in Bremen. Hr. 208. 

JUnailTanre. Die Kultur b Renaiffance. 
(Befittung, 5orfd}ung, Didjtung oon 
Dr. Robert $. arnolb, prioatbo3. an 
ber Unio. IDien. Rr. 189. 

Reptilien fiehe: (Tierreich III. 
Vornan. ©efd)ichteb.beutfchenRomans 

oon Dr. Hellmuth mielfe. Rr. 229. 
Puntrd|-£l*ttKdie* (Oefprürijeburii 

oon Dr. (Erich Bemefer, prof. an ber 
Unioerf. Prag. Rr. 08.

StufftWiee Ccfebttri) mit (Bloffar oon 
Dr. <Ericf) Bemefer, prof. an ber 
Unioerf. Prag. Rr. 0/.

----- fietje auch: ©rammatif.
öadj*, fiau0. ausgeioählt unb er

läutert oon prof. Dr. 3ulius Sahr. 
Rr. 24.

$ängetiere. Das tEierreid) I : Säuge» 
tiere oon ©berftubienrat prof. Dr. 
Kurt Campert, Dorftcher bes KgL 
Raturalienfabinetts in Stuttgart, 
m it 15 abbilb. Rr. 282. 

grdjattenkenftruktianen o. Prof. 3* 
Donberlinn in münfter. m it i l 4  5tg. 
Rr. 230.

gdjmarofeer t*. Sdmtarofeertnm 
in ber fciernselt. (Erfte(Einführung 
in bie tierifche Sd)marofcerlunbe 
o. Dr. 5ran3 o. U)agner, a. o. prof.
a. b. Unioerf. ©ra3. m it 67 a b 
bilb. Rr. 151. 

gdtule, Bte beutfdre.im Auolanbe, 
oon qans amrhein, Direftor ber 
beutfehen Schule in Cüttich- Rr. 259. 

gdfulprart*. Rlethobif ber Dolfs» 
jchule oon Dr. R. Seijfert, Seminar, 
otreftor in 3fchopau. Rr. 50. 

$eetnad)t, glie, In ber beutfdten 
(6 t fd )u l )U  oon RJirfl. abmiralitäts» 
rat Dr. (Ernft oon t̂ alle, prof. an 
ber Unioerfität Berlin. Rr. 370. 

geeredjt. iDa# beutfdfe« oon Dr. 
©tto Branbis, ©berlanbesgeridjts* 
rat in fjamburg. I. ailqemeine 
Cehren: Perfonen unb Sacfjen bes 
Seerechts. Rr. 386.

----- II. Die etn3elnen feerechtltchen
Schulboerhältniffe: Derträge bes 
Seered}ts unb aufeeroertragii<he 
fjaftung. Rr. 387.
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§eifenfrtbrihation, Sie, öic Seifen-
analnfe unb bie Ker3enfabrifation 
oon Dr. Karl Braun in Berlin. (Die 
Sette unb Öle II.) ITlit -5 flbbilb. 

. Hr. 336.
gimpltrhtff oon

Ijans 3 afob dljriftoffel d. (Brimmels- 
Raufen. 3n flusn>al)l fyerausgegeb. 
oon prof. Dr. $. Bobertag, Dojent 
an ber Unioerf. Breslau. Ur. 138. 

§oriolo0ic oon prof. Dr. tEIjomas 
fldjelis in Bremen. Hr. 10L 

5ojiaU £rage fielje: (Entroicflung.
tttcrei jiefje: üertilOnöuftrie I. 

jjptlmifabrilmtiou liehe: üertil« 
inbuftrie II.

Jprarii&eithtttäler, (ijottMie, mit 
®rammatif, Überlegung unö (Et« 
Iäuterungen t). Dr. Jjerm. 3anfcen, 
Bireftor 6er Königin £uife.Sd|ule in 
Königsberg i. pr. Itr. 79. 

g>t>r«din>HTcitrd|nft, W crroonlfdl«, 
D. Dr. Rid). Coetoe in Berlin. Itr. 238.

— 3nbo8e«T»‘>»il’<ll*.oDr.R.IRerin. 
qer, Prof. a b. Unio. ®ra3. ITtit einer 
ttaf. Hr. sa

— Iloitmitirdjc, oon Dr. flbolf 3auner, 
prioatbo3ent an ber Unioerj. IDien. 
1: £aut[et)te u. IDortlefire I. Hr. 128.

------ II: IBortlelire II u. Stjntaf. Hr. 250.
— Srntitifdie, oon Dr. C. Brotfel. 

mann, Prof. an ber Unioerf. Königs, 
berg. Ilr. 291.

§taal0lel)rf, AU0emeinr, oon Dr. 
Ijermann Retjm, prof. an b. Unio. 
Stra&burg i. (£. Itr. 358.

§tantered|t, ilreultirdicn, oon Dr.
Sri? Stier.Somlo, Prof. an ber Uni. 
Derj. Bonn. 2 (Teile. Ur 298 u. 299. 

5 tamme«hunbe, Jlcutfriir, oon 
Dr. Rubolf Ittud), a. o. Prof. an ber 
Unioerf IDien. mit 2 Karten unb
2 üaf. Ur. 126.

§tatih. I. Heil: Bie ®runblel)ren ber 
Statif ftarrer Körper d. ID. Ejauber, 
BipIom.«3ng. m it 82 5'ig Itr. 178.

— II. Heil: flngeraanMe Statif. mit 
61 Sig. Hr. 179.

§tr noamphte natf) bem Stiftern oon 
5. I. (Babelsberger oon Dr. fllbert 
Schramm, mitglieb bes Kgl. Stenogr. 
3nftituts Bresben. Ur. 246.

g ttn o g ra p ljir . Bie Rcbefd|rift bes 
®abelsbergerfd}en Spftems oon Dr. 
fllbert Sdiramm, Canbesamtsajfeffor 
in Bresben. Itr. 368.

— £el)rbud| ber Bereinfaditen Beut!ä)en 
Stenographie (<Einig..Snftem Stol3e. 
Sdjrep) nebft Sdjlüffel, Cefeftüden u. 
einem Rnbang D . Dr. flmjel, fflber. 
Ieljrer bes Kabettenljaufes ©ranien. 
ftein. Itr. 86.

§icreod)cmie oon Dr. (E. IDebcfinb, 
Prof. an ber Unioerf. Tübingen, 
mit 34 flbbilb. Ur. 201.

S tereom etrie  oon Dr. R. ffilafer in 
Stuttgart, m it 44 Sig. nr. '.17.

gtUtmube oon Karl ®lto tjartmann, 
®en>erbefd)uIoorftanb in Cal;r. mit 
7 Dollbilbern unb 195 ümollu. 
ftrationen. Itr. SO.

(Jedmologie, Mlflemeine rlirmiCriie, 
oon Dr. ffiuft. Rauter in Cljar* 
lottenburg. Hr. 113.

— Hlritniiniiiir, oon ffiel).Ijofrat prof. 
fl. Ciiöicfe i. Braunfdjtneig Hr. «40141.

jCeerfnrbltoffc, Die, mit befonberer 
Berüifi t̂igung ber fijntfjetifdjen 
lltetljoöen oon Dr. Ijans Bud)erer, 
Prof. an ber Kgl. üedin. fjodjfcfiul« 
Bresben. Itr. 214.

(telegrnpliie, Die rlcltirirriit, oon 
Dr.Cub.Rellftäb. m,19Sig. Ur.172.

iTeftamcut. Bie (Ent)tel;ung bes Alten 
ffeftaments oon Lic. Dr. XD. Staerf 
in Jena. Itr. 272.

— Bie <Entftet)ung bes Heuen Hella- 
ments oon Prof. Lic. Dr. Carl (Ilemen 
in Bonn. Itr. 285.

—  I t e u t e f t a m e n t l i d i e  S e i t g e M l i d i t e  
1: Ber I)iftorifd)e unb tulturgefd)idit. 
lid)e fjintergrunb bes Urd)ri|tentums 
oon Cic. Dr ID. Staerf, PriDatb03. 
in 3ena. mit 3 Karten. Ur. 325.

-----II: Bie Religion bes 3ubentums
im Seitalter bes Hellenismus unb 
ber Römerlierrfdjaft. mit einer Plan. 
f«33e Itr. 326.

S crttl-Jh tbu ftrir I: Spinnerei unb 
3toirnerei oon Prof. ITTaj ®ürtler, 
ffiel). Regierungsrat im KönigL 
Canbesgetoerbeamt 3u Berlin, mit 
39 Siguren. Itr. 184.

----- II. IBeberei, lllirferei, Dofamen.
Hererei, Spitjen- unb (Barbinen. 
fabrifation unb SÜ3fabrifation oon 
Prof. maf _®ürtler, (Bel). Regierungs, 
rat im Königl. Canöesgetoerbeamt 
3U Berlin, mit 27 Sig: Hr. 185.

13



C c * tU  - i ln b t t f t r te  I I I :  IDäfcheret, 
Bleicherei, 5ärb erei unb ihre 
ftoffe oon D r. tDill). TTTaffot, £ef}rer 
an  ber preufj. höh- £ad)fchule für 
(Eejtilinbuftrie in  Krefelb. IHit 28 
5 ig. Hr. 186.

C l)crm ol«i)itom ilt((red {n ifd )e TDärrne» 
lehre) o. K . TDalther u ITT. Röttinger, 
Dipl.*3ngenieuren. TU. 5 4 $ ig . Hr.242.

C ie r b io lo a t c  fietje: Biologie b (Eiere.
f f i t r e  fie$e auch: (Enttoicflungsge* 

fdjidjte.
Q T icvQ coQ rapliic oon D r. flrnotb 

3 a co b i, P ro f. ber 3oologie an 
ber Kgl. $orftafabem ie 3U (Eharanbt. 
TTIit 2 Karten. ITr. 218.

C ic r k u u b c  d. D r. 5 ran3 o. TDagner, 
P ro f. an  ber U nioerf. © ra 3. m it  
78 flbbilb . Hr. üü.

© fe r r e id j ,  I :  Saugetiere oon
(Dberftubienrat p ro f. D r. K urt Cam* 
pert, Dorfteher bes Kgt. H aturalien* 
fabinetts in S tu ttg a rt  m it 15 Hb* 
bilb. Hr. 282.

--------I I I :  Reptilien unb Amphibien.
Don D r. 5 ran 3 TDenter, p rio at* 
bojent an ber U nio. TDien. m it  
^8 flbbilb. H r. 383.

-------- IV : Sifcfye oon p rio atbo 3ent D r.
TTTaj R au tljer in  ©iefeen H r. 356.

S t e r m d jt U l jr e ,  Allgemeine u.fpe3ielle, 
o b  r. p a u l Rippert in B erlin . H r. 228.

® r io < » n o m < tr ie , Q3bene »»nb rp lfä - 
r i f d je ,  oon D r. ©erf). Jjeffenberg, 
P rio atb o v  an ber (Eedjn. ^odifdjule 
in Berlin. m i t 7 0  5ig* H r. 9 a

|lttterrtd)t0it>ef*«,£ia* öffentltdje. 
2)eutrd|latife0 i. b. (Gegenwart 
oon D r. p a u l Stötjner, ©ijm nafial* 
Oberlehrer in  3roidau. H r. 130.

—  <!>cfd|»d)t< fee» b e u tr d ie n | In te r -  
* i d j t * t v e r e n *  oon p ro f. D r. 5rieb* 
rief) Seiler, D ireftor bes K gl. ©qm* 
nafium s 3U Cucfau. I. H eil: Don 
Anfang an  b is 3um (Enbe bes 18. 
3al)rl)unberts. H r. 275.

—  — 11. ff e i l : Dom Beginn b. 1 9 .3<*h*h- 
b is  auf bie ©egenroart. "Hr. 276.

I l r d c fd i td i tc  b e r  I t t e u fd i l jc i t  o. D r. 
m o rt3 tjoernes, P ro f. an ber Unio. 
TDien. m it 53 Abbilb. H r. 42.

J l r h e b e r r e d jt ,  £1*»*, an  TDerfen ber 
C iteratur unb ber Gonfunft, bas 
Derlagsred)t unb bas Urheberrecht 
an  TDerfen ber bilbenben Künfte unb 
Photographie oon S taa tsa n w a lt D r. 
3 .  S<hlittgen in  (Ehemnifc- H r. 361.

U r l jt b t r r e i t i t . f n e  beu tW f*, an
Hterarifd)en, fünftlerifä|en u. getnerb- 
Hd)en Schöpfungen, mit befonberer 
BerüeF[id]tigung 6er internationalen 
Perträge oon Dr. ®uftat> Rauter, 
patcntanroalt in Cijarlottcnburg. 
Hr. 263.

J J th to rn iin li jf ie  o. Dr. Siegfr. Dalen. 
tiner, Prinatbo3ent am pi)t|f,3nftitut 
b.ttedinifdien tjodifdiule in fjannoner. 
m it 11 Jig . Hr. 354. 

J l t r a n fd ila o tt t ,  iln n , im  Jioriibau . 
Kungefafjtes ^anbbud) über bas 
tüejen bes Kojtenanfdilags non 
(Emil Beutinger, flrd)iteft B D fl, 
ftjfiftent an ber Ied)n. tjo4)i4|uIe 
in Darmftabt. m it Dielen Figuren. 
Hr. 385.

U trrtrticrm tQ öm rtü jrm atilt oon Dr. 
fllfreb Coetnt), prof. an ber Unin. 
5reiburg i. B . Hr. 180. 

yevfiri;ct'unp<m icTen, I ta e , non Dr. 
iur. Paul IltoIbenI)aucr, D03ent ber 
Derfidierungsroiffenicfiaft an ber 
fjan&elsl)0di(cf)ule Köln. Itr. 262. 

itö lh tr ll im b c  non Hr. in :,d]ael Iiaber- 
Ianbt, t. u. f. Knitos ber ethnogr. 
Sammlung bes naturf|iftor. f)of- 
mufcums u prinatbo3. an b Unioerf. 
d ien , m it 56 Abbilb. Ur. 73. 

S lo lh eb ib lio tfy clttn  iBüd|er> u. feie* 
tiallen), ihre (Einrichtung unb Der- 
roaltung oon (Emil 3aefd)te, Stabt* 
6ibIiotI)efar in Ciberfelb. Ilr . 332. 

y a lh e lU b , 9 « «  bctttrd je, aus* 
geioäf)It unb erläutert non Prof. Dr. 
3u l. Sabt. 1. Bänbdien Ilr . 25.

--------2. Bänöciicn. ITr. 132.
y o lli«n )irtfr i|a ft» le l| re  o. Dr. Carl 

3ol)S. Judis, Prof. an ber Uninerf. 
Jreiburg i. B . Ilr . 133.

IT o lh ö n n rt fd?rt f t  o P o lit ik  non Prä* 
fibent Dr. R. uan ber Borget in Ber< 
Iin. Hr. 177. 

tt>altl»n v ü icb , D u», im Dersmafee 
ber Urfdjrift überfetjt unb erläutert 
oon Prof. Dr. t}. flltfiof, ®berlel)rer 
a. Realgt)mnafium LtDeimar. I lr .4«. 

y ja l t l ic v  v on  b e r  llofle lrort& e mit 
flusn'aM aus minnefang u. Spruch* 
biditung. m it flnmerfungen unb 
einem (Pörterbudi non ®tto dmntter, 
prof. a. b. (Dberrealfdiule unb a  b. 
Cedin. f)0d)id). in Stuttgart Ilr . 23.
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U Parrnltttnbr. non Dr. Karl fjaffacf, 
Profeffor u. Ceiter öer f . f I)anbels* 
afabemie in ©ra3. I. Geil: Unor» 
ganifdje IDaren. Ttlit 40 flbbilb.

— n .  (teil: ©rganifdje IDaren. TTlit 
36 flbbilb. n r . 22a

U darnttcidienrcdif, g a # . ITadj bem 
(Befetj 3um Sdjutj ber IDaren» 
be3eid)nungen D o m  12. ITtai 1894. 
Don Regierungsrat 3* neuberg, 
ITIitglieb bes KaiferL Patentamts 
3U Berlin. Ilr. 360.

Iß ä rm e . CEl>coretifd)e pi)t)fi! IL (Teil: 
Cidjt unb EDärme Don Dr. (Buftao 
3äger, prof. an ber Unioerf. IDien. 
»lit 47 flbbilb. n r. 77.

tßärcnclrlyre, CTtrijitifrije, («Tljer- 
tnobnimmilt) oon K. IDaIt!)er u. 
m . Röttinger, Dipl. * 3ngenieure.
m it 54 5ig- n r . 242.

UDärrifcrri fielje: lEeptil. 3nbuftrie III.
JJUalTer, {la«, unb feine Dertoenbung 

in 3nbuftrie unb (Betoerbe oon Dr. 
(Ernft Cefyer, Dipl.*3ngen. in Saalfelb. 
m it 15 flbbilb. n r .  261.

3£J«brr«i fielje: tteptil»3nbuftrie II.
IP tttb rro rrb , ? e r  u n lau te re , oon 

Red)tsanroaIt Dr. TTTartin tDaffer* 
mann in Hamburg, nr. 339.

IP ir iu re i  fielje: TEeftiI*3nbuftrie II.

y jo lf ra m  »eit trrrfjenbod|. flart*
mann o. flue, tDoifram o. <Efd}en» 
bad) unb (Bottfrieb oon Stra&bura. 
flustoaljl aus bem l>öf (Epos mit 
flnmerfungen u tDörterbud) o. Dr. 
K. ITCaroIb, Prof. am KgL Sriebridjs* 
folleg. 3 Königsberg i. pr. Hr. 22. 

Ittö rtrrburfi nad) ber neuen beutfdjen 
Redjtfdjreibung oon Dr. fieinridj 
Klen3 . n r . 2 U0 .

— -Dcutfdjc*, oon Dr. £erb. Detter, 
prof. an b. Unioerfitat Prag. nr.t*4.

3tid |cnrdj«le oon Prof. K. Kimmid) 
in Ulm. m it 18 äaf in tEon», 
5arben» unb ©olbbrud u. 200 Doll* 
unb leftbilbern. Ur. 39.

3 eiriiiien, föromctrirrifc«, oon fj. 
Becfer, flrdjiteft unb Celjrer an ber 
Baugeioerffdjule in ITCagbeburg, 
neu bearbeitet oon profeffor 
3- Donberlinn, Direftor ber fönigl. 
Baugen>erffd)ule 3U münfter. m it 
290 $ig. unb 23 (Tafeln im Gejt. 
n r. 58.

^e itu n g o n te rrn , m obertte,
fSijft b 3eitungslcl)re) o. Dr. Robert 
Brunljuber in Köln a. Rf}. Ur. 82U.

— ;\U0 cm rittc ©efiiiidjte be*, 
oon Dr. Cubtoig Salomon in 3«na. 
Ur. 351.

^oclcg ie , (Ocfdiiditc b tv , oon Prof.
Dr. Rub. Burcff)arbt. Ur. 357. 

3n>irtterci fielje: (Ee£til*3nbuftrie I.

IDciterc Bänöe erfdjetnert in rafdjer 5°l9e-
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