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L ji+  PLAN BIBLUOTEKI MATEMATYCZNO-FIZYCZNEJ.

\ Seryja pierwsza (12-mo).

Tom I.  Poczatki arytmetyki M. Berkmana. Str. X -|-260; z drzeworytami w tekscie. W opra-
wie kop. 65.

Tom Il. Wiadomosci poczatkowe z fizyki S. Kramsztyka. Ksigzeczka |. Str. X -|—7; drze-
worytéw 47. W oprawie kop. 30.

Tom IIl. Toz, Ksigzeczka Il. Str. V 1114-132; drzeworytéw 56. W oprawie kop. 45.

Tom 1V. Wiadomosci poczatkowe z gieografii fizycznej i meteorologii A. W. W itkowskiego.
Str. V11 -i- 108; drzeworytéw 22, litograf]j 4. W oprawie kop. 45.

Tom V. 0 najprostszych figurach gieometrycznych M. Berkmana. IV.W. z d.

SERYJA DRUGA (12-mo).

Tow I. Arytmetyka M. Berkmana. W. w. z d.
Tom Il. Krotki wyktad gieometryi.
Tom I1l. Krotki wyktad poczatkéw aigiebry.

Tom 1V. Przystepny wykfad fizyki.
Tom V. Kosmografija i gieografija fizyczna z meteorologija.
Tom VI. Nauka rysunkéw technicznych.

SeRYJA TRZECIA (8-vo).

Tom I.  Arytmetyka, kurs teoretyczny M. A. Baranieckiego, z przypisknmi /1. Zbikowskiego
. i J. N. Frankego. Str. LVIII-j-375, zdrz. w tekScie. Rubel 1 kop. 70.

Tom Il. Zadania arytmetyczne A. Jurgielewicza. IF. w.zd.

Tom 11l. Algiebra elementarna i Teoryja przyblizer liczebnych.

Tom 1V. Gieometryja elementarna.
Tow V. Poczatkowy wyktad syntetyczny wiasnosci przecie¢ stozkowych M. A. Baranieckie-
d

go. W.w.z
Tom VI. Trygonometryja ptaska i kulista.
Tow VII. Miernictwo.
Tom VIIl. Zasady fizyki A. W. Witkowskiego. W. w. z d.
Tom IX. KosmografijaJ. Jedrzejewicza. ii', w.zd.

Tom  X. Gieografija fizyczna z meteorologijg.
'Tom XI. Gieometryja wykrésina.
Tom XI11. Mechanika elementarna.

Se RYJA CZWARTA (8-vo Lcx).

Tom . Wstep do analizy M. A. Baranieckiego. W. w. z d.

Tom Il. Rozwigzywanie réwnan liczebnych J. Sochockiego. Str. XII-{-212; drzew. 9. Rubli 2.

Tom Ill. Teoryja réwnan algiebraicznych J. Sochockiego. IV. w.z d. (*)

Tom V. Gi%ongtle;r%/ja analityczna W. Zajaczkowskiego. Str. XL-j-5)I; drzeworytéw 85,
ubli 3.

Tom V. Gieometryja syntetyczna. (**)

Tom VI. Rachunek rézniczkowy i catkowy. (%)

Tom VII. Cwiczenia z rachunku rézniczkowego i catkowego.

Tom VIII. Rachunek waryjacyjny.

Tom IX. Rachunek prawdopodobienstwa i Metoda najmniejszych kwadratéw.
Tom  X. Zasady mechaniki teoretycznej J. N. Frankego. IF. w. z d.
Tom XI. Rachunki wykresine.

Tom dobatkowy «Biblijoteki». Stownik matematyczno-fizyczny.

Jako uzupetniajace seryja IV «Bibl. mat.-fiz.» nalezy uwaza¢ nastepujace dzieta, ogtoszone przez
biblijoteki® kérnicka:
(*) Teoryja wyznacznikéw, kurs uniwersytecki M. A. Baranieckiego. Paryz, 1879. 8-vo, str.
XX11 -j-600. Marek 12.
(**) Wyktad gieometryi wykresinej K Sagay+y. Paryz, 1882. 4-to, str. 444 z bardzo wielu drze-
worytami w tekscie, oraz L X1 tablic miedziorytdw. Marek 24.

(***)  Wyklad naukl o réwnaniach rozmczkowych IV. Zajaczkowskiego. Paryz, 1877. 8-vo, str.
XXI1V-j-904. Marek 2
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SPIS RZECZY

Str.
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Errata X1

ROZDZIAL L

§1. OPEWNYCH WEASNOSCIACH FUNKCYJ CALKOWITY CH .coovvveerveeereeneies i
J. Pojecie o réwnaniu i jego pierwiastkach. —2. Warunek podzielnosci funkcyi f(x)
przez x —Q. — 3. Wz6r Lagrange’a. — 4. O pewnej wiasnosci funkcyi, nic posiada-
jacej wyrazu stHego. Przyktady. — 5. Wiasnosci modf(x) przy dostatecznie matym
i dostatecznie wielkim mod x. Przyktady.

§11. O ROWNANIACH ZE SPOLCZYNNIKAMI ZESPOLONYMl..oooviisirienriesrissiiesrins 8
6. Rozwiazanie réwnania ze spétczynnikami zespolonymi moze by¢ sprowadzone do
rozwigzania réwnania ze spétczynnikami rzeczywistymi. — 7. O pierwiastkach rzeczy-
wistych réwnania ze spétczynnikami zespolonymi. Przyktad.

§ll. KRANCE DLA PIERWIASTKOW RZECZYWISTYCH...oocoovvvriirrieiecrneiesiiesienienns 1
* 8. Kraniec wyzszy dla pierwiastkéw dodatnych. Przyktady. — 9. Inny sposéb znale-
zienia krafnca wyzszego dla pierwiastkéw dodatnych. Przyktady.— 10. Oznaczenie
krafica nizszego dla pierwiastkéw dodatnych. Przyktad. — 11. Ozuaczenie krafcéw
dla pierwiastkéw ujemnych. Przyktady.

ROZDZIAL II.

§1. WZOR TAYLOR’A
12. Wywdéd wzoru Tayior’a. Przyktad. — 13. Spos6b Newton’a oznaczenia krarica
wyzszego dla pierwiastkéw dodatnych. Przykiad.

§11. OBLICZANIE WARTOSCI FUNKCY!| CALKOWITEJ | JEJ POCHODNYCH . . 19

14. O obliczaniu wartosci funkcyi f(x) przy x = a. Przyktad. — 15. Algorytm
Horner’a. Przykiad.

§11l. PIERWIASTKI WIELOKROTNE . - ot 21
10. O stopniu wielokrotnosci pierwiastka. Przyktady. — 17. Twierdzenie d’Alem-
bert’a.

§ IV. PRAWO CIAGLOSCl...ooicveeerieeeienercesrinn, s 23
18. Dowdd ciggtosci funkeyj catkowitych. — 19. Ciagtos¢ fuukcyj utamkowych.

§ V. PRZYPADEK, KIEDY ZMIENNE x | f(x) SA RZECZYWISTE ...ccovnrermrirrennen. 26

20. Wyniki prawa ciagtosci. — 21. Przypadek, kiedy funkeyja f(x) zmienia znak.—

Krétki zarys historyczny rozwoju nauki o réwnaniach algiebraicznych, ktéry zostanie po-
mieszczony w tomie nastepnym «BIbl.», obejmie réwnania liczebne. Tu za$, w odsytaczach do
odpowiednich miejsc «Spisu=; podane sg (przez Redakcyjg) tylko wskazéwki, gdzie mozna znal¢sé
prace spétczesnych matematykéw, uwzglednione w tym tomie. Red.
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92. Cecha wzrastaniu i zmniejszania sie wartosci funkcyi catkowitej. — 23. Przypa-
dek, kiedy fuukcyja f(x) wecigz wzrasta lub wcigz maleje od x ~a do x = b.__
24. Przypadek, kiedy wiadome sg wszystkie pierwiastki rzeczywiste réwnania pocho-
dnego.— 25. O ilosci pierwiastkéw rzeczywistych réwnania X2»-|-p x -j-q= 0. —
26. O ilosci pierwiastkéw rzeczywistych réwnania A-jjx-\-q —Q —27i 28.
Przyktady.

PRZYPADEK, KIEDY ZMIENNE x | f(x) SAZESPOLONE ....cccoervvrrrirnne.
29. Ciagtos¢ modutu i ciggtos¢ odchylenia.—30. O odchyleniu krzywej dowolnej.—
31. Przyktad.— 32. Twierdzenie pomocnicze 1-sze 0 mozliwosci zmniejszenia warto-
$ci mod f(x). —33. Twierdzenie pomocnicze 2-gie, odnoszace sie do przypadku, kie-
dy odchylenie krzywej zamknietej jest rowne zeru. — 34. Twierdzenie pomocnicze
3-cie, odnoszace sie do przypadku, kiedy odchylenie krzywej zamknietej jest réwne
liczbie 2a, pomnozonej przez stopien funkcyi.

§ VII. PIERWSZY DOWOD ISTNIENIA. PIERWIASTK A ooovivrerieceeiessessneans

35. Dowdd istnienia pierwiastka, oparty na twierdzeniu pomocniczym art. 32-go.

§ VIII. DRUGI DOWOD ISTNIENIA PIERW IASTKA oo

8l

81l

§111.

81

§ 1l

36. Dowdd istnienia pierwiastka, oparty na twierdzeniach pomocniczych art. 33-go
i 34-go.

ROZDZIAL HI.

ROZKEAD FUNKCYI CALKOWITEJ NA CZYNNIKI LINIJOWE. O DZIEL-
NIKACH FUNKCYJ CAEKOWITY CH..ooiviiiieriicieiiesenseeie e
37. O mozliwosci roztozenia funkcyi catkowitej na czynniki linijowe. — 38. Przypa-
dek, kiedy istnieja pierwiastki wielokrotne. — 39. Wyrazenie sp6tczynnikéw réwna-
nia zapomocg jego pierwiastkéw. — 40. Przypadek, kiedy istniejg pierwiastki zespo-
lone. —41. O dzielnikach funkcyi catkowitej. —42. Najwiekszy spoiny dzielnik fun-
keyi catkowitej i jej pochodnej.

O PIERWIASTKACH WIELOKROTNY CH..oooovviiiiiiiiicintcencies e
43. Do czego sie sprowadza rozwigzanie réwnania z pierwiastkami wielokrotnymi? —
44. Przyktad.

ROZKELAD FUNKCY! ULAMKOWEJ NA ULAMKI NAJPROSTSZE
45. Dowodd zasadniczego twierdzenia pomocniczego. — 46. Przyktad. — 47. Uogél-

nicnie twierdzenia pomocniczego art. 45-go. Przyktad. — 48. Rozkiad fuukcyi F
7

Przyktad.—49. Rozktad jakiejkolwiek funkcyi utamkowej na utamki najprostsze.—
50. R6zne sposoby wyznaczania spétczynnikéw w rozktadzie. Przyktad. — 51. Przy-
padek, kiedy chcemy unikna¢ liczb urojonych. Przyktad

ROZDZIAL TVT

O ILOSCI PIERWIASTKOW RZECZYWISTYCH ROWNANIA, ZAWARTYCH
MIEDZY DANYMI KRANCAM Lot ssssss s
52. Dowodzenie twierdzenia zasadniczego
O ROWNANIACH Z PIERWIASTKAMI RZECZYWISTYMI | PRZEGRA-
DZAJACYMI SIE .o s
53. Pojecie o pierwiastkach przegradzajacych sie dwu réwnan. — 54 — 56. Trzy
twierdzenia pomocnicze.—57. Twierdzenie o warunkach koniecznych i dostatecznych
na to, aby pierwiastki dwu réwnan byly rzeczywiste, pojedyncze i przegradzajace
sie. —58. O pewnej wiasnosci licznikéw i mianownikéw utamkéw zblizonych fun-
keyi, rozwinietej na utamek ciggty —59. Wiasnosci licznikdéw i mianownikéw utam-

43

48

51
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Str.
kéw zblizonych rozwiniecia }/x1— 1 na utamek ciagly. — 60. O fuukcyjach Le-
gendrc’a. — 61. O fuukcyjach Hermite’a ¢), czyli t. z. funkcyjach podobnych do fun-
keyj Legendre’a 2). — 62. O pewnym uktadzie réwnan z pierwiastkami przegradza-
jacymi sie, zauwazonym przez Hermite’a i Biebler’a 3.

§111. TWIERDZENIE ROLLE’A. . . 74
63. Dowdd zasadniczego twierdzenia pomocniczego. — 64. Dowdd twierdzenia Rol-
le’a.

§ IV. WZOR LAGBANGE’A ..ot 75

65. Wyprowadzenie pewnego wzoru, jako wyniku z twierdzenia lioiie’a. — 66. Wy-
prowadzenie wzoru Lagrange’a.

§ V. TWIERDZENIE FOURIER™G O .ottt 78
67. Pewne zastosowania twierdzenia Rolle’a. — 68. Przypadek, kiedy druga pocho-
dna nie zmienia swego znaku od x = a do x — b — 69. Szczegblnie wazny przypa-
dek. — 70. Dowdd twierdzenia Fourier’go — 71 — 74. Przykiady.

§ VI. O ROWNANIACH, NIE MAJACYCH PIERWIASTKOW ZESPOLONYCH . . 84
75. Dowdd twierdzenia zasadniczego. - 76. O funkcyi Legendre’a. — 77. Warunki
kouieczue i wystarczajace na to, aby wszystkie pierwiastki réwnania danego byty po-
jedyncze i rzeczywiste. Przyktad.

ROZDZIAL V.

§ 1. OILOSCI ZMIAN ZNAKU W ROWNANIU c.oooiivieereeeieeesieessiese e sssssssesssssenns 87
78. Oznaczenie ilosci zmian znaku w réwnaniu. — 79 —81. Trzy twierdzenia porno-
cnicze.

§11. TWIERDZENIE DKSCARTES’A
82. Dowod twierdzenia Descartes*a. — 83. Uwaga, odnoszaca sie do stosowania
twierdzenia Descarteshi. Przyktady.—84. Kraniec wyzszy dla ilosci wszystkich pier-
wiastkow rzeczywistych réwnania danego. Przyktady.

§ Ill. KRANIEC NIZSZY DLA ILOSCI PIERWIASTKOW ZESPOLONYCH. ZA-
STOSOWANIA ettt 94
85. Jl\yprowadzenie nieréwnosci zasadniczej. — 86. O pewnej wiasnosci ilorazu,
otrzymanego z podzielenia xnrrfi przez f(x). —87. O pewnej wkasnosci mianownikdw

utamkéw zblizonych, otrzymywanych z roztozenia o na utamek ciggty. Przykiad.

§ IV. PRZYPADEK, KIEDY WSZYSTKIE PIERWIASTKI ROWNANIA SA RZE-
CZYWISTE ittt . 9%
88. Twierdzenie Descartes’a w tym przypadku, kiedy réwnanie nie ma p|erW|astkow
zespolonych. Przyktad. — 89. Inne zastosowanie twierdzenia Descartcs’a w przypad-
ku, kiedy réwnanie nie ma pierwiastkéw zespolonych. Przykfad.

§ V. TWIERDZENIA LAGUERRE’A *)
90. Dowdd twierdzenia Lagucrre’a o krancu wyzszym dla ilosci pierwiastkow, wiek-
szych od danej liczby dodatnéj a. — 91. Twierdzenie pomocnicze. — 92. Dowdd
twierdzenia Laguerre’a o krancu wyzszym dla ilosci pierwiastkéw, zawartych miedzy
dwiema liczbami dodatnymi a i h. —93 i 94. Przykiady.

) Uermite w Complet rendus akademii nauk w Paryzu (t. LVIII, r. 1864).

~) Czebyszew w -Zapiskach- akademii nauk w Petersburgu (t. XVI, 1870).

) Hermite w Bulletin de la societ¢ inatMmatigue (t. V11, r. 1879); Biehler w Journal /. d. reine u. anj. Math
(t. LXXXVIL, r. 1879).

4 Laguerre w Soueellcs aunales de mathimatiguee (seryja z-ga, t. XVIII i XIX, 1.1879 i 1880).
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Sir.
ROZDZIAL VI.

TWIERDZENIE BUDAN A ottt 106
95 i 96. Dwa twierdzenia pomocnicze. — 97. Dowod twierdzenia Budan’a. — 98.
Uwaga o twierdzeniu Budan’a.

PRAWIDLO ZNAKU PODWOINEGO ..o ssssssennes 113

99. Na czym polega i jak sie uzasadnia prawidto znaku podwdjnego? — 100 — 103.
Przyktady.

§ 11l. KRANIEC NIZSZY DLA ILOSCI PIERWIASTKOW ZESPOLONYCH. PRZY-
PADEK, KIEDY ROWNANIE NIE MA PIERWIASTKOW ZESPOLONYCH . 116
104. 1lo$¢ pierwiastkdw zespolonych nie jest mniejsza od liczby 2h. — 105. Twier-
dzenie Budan’a dla przypadku, kiedy wszystkie pierwiastki réwnania sg rzeczywiste.

§ IV. TWIERDZENIE DESCARTES’A JAKO WNIOSEK Z TWIERDZENIA BU-
D AN A e et h bbbt 118
106. Inny dowdd twierdzenia Descartes’a.

§ V. SPOSOB FOURIER’GO ODDZIELANIA PIERWIASTKOW ....ccoevvvivieriririnnns 119
107. Okre$lenie wskaznikéw tunkcyj; wihasnosci wskaznikow.— 108. Przypadek,
kiedy grupa funkcyj Fourier’go sktada sie tylko z trzech funkcyj. — 109. Przypadek,
kiedy grupa funkcyj Pourier’go sktada sie z ilukolwiek funkcyj. — 110 i 111. Przy-
ktady.

§ VI. NIEKTORE UWAGI NAD TWIERDZENIEM BUDAN’A. ODDZIELANIE
PIERWIASTKOW ROWNANIA NIEZUPEELNEGO ..o 128
112. Warunki konieczne i wystarczajace na to, aby twierdzenie Budan’a miato miej-
sce.— 113. Grupa funkcyj Fourier’go dla réwnania niezupetnego. — 114. Wypro-
wadzenie pewnego twierdzenia pomocniczego przy pomocy twierdzenia Koiie’a. —
115. Wyprowadzenie pewnego twierdzenia, zastepujacego twierdzenie Fourier’go
w przypadku réwnania niezupetnego. — 116 — 119. Przyktady.

§VII. TWIERDZENIE SYEVESTER'A ') e 138
120 Okreslenie funkcyj Sylvester’a. — 121 — 123. Trzy twierdzenia pomocnicze. —
124. Dowod twierdzenia Sylvester’a. — 125. Kraniec nizszy dla ilosci pierwiastkéw
zespolonych. — 126. Przypadek, kiedy jedna lub wiecej funkcyj Sylvester’a staje sie
réwnymi zeru. — 127 — 129. Przyktady.

§ VIII. TWIERDZENIE NEWTON’A ..o, e 150
130. Wartosci funkcyj Sylvestcr’a przy ac=0, kiedy parametr n' jest réwny stopnio-
wi n réwnaniaf(x) = 0. — 131. Dowdd twierdzenia Newton’a. — 132 — 134. Przy-
ktady.

ROZDZIAL VII.

§ 1. POJECIE O NADMIARZE FUNKCYL WYMIERNEJ. ..o 154
135. Okre$lenie dwu nadmiaréw jakiejkolwiek funkcyi utamkowej miedzy jakimikol-
wiek krancami.

§ 1. WEASNOSCI NADMIAROW ..ot 157
136. -Zestawienie charakterystycznych wiasnosci nadmiaréw. — 137. Sposéb oblicza-
nia nadmiaréw.

§ 111. OBLICZANIE NADMIAROW 158

138. Ogélne prawidto dla otrzymania wartosci pierwszego nadmiaru jakiejkolwiek
funkcyi. — 139. Uwaga co do tego prawidta. — 140. Przypadek, kiedy niektére

') 8ylvester w Proceedinys o/the London mal/ianalical society (tom 1,1865) (oraz w Le$ Mondes, t. XI, 1806).
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z funkcyj, utworzonych dla obliczenia nadmiaru, staja sie réwnymi zeru przy warto-
Sciach krancowych zmiennej niezaleznej.

§1V. NAJWIEKSZA WARTOSC NADMIARU oottt
141. W jakim przypadku nadmiar funkcyi utamkowej osigga najwiekszg bezwzgle-
dnie warto$¢? — 142. O funkcyjach Legendre’a i, wogdle, o funkcyjach z pierwiast-
kami przegradzajacymi sie.

§V. TWIERDZENIE STURM A ..ottt
143. Dowdd twierdzenia Sturm’a. — 144. Warunki konieczne i wystarczajace na to,
aby wszystkie pierwiastki réwnania byly rzeczywiste i rézne. — 145. Twierdzenie
Sturm’a dla przypadku pierwiastkéw wielokrotnych. — 146. Przyktady.

ROZDZIAL VIII.

§1 TWIERDZENIE CAUCHYE G O oottt

147. Dwa twierdzenia pomocnicze. — 148. Dowdd twierdzenia Cauchy’ego. — 149.
Whiosek z twierdzenia Cauchy’ego. — 150. Szczegblne zatozenie co do konturu.

§1l. ODDZIELANIE PIERWIASTKOWZESPOLONY CH...coocovvviirviieriesiisississsesssssessnens

151. Ogolny sposéb oddzielania pierwiastkéw zespolonych. — 152. Przyktad.

8111, TWIERDZENIE HERMITE A o).ttt

155. Dowdd twierdzenia Uermitc’a.— 154. Zastosowanie odwrotne twierdzenia llcr-
mite’a. — 155. Przyktad.

ROZDZIAL IX.

8§1. OKUGOWNIKU..cooovirirriiriririeinns
156. Okreslenie rugownika i wazniejsze jego wiasnoséci. — 157. Prawidio na obli-
czenie rugownika. — 158. Przykiad.

§ 1l. NAJPROSTSZA POSTAC FUNKCYI WYMIERNEJ PIERWIASTKOW RO-

WINANIA DANEGO .o s

159. Dowdd twierdzenia zasadniczego. — 160. Przyktad.

§111. PRZEKSZTALCENIE ROW NANIA ..ottt

161. Rozwigzanie zadania ogéluego o przeksztatceniu réwnania danego.—102. Inny
sposdb obliczania rugownika. Przyktad. — 163. Pierwiastki réwnania danego wyra-
zaja sie wymiernie przez pierwiastki réwnania przeksztatconego.

§1V. ROZWIAZYWANIE ROWNAN STOPNIA 3-GO | 4-G O oo

164. Rozwigzywanie réwnan stopnia 3-go. — 165. Rozwigzywanie réwnan stopnia
4-go.

§V. WARUNKI, ABY DWA ROWNANIA MIALY KILKA PIERWIASTKOW
SPOLNY Cllrviorieerieriesnessessesessssss s sss s sst s s
166. Dowod twierdzenia Lagrange’a.

§ VI. NOWY SPOSOB SPROWADZENIAFUNKCY!l ULAMKOWEJ PIERWIAST-
KA DO POSTACI CALKOWITE]
167. Spos6b sprowadzenia funkcyi utamkowej pierwiastka do postaci najprostszej,
oparty na ogélnej teoryi przeksztatcenia. Przykiad.

EVIL. OWYROZNIKU ottt

168. Okreslenie wyréznika. — 169. Wyrdznik réwnania stopnia 4-go.— 170. Wy-
réznik réwnania tréjmiennego.

") Hermite 1 c. (Buli.)

182
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§ VIII. SPOSOB LAGBANGE’A ODDZIELANIA PIERWIASTKOW ......ccovvorriecevcenn,
171. Wylozenie sposobu Lagrungc’a oddzielania pierwiastkéw. — 172. Sposéb Cnu-
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") Darboux w Jounuil de maihematigues (seryj. 3-ciu, t. Il, 1876).



PRZEDMOWA.

W tym dziele wylozytem te cze$¢ moich wykladow Algiebry
wyzszej, prowadzonych w Uniwersytecie petersburskim, ktora sie
odnosi do rozwigzywania rownan ze spotczynnikami liczebnymi.

Wiele ustepow jest tu wypracowanych szczegdtowiej, niz pod-
czas moich wyktadow ustnych, przy ktérych niezbednie musiatem
zastosowac sie do przeciggu czasu, na nie przeznaczonego, i mie¢
wzglad na to, aby zbytecznie nie nuzy¢ uwagi stuchaczéw. Przez
takie szczegbtowsze rozwiniecia chciatem tym, ktorzy tego pragna,
poda¢ mozno$¢ blizszego wnikniecia w pewne dziaty, przedstawia-
jace szczegoblny interes naukowy. —

Rozwigzanie réwnania ze spétczynnikami liczebnymi sprowa-
dza sie przedewszystkiem do zadania o oddzielaniu pierwiastkow.

Kazdy ze sposobdw oddzielania pierwiastkow daje bezwarun-
kowo moznos¢ obliczania pierwiastkow ze Scistoscig zadang; taka
jednak metoda obliczania bytaby zbyt nuzgca, osobliwie w tych
przypadkach, kiedy nalezy osiggna¢ znaczne przyblizenie. Istotnie,
jezeliSmy juz oddzielili pewien pierwiastek i znamy jego wartos¢
przyblizong z btedem dostatecznie matym, dalsze obliczanie jego
wartosci moze by¢ uskutecznione wygodniej i predzej przy poTocv
innych sposobdw, nie majgcych nic spélnego ze sposobami oddzie-
lania pierwiastkow, a opartych po wiekszej czesci na podstawach,
stosujagcych sie réwnie dobrze do rownan przestepnych, jak do
algiebraicznych.

Dlategoto w tej ksigzce gtownie zwrdcona zostata uwaga na
oddzielanie pierwiastkbw. Co sie za$ tyczy obliczania pierwiast-
kéw, juz oddzielonych, ograniczytem sie do wytozenia samego tylko
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sposobu Newton’a, ze wzgledu na swg prostote zastugujacego na
szczegblng uwage.

Pod wzgledem praktycznym kazdy ze znanych sposobéw od-
dzielania pierwiastkow przedstawia pewne strony stabe, niekiedy
w zastosowaniach nader wyrazne. 0 wszystkich tych sposobach
mozna powiedzie¢, ze w pewnych przypadkach przedstawiajg sie
one jako bardzo dogodne, a w innych jako trudno dajgce sie prze-
prowadzié— a tylko: niedogodne przypadki przy pewnym sposobie
zdarzajg sie bardzo rzadko, przy innym za$, przeciwnie, do$¢ czesto.
Oczywiscie, ze, mowiac to, nie mam na uwadze tych trudnosci, ja-
kie moga wynika¢ z wielkich liczb, jako spotczynnikéw réwnania,
lub zjego wysokiego stopnia. —

Jeden ze sposobéw oddzielania i obliczania pierwiastkow rze-
czywistych réwnania, ogdlnie znany w teoryi, chociaz rzadko sto-
sowany— sposOb Lagrange’a przez rozwiniecie na utamki ciggte —
nie jest w tej ksigzce wytozony. W zasadzie rozni sie on zupetnie
od innych sposobdw, a przedstawia jedno z zastosowan teoryi
utamkoéw ciggtych, ktéra bedzie wyltozona w nastepujacym tomie
«Biblijoteki».

ERRATA.
sir. wiersz zamiast powinno hyi
24 12 od gory Przyrostek modutu  Modut przyrostku
40 8 . lub rzeczywistymi rzeczywistymi lub

73 15 ” zauwazonymi zauwazonym



ROZWIAZYWANIE ROWNAN LICZEBNYCH.

ROWNANIA | ICH PIERWIASTKI. — UWAGI O WARTOSCIACH SZCZEGOLNYCH FUN-
KCYJ CALKOWITYCH. — ROWNANIA ZE SPOLCZYNNIKAMI ZESPOLONYMI. — KRAN-

CE DLA PIERWIASTKOW RZECZYWISTYCH.

§ 1. OPEWNYCH WEASNOSCIACH FUNKCYJ CALKOWITYCH.

1. Wielomian
Axn+ A #7- 1+ Axn~TA-... + AA DK+ A,,

w ktorym A, A,, A2 ... sg spoOiczynnikami statymi, x liczbg zmienng, n za$
liczbg dodatng catkowitg, nazywa sie funkcyjg catkowitg stopnia n-go zmien-
nej x. Przyjmujemy, ze spétczynnik A jest rézny od zera, gdyz inaczej fun-
kcyja nie bytaby u-go, lecz nizszego stopnia.

Przedstawiwszy jakgkolwiek funkcyjg catkowitg stopnia H-go przez f(x),
nazwiemy réwnanie f(x)~ 0 rbwnaniem stopnia u-go, kazdg za$ war-
to$¢ na x, czynigcg zado$¢ temu réwnaniu, pierwiastkiem ro-wnania
f(x) — 0, albo pierwiastkiem funkcyi f(x).

2. Dzielgc funkcyjg catkowitg

f(x)—Axn+ Axxn-'1+ ... + A,

przez dwumian x—a, gdzie a jest liczbg dowolng, otrzymujemy, jako iloraz,
funkcyjg catkowitg

y(x)= Axn~1+ Aa xn~ + Aa2/xn + ... + Aa"-1
+A  +AD A2
+ Aj .
+ A,,_i
i, jako reszte, liczbe statg
f(a) = Aan+ Ana"-1+ ...+ A,.

Bibl. inat.-fiz., S. IV, T. II. 1
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Stad wynika, ze funkcyja f(x) tylko wtedy jest podzielna przez x —a,
kiedy f(a) — 0O, t. . kiedy a jest pierwiastkiem rownania f(cc)=:0. A zatym
np. funkcyja xn—an jest podzielna przez x— a, funkcyja xn+ 2)XX"-1— 2n+
przez x —2,it. d.

3. Przyjmijmy, ze funkcyja catkowita stopnia n-go,

f(x) = Axn+ Axn~1+ ... +A,,

staje sie rowng zeru przy pewnych n réznych od siebie wartosciach x = a0,

Jooe e
Dzielgc funkcyjaf(x) przez x — a0, otrzymujemy

f(x) = (x—a0'f(x),

gdzie (f(x) przedstawia funkcyjg catkowitg stopnia (n—1)-go ze spétczynni-

kiem A przy x»-1. Przyjmujac tu kolejno x= ax a2, .. ., «, ! i zwazajac,
ief(aj=f(ad = ...—f(a,,-i) = 0, otrzymujemy
f(ai)=<?(<h)= ... =<f(an-i) = 0.

Pierwsze z tych réwnan, t. j. '((aj = 0, wskazuje, ze funkcyja <p(x) jest po-
dzielna przez x— a,; mozemy zatym napisa¢

<) = (x—a,) @),

gdzie <t(x) przedstawia funkcyja catkowitg stopnia (n— 2)-go ze spétczynni-
kiem A przy x"-2, czynigcg zado$¢ warunkom
b (az)=<?i((h)= mmm=b(an-i) = 0.

Podobnie rownanie g,(a? = 0 wskazuje, ze funkcyja @ (x) jest podzielna przez
x — a2, tak iz mozemy napisac

b(x)= (x~aah»(x),
gdzie y2(x) przedstawia funkcyjg catkowitg stopnia (n—3)-go z tymze spot-
czynnikiem A przy xn~3. W tenze sposéb prowadzac dalej rozumowanie,
dojdziemy do zwigzkow:

f(x) — (x—a0 9(x),

PH)= (x—aj <pii),

b (x)= (x—ad '(-(x).

<f,-Ax)=(x—a,,_Ii)A,

z ktorych wynika

@ f(x)= A(x—a0) (x—aj ... (x—an-i).
Przypus¢my, ze funkcyja f(x) otrzymuje warto$¢ zero przy innej jeszcze
wartosci zmiennej » réznej od wartosci a0, a,, a2, ...,a,_Nazwawszy

owe szczegblng warto$¢ przez an, otrzymamy, wedtug (1),
Alcen aj =0 aj...(hn Unr)—0
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Lecz, zgodnie z naszym przypuszczeniem, zaden z czynnikéw a,,— a0, an— a,,...
nie jest réwny zeru; przeto

A=0.

A zatym, jezeli funkcyja stopnia n-go f(x) jest réwng zeru przy n+1
roznych wartosciach zmiennej X, to w tej funkcyi spdiczynnik przy xn jest
rowny zeru, t. j. stopien funkcyj jest w rzeczywistosci nizszy, niz n-ty. Ale
wtedy takze A ,= 0, gdyz inaczej mielibySmy funkcyja stopnia (n— I)-go,
ktéra bytaby réwng zeru przy pewnych u réznych wartosciach zmiennej x.
Z tegoz powodu i A2= 0. Stlowem: wszystkie spotczynniki A, A,, ..., az do
ostatniego A,, wiacznie, sg réwne zeru. A wiec

Twierdzenie. Jezeli funkcyja catkowita f(x), stopnia conajwyzéj
n-go, staje sie réwng zeruprzy n+1 réznych od siebie wartosciach zmiennej x, to
wszystkie spétczynniki tej funkcyi przy rozmaitych potegach zmiennej x sa
réwne zeru, t.j. funkcyjaf(x) jest tozsamosciowe réwng zeru.

W niosek Dwiefunkcyje catkowite, z ktdrych kazda jest stopnia conaj-
wyz€j n-go, otrzymujgce wartosci rowne przy n f 1 réznych wartosciach zmiennej
niezaleznej, sg tozsamoscmco sobie réwne, t.j. w tych funkcyjuch spétczynniki
przy jednakowych potegach zmiennej niezaleznej sg sobie réwne. Réznica bo-
wiem dwu takich funkcyj jest funkcyjg catkowita, stopnia conajwyz¢j wn-go,
ktéra, otrzymujgc warto$¢ zero przy n + 1 roznych wartosciach zmiennej nie-
zaleznej, jest zerem dla wszelkiej wartos$ci zmiennej niezaleznej.

JVMniose k 2. Jezeli 10, X,, X2 ...,X, sa n+ 1 dowolnie wzietymi
i réznymi od siebie liczbami ijezeli utworzymyfunkcyja stopnia (n -f-1)-(/o,

?2(X)= (Xx= x0) (Xx— x,) (x—x2 ... (X—X,),

a przez (fi(x) oznaczymy funkcyjg stopnia n-go,
<fi)= *—-= (x-—x0 ... (x—x,_,) (x—xi+1 ... (Xx—xn,

natenczas kazdafunkcyja catkowita f(x), stopnia conajwyz¢j n-go, moze by¢ tak
przedstawiong:

f(x)— "~ xX\f(xQ + h(%f(x,)+ ...+ Dbji
00 = DG+ A3 ) ?n()WK?
(wzor Lagrange’a). Dwie bowiem strony powyzszego rownania przedstawiajg
funkcyje catkowite, stopnia conajwyz¢j u-go, wartosci za$ tych funkcyj przy
X=x0, XX ..., Xn sg sobie rowne.
4. Twierdzenie. Jezeli mamy funkcyjg catkowity

f(x) —A#n+ Ax’-1J- ... +A, 1K

w ktorej wyraz stalty A,,= 0,jezeli a oznacza jakgkolwiek liczbe docTatng, nie
mniejszg od modutu kazdego ze spotczynnikow A, A,, A2, ..., AB j, i jezeli

K oznacza jakgkolwiek liczbe dodatng, natenczas przy kazdej oddzielnej warto-
6ci x takiej, iz
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mocl X < — ,
a+ k

istnieje nieréwnos¢
mod f(x)<Zk.

Oznaczajac, dla krotkosci, modx literg r, i biorgc pod uwage, ze modut
sumy nie jest wiekszy od sumy modutéw, mamy

modf(x) $ rnmod A + rn-1mod A, + ... f£r mod An_,.

Grdy po prawej stronie tej nieréwnosci, zamiast mod A, mod A,, . . ., podsta-
wimy liczbe a, to
modf(x) < arn+ arn~1-\- ... + ar,

czyli
modfpk: &7 - Rl '

Poniewaz, wskutek naszego zatozenia co do modutu zmiennej x, jest r< h
wiec, wedtug ostatniej nieréwnosci,

modf(x)< j£—.

Z nieréwnosci zaS r < — nika
a+ k Wg

1y 2
Zatym
mod f(x) < £.
W niosek. Kazdafuniccyja catkowita ze spotczyunikami rzeczywistymi
f(x) —Axne(-Aan 1+ ...-~FAmxn~m, (m< n),

w ktorej A i Am sg rozne od zera, jest, przy wartosciach rzeczywistych zmien-
nej x, bezwzglednie dostatecznie wielkich, tegoz znaku, co wyraz pierwszy Axn,
aprzy wartosciach rzeczywistych, bezwzgednie dostatecznie matych, tegoz znaku,
co wyraz ostatni Anxn~m Nadajac bowiem funkcyif(x) taka postac:

ha mocy ostatniego twierdzenia widzimy bezposrednio, ze wrazie, gdy

warto$¢ bezwzgledna —< ——
gle X a-f-1

gdzie a jest jakgkolwiek liczbg dodatng, nie mniejsza jednak od wartosci bez-

wzglednej kazdego ze spdtczynnikow ‘,P SRR warto$¢ wielomianu
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w nawiasie jest dodatna, i funkcyjaf(x) jest tegoz znaku, co wyraz pierwszy A xn.
NVarunek, jakiemu x zado$¢ czyni¢ powinno, moze by¢ wyrazony w postaci:

warto$¢ bezw. x >ra+ 1

Mamy wiec stwierdzong pierwszg czes¢ wniosku. — Nadajac za$ funkcyi f(x)
postac:

f0— (~ xme n oxma Tyt

\A -jn -ft-m !

rowniez na mocy ostatniego twierdzenia wnosimy, ze jezeli

wart. bezw. x <. . |,
o+ |

gdzie h oznacza jakgkolwiek liczbe dodatng, nie mniejszg jednak od wartosci
L , L. A A Am_1 e
bezwzglednej kazdego ze spoétczynnikéw j— —, , —T—, to wartosc wie-

lomianu w nawiasie jest dodatna, a funkcyja f(x) takiegoz znaku, co czynnik
A nxn~m— co okazujo prawdziwos¢ drugiej czesci wniosku.
Przyktad 1. Dla funkcyi
f(x)—xb—(2 + 3i)x3— 2x2+ 5ix
mozna przyjaé a—5; wskutek tego mamy

dla mod x < N- mod f(x)<, 1;

dla mod x < i mod f(x) < ~;

dla mod x + Sw+l modg&(),< i
Przyk#ad 2. Dla funkcyi

f(x) ~2x:—3x5+ 9x2— 4x
mozemy wzig¢ a = 9; wtedy

wart. bezw ./|xi)<I,

wart. bedv /(£ 8 Fi)< ™.
Przyk#ad 3. Funkcyja
IK°— 7Xi + 16w3— 5K
dla wartosci zmiennej x, czynigcych zados¢ nieréwnosci x> 6 -2, otrzymuje
wartosci dodatne; dla wartosci dodatnych zmiennej x, czynigcych zados¢ nie-

rownosci x + o1 otrzymuje wartosci ujemne, a dla wartosci ujemnych zmien-

nej x, ktore czynig zado$¢ nieréwnosci x + — ~ , otrzymuje wartosci dodatne.
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P rzyktad 4. Eunkcyja
TXb— ¥4+ 43— o0x — 2
dla x :> 2 otrzymuje wartosci dodatne, dla »:<— 2 otrzymuje wartosci ujemne,
dla wartosci za$ zmiennej x, zawartych miedzy — ;2 -f- y otrzymuje warto-
§ci ujemne.
5. Twierdzenie. Jezcli, majacfunkcyjg catkowitg stopnia n-ego,

f(x)=Axn+ + ...+ A, IX+ A,

wktorejwyraz staty A,, jest rozny ofl zera, przyjmiemy, ze ajestjakgkolwiek liczbg
dodatng, nie mniejszg od modutu kazdego ze spétczynnikdw A, A,, A2..., A,,_i,
ze b jest jakgkolwiek liczbg dodatng, nie mniejsza od modutu kazdego ze spot-
czyunikéw A,, A2, ..., A,, a K jest jakakolwiek liczbg dodatng, to dla kazdej
wartosci zmiennej x, ktorej modut czyni zados¢ nieréwnosci

mod x S KT a

bedziemy mieli
mod f(x) > mod A,,—Kk,’
dla kazdej za$ wartosci x, ktorej modut czyni zado$¢ nieréwnosci

mod X;>1-f
K
bedziemy mieli
mod xn

Rozwazajgc funkcyja f(x) jako summe dwu wyrazéw
f(x) = A, + (AK+ Ax*1+ ... +A,, s,

mamy
modf(x) >; mod A,,—mod (AX"“+ A™n~1+ ... -fA,_iX).
Jezeli przyjmiemy, ze mod X;< —, to, na zasadzie twierdzenia art. 4-go,
bedziemy mieli ‘a
mod (AX"-f Ax"-1 -f ...+ A, _X)*<K,
a zatym

mod/(a;);>inod A,,—Kk.

Azeby udowodni¢ drugg cze$¢ naszego twierdzenia, napiszmy wielomian
f(x) tak:

J(X)—Xn"A + Aj —+ . .+ A,
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Z tego wnosimy, ze

N médA—mod("At—+ oo A, —
mod xn X X

Przyjmujac za$ mod X—< O-’f‘ Y, czylimod x >; 1+-"C‘, wedlug twierdzenia art,

4-go, mamy
mod(Ali+ ...+ A ni)<*.

A zatym

mod xn
Whniosek 1 Jezeli x jest pierwiastkiem réwnania stopnia n~go
f(x)=Axn+ Alxn~1+ ...+ A, _ix-i- A,,= 0,
w ktorym wyraz staty A,, jest rozny od zera, to

mod A, . b
a+ modAn mod A

(idy bowiem w poprzedzajagcym twierdzeniu przyjmiemy Kk —mod A«, to dla
wartosci zmiennej x, czynigcych zado$¢ niex-0wnosci

mod x — _I'D_O_q_A\_n_
a 4-mo
istnieje nierownosé
med f(x) > 0;

wtedy wiec liczba x nie moze by¢ pierwiastkiem rownania f(x) —0, Przy-
jawszy za$ & mod A, dostrzezemy, ze, przy

ma miejsce nier6wnos¢
mod f(x) > 0,
wskutek ktdrej w tym przypadku liczba x takze nie moze by¢ pierwiastkiem
rownaniaf(x) — 0.
Wniosek 2. Jezeli wrazie, gdy H jest jakgkolwiek liczbg dodatna,

a dowolna liczba dodatna k jest mniejsza od mod A, mod x jednoczesnie zados¢
czyni dwu nieréwnosciom:

mod x > 1+ —> modx > I/ I\ .
K’ mod A — K’

modf(x)> H.
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Wtedy bowiem z drugiej z wypisanych nieréwnosci wypada
mod X'(mod A — )" H,

wskutek za$ pierwszej nieréwnosci mielismy poprzednio

Zrﬁc’oHan>Toa A -i.
Z tego wynika, ze, z powiekszaniem sie wartosci zmiennej x do od, warto-
$ci funkeyif(x) réwniez powiekszajg sie do od.
Pkzykead 1. f(x)= Ixb— 381+ 88;3— 5x + 16.

- [ - 16
Jezeli mod x < O/C to mod jezeli mod x 1+ pe to mod

f(x) ;> (7— i) mod xn. Oznaczajac przez x pierwiastek réwnania
™w5— 33,4+ 8a;3— 53;-(-16=0,
mamy

il<Kmoda;<Il +
a wiec tymwiecdj
C modx < 3-i.
(o] u
Pbzykead 2. Jezeli przez a; oznaczymy pierwiastek, rGwnania
3a;7— 5a;5+ 16a;1— 5a;4-18 = 0,
to

-i-< mod x m<7.

£t

Nastepnie, ktadac
f(x) ~ 3x1—5a5+ 16a;1— 5a: + 18,

dla wszelkich wartosci zmiennej X, jednocze$nie czynigcych zado$¢ dwu warun-

kom;
7

mod x >, 10, modx *\/ H,
bedziemy mieli nieréwnos¢
mod f(x) > H.

§ 1. ROWNANIA ZE SPOLCZYNNIKAMI ZESPOLONYMI.

6. Rozwigzanie rdéwnania ze spoiczynnikami zespolonymi moze by¢
sprowadzone do rozwigzania réwnania ze spétczynnikami rzeczywistymi, i dla-
tego, ilekro¢ to sie okaze pozytecznym, mozemy ograniczy¢ sie do przypuszcze-
nia, ze spolczynniki réwnania sg rzeczywiste.
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Istotnie, przyjmijmy, ze spotczynniki réwnania
Q) Axn+ A#"-1+ ... +Aqaix+ A,=0
sg liczbami zespolonymi, a mianowicie:
Am= dmkbni, (m 0, 1, m 6 wj

gdzie ami hm oznaczajg liczby rzeczywiste, oznaczmy przez y(x) i \(x) dwie
funkcyje

<f(x)=alkn+ a*™*1+ ... +a,_iEC-f-an
Ax) — bQn-\- HX"-1-}- ... -\-b,,-\X + 1,
i napiszmy dane réwnanie tak:
<f(x) + i">()= 0.
Stad
y(x)——U(x),
a po podniesieniu obu stron do kwadratu,
<t(x)2=— A(X)*,
albo
2 <f()2+ ty(x)2=0.

Stopien ostatniego réwnania jest dwa razy wyzszy, niz stopien danego,
ale za to wszystkie jego spotczynniki sg rzeczywiste.

Jezeli za$ znajdziemy jaki pierwiastek tego ostatniego réwnania, to on
bedzie pierwiastkiem réwnania (1). Gdy bowiem liczba x, zado$¢ czynigca ro-
wnaniu (2), jest rzeczywista, to wtedy, oczywiscie,

<)—0 i ty(x)= 0,

wskutek czego

ff(x) -\-ity(x) — Q
Gdy za$ pierwiastek rownania (2) jest postaci p + qi, to, przywodzac do zera
iloczyn

(1) + ity()] [y(x) — I*()] = 2(x) 2+ ¥ x)"\

przywodzi zarazem do zera jeden z jego czynnikdw, t. j. albo

4 + ip(re>==0,
albo

f(x) —igp(x)=0;
w pierwszym przypadku pierwiastkiem danego réwnania bedzie liczba p + qi,
za$ w drugim liczbap —qi, sprzezona z p + (ji.

7. Wyznaczenie pierwiastkdw rzeczywistych réwnania ze sp6tczynnika-
mi zespolonymi

<f(x) + ity(x) = 0,
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albo, co wychodzi na jedno, pierwiastkdw réwnania
<(¥a+ A(x)*=0,
sprowadza sie do rozwigzania innego roéwnania, stopnia nizszego niz w-ty, ze
spotczynnikami rzeczywistymi. To wynika z tego, ze kazdy z takich pierwia-
stkdw powinien jednoczesnie zado$¢ czyni¢ dwu réwnaniom:
Hx)= 0 i <p(_0.

Oznaczywszy przez D najwiekszy spoiny dzielnik funkcyj y(x) i ty(x), ma-

my trzy rownania nastepujace:
yx) X + AX)Y = D, <fx)=zLlWL, = DV,

gdzie X, Y, U, V oznaczajg funkcyje catkowite, tatwo wyznaczyC sie dajgce
zapomocg zwyczajnego dzielenia. Pierwsze z tych rownan wskazuje, ze kazda
liczba x, czynigca zados¢ dwu réwnaniom: <f(x)= 0 i ty(x)— 0, czyni takze za-
do$¢ réwnaniu D= 0; dwa za$ ostatnie z wypisanych rownain wskazuja, ze,
nawzajem, pierwiastek rownania D = 0 czyni zado$¢ jednoczes$nie obu rowna-
niom (f(x) = 0 i ty(x)=z0.

A wiec, wszystkie pierwiastki rzeczywiste rownania ze spétczynnikami
zespolonymi

PN + 1A(X) —0
czynig zado$¢ rownaniu
D=0,
i nawzajem.

Jezeli dwie funkcyje f[x) i ty(x) okaza sie pierwszymi wzgledem siebie,
to 1) = 1irdwnanie <f(x) + ij>(X)= 0 nie ma pierwiastku rzeczywistego. Jezeli
za$ D jest funkcyjg stopnia pierwszego lub wyzszego zmiennej x, to réwnanie
f(x) + ity(x) — 0 mozemy napisa¢ tak:

DU + *Y)= 0,
a rozwigzanie tego réwnania sprowadzi sie do rozwigzania kazdego z dwu
réwnan:
1)=0,

U+iYy= 0,

z ktérych drugie nie ma pierwiastka rzeczywistego.
Przyk#ad. Mamy réwnanie
XS+ ix* - 2x3— (3-(-5i)x2—6— 1i= 0.
Oznaczywszy
y(x)= x5 2X3—3a:2—6, 8§(X)= x*—5x2—14,

znajdziemy, jako najwiekszy spoiny dzielnik funkcyj f(x) i <>,

D—x3+ 2.
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Réwnanie 2+ 2= 0 nie wa pierwiastkdw rzeczywistych, zatym takze réwna-
nie dane ich nie ma. Rozwigzanie za$ réwnania danego sprowadza sie do ro-
zZwigzania réwnania

x2+ 2=0
i rownania
X3—3 A-i(x2—7)= o.
§ 11l. KRANCE DLA PIERWIASTKOW RZECZYWISTYCH.

8. Ograniczajac sie do rozwazania przypadku, kiedy wszystkie spotczyn-
niki réwnania danego sa rzeczywiste (art. 6), mozemy wskaza¢ kilka sposobow
odnajdywania kraficdw, obejmujacych pierwiastki rzeczywiste, dodatne lub
ujemne, ktoreto krance bedg blizsze siebie, niz wynikajace z twierdzenia art.
5-go (wniosek 1).

Twierdzenie. Jezeliw réwnaniu
(1) Ax"+ A #"-1+ ... —AmnLmxt .. .+A ,=0

spotczynnik A jest dodatny, za§ — Amjestpierwszym spéHczynnikiem ujemnym,

to warto$¢ dwumianu
tn

gdzie a oznacza liczbe dodatng, nie mniejszg od wartosci bezwzglednej kazdego
z ujemnych spo6tceynnikéw réownania danego, moze byéprzyjeta za kraniec wyz-
szy dla pierwiastkéw dodatnycli.

Oznaczmy przez f(x) funkcyja, stanowigcg strone lewg réwnania danego,
i przypusémy, ze zmiennej x nadalismy jakagkolwiek warto$¢ dodatng; wtedy

f(x) > Ax"—ax"-"t—ax*-m 3—axn-"'~-— ... —a,
albo

f(x) > AK'—«-—-— J— |

albo jeszcze
ax-ml d
x—1 “x—1°

f(x) "~ Ax"
Przypuéémy nastepnie, ze x> 1, i odrzuémy tu wyraz ostatni na stronie prawej;
otrzymamy
A o AXK(k— 1) — acCe—nti
A>>)>—i— ZNn------ :
albo

f)'s xhmefxmle— bz

X J.
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Poniewaz jednak, wedtug zatozenia, x x — 1>0, przeto xm- 1> (k—
gdzie znak — ma miejsce wrazie, gdy m— I=zO; wskutek tego,

f(x)>xa- m+1'\’\—L|,r1 ----- , (x>1).
cC—
Ta nierownos¢ wskazuje, ze jezeli

A{x—1)m—a™> 0,

kal+ K

f(x)> o,
t. j. X nie moze by¢ pierwiastkiem réwnania (1). Innymi stowy, kazdy pierwia-
stek dodatny réwnaniaf(x )~ 0, jezeli istnieje, jest mniejszy od
m

czyli

to wtedy

y -V o1
Przyktad 1. Pierwiastki dodatne réwnania
X1+ 5x3— 12x2-j- 6x'—27= 0

sg mniejsze od od 1 A -\/27, a wiec mniejsze od 7.
Przykkad 2. Pierwiastki dodatne rownania

¥+ x*+ x2-f 5x—109= 0
5

sq mniejsze od 1-\-1/109, a wiec mniejsze od 4.

9. Inny sposéb odnajdywania kranca wyzszego dla pierwiastkow doda-
tnych réwnania ze spoétczynnikami rzeczywistymi opiera sie na nastepujacym
twierdzeniu.

Twierdzenie. Niech A, A,, A2, ..., A, bedg jakimikolwiek li-
czbami, nie mniejszymi od zera, i <f(x) funkcyja postaci

Y(X)=AXM+ AX*-14- eee+ Amxm-m—Am+iXa~m-ii—. .. —A,,

gdzie m oznacza jedng z liczb 1,2, ... ,n. Jezeli dlajakiejkolwiek wartosci
dodatny a zmiennej x jest <@ >r 0, to dla kazdej wartosci zmiennej x, wigkszej
od a, ma miejsce nieréwnos¢ f(x)">f(a), tak iz, tymwiecej, y(x)e>0.
Zwazmy bowiem, ze dla xy>az>0, maja miejsce obie nieréwnosci:
Axmt+ AX*'-1+ ...+ Anp A amt Aja™—l+eeme+ Am
Am+l . Am-p2 A, Amti  Amj-2 , . A"
X X2 ' Xn~—m a a2 an"*’

a odejmujac drugag od pierwszej, otrzymujemy

cx o+ AT AT —an S AR e A D e e
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o Caoi
I C)
Xxn~m ' an- m
skad
N> /('-Tjn_'n e

Poniewaz za$, wedlug zatozenia, o(@ Oi—>1, przeto
Cl

<?(&)>* <2a)
W niosek. Jezeli <p,(X), &x), ..., ¥ (xy safimkcyjami takiej postaci,
jakfmkcyja <f(x) w twierdzeniu poprzedzajgcym; jezeli a, b, e . . ., d oznaczajg

takie liczby dodatne, iz odpowiednio majg miejsce nieréwnosci

?1(@) =0, ¥Y(H0)> 0, ..., <dd) O,

K za$ jest liczbg dodatng, nie mniejsza od kazdej Z liczb a, b, C,..., d, to kazdej
warto$ci zmiennej x, wiekszej od k, odpowiadajgca Warto$¢funkcyi

fO)=b(X) + y20x) +...* + qmXx)
jest dodatna. Istotnie, wedtug twierdzenia ostatniego, dla x > k kazda z fun-
keyj (a3), €(x), ***, m(x), a zatym i ich suma, otrzymuja wartosci doda-
tne. —

Przechodzac do jakiegokolwiek réwnania ze spotczynnikami rzeczywistymi,
zaktadamy, ze spétczynnik najwyzszej potegi zmiennej g jest dodatny.

Jezeli wszystkie pozostate spéiczynniki sg réwniez dodatne, to wtedy
réwnanief(x) — 0 oczywiscie nie posiada catkiem pierwiastkéw dodatnych, a za-
tym w tym przypadku niemaco odszukiwa¢ dla nich wyzszego kranca do-
datnego.

Jezeli za$ réwnanie f(x) = 0 posiada jeden Ilub wiecej spoétczynnikéw
ujemnych, to wtedy mozemy funkcyjaf(x) przedstawi¢ jako sume kilku funkcyj,

f(x) —b(x) + B(x) + b(x) + ¢*e>
z ktdrych kazda jest takiej postaci, jak funkcyja y(x) w twierdzeniu ostatnim,
a nastepnie mozemy juz tatwo znalds¢ takie liczby dodatne a, b, ¢, . . . , ktoéreby
czynity zado$¢ odpowiednim warunkom

b(ad” BO>)N>bL(9NO,...
(patrz art. 4, wniosek). Najwieksza z tych liczb moze byé¢ przyjeta jako wyzszy
kraniec dla pierwiastkéw dodatnych réwnaniaf(x) = 0.

Przyk#ad 1. Dla réwnania
xt+ 5x3— 12x2j- 6x—27—0

mamy
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Po)= FRF 63— 12)x2, H>K— 3(2®— 9);
T.(2)>0, -qu:o,'

a zatym, jako kraniec wyzszy dla pierwiastkow dodatnych mozna przyjac liczbe
4i — gdy w art. 8-ym, majac toz samo rownanie, mieliSmy, jako 6w kraniec,
liczbe 7. — Zwazmy, ze jezelibysmy tu oznaczyli

<fi(x)=x(x3+ 62— 12®—6), '2(x)= 34® 9),
to wtedy bytoby

2.(1)>% P(f)=°.
a przeto juz liczbe 2 ~ mozna przyja¢ jako kraniec wyzszy dla pierwiastkow
dodatnych danego réwnania — zamiast liczby 4i-.

Pkzyktad 2. Strona lewa réwnania

X5+ x*+ x2+ 5®—109= 0

otrzymuje wartosci dodatne przy x =: 3; a wiec liczbe 3 mozna tu przyjaé jako
kraniec wyzszy dla pierwiastkow dodatnych.

1o Woyznaczenie kranca nizszego dla pierwiastkow rzeczywistych ré-
wnania ze spotczynnikami rzeczywistymi bardzo tatwo sprowadzi¢ mozna do
zadania, rozwigzanego w art. poprzedzajacym, t. j. do wyznaczenia kranca wyz-
szego dla takich pierwiastkow. Przyjmujac bowiem, ze x jest liczbg dodatna.
zados$¢ czynigcg rdwnaniu

@) Asa+ A®"-1+ ...+ AB-DK-t-A,=0,

po podzieleniu obu jego stron przez xn, otrzymujemy

+AN-IiNT + seet+t AN+ A= (,

czyli, ktadac =¥
ALyn+ A-2/7-1+ ... +A,p+ A= 0
Oznaczajac za$ przez L kraniec wyzszy dla pierwiastkOw rzeczywistych rowna-

nia ostatniego, mamy y< L, czyli — <L, skad

1
K>T7-

Ta nierdwnos¢ wskazuje, ze kazdy pierwiastek dodatny rownania (jezeli
rownanie go posiada) jest wiekszy od liczby  ; dlatego liczbai moze hyc

uwazana za kraniec nizszy dla pierwiastkow dodatnych réwnania (1).

4
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P rzyktad. Chcemy znale$¢ kraniec nizszy dla pierwiastkow dodatnych
réwnania

WA+ SK3— 12K3+ 6K —27= 0.

W tym celu znajdziemy naprzéd kraniec wyzszy dla pierwiastkéw dodatnych
réwnania

27yi—6y3+ 12y2—by—1= 0.
Ktadgac
H(y) — 3¥3(9y—2), <y)—\2y2— by—\y
znajdujemy

zatym —jest krancem wyzszym dla pierwiastkow dodatnych rownania z nie-

wiadoma y, a 7jest krancem nizszym dla pierwiastkdw dodatnych réwnania

danego.
11. Azeby wyznaczy¢ krarnce dla pierwiastkdw ujemnych réwnania

AX’+A xn-1+ ...+ A, _Dbkt+ An=;0,
w lewej jego stronie, zamiast > podstawimy — 2. Dla otrzymanego za$ ro-
wnania
Ayn—Alyn~¢ + ...+ (—1)"“4A, j?/+ ( DnA,=0
znajdziemy, zapomocg powyzej wylozonych sposobow, wyzszy i nizszy kraniec
dla jego pierwiastkow dodatnych. Jezeli owe krance sg np. L i M, to, oczywi-
Scie, wszystkie pierwiastki ujemne réwnania danego (jezeli tylko one istnieja)
sg zawarte miedzy krancami—L i — M.
P rzyk#ad. Pierwiastki ujemne réwnania
Xi+ 5x3—12x2+ 6%—27—0

sg zawarte miedzy krancami — 5 i — 7.

Uwaga. Zdarza sie niekiedy, ze kraniec wyzszy dla pierwiastkéw do-
datnych jest mniejszy od nizszego dla nich kraica. Wskazuje to, iz dane réwna-
nie nie ma zadnego pierwiastka dodatnego. Toz samo mozna powiedzie¢
i 0 krancach dla pierwiastkow ujemnych.

Np. Azeby mie¢ kraniec wyzszy dla pierwiastkdw dodatnych réwnania

X b—aji—x2+ 5x-h 109= 0,
ktadgc
U(x) = xAx3—x2—1), @&(X)—5x +109,
znajdujemy <f,(-|-);>0; moznawiecprzyja¢ jako szukany Kkraniec wyzszy.

Azeby za$ otrzymac kraniec nizszy dla pierwiastkéw dodatnych tegoz réwnania,
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utworzymy réwnanie
109«/5+ 5y4—y3—y-\-1—0
i, kladac
NY)— 2/(109#4+ 5Y3— Y2— 1))
znajdziemy 0 zatym liczba 3 moze by¢ przyjeta jako kraniec nizszy dla

pierwiastkow dodatnych. Wypadto nam przeto, iz kazdy pierwiastek dodatny
rownania

X5—x*—x2+ 5x+ 109=0

)
powinien by¢ mniejszy od A i wiekszy od 3. Poniewaz te warunki sg z soba
sprzeczne, zatym powyzsze réwnanie wcale nie ma pierwiastkow dodatnych.
Stad takze wynika, ze rownanie

X5+ w4+ X1+ 5x—109=0

wecale nie ma pierwiastkdw ujemnych.



ROZDZIAL 1.

WZOR TAYLOR A. — OBLICZANIE WARTOSCI FUNKCY! CALKOWITEJ | JEJ POCHOD-
NYCH. — PIERWIASTKI WIELOKROTNE. — PRAWO CIAGLOSCI | NIEKTORE JEGO
NASTEPSTWA. — DOWOD ISTNIENIA PIERWIASTKA.

§ 1. WZOR TAYLOR’A.

12. Mnozac wyrazy funkcyi catkowitej

f(x) =mAxn+ A xn~1+ ... +An-nmx’*+ ...+ A,
odpowiednio przez

71X-1, (n—N)*-1,...,Tx-1,...,0x-
otrzymujemy nowg funkcyja stopnia o jednos$¢ nizszego
f(x)=nAxn- i+ (n—1)AXn-t+ ... v AL,

ktora sie nazywa pierwszg pocliodng funkcyi danej f(x).
Pierwsza pochodna funkcyi f(x) nazywa sie drugg pochodng funkcyi
f(x) i wyraza sie tak:
f"(x)=n(n—1)Aar~2+ (n—1)(u—2)AXB- 3+ ...-f2A, 2.
Trzecia pochodna funkcyif(x) jest funkcyjg stopnia (n— 3)-go,
f"(xX)=n(*n—1)(n—2)Axn~3+ (n—1)(n—2)(«—3)A Xn*+ ... +3.2A,,_3.
Wogolo funkcyja stopnia (n—m)-go,
f *y(x)=n (n—1)... (n—m + )Axn~-m\-(n—1)(n—2)... (h—m)A xm-m--|-... -p
+m(m~1)...2. IA,,_m,
nazywa sie m-1g3 pocliodng funkcyi danej f(x).
Z okreslenia bezposrednio wynika, ze n-ta pochodna dan”?j,funkcyif(x)
jest liczba stata,
fi*(x)= n(h—1) ... 2.1 A,
i ze wszystkie nastepne pochodne sg tozsamosciowa réwne zeru,

Punkcyje pochodne powstajg same przez sie, jezeli w danej funkcyif(x)
zamiast x podstawimy xA-h, a wynik podstawienia,
Bibl. mat.-fiz., S. IV, T IL
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f(x+h)=.A(aB + h)*+At(x+ bp- 1+ .. . +A,,

uporzadkujemy wedtug poteg rosngcych litery h. Jakoz, rozkladajac kazdy
wyraz po stronie prawej wedtug dwumianu Newton’a i tgczac wyrazy podobne,
otrzymujemy

f(x+ D=f(z) + Y (X) + Y20+ «+++ i 2 N HK)"

Jest to wzér Tayior’a.
Piszac a zamiast x, za$ x—a zamiast h, mozemy ten wzor tak przed-
stawic :

Ne =/(*)+ +...+

Przykead. Kladac
f(X) —x3—2x + 5,
mamy réwnos¢
f(x) = a3—2a-f5+ (x—a) (3a2—2) + 3(X—a)3a+ (x—a)3

15 W przypadku szczegolnym, kiedy wszystkie spétczynniki w wyraze-
niu funkcyi f(x) sg rzeczywiste, wzor

f(x+ FO=F(*) + Yy F(X) + jy/™ (4> + eeo+

Wskazuje, ze, wrazie gdy dla pewnej wartosci rzeczywistej a na zmienng x
Wszystkie liczby

f(a),f(a),f"(a), ..., )@
nie sa mniejsze od zera, mamy, przy kazdej dodatnej wartosci h,
f(a+ n)y> o,
i dlatego zadna liczba wieksza od a nie moze by¢ pierwiastkiem réwnania

m -0

Ta uwaga nasuwa nowy sposdb odnajdywania krarnca wyzszego dla pier-
wiastkow dodatnycb réwnania o spotczynnikacb rzeczywistych, znany jako spo-
s6b Newton’a. Zeby za$ wyznaczyé liczbe a, zado$é czyniaca powyzej wskaza-
nym warunkom, nalezy uprzednio zatozy¢, ze spétczynnik najwyzszej potegi
niewiadomej x w réwnaniu f(x) = 0 jest liczbg dodatng; wtedy bowiem spét-
czynniki najwyzszych poteg zmiennej x w wyrazeniu kazdej z funkcyj

f(x),f(x),f'(x), ..., fn"}Yx),f"4x)
beda dodatne, a, przy dos¢ wielkiej wartosci dodatnej x=za, wszystkie liczhy
f(a),f(a),f'(a), ..., [-> >(a),f*(a)

beda rowniez dodatne.
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Najprostszy sposéb, zwykle uzywany do wyznaczenia liczby a, jest naste-
pujacy. Odnajdujemy naprzdd takg liczbe dodatng aH-i, dla ktdrejby fun-
kcyja stopnia pierwszego, f Ka-I)(x), byta nie mniejszg od zera. Nastepnie wy-

znaczamy znak licz by jezeli taliczbajest ujemng, to szukamy innej
liczby a,,_2 ktéra czynitaby zados$¢ nieréwnosci / n-2x@an 2  0; jezeli
za$ >0, to zostawiamy poprzednig liczbe a,,-i, t.j. przyjmujemy

anv= an-i. Podobnie dalej; obliczamy /'*“3(a,,_2); jezeli ta liczba jest
ujemna, to wyznaczamy nowg liczbe a»_3>«»-2 taka, izby / n3>@a1 3 > 0; je-
zeli za$/" - 3>(#,,_2 >: 0, to przyjmujemy a,,_3= «,_2 Postepujac wcigz w po-
dobny sposob, znajdziemy zadang liczbe a, zado$¢ czynigcg warunkom

f(a)~ 0, f(a) 5=0,... 0.

Co sie za$ tyczy liczby f{¥a), to ona nie zalezy od a, gdyz jest nig iloczyn
1.2.3 ... WA, a wiec ta liczba jest dodatna, gdyz, wedtug zatozenia, A>0.

P rzyk#ad. Znale$¢ kraniec wyzszy dla pierwiastkow dodatnych ro-
wnania

xit+ 3x5— lox* + 6a3— l7x2—481= 0.

Nastepujgca tablica wskazuje sposdb wyznaczenia tu liczhy a

f=x6+ 3®—1214+ 6a-3—17"-481 — o+
['= 6x*+15x* — 48x3+ 18x-— 34x +
[/" = 15ad+ 30:r3— 72x2+18:r— 17 — o+ |
20a:3+ 30r2—48x+ 6 +
= [/ V= 1524+ I5x— 12 — o+
Nfv=6x +3 + l
x— 0 1 2 3

Zaczynamy z dotu; przy a= 0, znajdujemy/ v(0)>0, / M0)<0; przyjmujemy
nastepnie x = | i znajdujemy /~(1)~*0, /"'(1)>0, /"(1)<0; przy x=2,
/"(2)>0,/'(2)>0, /(2)<0; przy x=3, [3)>0; a zatym liczbe 3 mozna
przyjac jako kraniec wyzszy dla pierwiastkow dodatnycli réwnania danego.

§ 1. OBLICZANIE WARTOSCI FUNKCYI CAEKOWITAJ | JCJ
POCHODNYCH.

1. Dzielgc funkcyjg
Ax*+ AaB 1+ ... +A, iXx+ A,
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przez X — a i przedstawiajac iloraz przez
Ba;”- 1+ Bpc-1-f ...+ Bl 2%+ B,,_i,
a reszte przez B,,, mamy nastepujgce réwnania dla kolejnego wyznaczenia
spétczynnikow B, B,, . .., B,,:
B=A, Bj=«B-|-A,, B2—aB, A2, ... B s—i= #%B,._ 2+ An_i, B,=aB,,_i+A,.

Stad wynika bardzo tatwy sposéb otrzymania ilorazu i reszty z podziele-
nia funkcyi f(x) przez x — a.

Wypiszmy wszystkie spétczynniki danej funkcyi f(x) obok siebie, jeden
za drugim, i pod pierwszym z nich, w drugim wierszu, napiszmy jeszcze raz
pierwszy spotczynnik A . Uczyniwszy to, mnozymy liczbe A przez a i iloczyn
dodajemy do drugiej liczby wiersza pierwszego, t. j. do a t; otrzymang sume
przyjmujemy jako drugg liczbe wiersza drugiego. Te liczbe mnozymy przez a
i iloczyn dodajemy do trzeciej liczby wiersza pierwszego; suma bedzie trzecia
liczbg wiersza drugiego. Postepujagc w ten sposéb do korica, otrzymamy
w wierszu drugim wszystkie szukane liczby B, B,, ..., B,,; ostatnia z nich
jest wartoscia funkcyif(x) przy x — a, a najczesciej o te tylko warto$¢ nam idzie.

Puzykkad. Obliczy¢ wartosci funkcyi

f(x) — xG+ 3x5— 12x* -j- 6as3— 172— 481
dla x — 3. — Postepujac wedtug powyzszej reguty, znajdujemy
1 3 — 12 6 — 17 0 — 481,
1 6 6 24 55 165 14.
lloraz z podzieleniaf(x) przez x — 3 jest

Xbt 64+ 6as3-)- 24a32+ 55x + 165,

a reszta
/(3)=14.

15. W2zd4r Tayior’a, przedstawiony w postaci

okazuje, iz:
Wskutek podzielenia funkeyi f(x) przez x — a, otrzymujemy iloraz
<f(x)—f'(a) + + oo

i reszte

R —f(a).

Wskutek podzielenia funkcyi f(x) przez x — a, otrzymujemy iloraz

f,fc) = w + w ir(a>
i reszte
r,=/"(«;e
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Wskutek podzielenia funkcyi y,(x) przez x — a, otrzymujemy iloraz

i reszte

B2=1Vw
| tak dalej, tak iz nakoniec, wskutek podzielenia funkcyi <p,2(@ar) przez
X —a, otrzymujemy iloraz
<nri(x)= 1
i reszte

Ta uwaga czesto utatwia wyznaczenie spétczynnikéw rozmaitych poteg
dwumianu x —a w rozwinieciu funkcyi wedtug wzoru Tayior’a. JN tym celu
nalezy tylko n razy zrzedu zastosowa¢ prawidto, podane w art. poprzednim.

Pezyktad. Rozwina¢ funkcyja

f(x) = x5-{-2x*— 13a;3—x 2— 25# + 100

wedtug poteg dwumianu x + 5. — Nalezy przyja¢ a = — 5, co doprowadza do
nastepujacej tablicy:

1 2 —13 —1 —25 100
1 3 2 —1 30 —50
1 —8 42 —22 ns3s

1 —13 107 — 756

1 18 197

1 —23

Liczby podkreslone sg spétczynnikami szukanymi, t. j.
/(-5)=-50, [/(-5)= 1135 i-/'(-5)= -756,
-1/-(-5)=197, i/v(_5)=-23.

Taki sposob obliczania wartosci f(a), f(a), ~f"(a), ... podat Horner,
§ Ill. PIERWIASTKI WIELOKROTNE.
16. Jezeli m oznacza ktoragkolwiek z liczb 1, 2, 3, . .., w, to ze wzoru

fx)=f(a) + *=*fa) + (> ~f'(a) + ... o
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widoczna, ze resztg z podzielenia funkcyi f(x) przez (x—a)mjest

m +2p/w+ eomtr

azeby wiec funkcyja /(cc) byta podzielng przez (x— oj"*, potrzeba i wystar-
cza, aby
f(a)=f'(a)= ...~ fm")@= 0.

Jezeli u czyni zado$¢ tym warunkom i, prdcz tego, f m)(a) nie rowna sie zeru, to
funkcyja/x ), podzielng przez (x— a)m, nie bedzie podzielng przez (x—g)*+ 1.
W takim razie funkcyja linijowa x — a nazywa sie¢ czynnikiem m-krot-
nym funkcyif(x), a liczba a pierwiastkiem m-krotnym réwnaniaf(x)—(.

Jezelim—1, to liczba a jest pierwiastkiem pojedynczym réwna-
nia/(/)= 0, a funkcyja x—a czynnikiem pojedynczym funkcyif(x).

Z tego, co wyzej powiedziano, wynika, ze pierwiastek ww-krotny réwnania
/(1) = 0 jest pierwiastkiem (m— I)-krotnym réwnaniaf'(x)=.(), (m— 2)-kro-
tnym rownaniaf"(x) = 0, i t. d., nakoniec pojedyficzym réwnania f m-I)(x) = 0,
a nie czyni juz zado$¢ réwnaniu fmx)= 0. Innymi stowy, jezeli dwumian
X —a jest czynnikiem w-krotnym funkcyi f(x), to jest zarazem czynnikiem
(m—I)-krotnym funkcyi f'(x) i t. d.

Przyk#ad 1. ROwnanie

f(x)=x* + 4x3— 18x2+ 20x— 7=0
posiada pierwiastek, rowny jednos$ci; zwazajac, iz
I(=/(y=/-(v)=0, £/-()=8,
wnosimy, ze 1 jest pierwiastkiem trzykrotnym réwnania danego. Wskutek te-
go mozemy je tak napisac:
(x—\f(x + 7)=0.
Przyk#ad 2. Réwnanie stopnia w-go
x" . X1 .X _
Mma2rmm» 1.2...M—1)+ e¢'"+ T + —

nie ma pierwiastka wielokrotnego. — Oznaczajac strone lewg tego réwnania
przez f(x), mamy tozsamos$¢:

[(*;=I1(*;- r£ - ;

a zatym, jezeli a jest pierwiastkiem rdwnania danego, to

i, jezeli ten pierwiastek bytby wielokrotnym, to bytoby a= 0, a to by¢ nie mo-
ze, gdyz/(0) = 1.

Przyk#ad 3. Jezeli A nie jest rdzne od zera, to rownanie xn— A = 0
nie ma pierwiastka wielokrotnego.
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Przyktad 4. Aby réwnanie xH—pxA-g — O miato pierwiastek dwu-
krotny, czyli, aby temu réwnaniu zado$¢ czynit pierwiastek réwnania
nxn_l—p = 0,t.j.

potrzeba, aby
W YyAT"’
a 1
wtedy\n'j = F§ 1vcz;§i — ’\J '—?—1| tak iz zamiast \n;j

i \n —u_

. m ., 110
mozemy pisacé .

17. Niech a+ bi bedzie jakgkolwiek liczbg zespolong. Wedtug wzoru
Tayior’a mamy
7/31

7 712
[«+&—F@+y /W - y2/'W - T273/ ul« + oee,

a wprowadziwszy oznaczenia:
M=f(a)- ~f% )+ r~2~3AflVv(a)-mmm’

N~y7Y«J—yy-g/'Y«7 +i.2.3.4.5"\* * " &

otrzymujemy

f(a + bi)—M + Ni,

f(a—bl) — M —Ni.
Jezeli w wyrazeniu funkcyi f(x) spolczynniki sg rzeczywiste, to, oczywiscie,
liczby M i N sg rowniez rzeczywiste; wowczas dwie liczby f(aA-bi) i f(a—bij
bedg =zespolone sprzezone, a jezeli f(a+ bi)~0, to takze f(a—bi)=z0.
Gdyby sie zdarzyto, ze if'(a-\-hi) = 0, to, dla tejze przyczyny, bytoby réwniez
f'(a—hi)= 0, it. d.; jezeli f-m(a-{-bi) nie réwna sie zeru, to i f (M(a— bl)
takze nie jest rowne zeru. A wiec:

Twierdzenie. Jezeli réwnanie ze spotczynnikami rzeczywistymi

posiada pierwiastek m-krotny zespolony a+bi, to posiada ono takze drugipier-
wiastek a— bl, sprzezony z poprzednim i réwniez m-krotny.

§ IV. PRAWO CIAGLOSCI.
18. Wzor Tayior’a, napisany w postaci

f(x+ h)—f(x) —y f(x) + F’(x)-f ...+ 1 2,— /Tcfch
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daje wyrazenie przyrostka, jaki otrzymuje warto$¢ funkcyi catkowitej f(x), gdy
zmienna x otrzymuje przyrostek dowolny h.

Rozwazajac to wyrazenie jako funkcyja jednej zmiennej li, spostrzegamy,
izwnim niema wyrazu statego, a -wiec do tego wyrazenia mozna zastosowac
twierdzenie art. 4-go. Oznaczajac wiec przez « dowolng liczbe dodatna,

a przez a liczbe dodatng, nie mniejszg od kazdej z liczb: modf*(x), modf* (x),
..., dla wszystkich wartosci h, czynigcych zado$¢ nieréwnosci

mod h < —7
K+ a

mamy
mod [f(x +h)—f(x)] < K.

Stad bezposrednio wynika nastepujace

Twiebdzenie. Przyrostek modutuf unkcyi catkowitej f(x), odpowia-
dajgcy przyrostkowi dowolnemu h zmiennej niezaleznej x, jest mniejszy od do-
wolnie wzietej liczby dodatnej, jezeli wartos¢é mod h jest dostatecznie mata.

Wiasno$¢ funkceyi, ktorg powyzsze twierdzenie wyraza, nazywa Sie pra-
wem ciggtosci; ma ono miejsce dla wszystkich funkcyj catkowitych, przy
wszelkich mozliwych wartosciach zmiennej niezaleznej.

Prawo to moze by¢ wyrazone inaczej w ten sposéb:

Gdyprzyrostek zmiennej niezaleznej zdgza do granicy réwnej zeru,, to od-
powiadajacy przyrostek funkcyi catkowitej f(x) réwniez zdaza do granicy
réwnej zeru.

Albo jeszcze:

Nieskonczenie matemu przyrostkowi zmiennej niezaleznej x odpowiada nie-
skonczenie maty przyrostek f unkcyi catkowitej f(x).

19. Utamek, powstajagcy wskutek podzielenia funkcyi catkowitej

f—Ax*+ A#"-1-+-...
przez jakgkolwiek inng funkcyja catkowitg
<= Bxm+ B,a;m- 1-f- . ..

(wrazie jezeli funkcyja f nie jest podzielna przez funkcyja <), nazywa sie
funkcyjg ulamkowa Wezmy jakakolwiek funkcyjg utamkowa

ktorej licznik i mianownik sg pierwsze wzgledem siebie, co zawsze mozemy
przypuszczac, gdyz, wrazie przeciwnym, moglibysmy utamek skrocié.

Dla wartosci zmiennej x, zado$¢ czynigcej réwnaniu <= 0, warto$¢ od-
powiednia funkcyi F réwna sie co. Wylgczmy spod uwagi takie wartosci
i przyjmijmy, ze zmiennej x nadano warto$¢, przy ktérej funkcyjg $pnie réwna
sie zeru. Jezeli, zamiast poprzedniej wartosci x przyjmiemy nowg x-\-li,
to/, i F otrzymuja nowe wartosci, ktére mozemy odpowiednio tak oznaczyc:
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[ + Al, 94- Ap F + OF; bedziemy wiec mieli

on —fbf—fM.
Top+ [1?) *
Przypusémy, ze a i K sg dwiema liczbami dodatnymi, czynigcymi zado$¢
nieréwnosciom

a >r mod a >: mod r< 2@
n -mod Tod 9’

Na zasadzie twierdzenia art. 18-go, przy dostatecznie matej wartosci mod h
mozemy przyjaé, iz jednoczes$nie

maod2®

mod a>4<C —E -K, modI - m@2-®|<7»

4a

Z tycli nieréwnosci i z obu nieréwnosci, ktérym, wedtug przypuszczenia, czyni
zado$¢ liczba a, wynika, iz

mod il /C modZQ?k’ mo’d/'AcpCEOdzci)*»
wskutek czego
mod @4 /—/ 4 < m° ~ K.
Poniewaz za$ z nier6éwnosci dla A® i z nieréwnosci, ktérej, wedlug przy-
puszczenia, czyni zado$¢ liczba k, wynika, iz mod 4 cp <~ ", awogllejest
mod (tp -f A4g) > mod — mod ¢ przeto mod (®-f A®)> m<:\ f, albo, po po-
mnozeniu obu stron przez mod @

mod®(f + A ® )>mo~ -f.

Dzielgc tak otrzymane nierdwnosci przez siebie, mamy

m OT?T +U',ré,l'->)[ <l

mod AF<L

albo

Stad wynika, ze przyrostek funkcyi F moze by¢ tak matym, jak sie podoba,
byle warto$¢ mod h byla dostatecznie matg. Innymi stowy: funkcyja utamko-

wa f—dla wszelkich wartosci 'zmiennej niezaleznej x, nie przywodzgcych mia-
nownika tejfunkcyi do zera,jest ciggta.
Jezeli funkcyja I dla pewnej szczegblnej wartosci x staje sie 00, to w tym

wyktadzie moéwi¢ bedziemy, ze wtedy ma miejsce przerwa ciggtosci.
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8 V. PRZYPADEK, KIEDY ZMIENNE x | f(x) SA RZECZYWISTE.

20. Przystepujac do wyprowadzenia kilku wnioskéw, ktére wprost wyni-
kajg z prawa ciagtosci, przyjmiemy naprzod, ze wszystkie spotczynniki funkcyi

f(x) = Axn+ Ape»-1+ ... + A,

sg rzeczywiste, oraz ze zmienna x otrzymuje tylko wartosci rzeczywiste.

Jezeli jakakolwiek liczba zmienna rzeczywista zmienia swoje wartosci tak,
ze, przechodzac od pewnej wartosci szczegolnej do innej, otrzymuje wszystkie
warto$ci posrednie, to wtedy mowimy, ze ona zmienia sie w sposéb ciggty.

Z twierdzenia, udowodnionego w art. 18-ym, bezposrednio wnosimy, ze
jezeli zmienna niezalezna x zmienia sie w sposob ciggty, to i funkcyja catkowi-
taf(x) zmienia sie¢ rowniez w sposob ciaggty.

Toz samo wyraza twierdzenie nastepujace:

Twierdze nie. Jezeli kjest jakgkolwiek liczba posrednia miedzy
dwiema wartosciamif(a) if(b) funkcyi catkowitej f(x), to istnieje liczba c, po-
$rednia miedzy a i b, ktéra zados¢ czyni réwnaniuf(c) — k.

W niosek 1. Jezeli dwiejakiekolwiek wartosci f(a) i f(b) funkcyi cat-
kowitej f(x) sag znakdw réznych, to miedzy kraficami a i b znajduje sie taka
liczba c, ktora czyni zado$¢ rownaniu f(x) — O.

Wniosek 2. Kazde rdwnanie stopnia nieparzystego ze spotczynnikami
rzeczywistymi ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty. Warto$ci bo-
wiem funkcyi, stanowigcej strone lewg takiego rownania, przy dwu réznego
znaku warto$ciach zmiennej x, bezwzglednie dostatecznie wielkich, sg rézne-
go znaku.

Wniosek 3. Kazde roéwnanie stopnia parzystego ze spétczynnikami
rzeczywistymi, w ktorym spétczynniki wyrazéw skrajnych sg réznego znaku, ma
przynajmniej dwa pierwiastki rzeczywiste, ktdre wtedy sg rdznego znaku. Al-
bowiem wartosci funkcyi, stanowigcej strone lewg takiego réwnania, przy »—~0
i przy x dostatecznie wielkim dodatnym, jakotdz jej wartosci przy x=0 i przy
X ujemnym, bezwzglednie dostatecznie wielkim, sg roznego znaku.

IVniosek 4. Jezelifunkcyjaf(x) nie staje sie zerem dla zadnej warto-
§ci zmiennej x, posredniej miedzy liczbami a i b, to onaprzy wszystkich tych
wartosciach zmiennej x jest wcigz tego samego znaku. W przeciwnym bowiem
razie posiadataby pierwiastek zawarty miedzy liczbami a i b.

21. Twierdzenie. Gdyzmienna x przechodzi przez wartoscr/zeczy-
tcista a (czyto od wartosci mniejszych do wiekszych, czytez od wiekszych do
mniejszych), bedaca pierwiastkiem m-krotnym réwnaniaf(x)=0, wtedyfunkcy-
ja f(x) zmienia swoj znak, albo go nie zmienia, stosownie do tego, czy liczba m
jest nieparzysta, czytez parzysta.

Wskutek zalozenia o liczbie a, wedtug wzoru Tayior’a mamy

[«*+ I= 1L

\f'
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gdzie f (M)(a) jest rozne od zera. Z tego za$ wynika, iz, przy wartosciach h,
bezwzglednie dostatecznie matych, znak wartosci f(a+h) bedzie taki, jak znak
iloczynu tiriNe (a); a wiec, jezeli w jest liczbg nieparzystg, tof(a—h) i f(n+h)
sg roznego znaku, jezeli za$ m jest liczbg parzysta, to f(a—ii) if(a + h) sa
tegoz samego znaku. —

Majac wszystkie pierwiastki rzeczywiste rownania f(x) — 0 i wiedzac,
jaka jest wielokrotnos$¢ kazdego z nich, mozemy wprost okresli¢ znak wartosci
funkeyi f(x) przy jakiejkolwiek szczegélnej wartosci zmiennej x. Jakoz, niech

@ Qo)+ Cr

oznaczajg wszystkie r pierwiastkéw rzeczywistych réwnaniaf(x) — 0, uporzad-
kowane wedtug ich wartosci rosngcych, i niech

m,, mt,...mr

oznaczajg odpowiednie wielokrotnosci tych pierwiastkow. Biorac pod uwage
r + 1 przedziatdw, wyznaczonych przez kazde dwie sgsiednie zr + 2 liczb

— ci, a2,...,ar, + oo,

zauwazymy naprzod, ze znak funkcyi f(x), przy wszelkich warto$ciach zmien-
nej x, zawartych w przedziale pierwszym (— oo, aj), jest taki sam, jak znak
pierwszego jej wyrazu przy X - —oa, przy wartosciach zas zmiennej x, zawar-
tych w przedziale ostatnim (ar, + oo), znak funkcyi f(x) jest taki sam, jak
znak pierwszego jej wyrazu przy x— -\-co. Przy wszelkich za$ wartosciach
zmiennej x, zawartych w drugim przedziale (a,, a2, wartosci funkcyi f(x) sg
tegoz samego lub innego znaku, niz wartosci jej, odpowiadajace przedziatowi
pierwszemu (— o0, a,), stosownie do tego, czy liczba m, jest parzysta, czytez
nieparzysta; dla wszelkich wartosci x, zawartych w trzecim przedziale (na, u3),
znak funkcyif(x) jest taki sam, jak znak jej w przedziale poprzednim, lubtez
inny, stosownie do tego, czy m2jest liczbg parzysta, czytéz nieparzystg. Tym
sposobem, przechodzac od jednego przedziatu do drugiego, z fatwoscig wyzna-
czymy znak funkcyif(x) dla wszelkiej wartosci zmiennej x.

22. Twierdzenie. Jezeli dla leazdej wartosci zmiennej x, zawartej
miedzy dwiema liczbami danymi a i b, warto$¢ funkcyi pochodnej f'(x) utrzy-
muje wcigz tenze znak, to, wmiare powigkszania sie wartosci zmiennej x od
krafnca nizszego a do wyzszego b, wartosci odpowiedniefunkcyi f(x) wzrastaja
lub malejg, stosownie do tego, czy wartosci funkcyi f'(x) sg w owym przedziale
dodatne, czyt¢z ujemne.

Przyjmijmy naprzdd, ze funkcyja pochodna f (x) jest wcigz dodatna dla
wartosci x, zawartych w przedziale od x=a do x—Db, i ze ¢ przedstawia jakga-
kolwiek liczbe posrednig miedzy a i b; wtedy rownanie

f(x) —f(c)—o0
w przedziale od x—a do x~b ma tylko pierwiastek x—c. Gdyby bowiem

to réwnanie miato w owym przedziale od x —a do x = b pierwiastek rézny
od c, i gdybysmy taki pierwiastek, najblizszy liczby c, nazwali d, przez 7 za$
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oznaczyli liczbe dowolng, bezwzglednie dostatecznie malg, a tegoz znaku, co
réznica cl—c, to dwie roznice

f(c + hy—f(c) i f(d—h) f(c)

bytyby jednakowego znaku, gdyz funkcyja f(x)—f(c) nie ma pierwiastka mie-
dzy x —cix= d — gdy tymczasem rownosci

f(c + O—f(c) = hf(c) + ~f"(c) + ...,
f(d- h)-f(c)=-hf(d)+~ f'(d) + ...

wskazuja, iz owe dwie réznice sa rdznego znaku, albowiem, wedtug zatozenia,
wartoscif(c) if'(d) sg tegoz samego znaku. — Gdy wiec funkcyja f(x)—f(c)
nie staje sie zerem dla wartosci x v przedziale miedzy x = c i x — b, przeto
od x~c¢ do x— h utrzymuje ona wcigZz tenze sam znak. Ze za$, przy h do-
datnym i dostatocznie matym, jest

f(c + h)—f(c) = hf(c) + ~7'2f"(c) +...> 0

zatym, dla wszelkich wartosci x od x~c¢ do xxzb, mamy f(x)—f (c ) 0,
czyli

f(x)>1f(c)-
A wiec, z uwagi, ze c jest jakakolwiek liczbg posredniag miedzy a i b, funkcyja
f(x) w przedziale od x = a do x — b wcigz wzrasta.

Przyjmijmy nastepnie, ze funkcyja/'(irj od x —a do x = b jest wcigz
ujemna. Wtedy funkcyja—f'(x) od x — a do x — b jest wcigz ujemng, i dlate-
go funkcyja—f(x) w tym przedziale wcigz wzrasta, funkcyja zasf(x) w tymze
przedziale wcigz maleje:

23. Jezeli funkcyja catkowitaf(x) dla wartosci, zawartych w przedziale
pomiedzy a i b, wcigz wzrasta albo wcigz maleje, to réwnanie f(x) — O nie
moze mie¢ wiecej, jak jeden pierwiastek nvprzedziale miedzy a i b, a jezeli taki
pierwiastek istnieje, to jego wielokrotno$¢ jest nieparzysta. Moze sie zdarzy¢,
ze f(x) ma pierwiastek réwny jednemu z tych krancdw, np. liczbie a; wtedy
nvieiokroiw™c tego pierwiastka moze by¢ albo parzysta, albo nieparzysta, ale
juz innego pierwiastka w przedziale miedzy a i b, wigczajac w to i kraniec dru-
gi b, by¢ nie moze.

Azeby sie dowiedzie¢, ktdry z tych przypadkéw ma miejsce, nalezy okre-
$li¢ znaki wartosci f(a) if(b). Jezeli kazda z nvai-tosci f(a) i f(b) jest rozna
od zera i jezeli ono sg jednakowego znaku, to ronvnanie f(x) — 0 nie ma ani
jednego pierwiastka, zawartego sv przedziale a, b; jezeli za$ owe wartosci sg
roznego znaku, to 5w przedziale a, b ronvmanie f(x) — 0 posiada jeden pierwia-
stek wielokrotnosci nieparzystej.

24. Jezeli nviadome sa nverysikie pienviastki rzeczywiste rdwnania
f'(x) = 0, to fatwo mozna znale$¢ wszystkie pierwiastki rzeczywiste réwnania

f(x) —O.
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Niech a, b, ¢, ...,d beda, tymi pierwiastkami rzeczywistymi réwna-
nia f'(x) —Q ktorych wielokrotnos¢ jest nieparzysta, i przyjmijmy, ze
a<b<c ...< d Poniewaz wkazdym z przedzialdw

m-Co,a a b boc...;d+ <y,

funkcyja f(x) albo wcigz wzrasta, albo wcigz maleje, przeto tatwo sie dowie-
dzie¢, w ktérym z tych przedziatéw przypada pierwiastek réwnania f(x)~ 0,
a w ktérym niema pierwiastka. Wskutek tego bedziemy wiedzieli ilo$¢ wszyst-
kich pierwiastkw rzeczywistych rdwnania f(x) — 0, a dla kazdego z nich be-
dziemy mieli dwa krance, oddzielajagce go od innych pierwiastkéw, jezeli one
istnieja. .

Jezeli w przedziale a, b przypada pierwiastek, to, dzielgc ten przedziat na
dowolng ilo$¢ nowych przedziatéw, mozemy sie dowiedzie¢, w ktérym mianowi-
cie z tych ostatnich przedziatdw pierwiastek sie znajduje; otrzymamy wiec dla
niego krance wiecej zblizone, niz pierwotne a i b. Podobnie postepujac dalej,
bedziemy coraz wiecej zblizali krance dla szukanego pierwiastka i mozemy
otrzymac¢ jego warto$¢ przyblizong z bledem, nieprzewyzszajagcym dowolnie
wzietej liczby, jakkolwiek matej.

25. Przyktaa 1 OznaczyC iloS¢ pierwiastkow rzeczywistych rowna-
nia stopnia parzystego

1) £2'+ px+ q— 0.

Jezeli strone lewg tego rownania nazwiemy f(x), to réwnanie f'(x)~ 0
ma jeden tylko i pojedyriczy pierwiastek rzeczywisty

/ nYZ'I-l
2n) ‘
Mamy wiec tu do rozwazenia dwa przedziaty:
—od, 4, a,+ od;
w kazdym z nich funkcyja f(x) albo WwEigz wzrasta, albo wcigz maleje.

[ AT R

tak iz, jezeli np. f(a) > 0, to wtedy

2n

( 9 <0
\ 2n) 2n—1 '
czyli

albo, oznaczywszy strone lewg tej nierdwnosci przez I,
R <0.
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Rozwazy¢ nalezy nastepujace przypadki:
1) kiedy R<0, wtedy
/(--00)=:+ 00, /(a;>0, /(+-0)-+ 00,

t. j. rownanie (1) nie ma pierwiastka rzeczywistego.

2) kiedy R —Q wtedy rownanie (1) posiada jeden tylko pierwiastek rze-
czywisty; jest on dwukrotny, jezeli obie liczby: p i g sg rézne od zera.

3) kiedy R >0, wtedy réwnanie (1) posiada tylko dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste, a kazdy z nieb jest pojedynczy.

25 Przyk#ad 2. Oznaczy¢ ilo$¢ pierwiastkOw rzeczywistych réwna-
nia stopnia nieparzystego *
2 x2+Hl+p x g~ 0.

Jezeli strone lewg tego réwnania nazwiemy f(x), to réwnanie f(x) = Q
ma tylko dwa i pojedyncze pierwiastki rzeczywiste roznigce sie znakiem, wra-
zie gdy liczba p jest ujemna; nazwijmy je wtedy a i hiniech aCb. Jezeli
wiec w rownaniu (2) spdtczynnik p jest ujemny, to wypadnie nam rozwazac
przedziaty

—o00, a a, b, b + oo

Jezeli wprowadzimy oznaczenie

to przekonamy sie, ze wrazie:

1) kiedy R <0, to f(a)~>Q f(b)<Z Q tak iz réwnanie (2) ma trzy rézne
pierwiastki rzeczywiste, z ktorych kazdy jest pojedynczy.

2) kiedy R —O to jedna tylko z dwu wartoscif(a) if(h) jest réwna zeru,
i rownanie (2) posiada wszystkiego dwa rozne pierwiastki rzeczywiste, z ktorych
jeden jest pojedynczy, a pozostaty dwukrotny — jezeli obie liczby: p i q s3
rozne od zera.

3) kiedy R+>Q tof(a) <CQ f(b)*> O i réwnanie (2) posiada jeden tylko
pierwiastek rzeczywisty.

27. Przyk#ad 3. ROwnanie

rp N2
"ATfray o A2 7570

ma tylko jeden pierwiastek i’zeczywisty, jezeli n jest liczbg nieparzysta; jezeli
za$ n jest parzyste, to rdwnanie wcale nie ma pierwiastka rzeczywistego.—Przy-
pusciwszy, ze to ma miejsce dla pewnego n, mozna tatwo sie przekonaé, ze ma
to rowniez miejsce dla wartosci n o jednos¢ wiekszej.

25 »rzyveaaa o Dowiedzieé sig, ile pierwiastkow rzeczywistych po-
siada rownanie

f(x) = x*— 7x2+ 5x — 1—0.
Réwnanie pochodne

. f'(x) = x*—28x+ 1= O
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posiada dwa pierwiastki rzeczywiste (art. 25); oznaczmy je przez a i &i przyj-
T T ¥ ze «;>& —Azeby okresli¢ znaki wartoscif(a) if(b), napiszmy tozsamos¢

5f(x) — xf'(x) — — 212+ 20— 5,
z ktérej wynika
5f(a) — — 21a2+ 20ii— 5,
5f(b) = — 21b2+ 20b—5.

Z tego zas, wzigwszy pod uwage, ze rownanie
—21r2+ 20k—5= 0

nie posiada pierwiastkOw rzeczywistych, wnosimy, ze obie wartosci f(a) i f(b)
sg ujemne. Wiedzac to, tatwo okaza¢, ze rdwnanie dane ma tylko jeden pier-
wiastek rzeczywisty, pojedynczy i wiekszy od b.

§ VI. PRZYPADEK, KIEDY ZMIENNE x | f(x) SA ZESPOLONE.

29. W tym paragrafie wrocimy do przypuszczenia, ze spotczynniki funkcyi
f(x) = AXn+ ANXmn+-eee+ A

sg jakiekolwiek, rzeczywiste lub zespolone, i ze zmienna niezalezna otrzymuje
wartosci zespolone.

Wezmy dwa uktady spotrzednycb. Jeden z nich, XY, bedzie nam stu-
zyt do przedstawiania zapomocg punktdw rozmaitych warto$ci zmiennej x,
a drugi, UV, do przedstawiania odpowiadajgcych wartosci funkcyi f(x), tak iz
kazdemu punktowi %na pierwszej ptaszczyznie odpowiada jeden i tylko jeden
punkt / na plaszczyznie drugiej. Jezeli punkt x porusza sie po jakiejkolwiek
krzywej ciggtej x x' x", to jednocze$nie punkt / opisuje pewng odpowiadajaca
krzywg //'/", rowniez ciggta, gdyz dwu nieskonczenie bliskim punktom krzy-
wej XX1x™ odpowiada¢ winny dwa nieskoriczenie bliskie punkty krzywej f f f .

Wmiare zmieniania sie rx w sposéb ciagly wedlug krzywej x x'x'\
od x do x", mod f(x) bedzie sie zmieniat takze w sposéb ciggty i nako-
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nie¢ dosiegnie wartosci modf(x"), ktérg mozna wyznaczy¢ wedtug wzoru wiado-
mego. Co sie za$ tyczy drugiego argumentu funkcyi f(x), odchylenia, to on,
oczywiscie, takze bedzie sie zmieniat w sposob ciagty, jezeli wylgczymy wartosci
zmiennej x, przy ktorych funkcyja f(x) staje sie rowng zeru. Odchylenie bo-
wiem wartosci zero jest nieoznaczone, tak iz, przy przejsciu zmiennej x przez
takg wartos¢, moze zachodzi¢ przerwa ciaggtosci odchylenia funkcyi f(x). Azeby
unikng¢ takich przypadkéw, przyjmiemy nadal, ze posrod punktow krzywej
x x"x" niema takiego, w ktorymby odpowiednia warto$¢ funkcyi f(x) byta
rowng zeru.

Wyznaczenie wartosci odcli f(x") przedstawia, wogdle moéwiac, wiecej
trudnosci, niz wyznaczenie wartosci modf(x"), i zwykle wymaga roztrzasac¢
szczeg6lnych. Odchylenie bowiem jakiejkolwiek liczby zespolonej zawiera
w sobie, jak wiadomo, dowolng wielokrotnos¢ liczby 2n.  Lecz, jezeli za po-
czatkowa warto$¢ odchf(x) w punkcie x przyjmiemy pewng jedne z nieskoncze-
nie wielu owych wartosci, rdznigcych sie o wielokrotnos¢ 2n, to natenczas
wszystkim juz nastepnym wartosciom zmiennej x na krzywej xx' x" beda odpo-
wiadaty zupelnie okreslone wartosci odchf(x). Jakoz, kazdemu nieskonczenie
matemu poruszeniu sie punktu x odpowiada nieskonczenie mata zmiana warto-
§ci odchf(x), a catkowity przyrost odchylenia, odpowiadajacy skoriczonemu
poruszeniu sie punktu x na krzywej xx'x", moze by¢ uwazany jako suma nie-
skoriczenie wielkiej ilosci nieskoriczenie matych przyrostkéw tego odchylenia.

Wielokrotnos¢ liczby 2n, zawarta wwartosci odchf(x"), zalezy od postaci
krzywej x x'x", a wyznaczenie tej wartosci przedstawia owe trudnosé, o ktorej
wyzej wspomnielismy.

30. Réznice odchf(x") — ocftbf(x), wyznaczong w tym przypuszczeniu,
iz zmienna x, zmieniajac sie w spos6b ciaglty, przechodzi przez wszystkie pun-
kty krzywej x x'x" od x do x", nazywa¢ bedziemy odchyleniem krzywej
xx'x" wzgledem funkcyi f(x), a dla skrocenia oznacza¢ jg bedziemy
przez odclij(xx"'x"), gdzie znak / oznaczacza funkcyjg f(x). Samo sie przez sie
rozumie, ze linija x x'x" moze by¢, w przypadku szczegdlnym, prosta lub famana.

Z okreslenia odchylenia krzywej wynikajg wprost nastepujgce wiasnosci
symbolu odchj(x x'x"J:

1) . Jezeli poczatek krzywej przyjmiemy zaj¢j koniec, a koniec za pocza-
tek, to odchylenie, nie zmieniajgc swej wartosci bezwzglednej, zmieni swoj znak;
a zatym

odchy(xx' x") — — odchf (x" x' x).

2) . Odchylenie krzywej x x'x", ztozonej z duu krzywych, jest réwne su-

mie odchylen kazdej z nich, t. j.

odchy(ir X1x") — odch f(x x") + odcli r(x' x"),
3) . Odchylenie krzywej zamknietej, t. j. takiej, ktorej poczatek i koniec

razem sie z sobg schodza, nie zalezy od tego, ktory punkt przyjelismy za jej po-
czatek; np.

odch f(x x'x" x"'x) = odchj(x' x"x™ x x") =. odch f(x" x"" x x'x").
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4) . Odchylenie kazdej krzywej zamknietej jest 2ku, gdzie k jest liczbg
catkowitg, dodatng lub ujemng, albo zerem.
5) . Jezeli krzywa zamknieta abca (fig. 2) rozdzielimy na clicie czesci,

a punktypodziatu b i cpotgczymy z sobg krzy-
wg dowolng cclb, to

odch/{obca) = ocieli/(abdwa) + odch/(bedb).
Podobnie

odch /(abca) — odch/(ab¢la) + odch/(bedb) A-
+ odch/(cadc),

it d

6) . Jzzeli funkcyja, wyznaczajgcaf(x),
jest iloczynem dwu innych funkcyj, f\(x)
i U(x), to

odch/(ab) — odch/,(ab) + odch//ab),

jakakolwickby byta krzywa ab.

Biorgc pod uwage ciggtos¢ funkcyj utamkowych (por. art. 19), wnosimy,
iz wszystko powyzej powiedziane o odchyleniu krzywej ma miejsce rowniez
w tym przypadku, kiedy zamiast funkcyi catkowitej f(x) wezmiemy jakgkolwiek

funkcyjg utamkowg , pod warunkiem jednak, zeby ani <f(x), ani ty(x) nie

stawaty sie roéwne zeru w zadnym punkcie rozwazanej krzywej. Wskutek
tego, ktadac

mamy, pod warunkiem wypowiedzianym,
odch/(ab) = odch ~(ab) — odch th(ab).

3l. W celu wyjasnienia powyzszego, przytoczymy tu przyktad, w ktd-'
rym wyznaczenie odchylenia nie przedstawia zadnej trudnosci.
Przyktad. Majgc funkcyjg catkowity

f(x) =zxn+ a + bi,

w ktorej a i b sg liczbami rzeczywistymi, chcemy wyznaczy¢ odchylenie luku
xx"' na okregu kota, nakreslonego z poczatku sp6trzednych promieniem r.
Ktadgc
X —Tr(cosa+ isina),
f(x)=u + iv,
znajdujemy
u= rncosna. + a, V= rnsinna.-{-b;
skad
uU—nj2+ («— —
Bibl. mat.-6r., S. IV, T. II. 3
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Powyzsze rdwnanie wskazuje, ze wtedy, kiedy punkt porusza sie po okregu
kota 01020 3 4 (fig. 3), nakreslonego z poczatku spétrzednycli promieniem r, to

Fig. 3.

odpowiadajagcy mu punkt/ w drugim uktadzie jednoczesnie poruszac sie bedzie
po okregu kota, nakreslonego z punktu c promieniem r". Oznaczajac za$ kat
UC/ przez [5 widzimy, iz

$=n<x,
Biorgc to pod uwage i zwazajac, ze odchf(x) —/0 U=rQ mozemy tatwo W*
znaczy¢ odchylenie jakiegokolwiek tuku na okregu 0,0 20 0 4 wzgledem funkcyi
f(x). — Np. dla catego okregu znajdujemy:

jezelirn< V a2+ bl, to o0dch/(0OjOjOjC"O,)= Q
jezeli »*">K a2+ b2 to odch/0,0 203040,) ==2nor.

32. Twierdzenie pomocnicze 1. Jezelifunkcyja catkowitaf(x)
dla pewnej wartosci zmiennej niezaleznej, x — a, przyjmuje wartos¢ f(a) rozng
od zera) to zawsze mozna znales¢ taka liczbe h, zeby warto$¢ mod/(a + h) byla
mniejsza od wartosci modf(a).

Przypusémy, ze posrad liczb

f(a), f"@)..../*>k«>...,Ma),

pierwsza, liczac od strony lewej, ktOra nie jest rowng zeru, jest f (M(a); jezeli
Wiec f(a) jest juz rozna od zera, to m— 1. Gdy przez h oznaczymy przy-
rostek dowolny, to

fla+ h)—f(@a)+ 1 7 2 A - + oo

skad, po podzieleniu obu stron przezf(a), otrzymujemy

m I(*+*)_,, AN f nya) . Lo IMmw
K) f(a) - “1.2...m f(a) +i"“ + 1.2...w f(a) *
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Wyznaczywszy moduty i odchylenia spotczynnikéw rozmaitych poteg h na stro-
nie lewej roéwnania (1) i nazwawszy przez E i 6 modut i odchylenie przyrostka
dowolnego h, mamy
1 f*4%) , o, e, 4
TXTTn 7(a) = ma(COS** + rsin

h—E (cos6 + i sin 6).
Wskutek tego, mozna rownanie (1) tak napisac:

NM(a)l—= 1 £c o s +a"+ isin(m(+ @&\
+ E mHrm [*cosN(«J+1)6-4-amt]j +r1 sinawi+1)6+omt+ljJ
+ ...+ EV*jcos(«6 + an + i sin («6 + a,,)J.

Poniewaz odchylenie 6 dotgd pozostawato dowolne, przeto nadajmy mu
wartos¢

0
~— m 4
a jej odpowiednie wartosci odchyled (ar + 1)6 + am®, .., , w6+ a,, 0znaczmy
wez tp,,». ., w takim razie

=1—E mrmt+ E mHlrmii (cos<p,+isin'f,) + ...+ EV,,(cos<p, m+isin ,_,,).

Co do modutu E za$ zrébmy przypuszczenie, ze

Vrm
skad marny

) 1—E™Vm>0,

a wedhttg ostatniego rdwnania jest

moda Ma 1 PR e BT x4 E ).

Lecz z drugiej strony, jezeli przyjmiemy, ze E, procz nieréwnosci (2), czyni
jeszcze zado$¢ nieréwnosci

gdzie k oznacza jakgkolwiek liczbe dodatng, a 1 jakgkolwiek liczbe, nie mniej-
szg od najwiekszej z liczb r,,,+1, rm#2, . . ., 1,, tO

P 1+ ...+ E" < kJ
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To wskazuje, iz wystarcza przyjaé
K™ rm,
aby istniata nierdwnos¢
modf(a +.h) < modf(a).

A wiec, dla wszystkich wartosci h takich, ze

AN

odchA= ~ =
m

a mod h nie jest wiekszy od mniejszej z dwu liczb

Fig. 4.

Oznaczmy przez R takg liczbe dodatng, zeby cala krzywa zamknieta
abeda (fig. 4) znajdowata sie wewnatrz okregu kota, nakreslonego z poczatku
promieniem R, i, kfadac

f(x) ==Ax"+ A#"-1-f ., . + A,
modA = a, modA, a,,...,
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"wyznaczmy wartosci:
L, = »«R"~1+ (n— 1)«|RNe + ...,
t :.n(n—21) b, 2, (n—N(h—2) BM3,
= — . Y 2

M2 w K | [, N S LK e

L,= a.

Wowczas, oznaczajac przez L jakakolwiek liczbe dodatrig, nie mniejszg od
kazdej z liczb L,, L2,...,L,, w kazdym punkcie x na linji ahcda, albo
wewnatrz niej, bedg miaty miejsce nastepujgce nierbwnosci:

modf'(x) ~ L, mod~ y < L,..., mod/ 2" n L.

Poprowadzmy na ptaszczyznie sp6trzednych uktad linij prostych, réwno-
legtych do osi odcietych, z ktorycliby kazda od bezposrednio sasiednich byta
oddalona niewiecoj niz na

V2(k + LY

i drugi uktad prostych, rdwnolegtych do osi rzednych, zado$é czynigcych podo-
bnemu warunkowi. Wskutek tego, pole, ograniczone krzywg ahcda, podzieli
sie na pewng ilos¢ elementéw, pol skfadowych, jak rnsc, Imnrit. d. Roz-
patrzmy jeden z takich elementdw, np. pole Imnr; to, co o polu tym powiemy,
bedzie sie stosowa¢ do innych.

Jezeli x i x + h sg dwiema wartosciami zmiennej x, odpowiadajagcymi
dwu punktom na ptaszczyznie spotrzednych XOY, z ktorych pierwszy lezy
wewnatrz prostokatu Imnr, a drugi na jego obwodzie, to ma miejsce nie-
réownosc:

mod [f(x + h) —f(x)] -< k.
Istotnie, poniewaz
mod /*< | Itril+ mnr,

K K
1IT™™\/2(k+ by mn?\/2(k +Ly
to

mod/i<itTL;

Xa tej zasadzie, zwazywszy, ze liczba L jest mniejszg od kazdej z liczb

mod f'(x), mod-—
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wnosimy, iz warto$¢ modutu wielomianu
hf(x) + ~ f"(x)+ ... +r £--fW (x)

jest mniejsza od k, czyli
mod [f(x + h) —f(xj\ < K.
Zestawiajac te nierownos¢ z dwiema nieréwnosciami
mod f(x) mod/(x 4-h)>rk,

wynikajagcymi z zatozenia, widzimy, ze punkt/, przedstawiajgcy na ptaszczyznie
spétrzednych UOY wartosci funkeyi f(x), znajdzie sie albo na, albo zewnatrz
okregu kota, zakreslonego z punktu O, jako s$rodka, promieniem rownym Kk,
a wszystkim punktom, lezagcym na obwodzie Imnr, odpowiada¢ bedg punkty,
lezace jednoczesnie zewnatrz owego kota i wewnatrz okregu kota, zakreslonego
z punktu/, jako $rodka, promieniem k. Innymi stowy, linii tamanej zamknietej
Imnrl odpowiada pewna zamknieta krzywa / 1/2/3/1, cata zawarta wewnatrz
pola ABCDA. To dowodzi, ze odchylenie linii Imnr jest réwne zeru; gdyz przy
ruchu ciggtym punktu/ po krzywej /,/2/3/, kat /,O0U, zmieniajgc sie takze
7w spos6b ciagly, nie moze powieksza¢ sie lub zmniejsza¢ o 2it, tak iz, gdy
punkt /,, przeszedszy catg dtugos¢ krzywej /, J\f 3f,, powrdci do swego stano-
wiska poczatkowego, kat /,0U dosiegnie takze swojej wartosci poczatkowej.

Na zasadzie jednej ze wzmiankowanych wyzej wiasnosci odchylenia
jakiejkolwiek krzywej, mamy

odch/(abcda) = £ odch/(Imnrl),

gdzie znak sumy na stronie prawej rozcigga sie na odchylenia obwodéw wszyst-
kich pol sktadowych. A poniewaz, na mocy powyzszego, dla kazdego obwodu
Imnrl mamy

odch/(Imnrl) — 0,
przeto

odch/(abcda) — 0,
pzego nalezato dowiesc.

34. Twierdzenie pomocnicze 3. Jezeli mamyfunkcyjg catkowi-

ty stopnia n-tego,

f—AX,+ AxgY- ...+ A,
jezeliprzez a oznaczymy dowolng liczbe dodatna, nie mniejszg od kazdej z liczb
mod A,, mod A2,...,modA,,

a przez k dowolng liczbe dodatng mniejszg od mod A, to, zakresliwszy okoto
poczatku spétrzednych krzywg zamknietg C/O~C/0,, jakiegokolwiek ksztattu,
lecz takg, zeby odlegtosé kazdego jej punktu od poczatku spotrzednych byta

1+ -j/, bedziemy mieli
odch/O 1 O30 /)= 2m.
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Wezmiemy pod uwage funkcyjg utamkowa
f i i

_ N 1 —_—

F= <H A +A11X * ...+A,,Xn,,

i wyznaczmy odchylenie krzywej C*0003C"O, (fig. 5) wzgledem funkcyi ¥(x),
Przyjawszy — = vy, za-

uwazymy, ze dowolnie wy-
branemu punktowi x odpo-
wiada punkty, lezacy po dru-
giej stronie osi odcietych tak,
iz kat 0,0k = — O, Oy,
a odlegtos¢ Oy— ~ . Dla-
tego, gdy punkt x, porusza-
jac sie w sposéb ciagty, opi-
suje krzywa 0j030j0 40,
w kierunku strzatki, to od-
powiadajagcy mu punkt vy
opisze krzywg B, B3B3B4B,
wkierunku przeciwnym, aje-
go odlegtos¢ od poczatku O,

zgodnie z zatozeniem, bedzie
N

weiad < d_:)_{'(.
Oznaczywszy przez < funkcyja
= A+ Ay+ ... +A,y"
ktéra zalezy od nowej zmiennej y, mamy
odchF(OAO,0*0,) — odcli(B,B3B3B4B)),

gdyz wartos$¢ funkcyi F w punkcie x na krzywej 0,0.4 30 40, jest rowna war-
tosci funkcyi tp w odpowiadajgcym punkcie y na krzywej B1BaB3B4B). A nad-
to wiadomo, ze jezeli

mod < - —
y a+ u

to

mod 9p(y) > mod A —K;
wskutek czego, na mocy 2-go twierdzenia pomocniczego, wnosimy, ze
odcli~(B,B2B3B4B,) ==0.

A zatym takze
odchF(0,0203040 1) = 0,

albo, co wychodzi na jedno,
odch/O A OAO.)—odclixi(©iO000Dj)= 0.
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Stad za$, gdy oczywiscie

odctixn(0,0/)))(0,) = 2m,
otrzymujemy

odcli/(0.0400.0,) = 2m,
c. n. d.

§ VII. PIZRWSZY DOWOD ISTNIENIA PIERWIASTKA.

35. Twieedzenie. Kazde rownanie jakiegokolwiek stopnia, ze spot-
czynnikami lub rzeczywistymi zespolonymi, ma pierwiastek, rzeczywisty albo
zespolony.

Istotnie, oznaczywszy przez f(x) strone lewg réwnania danego,

f(x) =0,

spostrzegamy, ze posrdd wartosci, jakie otrzymuje liczba dodatna mod f(x), od-
powiednio do wszelkich mozebnych wartosci zespolonych zmiennej niezaleznej x,
istnieje jedna najmniejsza. Ta najmniejsza warto$¢ odpowiada pewnej warto-
Sci skonczonej zmiennej x, gdyz, z powiekszaniem sie liczby x do cc, warto$¢
mod x wzrasta takze do cc. Niech wiec a oznacza te szczeg6lng wartosé
zmiennej x, dla ktérej modf(x) otrzymuje warto$¢ najmniejsza.

Jezeliby przypusci¢, ze modf(a) > 0, to natenczas, wedtug 1-go twier-
dzenia pomocniczego (art. 32), moznaby znales¢ takg inng wartos$¢ a -j- li zmien-
nej niezaleznej, dla ktdrej miataby miejsce nieréwnos¢

mod/(h + h) < modffa).
Lecz to przeczyloby przypuszczeniu, ze modf(a) jest mozebnie najmniejszg
wartoscig modf(x)\ a zatym
modf(a) — O,
a liczba a jest pierwiastkiem réwnaniaf(x) — 0.

VIII. DRUGI DOWOD ISTNIENIA PIERWIASTKA.

3(5. Majac funkcyja catkowitg
f(x) = Axn+ A *F1+ AX“2+ ...+ A,

oznaczmy przez a i K toz samo, co w 3-im twierdzeniu pomocniczym (art.
34, t. .

przez k dowolng liczbe dodatng, mniejszg od wartosci mod A,

przez a dowolng liczbe dodatng wiekszg od kazdej z liczb: mod A,
mod A2, ..., mod AB,

a procz tego, przez m oznaczmy liczbe dodatng, catkowita, nie mniejszg

od wartosci 1+ y Odtézmy tak na osi odcietych, jak i na osi rzednych, od

i -
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poczatku spotrzednych w obie strony, po m jednosci, a przez tak wyznaczone
punkty poprowadzmy dwa uktady prostych, réwnolegtych odpowiednio do osi
rzednych i odcietych. Skrajne z tych linij (t. ], w-te od poczatku) utworzg
kwadrat, ktéry nazwijmy ABCD.

Poniewaz odlegtos$¢ kazdego
punktu na obwodzie kwadratu

ABCD od poczatku spétrzednych Ty
nie jest mniejsza od 1+ o prze-
to, na mocy 3-go twierdzenia po- ¢ ¢
mocniczego (art. 34), mamy no "
odch/ (ABCDA) = 2m. ot x
Jezeliby sie zdarzyto, Ze na 0

jednej z 4m — 2 prostych, dziela-
cych kwadrat ABCD, funkcyja
f(x) stawalaby sie réwng zeru, to
wtedy nie bytoby potrzeby dowo-
dzi¢ istnienia pierwiastka. Przy-
pusémy wiec, ze to nie zachodzi;
w takim razie zwazmy, ze

odch JABCDA)="V odch/(ghedg), Fig. 6.

gdzie znak sumy na stronie lewej
rozcigga sie na obwody wszystkich 4»t2 kwadratow takich, jak gbed; a zatym

2 odch/(gbedg) — 2m.

Stad wnosimy, ze posréd 4m- kwadratow takich, jak gbed, znajduje sie
przynajmniej jeden taki, iz odchylenie jego obwodu jest rézne od zera. Niechze
to bedzie kwadrat ghed; przyjmujemy wiec, ze odchylenie jego obwodu jest 2/cs,
gdzie k oznacza pewng liczbe catkowita, rézng od zera.

Wartosci modf(x) wewnatrz kwadratu gbed i na jego obwodzie nie moga
by¢ wciaz wieksze od dowolnie wzietej liczby dodatnej, gdyz w takim razie,
wskutek 2-go twierdzenia pomocniczego (art. 33), mielibysmy

odch/(gbedg) — 0O,

co przeczy tylkoco zrobionemu przypuszczeniu. A wiec znajduja sie wewnatrz
pola gbed dowolnie mate wartosci modutu funkcyi f(x).

Podzielmy kazdy z bokéw gb i gd np. na dziesie¢ rownych czesci i przez
punkty podziatlu przeprowadzmy dwa uktady prostych, réwnolegtych do osi
spétrzednych, azeby pole gbed roztozy¢ na sto mniejszych kwadratdéw, takich
jak glmn. Jezeliby sie zdarzylo, ze na jednej z poprowadzonych teraz linij
funkcyja f(x) staje sie réwng zeru, to nie mielibySmy potrzeby dowodzi¢, ze
pierwiastek istnieje. Przypus¢my wiec, ze to nie zachodzi; w takim razie

odch/(ghedg) — £ odch/(glmng),
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a wskutek tego
2 odchj(glmng) — 2bl,

gdzie znak £ rozcigga sie na obwody wszystkich stu kwadracikéw, wchodzacych
wsktad kwadratu abccl.

Ostatnie rdwnanie wskazuje, ze posréd stu kwadratéw, takich, jak glmn,
znajduje sie przynajmniej jeden taki, iz odchylenie jego obwodu nie jest rowne
zeru. Niech to bedzie kwadrat glmn, i przypusémy, ze

odchf(glmng) — 2k'n,

gdzie k' oznacza liczbe catkowitg, rézng od zera. A wiec znajduja sie we-
wnatrz pola glmn dowolnie mate wartosci modutu tunkcyi f(x).

Rozumujac dalej w podobny sposéb, otrzymamy oczywiscie: albo pierwia-
stek na jednej z prostych, ktore wypadnie prowadzi¢, albo bedziemy sie nie-
ograniczenie zbliza¢ do pewnego punktu a takiego, iz wartos¢ modffa) bedzie
mniejsza od dowolnej liczby, jakkolwiek matej, innymi stowy, bedziemy sie
nieograniczenie zbliza¢ do takiego punktu a, iz modf(a) = 0. Liczba a bedzie
pierwiastkiem danego réwnaniaf(x) — 0.

Istnienie pierwiastka jakiegokolwiek rownania przedstawia twierdzenie
zasadnicze algiebry wyzszej.

Pierwszy d’Alembert dat dowodzenie istnienia pierwiastka! Po nim na-
lezy zaznaczy¢ dowodzenia Ewier’a, Lagrange’a, a szczegdlniej dowodzenia
Gauss.™» i Cauchy’ego. Pierwszy z wytozonych tu dowodéw podat Cauchy,
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8 I. ROZKEAD FUNKCYIl CAEKOWITEJ NA CZYNNIKI LINIJOWE,
O DZIELNIKACH FUNKCYJ CALKOWITYCH.

37. Udowodniwszy dla jakiegokolwiek réwnania istnienie pierwiastka,

zajmiemy sie teraz wyprowadzeniem wnioskow, jakie z tego wynikaja,
Niech f(x) przedstawia jakgkolwiek funkcyja stopnia «-tego,

f(x) = Ax*+ A*—1+ ...+ A,,

a liczba «, niech bedzie jej pierwiastkiem. Funkcyjgf(x) jest podzielna przez
X s—a,; oznaczywszy iloraz przezf xx). bedziemy mieli

f(x) z=(x — a,)f,(x).
Funkcyja f tx), stopnia («— I)-go, posiada pierwiastek. Nazwawszy go aa,
bedziemy mieli tozsamos¢

f\(x) = (x — th)fi(x),
w ktérej f2(x) oznacza funkcyjg catkowita, stopnia (u— 2)-go. Podobnie po-
stepujac dalej, otrzymamy nowe tozsamosci:

f2x) = (x — a3 f3(x),

fn-i(x) = (x— an fn(x),

w ktdérych a3, at, ... sg liczbami statymi, za$ f3(x),j\(x), ... funkcyjami
catkowitymi stopnia odpowiednio (n — 3)-go, (n — 4)-go, .... ktatwo tu zau-
wazy¢, ze w wyrazeniu kazdej z funkceyj/,(%4),f2(x), . .. spolczynnikiem naj-

wyzszej potegi zmiennej xjest liczba A, tak iz ostatnia funkcyjaf in(x), be-
dac stopnia zero, jest réwna A.
Z powyzszych tozsamosci wynika
f(x) —A(x—a,) x—ai) ... (x—a,,),

CO Wyraza nastepujaco twierdzenie.
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Twierdzenie. Kazda funkcyja catkowita stopnia n-go jest réwna
iloczynowi n czynnikéw linijowych postaci x — a, pomnozonemu przez spolczyn-
nik najwyzszej potegi zmiennej x w wyrazeniu tej funkcyi.

Taki rozktad funkcyi na czynniki linijowe moze by¢ wykonany w jeden
tylko spos6b. Jakoz, przypusciwszy, iz jest mozliwg tozsamos¢

Ax—anp(x—a2 ... x—a)=B(x—06,)(x—Db2...(x—Db,),

wnosimy wprost, iz posrod liczb b2, ... znajduje sie liczba a,, gdyz stro-
na prawa, a wiec jeden z jej czynnikdw jest zerem przy x = a,; niech np.
al= bl. Dzielgc obie strony przez x — a,, otrzymamy nowg tozsamos¢

Ax—ald(x—a3d.. " (x—a,)= B(x—b) (x—3&) ... (x—Db,),

ktéra wskazuje, ze posrod liczb b2, b3, ... znajduje sie liczba a.. 1 t. d,
W ten spos6b przekonywamy sie, ze liczby
"2) M32e*ejlh
moga od liczb
b\, b2 b2, ...,bn

roznic¢ sie tylko nastepstwem, a nadto, ze spotczynniki B i A sg sobie rdwne.
38. Z réwnosci

f(x) — A(x—<a,)(x—a,) C gx— an
widoczna, iz funkcyja f(x) staje sie rowng zeru tylko przy néstepujqcych war-
tosciach zmiennej x:
0— jeeey i
a poniewaz ich jest n, przeto rdwnanie stopnia n-go f(x) — 0 nie moze mie¢
wiecej niz n pierwiastkow.
Tylko w tym przypadku, kiedy wszystkie liczby
, $2,... ,an

sg rozne od siebie, réwnanie f(x) — 0 ma istotnie n pienviastkow; w przypad-
ku przeciwnym ilo$¢ pierwiastkbw réwnania jest mniejsza od n. — Jezeli sie
zdarzy, ze wszystkie liczby a,, a2, ..., an sg sobie réwne, to wtedy réwnanie
f(x) — 0 ma tylko jeden pierwiastek. Wogble, przypusciwszy, ze posrod liczb
a, a2, ...,a, jest

a liczb a,
P » b
X 7 |,
gdy juz kazde dwie z liczb a, b, ... ,1 sg rézne od siebie, mozemy napisac

f(x) = A(x— a)a(x — B&... (x— D)}

Wtedy czynnika—a nazywa si¢ a-krotnym czynnikiem funkcyi f(x),
czynnik x — b jej p-krotnym czynnikiem i t. d.
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Oczywiscie, ze to okreslenie wielokrotnosci czynnikéw linijowych funkcyi
f(x), wychodzi na toz samo, co okre$lenie podane w art. 16-ym.

Przypomnimy, ze pierwiastek a nazjwva sie a-krotnym pierwiast-
kiem réwnania f(x) = 0, a wrazie gdy «="1 pierwiastkiem poje-
dynczym. —

Jezeli przyjmujemy tv rachube wielokrotno$¢ kazdego pierwiastka, to ilos¢
wszystkich pierwiastkéw réwnania f(x) — 0 jest réwna jego stopniowi, gdyz
afp--...--X=n.

39. Wykonawszy mnozenie, otrzymujemy
A(Xx—aj)(x—a2) eee(®—an = Axn— A a*yY-Arar"-2—... +(—I1)PAE,,,
gdzie, przez skrocenie, wprowadziliSmy oznaczenia:

2, —dA+ a2+ a3+ ...+ a,,
E2= a,a2+ a,a3+ ...+ g

Poniewaz wyrazenie ostatnie jest tozsamosciowe réwne wyrazeniu

AK'+ A1+ AZK' 2+ seet+ A,
przeto

t. j. wogole
v = (

dla wszystkich wartosci wskaznika m, od jednosci do n.

Rownania te wyrazajg zwigzki, zachodzace miedzy pierwiastkami réwna-
nia ijego spétczynnikami, i dajg mozno$¢ napisania rownania, gdy jego pier-
wiastki sg dane.

Wskazujg tez one, ze, jezeli wszystkie pierwiastki rownania sg rzeczywi-
ste i dodatne, to ani jeden spotczynnik w réwnaniu nie jest réwny zeru, a kaz-
de dwa spotczynniki sgsiednie sg roznego znaku.

40. Przypusémy, ze wszystkie spotczynniki w réwnaniu f(x) =
rzeczywiste; wtenczas ono albo nie ma pierwiastkéw zespolonych, albo ich ilos¢
jest parzysta. W ostatnim przypadku pierwiastki zespolone grupujg sie para-
mi, po dwa sprzezone, ktdrych wielokrotnos¢ jest takaz sama.

Podanie to, ktore wypowiedziat d’Alembert, udowodniliSmy juz w art.
17-ym; ono staje sie prawie oczywistym (art. 6), jezeli przyjmiemy na uwage
rozktad funkcyif(x) na czynniki linijowe.

Przypusémy, ze rownanie f(x)~ 0 posiada jedne, albo kilka par pier-
wiastkow zespolonych sprzezonych, i wezmy pod uwage jedne takg pare,

ai—P +3gi, a% p — qi.
lloczyn odpowiadajgcych im dwu czynnikéw linijowych

0 sg
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(x—rt) (x—a2d — (x—p)2+ g2

przedstawia funkcyjg stopnia 2-go ze spotczynnikami rzeczywistymi, ktdra po-
zostaje dodatng przy wszelkich warto$ciach rzeczywistych zmiennej x; tak, iz
zamiast kazdej pary czynnikéw linijowych zespolonycli mozemy napisa¢ jeden
czynnik stopnia 2-go, ktory zawsze jest dodatny. Stad wynika, ze kazda funk-
cyja catkowita ze spétczynnikami rzeczywistymi rozktada sie na iloczyn czynni-
kéw linijowych stopnia 2-go ze spétczynnikami rzeczywistymi, a przytym moze-
my przyjaé, ze kazdy z czynnikOw stopnia 2-go jest dodatny przy wszelkich
warto$ciach zmiennej niezaleznej.

Taki rozkiad funkcyi catkowitej jest dogodny w przypadku, kiedy chce-
my unikng¢ liczb zespolonych.

Przy jego pomocy, tatwo sprawdzi¢ twierdzenie, udowodnione w art.
21-ym.

41. Funkcyja catkowita <f(x), ktéra dzieli bez reszty inng funkcyja cat-
kowitg f(x), nazywa sie jej dzielnikiem.

Oczywiscie, ze, jezeli nie bedziemy zwraca¢ uwagi na czynnik staty, kazdy
dzielnik funkcyi f(x) jest iloczynem czynnikéw linijowych, wchodzacych do
rozktadu funkcyi f(x). Jezeli wiec mamy rozkiad funkcyi f(x) na czynniki
linijowe, to mozemy wypisa¢ wszystkie mozebne dzielniki t¢j funkcyi, poczyna-
jac od linijowych, a koriczac na samej funkcyif(x).

Istotnie, kladac

f(x) = A(x—a,) (x—a2 m..(x—an
i tworzac wszelkie mozebne iloczyny m czynnikow sposrdd funkcyj linijowych
@C~~CN\j] @ r2y*e. s Ctfiy

otrzymamy wszystkie mozebne dzielniki stopnia m-go funkcyi f(x). llos¢ ta-
kich dzielnikéw jest réwna ilosci kombinacyj z n elementéw po m. Bedg one
wtedy tylko roznymi dzielnikami, kiedy wszystkie pierwiastki o,, a2, ... ,an
sg rézne; w przeciwnym razie ilo$¢ dzielnikow stopnia m-go bedzie mniejsza.

Majac dwie funkcyje catkowite, F (x) if(x), i dane wszystkie czynniki lini-
jowe kazdej z nich, mozemy wypisa¢ wszystkie dzielniki sp6lne tych dwu funk-
cyj, a wiec i najwiekszy ich spoiny dzielniki

Wyrazenie najwiekszego spolnego dzielnika moze by¢ otrzymane inaczej,
bez pomocy czynnikdw linijowych danych funkcyj, wedtug wiadomego sposobu
Euklidesai Dlatego, wyznaczenie wszystkich spélnych dzielnikdw dwu funkcy;j
sprowadza sie do roztozenia najwiekszego spolnego dzielnika tych funkcyj na
czynniki linijowe.

Jezeli najwiekszy spoiny dzielnik dwu funkcyj Y(x) if(x) jest jednoscia,
to takie funkcyje nazywajg sie pierwszymi wzgledem siebie; natenczas
rownania $?(x) — 0 i f(x) — O nie majg pierwiastka spolnego.

Wogole, jezeli najwiekszy spoiny dzielnik dwu funkcyj F(x) i f(x) jest
funkcyja stopnia m-go, ktérg oznaczmy przez D, to dwa rownania

F(4>= 0, f(x)= 0
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majg m pierwiastkdw sp6lnych, czynigcych zado$¢ réwnaniu stopnia w-go
D=z0;
z tych pierwiastkOw niektore mogg by¢ rowne sobie.

Podobne uwagi moznaby zrobi¢ o trzech, czterech i t. d. réwnaniach.
42. Znajdziemy najwiekszy spoiny dzielnik funkcyi

f(X) = Axn+ AN 1+...-{- A,
i jej pochodnegj
f'(x) = nAX=1+ (n— DAXB 2+ .;.+ A, i
w przypuszczeniu, ze rozktad funkcyi f(x) na czynniki linijowo jest dany,
mianowicie
f(v) = A(x —a)a(ie—bj? ... (x—
gdzie kazde dwie z liczb a, b, ... ,1 sg rdzhe od siebie.
W tym celu, nie biorgc pod uwage wielokrotnosci czynnikéw linijowych,
napiszemy powyzsze réwnanie tak;

f(x) = A(x—«,) (x—ar) ... (x—an.

Wstawiajagc w obu stronach x + h zamiast x, a strony tak otrzymanej réwno-
Sci dzielgc przez strony poprzedniej, bedziemy mieli:

f("‘(})AWI-F_ )( 'l_A U X—aj

Obie strony tej tozsamosci s funkcyjami catkowitymi wzgledem h; spétczynni-
ki przeto jednakowych poteg li sg sobie réwne. A gdy

fox + h)y=fx)+y F'(x)-F~" £ (x) +...,

zatym spotczynnik pierwszej potegi h na stronie lewej poprzedniej tozsamosci jest

f(x)
f(x) °
a na drugiej
« c @ A Qn
jest wiec
$2=-5-4+-5-+ ...+ -L .;
f(x) x—a x—a2 X —a,

Przyjmujagc na uwage wielokrotno$¢ pierwiastkow, mozemy te réwnosé tak
napisac:

m IM — + i X =
14 f6) ~X- a”"x~b™ . A x-V

ktadac zas, przez skrocenie,

x—a(x—Db)...(x— D= <
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i mnozac obie strony rownosci (1) przez

f(x) = A(x—a/-1(x— bfi~x...(X — 9fx),
otrzymamy

- f-*-p S+ | *SI+ - e +3a}

Dla ostatecznego roztozenia funkcyi f'(x), nalezatoby otrzymac rozktad
funkcyi catkowitej

na czynniki linijowe. Lecz dla naszego celu, dla odnalezienia najwiekszego
spélnego dzielnika funkcyj f(x) if'(x), dostatecznym bedzie, gdy dowiedziemy,
ze do tego rozkiadu nie wejdzie zadna z funkcyj linijowych
X—a, X—b,...,x —I,
czyli, innymi stowy, ze funkcyje f(x) i \>X) sg pierwsze wzgledem siebie. Ja-
koz, jezeliby te dwie funkcyje miaty spoiny dzielnik linijowy, np. x — a, to
mielibySmy ty(a)~ 0, czyli
(a—b)y(a—c)... (@a—DhH= 0,
co niemozebna, gdyz liczba a jest rdzng od liczb b, ¢, ... ,1.
Zestawiajac z sobg dwa wyrazenia:

f(x) = A(x—a)a(x—hbs$...(x~—D"
f(x) = A(x—a)ar(x—b$1l... (x—J*1

i biorac pod uwage, ze funkcyje f(x) i <) sg pierwsze wzgledem siebie, wno-
simy, ze najwiekszy spoiny dzielnik funkcyif(x) ijej pochodnej f ’(x) jest

(x —a)a~*(x —b)$~l ... (x — )"~I.

Tym sposobem dochodzimy do nastepujgcego twierdzenia.

Twierdzenie. Najwiekszy spoiny dzielnik funiccyi catkowitej f(x)
i jej pochodnej f'(x) jest iloczynem wszystkich roznych czynnikéw linijowych,
wchodzacych do rozktadu f unkeyi f(x), wzietych w potedze ojednosé nizszej od
tej, w jakiej one wchodzg do rozktadu funkcyi f(x).

JWniosek 1 m-krotny pierwiastek rownaniaf(x)= 0 jest (m—1)-krot-
nym pierwiastkiem rownaniaf'(x) = 0.

W niosek 2 Azeby réwnanie f(x) = 0 nie miato ani jednego pierwia-
stka wielokrotnego, jest warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby funkcyje
f(x) if(x) byly pierwsze wzgledem siebie.

§ M. O PIERWIASTKACH WIELOKROTNYCH.

43. Twierdzenie. Jezeli rbwnanie stopnia n-ego f(x)=0 ma pier-
wiastki wielokrotne, to rozwigzanie jego mozna sprowadzi¢ do rozwigzania
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jednego lub kilku réwnan, majacych tylko pierwiastki pojedyncze i bodgcych
stopnia nizszego niz n.

Oznaczmy przez X, iloczyn wszystkich roznych czynnikow linijowych
pojedynczych, wchodzacych do rozktadu funkcyif(x), przez X 2iloczyn wszyst-
kich réznych czynnikéw, linijowych dwukrotnych i, wogdle, przez X miloczyn
wszystkich réznych w-krotnych czynnikdw linijowych. Jezeli za$ sie zdarzy,
ze posrod czynnikéw linijowych funkcyi f(x) niema >-krotnych, to przez Xa
bedziemy rozumiec¢ jedno$¢. Przyjmijmy jeszcze, dla uproszczenia, ze spétczyn-
nik najwyzszej potegi zmiennej x jest jednoscig. Mamy wiec rdwnos¢

f(x) — X, XazX,3...X,I,
w ktorej m oznacza najwiekszg wielokrotno$é réznych pierwiastkéw rownania
danego.

Oznaczymy przez D,, D2, ..., Dm najwigksze spélne dzielniki, utworzo-
ne w taki sposob:

D, dla funkcyi f(x) i jej pochodnej f(x),

D* » D, n D,,
d3 ” d2 ” d;,
.......................................................................................................... 9

Dm n Dffl-1 ) Dm. i

Otrzymujac za$, na mocy twierdzenia art. 42-go, oddzielne wyrazenia kazdej
z tych funkcyj, wypiszmy je wraz z powyzszym wyrazeniem funkcyif(x): m
f(x) = XtXt*X;33...X mm,
D|= X2XgS...Xg"11,
D2= X3XA..X m-%

llo$¢ tych réwnan jest okreslona przez to, ze ostatni spoiny dzielnik jest jedno-
Scig; na nim przerywa sie odszukiwanie funkcyj D. Lecz ilos¢ tak otrzyma-
nych réwnan réwna sie ilosci niewiadomych funkcyj Xt, X2, ..., X m; wiec
wszystkie moga by¢ stad otrzymane, i oto w jaki sposéb.

Podzielmy kolejno: funkcyjgf(x) przez D,, funkcyjg D, przez D2, i t. d.;
oznaczywszy ilorazy otrzymywane odpowiednio przez U,, U2, ..., bedziemy
mieli:

Ui— X, X2...Xm
ua= x2x 3..*Xm, ,

8tad widzimy, ze funkcyjg Ut jest podzielna przez U2, funkcyjg U2 przez U3,
i t. d.; uskuteczniajac dzielenie otrzymujemy:
LLbI. SV, T. Il 4
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Uik oou2_v ., oumj_v. o T
Takimto sposobem otrzymujemy wyrazenia wszystkich funkcyj X ,, X 2,..., Xm,
a mozemy zauwazyC, ze otrzymujemy je zapomocg zwyczajnego dzielenia
algiebraicznego.
Rozwigzanie wiec réwnania f(x) = 0 sprowadza sie do rozwigzania na-
stepujacych rownan;
Xj—0, X2—0,... ,Xm= 0.

Pierwsze z nich okre$la wszystkie pierwiastki pojedyncze, drugie okre$la
wszystkie pierwiastki dwukrotne i t. d.

Jezeliby sie zdarzyto, ze rownanie f(x) = 0 nie ma pierwiastkéw poje-
dynczych, to wtedy mielibySmy X, = 1, i nie moznaby napisa¢ rownania
X, = 0. Toz samo mozna powiedzie¢ o pierwiastkach dwukrotnych i t. d.

44, Pbzyk#ad. Dowiedzie¢ sie, czy rownanie

X9— X7—4xe+ 6x5— 12x3+ 16x2(-8x —16= 0

posiada pierwiastki wielokrotne.
Najwiekszy spoiny dzielnik dwu funkcyj:

f(x) = X9— x7— 4x9+ 8x5— 12k3-f 16x%2-j- 8x — 16,

f'(x) = 8x7— 7xa— 24x9+ 30x*— 36%2+ 32x + 8
jest

D, = x*—4x2+ 4
najwiekszy spoiny dzielnik funkcyj
D,=.-r4—4x2-\-4, D, = 4x3— 8x
jest
D2= #2— 2
nakoniec, najwiekszy spoiny dzielnik funkcyj
D2= x*—2, D2= 2x
jest
D3= 1.

Wskutek tego, mamy

U,=a4—x3+ 2x —4, IT2= a2—2, Ua—x2— 2,
a stad

X,= x2—x+ 2, X2 1, X3—x2—2.
A wiec rownanie dane posiada dwa pierwiastki pojedyrcze, zado$¢ czynigce
réwnaniu
X2—xX+ 2= 0,
i dwa trzykrotne, zados¢ czynigce réwnaniu
*2— 2= 0,
tak, iz mozemy napisac:
f(x) = (x2— 2)3(x2—x + 2).
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8 Ill. ROZKLAD FUNKCYl ULAMKOWEJ NA ULAMKI NAJPROSTSZE.
45. Z rozkiadu funkcyi catkowitej na czynniki linijowe wynika, jako
m\Whiosek, rozktad funkcyi utamkowej na utamki najprostsze («czgstkowe»).
Zauwazymy naprzdd, ze jezeli w wyrazeniu funkcyi utamkowej I:—stopieﬁ
licznika jest wiekszy albo réwny stopniowi mianownika, to zapomocg zwyczaj -
nego dzielenia algiebraicznego mozna roztozy¢ funkcyjg —tirt sume dwu innycli

funkcyj, z ktorym pierwsza bedzie catkowita, a druga utamkowa z licznikiem
stopnia nizszego od stopnia mianownika. Samo sie przez sie rozumie, ze takie
roztozenie jednym tylko sposobem uskutecznione by¢é moze.

Wezmiemy pod uwage takg funkcyjg utamkowa

A

PQ’
ktorej mianownik jest iloczynem dwu funkcyj catkowitych, pierwszych wzgle-
dem siebie, a stopied licznika F jest nizszy od stopnia mianownika PQ.

Zauwazmy, ze, zapomocg zwyklego dzielenia algiebraicznego, mozemy znate$¢
dwie funkcyje catkowite X i Y, zado$¢ czynigce réwnosci

QX+ PY = 1L
Rozwazajac zas te funkcyje jako wiadome, otrzymujemy

IL_ X Y
PQ~P + Q;

J? FX FY

PQ P+ Q'
Oznaczajac przez E i A cze$¢ catkowitg i reszte, wynikajace z podzielenia
funkcyi F X przez P, a przez H i B cze$¢ catkowitg i reszte z podzielenia
funkcyi F 'Y przez Q, mozemy poprzedzajacg rownosc tak wyrazic ;

a wiec

P K A B
pq-E+h+p+q-
Lecz, wedtug zatozenia, funkcyjg F nie przedstawia czesci catkowitej: wiec
suma E + H jest tozsamosciowo rdwna zeru; wskutek tego
.Z —A B
PQAP+Q
gdzie A i B sg funkcyjami catkowitymi stopni odpowiednio nizszych, niz funk-

»m 'm;
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F
Rozkfad funkcyi utamkowej p4|'|wed’rug poprzedzajgcego wzoru jest
r

mozebny w jeden tylko sposdb. Istotnie, jezeli przypuscimy, ze istnieja dwie
funkcyje A' i B' stopni odpowiednio nizszych niz funkcyje P i Q, a takie, iz
ma miejsce rownos¢
JF _ A" B1
PQ“ P + Q 7
to wtedy ma takze miejsce rdwnosé
A B_A B
P + Q [ P + QII
z ktoréj otrzymujemy
(A—A)Q= (B'—B)P.
ddy zas funkcyje P i Q sg pierwsze wzgledem siebie, przeto z ostatniej réwno-
Sci wynika, ze funkcyja A — A’ jest podzielna przez P; a ze nadto obie funkcy-
je A i A, a wiec i ich roznica, sa nizszego stopnia niz funkcyja P, zatym ro-
znica A — A’ jest tozsamosciowo réwna zeru, t. j.
A'= A
wskutek tego, rowniez i
B'=B.
A wiec nie mozna przypusci¢, ze funkcyje A'i B' roznig sie od funkcyj A i B.
Z tego wynika nastepujace
Twierdzenie pomocnicze 1 Kazda funkcyja utamkowa, nie za-
wierajgca w sobie czesci catkowitej, majaca jako mianownik iloczyn divu funkcyj
Pi Q, pierwszych wzgledem siebie, moze by¢ przedstawiona jako suma dwu
utamkow, ktorych mianownikami sg funkcyje P i Q, a licznikami funkcyje
stopni nizszych niz odpowiednie mianowniki; taki rozktad funkcyi utamkowej

moze by¢ uskuteczniony w jeden tylko sposob.
46. Przykkad. Roztozy¢ funkcyjg

X
(x2+ 5) (x3--x—1)¢

Rozwijajac stosunek dwu czynnikow mianownika na utamek ciagty, znajdziemy

W+ K—1 16

*  1+4*+]
przedostatni utamek zblizony («redukt») jest
16 _ 4a2—x — 16 _
X 4x—1 4x-N-1 7
jest wiec
(x3+ x — 1) (4a? — 1) — (4a;2— x — 16) @2+ 5)= 81,
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skad
81 _4x—1 4x2—x—16
(x2+ 5 (x3+ x —1) x2+5 X3+ x—1
Pomnozywszy obie strony przez x i oddzieliwszy czesci catkowite w wyrazach
na stronie drugiej, otrzymamy
81x _—x—20 xR+ 20a—14
(x2+ 5) (x3+ x — 1) X2+ 5 X3+ x —1

Mozna to otrzymac inaczej. Kladac

X _ax2+ a,a+ «@ , bx-\-b{
(x3+ x — 1)(x2+ 5)“ x3+x—1 + x2+5°

gdzie a, a,, a2 b, i 6, oznaczajg szukane spdtczynniki liczebne, i znoszac mia-
nowniki, otrzymamy

X— (a§-b)x* + (a, + bt)x3+ (5a+ a2+ b)x2+ (5at—b+ bx -f 5a2— b,.

Wskutek za$ przyrownania spotczyunikéw jednakowych poteg x po obu stro-
nach, mie¢ bedziemy na wyznaczenie wprowadzonych pieciu spotczynnikéw
liczebnych uktad pieciu réwnarn :

a+ b—o,

«i + fti=;0,

ba+ «2+ b= 0,

S5cdf —b b= 1,

Sat— —0
z ktorych znajdziemy:

a—by = B BiT- & M g
47. Kazda funkcyja utamkowa

.
PQR...T"’

ktorej licznik jest stopnia nizszego niz mianownik, a ktérej mianownik jest
iloczynem kilku funkcyj P, Q, R, ..., T, pierwszych wzgledem siebie, rozkta-
da sie na sume utamkow

2 A B D
POQOR ... T* P+ QT """} T~

w ktérych A, B, ... przedstawiajg funkcyje catkowite stopni nizszych niz
odpowiadajace im mianowniki.

Taki rozktad moze by¢ uskuteczniony w jeden tylko sposob. — Opiera sie
on na kolejnym stosowaniu twierdzenia, udowodnionego w art. 45-ym.
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Przyktad. KI’adQC

/14 72 _a-\ray + n%r b+ bx c
e xIx—D2(x + 2) ~ a3 h(x—iy +x+ 2’
mozemy wyznaczy¢ wszystkie spotczynniki a, a,, ... w spos6b nastepujacy.

Mnozac naprzéd obie strony réwnosci (1) przez x3(x— 1)2(x + 2),
otrzymamy

72= (a+ acB+ a™d (x— D2 (x + 2) + x3FP((X),

gdzie 9 oznacza pewng funkcyja catkowitg. Z tej réwnosci widoczna, ze
reszta z podzielenia funkcyi

(a+ acc+ aip?) (x—1)2(x+ 2)
przez x 3jest 72, Dzielac za$ funkcyjg (x — $)2(x + 2) przez x3 otrzymujemy
reszte — 3+ 2; a wiec reszta z podzielenia iloczynu
(a+ aer+ Oja (— 3+ 2)
przez o3jest 72, Tworzac istotnie te reszte, otrzymujemy rdwnosé
(— 3«, + 2a2)x2— (3a—2axyx +2a— 72,

Z ktorej wynikajg rownania

3a, — 2, — O,

3a— 2a, — 0,

2a= 72,
a Znieb
a= 36, a, = 54, a2=81.
Pomnozywszy obie strony réwnosci (1) przez x3(x — 1)2(x + 2), mozemy
podobnie otrzymany wypadek tak przedstawic :
72= (b+ by)x3(x + 2) + (x — 1)2<d>(*)
gdzie oznacza pewng funkcyjg catkowitg. Stad widoczna, Ze reszta z podzie-
lenia funkcyi
(b+ by)x3(x + 2)
przez (x—1)2 jest 72; a gdy reszta z podzielenia funkcyi a3(e+ 2) przez
(x—1)2 jest 10ce— 7, przeto reszta z podzielenia iloczynu
6+ 6,+)(10ce— 7)
przez (x — 1)2jest 72. Uskuteczniwszy istotnie dzielenie, otrzymujemy
(106 + 136,)x — 76 — 106, = 72;

stad

105 + 136, = O,

76+ 106, = — 72,
v >"'iiig0 - :

6= 104, 6= -80.
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Azeby, nakoniec, wyznaczy¢ warto$¢ spotczynnika ¢, zauwazmy, ze z po-
dzielenia funkcyi cx3(x—1)2 przez x + 2 jako reszte otrzymamy 72; a wiec

of—2)3(—2— 1)2= 72,
c= — 1

Tym sposobem otrzymujemy nastepujgcy rozkiad danego utamka:

72 36+ 54%+ 81w 104 —80x 1
XIAx—N2(x + 2) X3 x—1)2 X+ 2

48. Twierdzenie pomocnicze 2. Kazdgfunkcyjg utamkowa po-
staci F , Nie zawierajacg czesci catkowitej, mozna roztozy¢ na sume m skia-

dnikow, wedtug wzoru:

F A A A3 AR
ym Jm.ym: fyme2 oo YT
gdzie A, A,, A2, ..., A, i przedstawiajg funkcyje catkowite, stopni nizszych

nizf; taki rozktad moze by¢ uskuteczniony w jeden tylko sposéb.
Jakoz, podzielmy funkcyjg F przez f; cze$¢ catkowita oznaczmy przez Q,
a reszte przez A; bedzie wiec
F-/Q+A.

Nastepnie podzielmy funkcyjg Q przez /; iloraz nazwijmy Q,, a reszte A,;
a wiec bedziemy mieli

Q=/Qi d-A,.
Dzielagc dalej w podobny sposob przez funkcyjg /, otrzymamy szereg nastepu-
jacych tozsamosci:

Ql —/% 4"-A2

Y2 —JQ3+ N3]

Qm=3=/Qm_2 4'Am-2,
Qm—2— Ama,
ktorych ilos¢, wogdle méwiac, jest m — co wynika z nastepujacej uwagi.
Poniewaz stopien funkcyi F jest nizszy od mn, gdzie n przedstawia sto-
pien funkcyi /, przeto

stopien funkcyi Q jest nizszy od (m— 1)n,

] v Qi i- n » (m 2)n ,
a a Q24 a a (w 3)n,
)N AaQm—2 4 a a A»

tak iz nie bedziemy mogli funkcyi Q,,,_2 dzieli¢ przez /, i na niej musimy dzia-
fanie zakonczy¢. Lecz moze sie wydarzy¢, ze juz wczesniej trzeba bedzie za-
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przesta¢ dzielenia, jezeli ktéra$§ z poprzednich funkcyj Q, jest stopnia nizsze-
go od .
Dzielagc powyzej otrzymane tozsamosci przez YI', f m-l, , otrzy-
mamy
F Q_ A

y>/» fm=1 ' ysns

Jt-Jk , Al

yVa—1 ym—2 "yIw—15

Q=3 Q-2 i Ana

/* "’"“7“+-—p-—’
Q=2 Ami
fo~~f~"

Stad za$, wskutek dodania i zniesienia w obu stronach wyrazéw jednakowych,
otrzymamy zadany rozktad funkcyi

Nalezy jeszcze udowodni¢, ze taki rozktad moze by¢ dokonany w jeden
tylko sposob. Jest to prawie oczywiste. Jakoz, przypusémy, ze istniejg
dwa rozktady,

A_N i i | Am—

fm fm zZ™1 N

F_B B, , Bm,

Jm  jm 7 pn— y >
w ktdrych stopien kazdej z funkcyj B, B,,.. ., Bm.i, rownie jak i stopien
kazdej z funkcyj A, A,, ... ,Am., jest nizszy niz stopien funkcyi /. Od-
jawszy je od siebie, otrzymamy,

A. B|A —B,, Ami—B,, i
Jm i|* prr1 t eeeH -y T —o0;

czyli, po pomnozeniu obu stron przezfm,
A—B+ (Aj—B,)/-f (Aa—Ba)/2+ ... =0.

Ta za$ rownos¢ wskazuje, ze réznica A — B jest podzielna przez/, a gdy obie
funkcyje A i B sg stopnia nizszego od n, przeto ma miejsce tozsamos¢

B= A.
Wskutek tego, poprzednig rowno$¢é mozna napisac tak:
A - B, + (A - B2/+ (A,- B3P +...=0,
z ktérej bezposrednio wynika, ze

B,=A,.
Podobnie dalej Bj = A3,it. d.
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Zauwazymy tu jeszcze, ze w szczegOlnym przypadku, kiedy f= x — a,

rozktad funkcyi E&E-E-a)_ wedtug powyzszego wzoru wychodzi na jedno z roz-
ktadem funkcyi F wedtug wzoru Tayior’a.
Przyktad.
x b _ —x—1 X+ 3 _ x—2

(x2+ x + 1)3 (x2+ x + )3 (x2-fFx+ 1)2 x2-fx 1°'

49. Niech bedzie funkcyja utamkowa ktorej czes¢ catkowitg na-
zwiemy E, tak iz J
io)
f(*)~ + /(*Y
gdzie juz stopien funkcyi <p(x) jest nizszy od stopnia funkcyi f(x).

W art. 43-im pokazaliSmy, ze przy pomocy zwyczajnego dzielenia algie-
braicznego mozna wyznaczy¢ funkcyje catkowite X,, X2, X3, ..., stanowigce
iloczyny wszystkich pojedynczych, dwukrotnych, trzykrotnych i t. d. czynnikdw
linijowych, wchodzacych do rozktadu funkcyi f(x). Przypusémy, zeSmy istotnie
wyznaczyli wszystkie te funkcyje, ze wiec mamy

f() — X, Xa2XB. .. Xm

Poniewaz kazde dwie z funkcyj X,, X2, X3, ..., X,,, S§ pierwsze wzgledem
siebie, przeto, na mocy 1-go twierdzenia pomocniczego (art. 45), mozemy uta-

mek vy przedstawié tak :

'f(xX) _ b(x) , b(x) , b(x),
@ >K5—xr X 4 XB+ eee’
gdzie cp,0K), fXxj. . .. oznaczajg funkcyje catkowite stopni odpowiednio niz-
szych niz X,, X22, X33,.... Taki rozkiad jest jeden tylko mozliwy, a jezeli
sie zdarzy, ze jedna z funkcyj X, np. X,, jest tozsamosciowo rowna 1, to wtedy
x)— 0.

Dotychczas nie potrzebowaliSmy wyznacza¢ pierwiastkbw rédwnania
f(x) rr 0; ale jezeli, nie zadawalniajac sie rozktadem dopic¢roco otrzymanym,
zechcemy roztozy¢ dang funkcyja na utamki jeszcze prostsze, to koniecznie po-
trzeba wyznaczy¢ pierwiastki funkcyj X,, X2, ....

Wezmy pod uwage jeden z wyrazéw w rozktadzie (1), np. i)iafx) ; to,

m

0 nim powiemy, bedzie sie stosowal i do wszystkich innych. Oznaczywszy
przez «i, «2, ... ,ai pierwiastki funkcyi X,,,, mamy

XMmM— (x— «,) (x— a2 ...(x — a,),
skad, na mocy 1-go twierdzenia pomocniczego (art. 45),

wH= ) . B ,

X—«@MN (X— a2m " "X (X— aOm’
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gdzie o,(x), dTxdl e oznaczaja, funkcyje catkowite stopni nizszych od m;
taki rozkiad tylko jeden jest mozliwy. Wprowadzajac nastepnie do drugiej
strony ostatniej réwnosci zamiast funkcyj ty,(x), §2(x), ... ich rozktady wedtug
wzoru Tayior’a,

blx) = b(ai)+ — 2 Yi@0 + e».,

h(x) — 'blas) + X 2 C2bI"O

i nazwawszy, dla krdtkosci,
n _ WKPI) o _ "W)a2
h~ 1.2...01 ...h
otrzymujemy
fm(X) __ A , Ai A3 . A>

X, * — (x—a,)m+ (x —a,)"l-1 (x—a™-* ‘*F*N x.__3a,

i i ioB -

(x—ﬂ'ﬂr)"*i(x—aa)"l-li(x—aarr? o a—a2

Jest to wiasnie ostateczny rozktad funkcyi utamkowej na utamki naj-
prostsze.

Stad wynika nastepujgce twierdzenie.

Twiekdzenie. Kazda funkcyja utamkowa postaci

apg. u i '
X—a)y*Xx—bp...x—DNTr
w ktorej a, b, . .. ,1 sg liczbami od siebie r6znymi, moze by¢ roztozona, jednym
tylko sposobem, na sume nastepujacych utamkoéw najprostszych:

to* --a = EH — H-—— I u- Aa-~l
X —a)a(x —bp (x—1Ip (x—aa (x—a)a'!l X a
| B - N 49 b
(x—bp (x—bp 1 X—b

(x—1Ip (x—1Ip 1 X
gdzie A, B, ... ,L, A,, ... oznaczajg liczby state, a E cze$¢ catkowitgfunk-
cyi danej.

50. Woyznaczenie niewiadomych spétczynnikow w powyzszym rozkia-
dzie moze by¢ uskutecznione rozmaitymi sposobami, innymi niz sposéb, wyni-
kajacy z teoryi ogélnej.

Tak np., mnozac obie strony wzoru powyzszego przez iloczyn

(x—aax—bp ... x—1Ip
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i kltadac, dla krotkosci,
X—nhf?2., (x—N1= f(x),
F(xJ—(x—a)a (x m=1jKE =r ®(x),
mie¢ bedziemy
P(x)= [A+At(x—a)+ ...+ Aa_i(a; —a)g~W(x)A-(x — a)aQ(x),

gdzie b(x) przedstawia pewng funkcyjg catkowita, ktdrej wyrazenia nidmaco
wypisywa¢. Podstawmy w obu stronach ostatniej rdwnosci a+ A zamiast x
i roztozmy funkcyje ®(a+ h) i p(a+ h) wedtug poteg li\ otrzymamy

pr<;+yPr«; + Mg« + L
= + A A+ Aak+ . fjp@+y €@+ ~ f"@)+ ...J +ii’lla+ h).

Stad, przyrownywajac spoOtczynniki jednakowych poteg h w obu stronach, wy-
prowadzimy nastepujacy uktad réwnosci:

A<f(a) = P(a),
AMa) + Agi(a) = '),

AXf@) + AP@)+ ~2 A(?"(a) = DY

Aa_, + Aa 3p@+.... + 4 1) — ¢ (a-, Vi
zapomocg ktérych mozna kolejno obliczy¢ wszystkie spotczynniki A, A,, ... ,
Aa_i.— JV podobny sposdb nalezy utworzy¢ réwnania w celu wyznaczenia
grupy spétczynnikéow B, B,, . . ., Byt,it. d.

Pbztkead. Ktadac

27 A A, . Aj B , Bt

x+D3x—2)2_ (x+ N3+ (x+iy " x+ 1" (x—2)2 x—2’
znajdujemy nastepujace réwnania dla wyznaczenia spotczynnikow A, A, i A2,
BiBt:

9A =27, 27B = 27,
9A, — 6A= 0, 27B+27B,=0;
9A2— B6At+ A= 0,
stad
A=3 A =2 A2=1 B=1,B,=—1
51. Jezeli wszystkie spétczynniki w wyrazeniach dwu funkcyj catkowi-
tych F(x) if(x) sa rzeczywiste, a jezeli, procz tego, réwnanie f(x) = 0 ma

jedne albo kilka par pierwiastkdw zespolonych, to do rozktadu funkcyi _-? )' na
J(X
utamki najprostsze, wedtug twierdzenia art. 49-go, wejda oczywiscie liczhy
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urojone. Sume tych utamkow najprostszych, ktore zawierajg w mianownikach
pierwiastki zespolone, mozna przedstawi¢ inaczej, bez liczb urojonych; nalezy
tylko, zamiast czynnikéw linijowych zespolonych, wprowadzi¢ czynniki rze-
czywiste stopnia 2-go (art. 40).

Jakoz, wezmy pod uwage jakikolwiek wyraz na stronie drugiej réwnosci

b (x b
= +Xr+ X4
np. , 1 przypusémy, ze funkcyja X,,, rozktada sie na takie czynniki:

Xm=(x—a)...x—b)(x2+px +q) ... (X2A-rx +59),

gdzie (X— a), ... ,(x —h) sg wszystkie czynnikami rzeczywistymi linijowymi
funkcyi Xm a x2+px + @, ..., X2+ rx + s sg iloczynami jej zespolonych
sprzezonych czynnikéw linijowych; wtedy bedziemy mieli (art. 47)

Imx) . ¥X) . B ¥(x) 4% ]
X,,[ (x—am ~ (x— by (x2+ +px\q)m 77 X2+ X+ S.

Eozwinmy na stronie prawej wyrazy pierwszej grupy wedtug wzoru Tayior’a:

¥ X) A , *Ai , , AL
(X—a)m (x—am (x—a)ml X—a’
gdzie A, A,, ... sa liczbami statymi. — Co sie tyczy wyrazow drugiej grupy,

ktére w mianownikach majg czynniki stopnia 2-go, to roztozymy kazdy z nich
tak, jak byto wskazane w 2-im twierdzeniu pomocniczym (art. 48). A zatym,
bedziemy mieli
b(x) ~ Mn+ N MX+ Nt
(xX2+px + gm  (X2A-px+ gm (X2+px + g)mXx

gdzie M, N, M|,. .. oznaczajg liczby state. — Tak postepujac, otrzymamy
rozktad wyrazu na takie najprostsze utamki, do ktérych nie wejdg
liczby urojone.

Z powyzszego wynika nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie. Jezeli kazde dwie z funkcyj

X—a,...,Xx—b, x2+pxA q,...,X2+ rx+s

sg pierwsze wzgledem siebie, to kazda funkcyja utamkowa @, postaci

(p = L . )
(x~~a)amme (x — bf (x2+px + )X ... (x2-brx] s)¥
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rozktada sie na sume utamkow najprostszych wedtug wzoru :

*CF x—a)a (x—a)
Fo e
AU — +
(x—bf (x—hf-x
A Ma; + N M,x + N,
(x2+px + g (x2+px-\-g)*~I
Pa;+ Q PPK+ Qi ,
(x~A-rxsf’ (x2+ rx + g1
gdzie E przedstawia czes¢ catkowitg funkcyi @, a A, A,, ..., M, N, .. .,
P, Q,... sa liczbami statymi. Taki rozktad moze by¢ uskuteczniony w jeden

tylko sposob; — do niego nie wchodzg liczby urojone, jezeli ich niema w pierwo-
tnym wyrazeniu funkcyi ®.
P rzykt#ad. Kladac
- 27
*(x%j-2)2(x— 13
znajdujemy naprzod
9—5a;+2a;2— 2a:3 9—8x-\-2x2
~ (x2+ 2)2 H (x—D3 ~

a nastepnie,
9 —b5a:+2a;2— 2a:3 5—X 2 —2g;
(x2+ 2)2 ~~(x2+ 2)2" x2+ 2’
9—8# + 232 3 4 2

x—N3 —(x—1D3_ x—NH2+x "1~
tak iz ostatecznie

h— 5 x .2—2zq 3 4 .2
@2+ 2)2~ g2+ 2~ (x~ 13 (x—DH2rx —1°
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ROZDZIAL IV.

O ILOSCI PIERWIASTKOW RZECZYWISTYCH ROWNANIA, ZAWARTYCH MIEDZY KRAN-
CAMI DANYMI. — WARUNKI KONIECZNE | DOSTATECZNE, ABY PIERWIASTKI DWU
ROWNAN BYLY RZECZYWISTE, NIEROWNE | PRZEGSADZAJACE SIE. — TWIERDZENIE
ROLLE'A. — WZOR LAGRANGE’A. — TWIERDZENIE POURIER’GO. — WARUNKI KONIE-
CZNE | DOSTATECZNE, ABY PIERWIASTKI ROWNANIA BYLY RZECZYWISTE | ROZNE.

Tt

§ 1. 0 ILOSCI PIERWIASTKOW RZECZYWISTYCH ROWNANIA,
ZAWARTYCH MIEDZY DANYMI KRANCAMI,

52. Odtad bedziemy wcigz przyjmowali — chyba, ze wyraznie zrobimy
inne zastrzezenie — iz wszystkie spotczynniki réwnania danego sg rzeczywiste
(art. 6).

Niech bedzie réwnanie f(x) — O stopnia w-tego, ktorego pierwiastki

oznaczmy przez at, a®, a3, . .. ,an, i przyjmijmy, ze posréd nich jest m pier-
wiastkow rzeczywistych, mianowicie: a,, n2, ... ,am, pozostale za$ sg ze-
spolone.

Funkcyja f(x) mozemy napisac tak:
f(x) —A(x—a,) x—1a2 ... (x—am F(x),

gdzie A przedstawia spotczynnik przy xn w danym réwnaniu, Ffx) za$ przed-
stawia iloczyn wszystkich czynnikéw linijowych zespolonych, wchodzacych do
rozktadu funkcyiflx). Funkcyja F(x) otrzymuje wartosci dodatne przy wszel-
kich wartosciach rzeczywistych zmiennej niezaleznej x (art. 40).

Nazwijmy przez a dowolng liczbe rzeczywista, nie rbwng zadnemu z pier-
wiastkow ax a2, ... ,am, a przez r ilos¢ tych pierwiastkdw réwnaniaf(x) ~ 0,
ktére sa wieksze od a. Z réwnosci

fla)= A(@a—a,) (@a—a?2 ... (a—anF(a)

widoczna, ze znak wartosci f(a) jest takiz, jak znak liczby A(— I)r.— Taksa-
mo, jezeli przez h nazwiemy jakgkolwiek liczbe rzeczywistg, nie réwng ani a,
ani zadnemu z pierwiastkébw réwnania f(x) — 0, a przez r' ilos¢ tych pier-
wiastkow tegoz rdwnania, wiekszych od b, to znak wartosci f(b) jest takiz, jak

liczb}- A(— I)r'. — A wiec znak stosunku jest okreslony przez (— Dr-r".
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Stad za$, gdy zwazymy, ze bezwzgledna warto$¢ réznicy r — r' przedsta-
wia ilos¢ pierwiastkow rzeczywistych réwnania f(x) = 0, zawartych w prze-
dziale miedzy a i b, dochodzimy do nastepujgcego twierdzenia.

Towierazenie. Przy jakichkolwiek dwu liczbach rzeczyteistych a i b,
wrazié, kledy dwie wartoscif(a) if(b) funkcyi catkowitej f(x), sa tegoz samego
znaku, réwnanie f(x) — 0 posiada parzysta ilos¢ pierwiastkow, zawartych mie-
dzy ai b, t.j. albo anijednego, albo dwa i t. d.; wrazi¢ za$, kiedy wartosci f(a)
i f(b) sg roznego znaku, rownanie f(x) = 0 posiada miedzy a i b nieparzystg
ilos¢ pierwiastkow, t.j. albo jeden, albo trzy i t. d.

Albo odwrotnie:

Jezeli réwnanie f(x) ~ 0 posiada parzystg ilos¢ pierwiastkdéw, zawartych
miedzy a i b, to wartosci f(a) if(b) sa tegoz samego znaku; w przeciwnym za$
razie znaki tych wartosci sg rézne.

"Nalezy pamieta¢, ze w rachubie pierwiastkdw, zawartych pomiedzy a i b,
powinna by¢ uwzgledniona wielokrotno$¢ kazdego z nich: pierwiastek dwu-
krotny liczy sie jako dwa pierwiastki; trzykrotny jako trzy i t. d.; to wypada
wprost z dowodzenia twierdzenia.

Zauwazymy jeszcze, ze powyzsze twierdzenie mozna wyprowadzi¢, jako
whniosek, z twierdzenia art. 21-go.

§ 1. O ROWNANIACH 1 PIERWIASTKAMI RZECZYWISTYMI | PRZE-
GRADZAJACYMI SIE,

53. Jezeli pierwiastki rzeczywiste kazdej z dwu funkcyj F(X) i f(x) sa
pojedyncze i tak roztozone, ze miedzy kazdymi dwoma po sobie nastepujgcymi
pierwiastkami funkcyi F(x) znajduje sie, lecz tylko jeden, pierwiastek funkcyi
f(x), i nawzajem, miedzy kazdymi dwoma po sobie nastepujacymi pierwiastka-
mi funkcyi f(x) znajduje sie, jeden tylko, pierwiastek funkcyi F(x), to naten-
czas bedziemy mowili, ze pierwiastki rzeczywiste dwu réwnan F(x) — 0
i f(x) —0 przegradzaja sie.

JV tym paragrafie wyprowadzimy wskazéwki, przy pomocy ktdrych
w kazdym przypadku szczegélnym bedziemy mogli sie dowiedzie¢, czy dwa
rownania dane majg wszystkie pierwiastki rzeczywiste, od siebie r6zne, a nadto
przegradzajace sie. — Takie dwa réwnania, oczywiscie, albo beda jednakowego
stopnia, albotez stopien jednego bedzie sie réznit o jedno$¢ od stopnia drugiego
z tych réwnan.

54, Twierdzenie pomocnicze 1 Jezeli dwa réwnaniamF(x) — 0
i f(x) — 0, z ktérych drugie, jest stopnia niewyzszego, niz pierwsze, maja wszyst-
kie pierwiastki rzeczywiste, rézne i przegradzajgce sie, i jezeli spdtczynniki naj-
wyzszych poteg zmiennej x w wyrazeniachf unkcyj F(x) if(x) sa dodatne, topo
podzieleniu funkcyi F(x) przezf(x) otrzymamy w reszciefunkcyjg stopnia oje-
dnos¢ nizszego, niz stopien funkcyi f(x), a wszystkie jej pierwiastki bedg rze-
czywiste, rozne i przegradzajace sie nawzajem z pierwiastkami funkcyi f(x)>
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Procz tego, jezeli stopien funiccyif(x) jest nizszy niz funkcyi F(x), to spotczyn-
nik najwyzszej potegi zmiennej x w wyrazeniu reszty jest ujemny.

Oznaczmy przez —f t(x) reszte z podzielenia F (x) przez f(x), przez Q
za$ cze$¢ catkowita.; bedzie wiec

(1) F(x) —f(x) Q —f t(x).

Nazwawszy pierwiastki funkcyj F(x) if(x) odpowiednio a,, a2, ...; bt,62,...,
i przyjawszy, ze one s ustawione w porzadku rosngcym, mie¢ bedziemy
a, <db,< u2<062e++,albo b, a, 62 a2<**e

Ktadgc w réwnosci (1) x=bi, a nastepnie x — Ji+.i, otrzymamy

p(»i)= -/.(), pG+)= -/.(ag.

Stad, zwazywszy, ze wartosci F(6,) i F(6(+) sg réznego znaku, spostrzegamy,
ze wartosci /,(6,) i f(bi+l) sa takze réznego znaku; réwnanie przeto f,(x) = 0
ma przynajmniej jeden pierwiastek, zawarty w przedziale 6,, 64-1. Gdy za$
ilos¢ przedziatow 6,, 62; 6a, 63;... jest o jedno$S¢ mniejsza od stopnia m
funkcyi f(x), zatym rdéwnanie f t(x) — 0 ma conajmniej ur— 1 réznych pier-
wiastkow rzeczywistych, wskutek czego stopien funkcyi f t(x) nie moze by¢ niz-
szy od m — 1. Lecz stopied funkcyi//*) nie moze byé wyzszy od ur — 1; sto-
pieA bowiem reszty jest nizszy od stopnia dzielnika. A wiec funkcyja//*) jest
(ur — 1)-go stopnia.

Pozostaje jeszcze do udowodnienia druga cze$¢ twierdzenia, odnoszaca
sie do tego przypadku, kiedy funkeyja F(x) jest stopnia wyzszego niz fun-
keyja f(x).

Z réwnosci

N(&m) —  F(6m)

widoczna, ze znaki wartosci f,(bnm) i F(6n) sg rézne. Lecz F(6m)-<0, bo
w przedziale bm, -+-00 réwnanie F(x) — 0 ma tylko jeden pierwiastek am+l;
a wiec /,(6m>0. Gdy za$ rdwnanie f,(x) = 0 nie ma ani jednego pierwia-
stka w przedziale bm, -j- 00, przeto /,(-+-0")> 0. To wskazuje, ze sp6tczyn-
nik przy xm~1 w wyrazeniu //aj) jest dodatny, czego nalezato dowiesé.

W przypadku, kiedy funkcyje F(x) if(x) sa tegoz samego stopnia, jest
rzeczg obojetna, czy funkcyjg F(x) dzielimy przez f(x), czytez f(x) przez
F(x); reszty otrzymywane z dzielenia, oczywiscie, bedg miaty spotczynniki je-
dnakowych poteg zmiennej x proporcyjonalne i réznego znaku, tak iz spotczyn-
nik najwyzszej potegi x w wyrazeniu reszty moze by¢ dodatny lub ujemny, sto-
sownie do tego, ktdrg z dwu funkcyj F(x) if(x) przyjmiemy za dzielna.

55. Twierdzenie pomocnicze 2. Niech dwa réwnania: f(x)= O
i f(x) = 0 majg pierwiastki rzeczywiste, rézne i przegradzajace sie, a stopien
rdwnania f(x) = 0 przewyzsza ojedno$¢ stopien réwnania ffx) — 0, spéiczyn-
niki za$ najwyzszych poteg zmiennej x ro wijrazeniach funkcyj f(x) i f,(x) niech
bedg dodatne. Gdy utworzymy nowgfunkcyjg F(x) wedtug wzoru

F(x) =/(®)Q —M\(x),
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tv ktorym Q oznacza jakgkolwiek funkcyjg stopnia pierwszego o dodatnym spot-
czynniku przy x, to wtedy rownanie F(x) — O bedzie miato wszystkie pierwiastki
pojedyncze, rzeczywiste i przegradzajgce sie nawzajem z pierwiastkami réwna-
niaf(x) ~ 0.
Oznaczmy przez n — 1 stopien funkeyi f(x), a przez
n], b2, k3, *ee nn—25 An_i,
Cl, C2J (-3, , Cn—2,

pierwiastki rownan odpowiednio f(x) = 0 ifx(x) = 0, przyjmujac przytym, ze

bi ¢, b2< c2ee. <lbn2"COr2
Z r6wnosci

(i) F(*)= () Q—1(x)
otrzymujemy
F(IM = —/.(*.)

To wskazuje, ze wartosci F(E>,) i/,(0,) sg réznego znaku. Lecz znak wartosci
/,(&,) wyznacza (— I)"-2, a przeto znak wartosci F(5,) wyznacza (— I)"-1.
Zwazmy jeszcze, ze znak F(—oq) jest takiz, jak znak (— I)n; spdtczynnik bo-
wiem przy xnw wyrazeniu funkcyi F(x) jest dodatny. A wiec wartosci F(6,)
i F(—o00) sg roznego znaku. Stad wynika, ze rownanie F(x) = 0 posiada
przynajmniej jeden pierwiastek mniejszy od 5,.

W podobnyz sposob przekonamy sig, ze rownanie F(x) — 0 posiada przy-
najmniej jeden-pierwiastek wiekszy od 9,,_,.

Nalezy jeszcze dowies¢, ze rownanie V(x) = 0 ma po jednym pierwiastku
w kazdym z przedziatéw b,,b2; b2, bs;. . . ;6,_ 2, 6._..

Z réwnania (1) otrzymujemy

F6.)= -/,(6,), F@SH)= -/,(0,+)).
Zwazmy, ze funkcyja f t(x) w przedziale 5,, 0,+, posiada jeden tylko pierwia-
stek C; wartosci przeto /, (bj) i /,(0,+,) sg réznego znaku, a zatym i F(6,)
i F(5,+,) sg takze réznego znaku. To wskazuje, ze funkcyjg F(x) posiada przy-
najmniej jeden pierwiastek w przedziale b,, ft,+,.

Z powyzszego wynika, ze réwnanie F(x) = 0, majac przynajmniej po
jednym pierwiastku w kazdym z n + 1 przedziatdw, utworzonych przez sze-
reg liczb

—o00, b, b2, b3,... b2, Ai—, 4*
i bedac stopnia réwnego ilosci tych przedziatéow, ma w kazdym z nich po je-
dnym pierwiastku.

Uwaga. Taksamo mozemy sie przekonaé, ze funkcyja F,(ir), utworzona
wedtug wzoru

F.(a) —f(x) + Qfi(x),
bedzie miata wszystkie pierwiastki pojedyncze, rzeczywiste i przegradzajace
sie z pierwiastkami funkcyi f x(x).
Bibl. mat.-fiz., S. IV, T. Il 6
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56. Twierdzenie pomocnicze 3. Jezeli dwa rownania; f(x) = 0
i ft(x)= 0 posiadajg pierwiastki pojedyncze, rzeczywiste i wzajemnie przegra-
dzajace sie, ijezeli utworzymy funkcyja F(x) wedtug wzoru

F(x) = Af(x) + Bf,(x),

gdzie A i B sg jakimikolwiek liczbami rzeczywistymi, to wszystkie pierwiastki
rownania F(x) =.0 beda pojedyncze, rzeczywiste i przegradzajace sie tak
z pierwiastkami réwnania f(x) = 0, jak i z pierwiastkami réwnania /, (x) =. 0.

Przyjmujemy, ze stopien n funkcyi f(x) nie jest nizszy ocl stopnia funkcyi
f,(x), i oznaczamy przez b, i J,+\ dwa po sobie nastepujgce pierwiastki funkcyi
f(x). Z réwnan

B = 8/,(b), Wi+i)= B/ (bi+l)

widoczna, ze wartosci F(E) i F(6,+,) sq roznego znaku. Stad wynika, ze w kaz-
dym z n— 1 przedziatéw: b,, b2; bi} b3; . .. b,, réwnanie F(x) — 0 po-
siada po jednym pierwiastku pojedyriczym. Innymi stowy, wszystkie pier-
wiastki réwnania F(x) — 0 sg pojedynicze, rzeczywiste i wzajemnie sie przegra-
dzajg z pierwiastkami réwnania f(x) = 0.

Toz samo stosuje sie do pierwiastkow rownan F(x) = 0 i f,(x) = 0, je-
zeli ostatnie z tych rownan jest n-go stopnia.

Jezeli funkcyja F(x) jest wyzszego stopnia niz funkcyja f,(x), to nalezy
jeszcze okazaé, ze miedzy kazdymi dwoma po sobie nastepujagcymi pierwiastka-
mi funkcyi F(x), np. miedzy c, i c,+i, znajduje sie jeden pierwiastek funkcyi
/,(x); gdyz tylko wowczas bedziemy przekonani, ze pierwiastki funkcyj F(x)
i f,(x) istotnie sie przegradzajag.— Gdy wartosci/(c.) i/(c,+,) sg roznego znaku,
przeto z réwnan

0— A/(c,) + B/(c,),
0= A/(eit)) -f 6/,(6,+,)

widoczna, ze wartosci/,(c,) i/,(c,+,) sg takze roznego znaku. A zatym, w kaz-
dym z przedziatéw c,, c2; ca, ¢3; . .. funkcyjaf,(x) ma po jednym pierwiastku
pojedynczym, c. n. d.

57. Twierdzenie 1 Majgc dwiefunkcyje catkowite: F(x) i f(x),
stopni odpowiednio n-go i (n— 1)-go, ze spotczynnikami dodatnymi w pierw-
szych wyrazach, podzielmy funkcyja F(x) przez f(x) i oznaczmy cze$¢ catkowi-
tg ilorazuprzez Q, a reszte przez—A(x); podzielmy nastepnie funkcyjg f(x)
przez fi(x), cze$¢ catkowita oznaczmy przez Q,, a reszte przez—f2(x),i t. d.,
dopdki w reszcie nie otrzymamy liczby stalej. Azeby pierwiastki dwu réwnan:
F(x) = 0 i f(x) — 0 byly pojedyricze, rzeczywiste i przegradzajgce sie, potrze-
ba i wystarcza: popi¢rwsze, zeby stopniefunkcyj f(x), f(x), f2(x), . . . stopnio-
wo sie o jedno$¢ zmniejszaly, i powtorne, zeby spdtczynniki najwyzszych poteg
zmiennej X w wyrazeniu kazdej z f unkcyj f(x), f2(x), f3x), ..., fn Ax),
byty dodatne.
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Wypiszmy wszystkie tozsamosci, wynikajgce z wykonania wzmiankowa-
nych dzielen:
LW x)=40xNe -M x),
f(x) =/iC™rQi— A(x),

fn-s(x) =fn-i(x)Q,,_s fn—ij

i zastosujmy kolejno do kazdego z nich pierwsze twierdzenie pomocnicze. Ta
drogg bezposrednio przekonywamy sie, ze stopnie funkcyj f,(x), f2(x), ... sg
odpowiednio: n—2, n—3, ..., oraz, ze spodlczynniki najwyzszych poteg
zmiennej X sa dodatne.

Dla udowodnienia, iz owe warunki sga wystarczajgce, zauwazmy naprzod,
ze spotczynniki zmiennej x w wyrazeniach funkcyj linijowych Q, Q,, Q2, ... s3
oczywiscie dodatne; nastepnie, wypisawszy poprzednie réwnosci w porzadku
odwrotnym:

fn—=b(X) —f 2 Qn—=2 fn—i}

fn—X) —/n3(M™MQn_3 f n—AXj,

)=1(x)Q,—f(x),

zastosujemy do nich kolejno twierdzenie pomocnicze drugie. Spostrzezemy, ze
kazde dwie po sobie nastepujace funkcyje:
fns(x), /,-i(x), . .., f(x), F(X)

majg wszystkie pierwiastki pojedynhcze, rzeczywiste i nawzajem sie przegra-
dzajace.

Uwaga. Jezeli dwie funkcyje: f(x) i F(x) sa jednakowego stopnia, to,
podzieliwszy jedne z nich przez drugg i oznaczywszy reszte przez f(x), na mo-
Cy pierwszego i trzeciego twierdzenia pomocniczego wnosimy, ze dwa réwnania:

f(x) — 0, F(x)= 0
tylko wtedy bedg posiadaty wszystkie pierwiastki pojedynhcze, rzeczywiste
i przegradzajace sig, kiedy wszystkie pierwiastki réwnan

f(x)~ 0, f(x) =0
sq pojedyncze, rzeczywiste i przegradzajace sie. — A wiec, przypadek, Kiedy
funkcyje f(x) i F(x) sa jednakowego stopnia, sprowadza sie w ten sposob do
przypadku, kiedy te stopnie r6znig sie o jednosc¢.

58. Twiebdzenie 2. Majgc idamek ciggly

>

skonczony lub nieskonczony, w ktérym x oznacza zmienng niezalezng, a, b, c,...
sg liczbami statymi rzeczywistymi, kazda zas z liczb a, a,, a2, ... ,c, c,, c2, ...
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jest wieksza od zera, — oznaczmy przez Fn(x), @...(x), albo, krécej, przez P,,, Q,
licznik i mianownik n~go wktamka zblizonego* Pierwiastki kazdej pary réwnan e
P». Oi P«-i= Q Q,—O0i QH-i= 0, P,—Oi Qn— O sa pojedyncze,
rzeczywiste r przegradzajgce sie.

Istotnie,
P, = ax + b, Q = 1
P2= (a,x + bt) (ax + b) — ¢, Q2— anx + b,,
P3= (ax + b2 P2 ¢c,P, Q3— (aipcf-h2 Q2— ¢, Q,
i wogdle

Pi— (Xn—iX's bn—ij Pn—i  cn—2Pn-,

Qn Ctn—IX -j- bn—I) Qqn—1 Cn—2Q,i_2.

Stad, na mocy twierdzenia pierwszego, wnosimy, ze pierwiastki dwu réwnan:
P,=:0 i P,_i= 0, réwniez jak i pierwiastki dwu réwnan: Q,= 0 i QU 1—O
sg pojedyncze, rzeczywiste i przegradzajace sie.
Azeby dowies¢ tegoz samego dla pierwiastkow rownan P,,= 0 i Q,,—0,
wezmy pod uwage réwnosé
P» —m Pn—Q, = C,

gdzie C jest liczbg stalg, rozng od zera, ktorej wyrazenia niemaco wypisy-
wac. Oznaczmy przez a\, XB,I dwa po sobie nastepujace pierwiastki rowna-
nia Q,=:0. Wedlug ostatniej réwnosci,
P n(Xi) Qn_i(x0 = ¥n(Xi+i) Qn_i(xi+i) — C.
A gdy wartosci Q,,_i(x) i Q,_i(Eci+l; sg réznego znaku, w przedziale bowiem
miedzy Xii xi+H funkcyja Q,n-i(x) posiada jeden tylko pierwiastek pojedynczy,
przeto wartosci P, xi) i VN(x,+,) sg takze r6znego znaku, a zatym miedzy kaz-
dymi dwoma po sobie nastepujgcymi pierwiastkami réwnania Q,, = 0 znajduje
sie przynajmniej jeden pierwiastek rownania P,,= 0. — Taksamo mozemy sie
przekona¢, ze w przedziale miedzy kazdymi dwoma po sobie nastepujacymi
pierwiastkami réwnania P,,= 0 znajduje sie przynajmniej jeden pierwiastek
réwnania Q,,=0.— Widzimy wiec, ze pierwiastki rownan Pn=0 i Q,= 0
wzajemnie sie przegradzaja.
59. Przyk#ad 1. Réwnosé

[/ x2— 1= X - -/
X -\-y x2 J

pi'owadzi do nastepujgcego rozwiniecia funkcyi J/ x2— 1 na utamek ciggty:

VX2— 1= X == - —
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Oznaczywszy przez Y, i U, licznik i mianownik n-go utamka zblizonego,
mamy

Yt—Xx, U, = I,

Y2= 2x2— 1, uU,= 2X,

V3= 4x3— 3Xx, TB= 4x2—1,

Vn— 2#Vn——Vn 2, U,=2xU,_i—U, 2

Kazde z rdwnan
V,=0iU,=0
ma wszystkie pierwiastki pojedyncze, rzeczywiste i przegradzajace sie z pier-
wiastkami odpowiedniego z réwnan
V, i=0i U,—= 0

Précz tego pierwiastki réwnania V,, = 0 przegradzajg sie z pierwiastkami
réwnania U, = 0.

tatwo okaza¢, iz wszystkie pierwiastki réwnania Y, = 0 sg zawarte
w przedziale miedzy — 1 i +1. Wtym celu zauwazymy naprzod, ze

V,,+h)=1 Y,(-1)= (-1)-;
co mozna sprawdzi¢ bezposrednio, zapomocag powyzej wypisanych i-Ownosci.
Nastepnie, przypusciwszy, ze wszystkie pierwiastki rownania V,,_i= 0 s za-

warte miedzy — 1 i +1, postaramy sie udowodni¢, ze wowczas pierwiastki
réwnania V,, = 0 sg rowniez zawarte miedzy — 1 i +1. Jakoz, gdy miedzy
kazdymi dwoma po sobie nastepujacymi pierwiastkami réwnania V,,_i = 0
przypada jeden pierwiastek rownania V, = 0, przeto tylko dwa pierwiastki
skrajne tego ostatniego réwnania, t. j. najwiekszy dodatny i najmniejszy
ujemny, moga sie znajdowa¢ zewnatrz przedziatu — 1, +1. Jezeliby naj-
wiekszy pierwiastek dodatny rownania V»= 0 byt wiekszy od jednosci,
to rownanie owo miatoby w przedziale miedzy -f 1 i + oo jeden pierwiastek
pojedynczy, i liczba V, (+1) bylaby ujemna, co sie sprzeciwia temu, ze
V,(-f1)= 1 Taksamo mozemy sie przekona¢, ze najmniejszy pierwiastek
ujemny réwnania V,,= 0 nie moze by¢ mniejszy od — 1. — Gdy zas$, istotnie,
pierwiastek rownania V|- 0, x — o, jest zawarty w przedziale — 1, -¢.1,
przeto, na mocy powyzszego, wnosimy, ze pierwiastki kazdego z réwnan Ya=0,
V3= 0, ... sa zawarte w tymze przedziale.

Funkcyje V,, i U,, sa znane w teoryi funkcyj kotowych, w ktorej sie do-
wodzi (zob. «Wstep do analizy»), ze

sinfwgrccosa:)
y 1. x2 ’

\7,, = eos(«arc cos;rj,T IJ =

co, zresztg, tatwo sprawdzi¢ zapomocg zwigzkow, istniejgcych miedzy trzema
po sobie nastepujagcymi funkcyjami albo Y» albo U,,,
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Ostatnie wyrazenia funkeyj V,, i U,, pozwalajg nam ponownie przekonaé
sie 0 prawdziwosci tego, coSmy powiedzieli o pierwiastkach réwnan V» — 0
i Un—o.

Ostateczne wyrazenia funkcyj ¥ ,,i U,, sg nastepujace:

2V,,= (2x)n- ~ (2a)"-2+ "N ~ 3 2aA»-*- ¢ -*)(n-5) KN _6+
n(n— 5)(h— 6)(n—7) _
+ 1.2.3.4 A m*"’
U.=(24-'- 2%)->+ .

_(n-4)rn-5)j»76) (2i), +

so. Przyk#ad 2. w-ta pochodna funkcyi

1.2.3...w.2" ~
nazywa sie funkcyja Legendre’a. Nazywajac ja X,,, bedziemy mieli
2w(2w— 1) .. .(n+1)

M- 2.4.6..(2»)
I, 1Y(2n-2k)(2n-2k-1)...(nxl~2k)
~ ’ 2.4...(2k).2.4... (2n— 2
czyli
X — Hf _ «(w—1) 2 wh—hH(w—2)()t—3)
" 1.2.3...u L 2w— 1 X  + 2.4.(2«—1)(2w—23)

n(n—1)...(n— b) “
2.4.6(2u—1)(2n—3)(2«—5) A~ ' J°

dla n — 0 przyjmuje sie

Xo= 1.

Przy pomocy ostatniego wyrazenia funkcyi X,,, tatwo mozemy sie prze-
kona¢, iz ma miejsce tozsamosc:

@ wX,, — (2w— 1)xX,,_i + (n — 1)Xg_2 —0,

dla wszelkiej wartosci wskaznika w, poczynajgc od n— 2. Ta tozsamos¢
wskazuje, ze z podzielenia funkcyi X,, przez X,,_i otrzymujemy w ilorazie
2n — 1)x n—1 . . . i

en—-_. 2—, 1 reszte--—---- - — X,,_2, tak iz stopien reszty jest o jednos¢ nizszy

od stopnia dzielnika, a sp6iczynnik najwyzszej potegi x w wyrazeniu reszty
jest ujemny. Na zasadzie tego wprost wnosimy, iz réwnanie X,,= 0 ma
wszystkie pierwiastki pojedyncze, rzeczywiste i przegradzajgce sie z pierwia-

stkami réwnania X,,_i= 0.
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Mozemy dowie$¢, ze wszystkie pierwiastki réwnania X,, =! 0 sg zawarte

miedzy — 1 i +1. — Aby tego dowies¢, zauwazymy naprzod, ze
X,(+1)=1 X,(—1= (—1)n,

gdyz rownos$¢ (1) wskazuje, ze kazde z tych réwnan, majac miejsce dla dwu
funkcyj Xr_2 i X,,-i, ma miejsce i dla funkcyi X u; o tym zas, ze one oba
maja miejsce dla n— 1 i 2, mozna sie przekona¢ bezposrednio. — Przy-
puscmy, ze wszystkie pierwiastki rownania X,_t= 0 sg zawarte miedzy
—1i +1, adowiedziemy, ze wszystkie pierwiastki réwnania X, = 0 sg za-
warte takze miedzy — 1 i +1. Jakoz, wobec tego, ze pierwiastki rownania
X,, = 0 przegradzajg sie z pierwiastkami rdwnania X,,_i= 0, tylko dwa
pierwiastki skrajne réwnania X,, = 0 mogtyby by¢ bezwzglednie wieksze od
jednosci. Przypusémy, ze najwiekszy pierwiastek réwnania X,, = 0 jest
wiekszy od jednosci; wowczas w przedziale + 1, + c® réwnanie to miatoby
tylko jeden pierwiastek pojedynczy; gdy za$ X,,(+ o0o) > 0, zatym mielibySmy
X, (+ 1) <i 0, co by¢ nie moze, bowiem X,,(+ 1)= +1. Jezeli przypuscimy,
ze réwnanie X,,= 0 ma jeden pierwiastek ujemny, bezwzglednie wiekszy od
jednosci, to wowczas warto$¢ X,,(— 1) powinna by¢ innego znaku, niz wartos¢
X»(—00), a wiec innego, niz (—1)", co by¢ nie moze, gdyz X,,(—1)= (—21)"
Funkcyje Legendre’a majg bardzo wazne zastosowania w wielu zagadnieniach
matematyki stosowanej. Gauss wskazat na inne ich zastosowanie przy przy-
blizonym obliczaniu pél (zob. «Methodus nova integralium valores per appro-
xiTabloneT imeniendi»').

61. Przyk#ad 3. Hermite wskazat na funkcyjg

= Heii) + 3) w4 _

_nn—1Y)In—2)(n—3)(n—4) (n—05)

1173 * + eee’
ktéra z wielu whasnosci jest podobng do funkcyi Legendre’a (otrzymuje sie ona
z funkcyi przestepnej er*1lprzez zwykte rézniczkowanie).

Miedzy trzema po sobie nastepujgcymi funkcyjami U, _2, U, i, U,
istnieje zwigzek linijowy
U,—xUn++ 2(n—1)U» 2 0O,

pi'zy wszelkich warto$ciach wskaznika n, poczynajagc od n— 2, jezeli przyj-
miemy UO=1. Stad widzimy, ze z podzielenia U,, przez U,,_, otrzymujemy
w ilorazie x i reszte —2(n— 1) U,,_3. A poniewaz spolczynnik przy xn
w wyrazeniu U,, jest zawsze dodatny, zatym réwnanie U, = 0 ma wszystkie
pierwiastki pojedyncze, rzeczywiste i nadto przegradzajace sie z pierwiastkami
réwnania Ue i = 0.

Warto$¢ bezwzgledng wyrazu z xm~n w wyrazeniu funkcyi U,, nazwawszy

lit, mamy
U _(n—2kc+ 1) (n— 2lc+ 2)

Mi-1 A2
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Poniewaz liczba K jest zawarta miedzy krancami

przeto
2:<(n—2k+ 1) (N—2&+ 2):<n(n— 1),
a zatym
1 <<n-2k +1)(n-2kzx2) _
n K K J
wskutek tego
4 w ,nn—1)
Mx2"~-M*_1"~ x2 !

. , , . Yi .
gdzie pierwszy znak rownosci ma miejsce dla Kk — —e, a drugi dla k = 1.

Dla wartosci zmiennej czynigcych zado$¢ warunkowi < 1,
czyli X
£ WWWE-- 1),
bedziemy mieli
wii < b

gdzie znak réwnosci odnosi sie tylko do k= ® 7o wskazuje, ze wartos¢
funkeyi

un Uq bl u2 — 1(3 e

jezeli jg przedstawimy tak:

ma= (w u\)+ Oh—«3) P eeej
jako ztozona z samych tylko sktadnikéw dodatnych, jest dodatna, U, > 0,

a liczbe |/ n(n—1) mozna przyjac¢ jako wyzszy kraniec dla pierwiastkéw do-
datnych réwnania U,, ==0.
Dla wartosci dodatnych zmiennej x, czynigcych zado$¢ warunkowi

y n
otrzymujemy

«* -1

gdzie znak réwnosci odnosi sie tylko do k= 1. Jezeli przedstawimy funkcyja
U,, w postaci
U,, th—(\M M—(us \M)—cooj
albotez w postaci
U,= (U—u,) + (u2—u3d + ...,

stosownie do tego, czy liczba wszystkich wyrazéw w,, L, u2, ... jest niepa-
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rzysta czytez parzysta, to spostrzezemy, ze w pierwszym przypadku funkcyja U,,
jest ztozona z samych tylko skiadnikéw dodatnych: u0, — (ut—nd, .. .,
a w drugim razie z samych tylko sktadnikéw ujemnych: u0—uwy, w—uw,,...;

w ohu wiec razach wartosci funkcyi U,, nie mogg by¢ réwne zeru, a liczbe V_2
n

mozna przyja¢ jako nizszy kraniec dla pierwiastkbw dodatnych roéwnania
U, = 0.

Co sie tyczy pierwiastkdw ujemnych rownania U,,= 0, to niemaco nad
nimi sie zatrzymywac: co do wartosci bezwzglednej sg one rowne pierwiastkom
dodatnym.

Rozpatrywane tu funkcyje sg szczegdlnymi przypadkami pewnej grupy
fuukcyj catkowitych, doniostego znaczenia przy rozwigzywaniu pewnych
zagadnien, i dlatego dobrze znanych w analizie. Sa to tak zwane «funkcyje
podobne do funkcyj Legondre’a«.

62. Zakonczymy ten paragraf wzmiankg o pewnym uktadzie rownan
z pierwiastkami przegradzajacymi sie, zauwazonymi prawie jednoczesnie przez
Hermite’a i Biehler’a.

Niech bedg dwa rownania: jedno F (x)xzo stopnia w-go, drugief(x) = 0
stopnia (w— I)-go, ktérych wszystkie pierwiastki sg pojedyncze, rzeczywiste
i przegradzajace sie nawzajem. Przyjagwszy, ze spotczynnik przy xn w wyra-
zeniu funkcyi F(x) jest dodatny, i oznaczywszy przez a i h dwie jakiekolwiek
liczby rzeczywiste, z ktdrych druga jest tegoz samego znaku, co spétczynnik
przy xu~-1 w wyrazeniu funkcyif(x), tworzymy iloczyn

[F(x) Fif(x)] (x + a+ bi) = F,(x) + ift(x).

Otrzymujemy tu dwie nowe funkcyje, Fxfx) i f,(x), stopnia odpowiednio
(n + 1)-go i mgo, ktdre sg okreslone zapomocg wzorow';

@ F,oo= Fox) (x + a) —bf(x),

) fA(x) = b¥(x) + f(x) (x + a).

Z nich wynika

(3) F(x)fy(x) - Ft(x)f(x) = b (J(x)%+ BLO*)-

Z réwnosci (1) widzimy, ze wszystkie pierwiastki rownania F x(x) = 0 sg poje-
dyricze, rzeczywiste i przegradzajace sie z pierwiastkami réwnania F(x) — 0
(art. 55). ROwnos¢ zas (2) wskazuje, ze wszystkie pierwiastki réwnania
f(x) = 0 sg pojedyAcze, rzeczywiste i przegradzajgce sie z pierwiastkami
rownania f(x) — 0. Nakoniec, wedtug réwnosci (3), pierwiastki réwnania
Ft(x) =: 0 przegradzajg sie z pierwiastkami rownaniaf x(x) — 0.
Uwazmy iloczyn
(x Fat+ ox) (x + «2+12i) ...(x+ ant bni),

ztozony z n dowolnych czynnikow linijowych, i przypusémy, ze wszystkie
liczby bx, b2, bt, . . ., bn Sg tegoz samego znaku. Wéwczas, kiadac
(x +a, *+bpi)(x*+ ax+t b2i) ...(x+ ant bni) — Fn(x) +.ifn(x),
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dochodzimy do dwu réwnain Fn(x) = 0 i fn(x) — 0, majacych wszystkie
pierwiastki pojedyncze, rzeczywiste i przegradzajace sie. Wynika to bezpo-
Srednio z uwagi poprzedzajacej, gdyz pierwiastki dwu réwnan:

FAX) = (x +a) (x+ a)—M 2= >
fi(x) — (B + b)x + a,b2+ azh, — 0

sg oczywiscie rzeczywiste i przegradzajgce sie; takgz wiec wihasnos¢ posiadajg
rowniez pierwiastki dwu rownan: 123(x) — 0 i f3(x) — 0, i t. d.

Podobnie fatwo mozna dowies$¢ twierdzenia odwrotnego:

Jezeli pierwiastki rownan F(x) = 0 if(x) = 0, z ktoérych drugie jest
stopnia o jedno$¢ nizszego, niz pierwsze, sg pojedyncze, rzeczywiste i przegra-
dzajace sie, to wszystkie pierwiastki réwnania

F(x) + if(x) — 0

bedg zespolone, a spétczynniki w sktadnikach urojonych bedg jednakowego
znaku.

§ I1l. TWIERDZENIE ROLLE’A

63. Twierdzenie pomocnicze. Przy przejsciu zmiennej x przez

pierwiastek rzeczywisty rownania f(x) = 0, od wartosci niniejszych do wie-
. o L - . ”
kszych, funkcyja utamkowa ~ )-, zZmieniajgc odpowiednio swoj8 wartos¢, prze-
J (x)

chodzi od ujemnych przez zero do dodatnych wartosci.

Oznaczajac przez a jakikolwiek pierwiastek rzeczywisty rdwnania
f(x) —0, przez m jego wielokrotnos¢, a przez h dowolng liczbe rzeczywista,
wypiszmy nastepujace dwa rozwiniecia wedtug wzoru Taylor’a:

(1) /(a+h): a + + Hee,

2 f<ath>=1.1>..*£-1/"W + + Wee>

w ktérych wartos¢ f {m)(a) jest rézna od zera, gdyz, w razie przeciwnym, pier-
wiastek a bytby juz wiekszej, niz m-ta wielokrotnosci. Dzielgc za$ obie strony
rownosci (1) i (2) przez siebie i skracajgc, otrzymujemy

f(a+ k)y _ n/ " w +
f<ath> a [«KW+A/W*W+ ... '

Stad widoczna, ze, przy dostatecznie matych warto$ciach bezwzglednych liczby

h, znak utamka jest takiz sam, jak znak liczby li, tak iz, jezeli znak
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tej liczby h uwidocznimy, otrzymamy dwie nieréwnosci:

f(a—Ii) f(a + tO

f'(a—h) fa+h” 0
w ktérych h oznacza juz tylko dostatecznie matg liczbe dodatng. Jezeli za$
w réwnosci (3) uczynimy h = 0, to otrzymamy

<0,

fa) - o
f*(a)
64. Przechodzac do udowodnienia twierdzenia Rolle’a, ktdre sie opiera

na poprzedzajgcym twierdzeniu pomocniczym, zauwazymy, ze ono moze by¢
takze wyprowadzone, jako wniosek z prawa ciggtosci, i dlatego stosuje sie ono
do wszystkich funkcyj ciggtych.

Twierdzenie. Jezeli a i h sg dwoma po sobie nastepujacymipier-
wiastkami rzeczywistymi réwnaniaf(x)=0, to réwnanie pochodnef'(x)— 0 po-
siada nieparzystg ilos¢ pierwiastkow, zawartych pomiedzy a i h.

Zatézmy, ze a<Cb, i oznaczmy przez h nieskoniczenie matg liczbe do-
datng. Na mocy udowodnionego twierdzenia pomocniczego, mamy

fla+h)» n f(b—h)

fla+h)>V f(b-h)'
Wartosci f(a fh) i f(h—h) sg jednakowego znaku, bo, wedlug zatozenia,
réwnanie f(x) = 0 nie posiada ani jednego pierwiastka miedzy a+ h i b—h;
azeby wiec powyzsze nieréwnosci miaty miejsce, nalezy przyjac, ze wartosci
f(aA-h) if'(b —Ii) sg r6znego znaku. Stad zas wynika, ze réwnanieJ'(x)= 0
miedzy a-\-h i b—h, albo, co wychodzi na jedno, miedzy a i b, posiada niepa-
rzystg ilos¢ pierwiastkow.

Jezeli niewiadomo, czy a i b sg bezposrednio po sobie nastepujgcymi
pierwiastkami réwnania f(x) — 0, t, j. jezeli niewiadomo, czy w przedziale
miedzy a i b znajdujg sie jeszcze inne pierwiastki réwnania f(x) = 0, czytéz
ich juz tam niema, to, w kazdym razie, na mocy twierdzenia Poiie’a, wnosimy,
ze rownanie pochodne f'(x)~ 0 miedzy a i b posiada conajmniej jeden pier-
wiastek wielokrotnosci nieparzystej.

0.

§ IV. WZOR LAGRANGE’A

65. Niech f(x) i F(x) oznaczajg dwie jakiekolwiek funkcyje catkowite,
za$ a i b dwie dowolnie wziete liczby rzeczywiste. Przyjmiemy, ze réwnanie
pochodne F’(x) — 0 nie posiada ani jednego pierwiastka, ktoryby byt zawar-
tym miedzy a i b, i oznaczymy przez A wartos¢ utamka

A— —f(Q
F(b) — F(a) *
Nie moze by¢ A = oo, gdyz wdwczas mielibysmy F(b) = F(a) i réwnanie
F(x) —F(a) = 0 miatoby dwa pierwiastki: x — a i x = b, wskutek Czego
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rownanie pochodne V (x) — 0 miatoby miedzy a i b przynajmniej jeden pier-
wiastek, co sie sprzeciwia zatozeniu. Réwnanie

Ne —f(a)- aA[F(x)- F@]=0
ma dwa pierwiastki: x = a i x =zb, & wiec rownanie pochodne, ktére mozna
napisac tak:

f(x) —AF'(x) = 0,

ma przynajmniej jeden pierwiastek, zawarty miedzy a i b. Oznaczywszy go
przez c, bedziemy mieli tozsamos¢

f(o—aF(c)= 0,
z ktorej wynika

A= f1(©)
F ’(C) bl

albo, po podstawieniu zamiast A jego wyrazenia,

f(b) —f(a) _f(c)

m -f(a) F(cy
Jezeli jeszcze wprowadzimy oznaczenia:

b—a—n, c¢—a—nt,
to M, bedzie przedstawia¢ liczbe, zawartg miedzy 0 i h, a réwno$¢ poprzedza-
jacq mozemy napisac tak:
f(a+n)—f(a) _ F'(a+ nn

(D F(a+h)— F(a)~ f(a + ni)

Stad wynikajg godne uwagi wnioski.

Przypus¢my, ze a jest spélnym pierwiastkiem obu réwnan: f(x) — 0
iF(x) = 0, wielokrotnosci nie mniejszej, niz or-ta, t. j. przypusémy, ze majg
miejsce rownania:

fa) —f (@ = f'@=... =fr(a) =0
F@= F'(a) —F"(a)= ...= F<"«(aj= 0,
i, procz tego, przypus¢my, ze ani jedno z rdwnan
F')=0, F'xX)=0,...,FMx)=0

nie ma pierwiastka, zawartego miedzy a i a-\-h. W takim razie, stosujgc
wzor (1) kilka razy zrzedu, otrzymamy nastepujacy szereg réwnan:

f(ath) _ f(a -FTA)_ t@a+ny _f ma + lim
Fa+n F@+A)—F @+ n2 F™a+ hm
w ktérych A, A, Aa, ... ,hmsg liczbami jednakowego znaku, o zmniejszajg-

cych sie wartosciach bezwzglednych. — Oznaczajgc przez © pewng liczbe do-
datng mniejszg od jednosci, mozemy przyjac

hm A
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i wtedy bedziemy mieli
f(a+ h) _ f »a+ bh)
F(a+ h) Fw(a+ bh)'
Kladac
F(x) = (x— a)m,
mamy
~F(X) = m(x — a)m-x,
F"(x) = m(m—1) (x —a)m-2,

FA(X) —m(m—1)(m—2)...3.2.1.

Funkcyja F (x) czyni zado$¢ wszystkim wymaganym warunkom, a wiec

f(a+ h)_fw(a+ W)
hm 1.2.3..m”’
czyli

2 fla+h)y= — h”" mf a)a+ L.
Ten wzoér ma miejsce dla wszelkiej funkcyi catkowitej f(x), jezeli tylko
liczba a czyni zado$¢ warunkom:
f(a) —f'(a) = ee«.~ f(mxXa) —O0.
66. Wezmy pod uwage wzor Tayior’a:
m=m+-~m+. . . -

i przyjmijmy, ze

= ~~ @ H-----~ ~ a’mtl Iffa) 4-
POY= oA W g Al R E L
Do rozktadu funkcyi f(x)"n& czynniki linijowe czynnik x — a wejdzie z wy-
ktadnikiem conajmniej m; a zatym mamy
f@= <f@— .. .= ymV(@= 0,

a to nam pozwala zastosowa¢ wzor (2) art. poprzedniego do funkcyi y(x)
i napisaé

m
(1 fla+ h)y= —— - <pM@+ 6ft).
Z réwnosci za$

No ) *=/No) —f(*) —a ™ f(a) —

znajdujemy

@+ h)—f(a+ h)—/(a) —~ f'(a) — ... — f (M (a).
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Nadto, pochodne ur-go rzedu funkcyj <f(x) i f(x) sg tozsamosciowo réwne sobie,
gdyz w wyrazeniach funkcyj f(x) i <f(X) wyrazy, zawierajgce zmienng x z wy-
ktadnikami wiekszymi od m — 1, sg jednakowe; dlategotez

<dm(a + bh) —f {nya + L.
Wprowadzajac do rownania (1) zamiast tpfa+ h) i <n{a + bh) powyzsze wyra-
zenia i przenoszac niektére wyrazy ze strony lewej na prawa, otrzymujemy
? 2m4 Jm
f(a+h)=f(a)+T f(a) + ».. + i/ =+ I 2" /M(a+bd)’

gdzie ©oznacza pewna liczbe dodatng, mniejsza od jednosci.
Jest to wzdr Tayior'a z wyrazem dopetniajgcym Lagrange’a. Dla
m= 1,2,... ztego wzoru wynikajg réwnania:

fla+ hy—f(a)+ AT (a+ b),

e f(a+ l)—f(a) +y f(a)+~ " (a+ Ui,

a w kazdym z nich ©oznacza pewng liczbe dodatng, mniejszg od jednosci.
Zauwazymy tu, ze cechy wzrastania i zmniejszania sie funkcyi catkowitej
f(x), wytozone w art. 22-im, mozna wprost otrzymac¢ z pierwszego z réwnan (2).

8 Y. TWIERDZENIE FOURIER’GO.

67. Przechodzimy do innych zastosowan twierdzenia Rolle’a.

Jezeli funkcyja pochodna f(x) dla wartosci zmiennej x od x~ a
do x = b nie zmienia znaku, to funkcyja pierwotna f(x) w przedziale a, h,
wigczajac w to i te kranice, albo zupetnie nie ma pierwiastkéw, albo ma tylko
jeden, ktory, zresztg, moze by¢ wielokrotnym (nieparzystej wielokrotnosci).

To podanie, wynikajgce wprost z tego, co bylo powiedziane w art. 22-im
i 23-im, mozna takze wyprowadzi¢ z twierdzenia Rolle’a.

Istotnie, jezeliby rownanie f(x) = 0 miatlo dwa, albo wiecej roznych
pierwiastkdw, zawartych we wzmiankowanym przedziale, i jezeliby dwa z tych
pierwiastkdw, bezposrednio po sobie nastepujace, byly a' i b', to, na mocy
twierdzenia Rolle’a, wnieslibySmy, iz réwnanie f'(x) = 0 ma miedzy a’i b
nieparzystg ilos¢ pierwiastkow, wskutek czego funkcyja f'(x) zmieniataby swoj
znak w przedziale a, b, co sie sprzeciwia zatozeniu.

Azeby oznaczy¢, ktéry z wyzej wymienionych przypadkéw ma miejsce
w rzeczywistosci, potrzeba okresli¢ znaki wartosci f(a) if(b). | jezeli jedna
z tych warto$ci bedzie rowna zeru, to jeden z krancow, a albo b, bedzie jedy-
nym pierwiastkiem réwnania f(x) = 0, zawartym w przedziale a, b; jezelif(a)
i f(b) sg jednakowego znaku, to réwnanie f(x) — O nie posiada pierwiastka
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miedzy a i b; jezeli, nakoniec, f(a) if(b) sg réznego znaku, to rownanief(x) = 0
ma miedzy a i hjeden pierwiastek wielokrotnosci nieparzyste;j.
68. Wezmy pod uwage trzy réwnania:

f(x)= 0, f(x) =0, f'(x)=0,

i przyjmijmy, ze w przedziale miedzy a i b druga pochodna f*(x) nie zmienia
swego znaku, a réwnanie f'(x) = 0 w tymze przedziale posiada jeden pierwia-
stek ¢, rozny tak od a, jak i od b. Ten pierwiastek moze by¢ wielokrotny, lecz
wtedy wielokrotnosc¢ jego jest nieparzysta.

Zachodzi pytanie: co wtedy, opierajac sie na twierdzeniu Rolle’a, mozemy
powiedzie¢ o pierwiastkach réwnaniaf(x) — 0, zawartych miedzy a i b?

Réwnanie f(x) = 0 w przedziale a, b, wigczajagc w to i te krance, nie mo-
ze mie¢ wiecej niz dwa rozne pierwiastki. W przeciwnym bowiem razie ro-
wnanie f(x) — 0 w tymze przedziale miatoby przynajmniej dwa rozne pier-
wiastki, co sie sprzeciwia zatozeniu.

Jezeli rownanie f(x) — O w przedziale a, b, wigczajac w to i te krarce,
nie ma ani jednego pierwiastka, to f(a) \f(b) sg jednakowego znaku.

Jezeli rownanie f(x) ~ 0 w przedziale a, b, whaczajac w to i te krance,
ma tylko jeden pierwiastek, rowny liczbie c, to jego wielokrotnos¢ jest parzy-
sta, af(a) \f(b) sg jednakowego znaku.

Jezeli réwnanie f(x) — 0 w przedziale a, b, wlaczajac w to i te krance,
ma jeden tylko pierwiastek, rozny od liczby c, natenczas ten pierwiastek jest
pojedynczy, i, wrazie gdy on jest rozny od kazdego z krancéw a i b, wartosci
f(a) if(b) sa réznego znaku.

Nakoniec, jezeli rdwnanie f(x) = 0 w przedziale a, 5, wigczajac tu i te
kraice, ma dwa pierwiastki od siebie rézne, to zaden z nich nie réwna sie
liczbie c, lecz jeden jest zawarty w przedziale a, c i moze sie réwnac liczbie a,
drugi za$ jest zawarty w przedziale c, b i moze sie réwnac liczbie b. Obadwa
sg pierwiastkami pojedyiczymi, a wartosci f(a) i f(b), jezeli tylko rdznig sie
od zera, sg jednakowego znaku.

Z wszystkiego, co wyzej powiedziano, wypada, ze jezeli dwie wartosci :
f(a) if(b) sg roznego znaku, to rownanie f(x) = 0 miedzy a i b posiada jeden
tylko pierwiastek pojedynczy; jezeli zas wartosci f(a) i f(b) sg tegoz samego
znaku, to réwnanie f(x) — 0 miedzy a i b albo zupelnie nie posiada pier-
wiastka, albo ma dwa pierwiastki pojedynicze, albo, nakoniec, ma jeden tylko
pierwiastek parzystej wielokrotnosci. Przypadek, kiedy f(a) albof(b) sg rowne
zeru, mozemy usung¢ spod uwagi: mozna go bowiem unikngé, zmieniajgc nieco
jeden albo oba krance a i b.

6». Szczegblnie waznym jest tylko ten przypadek, kiedy z funkcyj
f(x)if (x)if '(x) ostatnia nie zmienia znaku w przedziale a, b, i kiedy wartosci
)\a) if(b) saroznego, af(a) if(b) tegoz samego znaku.

Przyjmiemy, ze funkcyja f*(x) od x—a do x=.b jest wcigz dodatna:
w razie przeciwn3m, zamiast funkcyi f(x), wzielibysmy funkcyjg —f(x),
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Ktadgc w réwnaniu
f(x + hy=1(x) + hf'"(x + b)

naprzod x = a, li— c—a, a nastepnie x= b, h= c— b, gdzie c przedsta
wia pierwiastek réwnaniaf'(x) = O, zawarty miedzy a i b, otrzymamy

/jy 0=f(a) + (c— a)f"(a + Qc— a)),

Kh O=f'(b) + (c-b)f"(b f ~(c-bh)).

Przypuszczajac za$, ze b> a, i biorgc pod uwage nieréwnosci
f'"(a+4c-a))>0, f(b+Q@Q(C-b))> 0, (a<c<bh),
z réwnan (1) wnosimy, ze
f'(a)< O f(b)> 0.

Co sie tyczy wartosci f(a) if(b), ktore, wedtug zatozenia, sa jednakowego
znaku, to moga zaj$¢ dwa odrebne przypadki: albo obie liczby f(a) i f(b) sa
ujemne, albo obie sg dodatne.

Jezeli wartoscif(a) if(b) sg ujemne, to réwnanie f(x) = 0 nie ma zupet-
nie pierwiastka w przedziale a, b. To wynika z tego, ze strona prawa réwnania

f(a + li)y=f(a)'+ hf'(a + &),

dla wartosci li od 0 do c— a, sktada sie z dwu wyrazéw ujemnych, jak réwniez
z tego, ze strona prawa réwnania

f(b- Z)—f(b)- hf(b- L,

dla wartosci li od 0 do b—c, jest sumg dwu wyrazéw ujemnych; tak iz ani
w przedziale a, ¢, ani w przedziale c, b, funkcyja f(x) nie staje sie rdwng zeru.

Jezeli wartoscif(a) i (b) s dodatne, to réwnanie f(x) — O w przedziale
a, b albo zupetnie nie ma pierwiastka, albo ma dwa pierwiastki pojedyncze,
albo ma jeden pierwiastek parzystej wielokrotnosci. Oznaczenie, ktéry z tych
trzech przypadkdow ma w rzeczywistosci miejsce, jest zadaniem, ktdre czesto
spotkaé mozna przy oddzielaniu pierwiastkow réwnania. To oznaczenie bywa
zwykle dos¢ kiopotliwe.

Udowodnimy pewne twierdzenie Fourier’go, ktére dozwala, w bardzo
wielu przypadkach, dokona¢ owego oznaczenia.

70. Twiekdzenie. Jezeli drugapochodna f"(x) nie zmienia znaku
dla wartom zmiennej od x=a do x=.b i jezeli, précz tego, rownanie dane
f(x) — 0 miedzy aib posiada dwa pierwiastki rézne, lub jeden pierwiastek pa-
rzystej wielokrotnosci, to wtedy ma miejsce nastepujgca nierdwnosc:

wart. bezwzg. -f- wart. bezw. < wart. bezw. (b — a).
J (aJ J (a)
W omdwionym przypadku rownanie f(x) —0 ma miedzy a i b albo dwa
pierwiastki pojedyncze, a i @ albo jeden pierwiastek wielokrotnosci parzy-
stej, a= p
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Niech a oznacza ten pierwiastek, ktdry jest blizszy a, a, tymsamym,
P niech oznacza ten pierwiastek, ktéry jest blizszy b, jezeli tylko a nie ={5.
Ktadgc w réwnaniu

f(x + h)—fx) +y £°0)+~ (x+ L
xz=.a, h= a— a, otrzymamy
O—f(a)+ (a- a)l(@+. (*STal2"(a + 6(a—a)),
skad
_ fa) _(* — + b(*— a))
LU 2 f(a)
Poniewaz wartosci f(a) i f"(a + Q(A—a)) sa tegoz samego znaku, przeto

takze oba wyrazy na stronie prawej sg jednakowego znaku; wskutek tego,
mamy
(1) wart. bezw. fo—a)—wart. bezw. + wart. bezw. A a)
N EY) 2 f'(a)

Nietrudno sie przekonaé, ze liczba f *(n + ©ft— a)), zachodzaca w wy-
razeniu po prawej, jest rdézna od zera. Istotnie, w razie przeciwnym, bedzie-
my mieli

f(a) + fa—a)f (a) — 0,
a wtedy réwnanie
f(x) —f(a) —fr—a)f(a) = 0
miatoby dwa pierwiastki: jeden x = a, a drugi x = a. A zatym réwnanie
pochodne,
f(x) —f'(a) = 0O,

miedzy a i b miatoby przynajmniej jeden pierwiastek, précz widocznego x = a.
Drugie za$ rownanie pochodne, f"(x)=0, powinnoby mie¢ pomiedzy a i b
jeden pierwiastek pojedyniczy, albo, wogdle, wielokrotnosci nieparzystej, co sie
sprzeciwia zatozeniu o statosci znaku funkcyif"(x) od x~a dox~b. A wiec
warto$¢ f"{a -f 6 (at— aj) jest rozna od zera.

Wskutek tego, z rownania (1) wynika, ze

wart. bezw. faa— a) >. wart. bezw. J{;\%— .
W podobny sposéb mozna dowies¢, ze

wart. bezw. (b — 0) > wart. bezw.
J (b)

Dodajac zas$ do siebie dwie ostatnie nieréwnosci i zwazajac, ze
wart. bezw. (a— a) + wart. bezw. (b— |3j * wart. bezw. (b — a),
otrzymujemy:
wart. bezw. + wart. bezw. < wart. bezw. (b— a),

czego nalezato dowiesc.
BIbl mat-fiz, 8. 1V, 7. 1I e
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Wniosek. Jezeli, przy istnieniu wszystkich warunkéw twierdzenia po-
przedzajgcego, okaze sie, ze

wart. bezw. + wart. bezw. -jM z ~ wart. bezw. (h —a),
J (&) J (4
to wtedy réwnanief(x) = Omiedzy a i h nie ma pierwiastka.
71. Pbzyk#ad 1. Wezmy funkcyja

f(x) = 5x4+ 4x3+ 3a;2—4a; + 2;
tu

-Ji'-f'(x) = 10k3-b 6#2-k 3a; — 2, -D--f"(x) = 10k2+ 4da; + 1.

Réwnanie f'(x) — O nie posiada pierwiastkow rzeczywistych; réwnanie
f(x) — 0 ma tylko jeden pierwiastek rzeczywisty, zawarty miedzy 0 i gdyz
/'(0)< 0, /" >0. Agdy/(0)> 0 i/(-i)> 0, przeto réwnanie f(x) — 0
albo zupelnie nie ma pierwiastkdw rzeczywistych, albo ma ich dwa; one moga
by¢ rozne lub réwne sobie, a oba sg zawarte miedzy 0i . Lecz mamy tu
/(0)= 2, //0)= -4,

Wart. bezw .M =-1;

a wiec

wart. bezw. + wart. bezw. —f—> t.

I'(°) ') 2
Widocznie wiec rownanie f(x) = 0 nie ma pierwiastka w przedziale 0,
wskutek tego, ono zupetnie nie ma pierwiastkow rzeczywistych.
72. Pbzykead 2. Dane jest rownanie

f(x) — Xii— 5x4+ 15%2— 10k + 4= 0.

Pu

\Zf(x) — 3xs— 10k3+ 15— 5, ~Uf"(x) = ¥— 202+ 1.
Druga pochodnaf"(x) otrzymuje wartosci dodatne przy wszelkich wartosciach

zmiennej x. Dlatego, funkcyjg f(x) moze miec jeden tylko pierwiastek rze-
czywisty (pojedynczy lub nieparzystej wielokrotnosci); pierwiastek ten rzeczy-

wiscie istnieje, jest pojedynczy i zawarty miedzy Oii. Zwazmy jeszcze, ze
/(0)= 4, /|| )= ~ ; przeto réwnanie f(x) = 0 albo nie ma pierwiastkéw
miedzy 0 i ~ , albo ma ich dwa. Zeby te watpliwo$¢ rozstrzygnaé, obliczamy:

Wart. bezw. /((0) — 8, Wal. beaw. "A — kb¥.
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stad znajdujemy
o Wi)
wart. bezw. 4)% + wart. bezw. — t> 5-.
fr(j) 2
A zatym, réwnanie f(x) — O nie posiada pierwiastkéw w przedziale 0,
L atwo sie przekona¢, ze ono wcale nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
73. Przyk#ad 3. Dla réwnania

f(x) = wd— 148’3+ 24a2— 288x— 101

n

mamy

j\1f(x) = 2x3— 21 + 24x — 144, wfzf"(x) = X*—T7x + 4.

Edéwnanie f"(x) = o ma dwa pierwiastki:

r_7-K33 _7+K33

Przyjmujac to na uwage, rozpatrzmy trzy przedziaty: —»o, c,; C,, €2; €2, + od,

W przedziale —oo, ¢, funkcyja f"(x) zachowuje wcigz znak dodatny.
A gdy/'(—o00)<To if(cX < o, to funkcyja /'(lej w tym przedziale utrzy-
muje ciagle znak ujemny, wskutek czego funkcyja f(x) moze mie¢ conajwiecej

jeden pierwiastek, nie wiekszy od c,.—Ale /(—o00)>0, za$ f(cj < o;
a zatym roéwnanie f(x) — o istotnie ma pierwiastek pojedynczy mniejszy
od c¢,., — Pierwiastek ten jest zawarty miedzy 0 i — 1, gdyz /(o)< o,

al(—1)> o.

Zauwazmy, ze, dla okreslenia znakdw wartosci /(c,), /(c2), /'(ct), /'(c2),
nalezy uprzednio podzieli¢ funkcyje f(x) i f'(x) przez f"(x); otrzymamy ta
droga réwnosci:

Ne = 0f"(x)- 463k+ 15, i-f(x) = aj"(x) — 33x — 116,

w ktérych Q i Q, oznaczajg czesci catkowite. Stad, oznaczywszy przez c<jedne
z liczb Ci, c2, znajdujemy

f(Ci) — — 463 ¢-+ 15, = —33d — 116.

Zapomocg tych dwu réwnan tatwo mozemy sie przekonaé, ze dla obu wartosci
wskaznika i jest
fcO< 0, f(d)< 0.

Teraz rozwazmy drugi przedziat c,, c2 W nim funkcyja f"(x) jest weciaz
ujemna. A gdy/'(c,) < o i/'(c? < 0, przeto takze funkcyja f(x) jest stale
ujemna. Nakoniec, nieréwnosci/(c,) < o i/(c2 < o wskazuja, ze funkcyja
f(x) wcale nie ma pierwiastkéw w przedziale ct) c2.

JV ostatnim przedziale c2, -j-oo0 funkcyja f"(x) jest wcigz dodatna.
Z nieréwnosci za$/(c) < o i /'(+ oo)>m0 wynika, ze funkcyja/'(a-l ma tyl-
ko jeden pierwiastek, wiekszy od c¢2. Nakoniec, z nieréwnosci /(c3 < o,
/(+ > o wnosimy, ze réwnanie f(x) —o ma tylko jeden pierwiastek
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wiekszy od c2. Ten pierwiastek jest pojedynczy i zawarty miedzy 13 i 14,
gdyz /(13) < 0, /(14) > 0.

A zatym, réwnanie dane ma tylko dwa pierwiastki rzeczywiste; oba sg
pojedyncze, jeden z nich ujemny, zawarty miedzy 0 i — 1, a drugi dodatny,
zawarty miedzy 13 i 14.

74. Pbzykbad 4. Wezmy réwnanie

f(x) = x5+ 102—71x — 81 —O0;
. tu
f(x) = 5w+ 20k— 71, ¢ (x) = 2003+ 1).

Biorgc pod uwage, ze funkcyja " (x) od x ——o00 do x — — 1 jest
wcigz ujemna i ze
/[-(-*0)>0, [/'( <0
A—°°)<o [/(-D)<o,

Whnosimy, ze réwnanie f(x) — 0 albo nie ma pierwiastkdw mniejszych od — 1,
albo ma ich dwa, ktore zresztg mogg by¢ réwne. — Obliczajac wartos¢
/(— 2), znajdujemy O — 2) >>0; to wskazuje, ze réwnanie f(x) — 0 w prze-
dziale — 0o, — 1 posiada dwa pierwiastki pojedyncze. Jeden z nich zawiera
sie miedzy — 2 i — 3, a drugi miedzy — 1 i — 2.

W przedziale — 1, + oo funkcyja f'(x) jest wcigz dodatna. A ponie-
waz wartosci /'(— 1) i /'(+ oa) sa roznego znaku, zatym funkcyja f'(x) po-
siada jeden tylko pierwiastek pojedynczy, wiekszy od — 1. Nakoniec, ze
wzgledu na to, ze /(— 1)< 0, /(+ o00)> 0, wnosimy, ze rownanie f(x) — 0
ma tylko jeden pierwiastek wiekszy od — 1. Pierwiastek ten zawiera sie
miedzy 2 3.

A wiec, rdwnanie dane ma trzy pierwiastki rzeczywiste: dwa ujemne
i jeden dodatny; wszystkie trzy sg pojedyncze. Pozostate dwa pierwiastki
sg zespolone.

§ VI. 0 ROWNANIACH, NIE MAJACYCH PIERWIASTKOW ZESPOLONYCH.

75. Twierdzenie. Jezeli wszystkie piericiastki réwnania f(x) = 0
sg rzeczywiste, to wszystkie piericiastki ré6wnania pochodnego f'(x) — 0 sa
takze rzeczywiste.

Wynika to wprost z twierdzenia Boiie’a. Jakoz, przypus¢émy, ze
fli<a2<...<Ca* oznaczaja pierwiastki rozne rownania f(x)— 0, m{, m2,..,mt
odpowiednie ich wielokrotnosci, a n oznacza stopien rownaniaf(x) — 0. Mamy
wiec

mt+ tMj+ ...+ w'= w
fiownanie pochodne f'(x) = o ma m,— 1 pierwiastkdbw réwnych a,, nu — 1
pierwiastkdw rownych a2, ... ,m f—1 pierwiastkbw réwnych mk, i, précz
tego, posiada przynajmniej po jednym pierwiastku w kazdym z przedziatow:
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«l, a2; a2, as3; ... ake A poniewaz ilo$¢ tak wyliczonych pierwiastkow,
w — 1452 1-(-.., (nx—21l(G-ea— 1— .- 1

réwna jest stopniowi réwnania f'(x) — 0, przeto réwnanie f'(x) ma wszystkie
pierwiastki rzeczywiste, a w kazdym z przedziatow

a\1®! a2Ja3»ee- 1, (%,

posiada tylko po jednym pierwiastku pojedynczym.

Uwaga. Z powyzszego rozumowania okazuje sie, ze jezeli IMoznacza
ilos¢ pierwiastkdw jakiegokolwiek réwnania f(x) = 0, zawartych miedzy a i b,
a m' ilo$¢ pierwiastkow réwnania pochodnego f(x) = 0, zawartych takze mie-
dzy ai b to zawsze

» >r LL— 1.

76. Niech
f(x) = (X3— )*—xIh— J x22+ ...;

rownanie f(x) = 0 ma dwa u-krotne pierwiastki: jeden x = — 1, drugi x = 1.
Réwnanie pochodne, f(x) = 0, ma dwa fw— I)-krotne pierwiastki: x= — 1
ix=\, i, précz tego, jeden pierwiastek pojedynczy, zawarty miedzy —1 i -|-1.
Drugie réwnanie pochodne, f*(x) = 0, ma dwa (n— 2)-krotne pierwiastki,
i, procz tego, dwa pierwiastki pojedyncze, zawarte miedzy — 1 i +1. Pro-
wadzac dalej w ten sposdb rozumowanie, dojdziemy do réwnania «-go stopnia,
f @(x) — 0, i dowiedziemy, ze wszystkie jego pierwiastki sg pojedyricze, rzeczy-
wiste i zawarte miedzy — 1 i +1.

Zauwazmy, ze funkcyja f (¥x) rézni sie tylko czynnikiem statym od
funkcyi Legendre’a X,, (art. 60).

77. Jezeli wszystkie pierwiastki réwnania f(x) 0 sg rzeczywiste i po-
jedynicze, to wszystkie pierwiastki réwnania pochodnego, f(x) = 0, sg takze
pojedynicze, rzeczywiste i, procz tego, przegradzajgce sie z pierwiastkami ro-
wnania f(x) = 0. Dlategotez warunki konieczne i dostateczne na to, azeby
pierwiastki rownan f(x) — 0 i f'(x) — O byty rzeczywiste i przegradzajgce sie
(art. 57), sa jednocze$nie warunkami koniecznymi i dostatecznymi na to, azeby
wszystkie pierwiastki réwnania f(x) = 0 byly rzeczywiste i pojedyncze.

Te warunki, jak nam juz wiadomo, wyrazajg sie zapomocg nieréwnosci,
ktorych ilos¢ réwna sie stopniowi réwnania, zmniejszonemu o jedno$¢. Nalezy
jednak zauwazy¢, ze niektdre z tych nieréwnosci mogg wynikac, jako nastep-
stwa, z pozostatych, tak iz ilos¢ warunkdw niezaleznych moze by¢ w rzeczywi-
stosci mniejsza od n— 1. Naprzyktad, dla réwnania trzeciego stopnia istnieje
tylko jedna nieréwnos$¢ warunkowa. —

Jezeli jedna z pochodnych funkcyi f(x) ma przynajmniej jedne pa-
re pierwiastkéw zespolonych, to rédwnanie f(x) = Oma takze przynajmniej
jedne pare pierwiastkow zespolonych. Tak np. réwnanie

Axn-fAix"-1+ Arxmb+ ... +A,=0
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b_edzje mi,a,}o jedne albo wiecej par pierwiastkow zespolonych, jezeli ma miejsce
nierdwnos¢
(n— 1A,2— 2nAA2< (;
woéwczas bowiem (n — 2)-gie réwnanie pochodne,
n(n — Ax'3+ 2(n — D)Ax + 2A2= 0
ma pierwiastki zespolone.



ROZDZIAL Y,

TWIERDZENIE DESCARTES\A. — O PEWNEJ GRUPIE BOWNAN Z PIERWIASTKAMI ZE-
SPOLONYMI. — ODDZIELENIE PIEBWIASTKOW ROWNANIA, MAJACEGO WSZYSTKIE
PIERWIASTKI RZECZYWISTE. — TWIERDZENIA LAGDERRE’A,

§ 1. 0 ILOSCI ZMIAN ZNAKU W ROWNANIU.

78. W wyrazeniu jakiejkolwiek funkcyi catkowitej f(x), uporzadkowa-
nym wedtug rosngcych lub malejgcych poteg zmiennej x, kazde dwa wyrazy
sgsiednie majg spotczynniki albo jednakowego, albotez réznego znaku; w pierw-
szym razie one przedstawiajg powtdrzenie znaku, w drugim za$ zmia-
ne znaku.

Zestawiajac pierwszy wyraz z drugim, drugi z trzecim i t. d., naliczymy
pewng iloS$¢ zmian znaku i pewng ilo$¢ powtérzen znaku. Np. w pierwszej
z funkcyj

7— 3x-f5x2—8x3-\-x3— -l x°,
X*+ Nx+12,
— 7— 3x3— x3-(- KU*,

jest 5 zmian, 0 powtdrzen; w drugiej 0 zmian, 2 powtdrzenia; w trzeciej 1 zmia-
na, 2 powtorzenia.

Pod wyrazeniem: ilos¢ zmian albo powtorzen znaku w réwnaniu f(x) — 0
rozumiemy ilos¢ zmian albo powtdrzeri znaku w wyrazeniu funkcyi f(x),

Z powyzszego wynika, ze:

ilos¢ zmian (albo powtorzen) znaku w wyrazeniach dwu funkcyj: f(x)
i —f(x) jest zawsze taz sama;

suma liczb, wyrazajgcych ilos¢ zmian i ilos¢ powtorzen znaku w wyrazeniu
funkcyi f(x), jest réwna liczbie, wyrazajgcej ilos¢ wyrazow tejfunkcyi, zmniej-
szonej o0jednosé;

jezeli dwa wyrazy skrajne funkcyi f(x) sg jednakowego znaku, to liczba
Zmian wjej wyrazeniu jest parzysta, i przeciwnie.

79. Twierdzenie pomocnicze 1 Jezeli a jest liczbg dodaing,
a f(x) jakakolwiek funkcyjg calkowitg, to ilos¢ zmian znaku w iloczynie
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(x —a)f(x) jest wieksza od ilosci zmian w f(x), a roznica tych dwu liczb jest
nieparzysta.

Przyjmijmy, ze funkcyja f(x) przedstawia v zmian znaku, i napiszmy
ja tak:
f(X) = (AX“+ oom) — (AK"i + eo¢) + (A2K2 + + ..,
umowiwszy sie, ze spotczynniki we wszystkich wyrazach w kazdym nawiasie sg
jednakowego znaku. Mozemy przypusci¢, ze one sg dodatne, w przeciwnym bo-
wiem razie zamiast f(x) moglibysmy wzigé —f(x)  Procz tego, przyjmujemy,
ze wyrazy sg uporzadkowane wedtug malejacych poteg x, tak iz
—i>nc,— W iloczynie (x —a)f(x) jest x+ 2 wyrazow, majacych znaki okre-
Slone i niezalezne od liczby a; owe wyrazy sg na stronie prawej rownosci
(x —a)f(x) —Axa+-ix ... — B T £ ... + 0" 2+1% ...

+ (—D)'Kz*x++ ... + (—iy+'bax\

w ktérej A, B, C,...,K, L sa liczbhami dodatnymi, wyraznie wypisane.
Ostatni wyraz ostatniej grupy,
Al + L.,

oznaczyliSmy tu przez Lx'; jezeliby wiec ta grupa sktadata sie z jednego tylko
wyrazu, to mielibysmy L = A,,, I=n,,. — Nazywajac odpowiednio wlt W) o
wv, W ilo$¢ zmian znaku w wielomianach:

AXDT 1+ ... —Bxni+],
ny —BK"™ 1d=... -)- CK%2+],

vOi
(—iyKxvin = ... (— 1)'+L«xX',

a przez V' ilo$¢ zmian znaku w iloczynie (x — a)f(x), spostrzegamy naprzdd,
ze kazda z liczb wt, w2, . .. jest nieparzysta, gdyz w kazdym z wielomianow
(1) dwa wyrazy skrajne sg r6znego znaku, i, powtore, ze liczba v' réwna si¢ su-
mie  -f-w2+ ...+ 1. Kiladac

w, — 2h, + 1,

Ma= 2h2+ 1,

ntl= 2fi+i+ 1,
H= hifa+ ... + htAl,
gdzie kazda z liczb hu h2, ... 1, H oznacza liczbe dodatng, catkowitg, albo
zero, znajdujemy
W+ W ...+ WeH—2H + v4*r1,
czyli
vi— 2H -fv+ L
Stad
Vi—v= 2H + 1,
c.n. d
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80. Twierdzenie pomocnicze 2. Jezeli a jest liczbg dodatna,

a f(x) funkcyja catkowitg, to liczba, wyrazajaca ilos¢ zmian znaku w iloczynie
(x + a)f(x), nie jest wieksza od liczby, wyrazajgcej ilos¢ zmian znaku wf(x),
a jezeli jest mniejsza, to o liczbe parzysta.

Przypusciwszy, ze to ma miejsce dla kazdej funkcyi f(x), ktdrej stopien
jest mniejszy od n, dowiedziemy, ze ono ma miejsce i wtedy, kiedy stopien
funkcyi f(x) rowna sie n. Tym sposobem twierdzenie owo bedzie udowodnione,
gdyz widoczna, ze ono ma miejsce wtedy, kiedy funkoyja f(x) jest stopnia
pierwszego.

Jezeli Na:" jest w wyrazeniu funkcyi f(x) wyrazem o najwiekszym wy-
ktadniku przy x, to réznica

f(x) — Na'" = €(x)
jest funkcyjg stopnia nizszego od w; niech Ma;™* przedstawia jej wyraz o naj-
wyzszym wyktadniku przy x. Wezmy teraz pod uwage wyrazenia czterech
nastepujacych funkcyj, przypuszczajac, ze wyrazy sg uporzadkowane wedtug
rosngcych poteg zmiennej x: «

f(x) = Axad4 ...4-Ma"™,
f(x) — Axa 4 ... 4 Ma™4 Na)»,
ax (x4 a)p¥) = A,xad ...4 Ma"**,
(x4 a)f(x) —A,xa4 ... 4 Ma"™14 \g*™4 Na;**L

Nazwijmy liczby, przedstawiajgce ilos¢ zmian znaku w kazdej z tych funkcyj,
odpowiednio v, w, v\ w', i zwazajac na to, ze, wedtug zatozenia, réznica v— »
jest liczbg dodatng, parzystg, lub zerem, oznaczmy v—v'=. 2h.

Dla ufatwienia dowodzenia, lepiej oddzielnie rozwazy¢ dwa przypuszcze-
nia: kiedy m+ 1<wu i kiedy m41 —n.

Zacznijmy od pierwszego: m4 1< Wtedy mogg mie¢ miejsce dwa
przypadki, ktdre bedziemy roztrzgsa¢ osobno:

a. Spotczynniki M i N sg jednakowego znaku. Wtedy rownania (1)
wprost wskazuja, ze

w=v, w—V,
skad
W—wW—v—Vv—2h, cnd

b. Spoétczynniki M i N sg roznego znaku. Wtedy z réwnan (1) otrzy-

mujemy
w—v4l, w—v'i4 1,
a wiec
w—w= v—vVv= 2/}, cnd

Przeszedszy do drugiego przypuszczenia: m + | - «, zauwazmy, Ze te-
raz, na stronie prawej ostatniego z réwnan (1), dwa wyrazy: Ma;"**1 i aNa;" sg
podobne i stanowig jeden wyraz (M + aNja;™*1, tak iz zamiast rdwnan (1)
mamy teraz grupe nastepujaca:
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<f) = Ax“+ ...+ bbk™
, f(x) — Axa+ ... + XxT+ Na;”™ ],
(x+ a)<f(x) = Axxa+ ... + Kpk*+ Marmtl,
(x+ a)f(x) — Axa+ ... + Kpx*+ (M+ aN)xm+ + Nxm+2

Azeby dowies¢, ze nasze twierdzenie ma teraz miejsce, rozpatrzmy oddzielnie
cztery nastepujace przypadki, jedyne, jakie tu moga zachodzic:
a. Spotczynniki M i N sg jednakowego znaku. ROwnania (2) wska-
zuja, ze
W=-V, w—vI
a zatym
wW—nd—n—v'~2h, c.nd

b. Spétczynniki Mi N sg réznego, a Mi M-f oN jednakowego znaku.
Wowczas
w—v-j-1, ttf= v+ 1,
a zatym
w—to'— v—v'— 21i, c. n.d.
c. Spotczynniki M i N sg roznego, a N i M + aN jednakowego znaku.
Mamy wtedy
w= v+ 1, wl= v+ 1,

znak przy jednosci na stronie prawej réwnania ostatniego zalezy od tego, czy
dwa ostatnie wyrazy w wyrazeniu (x + a) f(x) sg jednakowego, czytez réznego
znaku. Odejmujac, otrzymujemy: wtedy, kiedy zachodzi znak gorny,
wW—w= v—vVv= 2h,
a jezeli dolny,
W—w=v—Vv+ 2= 2(%-f-1), c n d

d. Spotczynniki M i N sg rdznego znaku, zas M + aN — 0. Natenczas

w= v+ 1; w= vdhl;
znak przy jednosci w roéwnaniu ostatnim zalezy znowu od tego, czy dwa
ostatnie wyrazy iloczynu (x + a)<p(x) sa jednakowego, czytez réznego znaku.
Odejmujac, dojdziemy do tegoz samego wyniku, co w przypadku poprzednim;
a wiec i teraz twierdzenie nasze ma miejsce.

81. Twierdzeni.e pomocnicze 3. Jezeli wyraz staly w wyraze-
niufunkcyi catkowitejf(x) nie réwna sie zeru, to suma dwu liczb, wyrazajgcych
ilos¢ zmian znahu wf(x) i ilos¢ zmian znaku w f (—=), nie przewyzsza stopnia
funkcyi f(x), ajezelijest mniejsza, to o liczbe parzysta.

Niech bedzie funkcyja

f(x) = Axn+ Bxw+ GV + ...Kxs+ L,

w ktérej ani jeden ze spotczynnikéw A, B, C, ... ,K, L nie réwna sie zeru
i «>m/«>)e>.... Kazdazliczb

a=n—m—1, p= m—r—1 , X=s—1
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wyraza¢ bedzie ilos¢ wyrazéw, brakujacych miedzy odpowiednimi po sobie na*
stepujgcymi wyrazami funkcyi f(x). Oznaczmy jeszcze przez pa reszte pozosta-
tag z podzielenia a przez 2, wzietg ze znakiem takim, jaki ma iloczyn AB;
przez pp reszte pozostalg z podzielenia fi przez 2, wzietg ze znakiem takim,
jaki ma iloczyn BC, i t. d. Nadto, oznaczmy odpowiednio przez vx tg,...,tg
ilos¢ zmian znaku w kazdym z dwumianéw

Ax*+ BX", Bx*+ OV, ...,Kxs+ L,
a przez tg', v2, ... ,v{ ilos¢ zmian znaku w kazdym z dwumianéw
(— D" Ax»+ (— Dp*BK™*, (— D»Bxr + (— 1)-Oxr,...,(-1)5Kx + L.

Miedzy liczbami ta, tg', a, pa zachodzi zwigzek:
(1) a— m»m»— (*,-f-»"; = * + pe.
Zauwazmy bowiem, ze jezeli a jest parzyste, to przy n parzystym, m jest nie-
parzyste, i naodwrét; wskutek tego iloczyny AB i (—I)m-»AB sg roznego
znaku; a zatym, albo: pa—0, «,= 1,t3'=0, albotez: pa= 0, t3= 0, 1,
stosownie do tego, czy iloczyn AB jest ujemny, czytez dodatny. A jezeli a jest
nieparzyste, to liczby m i n sg albo obie parzyste, albotez obie nieparzyste,
tak iz iloczyny AB i (—1)m-»AB sg jednakowego znaku, i, gdy iloczyn AB
jest dodatny, mamy pa=1, tg= tg'=0, gdy za$ iloczyn AB jest ujemny,
mamy pa= —1, t3—tg'—1 Jest wiec zawsze tg+ tg'+ pa— 1, skad,
z uwagi, ze a—n— m— 1, dochodzimy do zwigzku (1).

JVskutek zwigzku (1), maja miejsce réwnania

m—r— (v2+ v2) = $+ pa,

@) L eeeeeeeeeeesessesesesesesen .

s—(vitvi)= \ + pX
Dodajac do siebie zwigzki (1) i (2) i zwazajac, ze suma
V= tg+ tgt+ ...+ Wt
wyraza ilo$¢ zmian znaku wf(x), a suma
Vi— X+ vZ+ .. +vl
ilo§¢ zmian znaku wf(—x), otrzymujemy
n—(v+v')=a+ pa-fP+ Pg+ eee+ | + Pk

A gdy kazdy z dwumianoéw a -f pa, P+ fo,... widocznie jest liczbg parzysta,
dodatng, lub zerem, przeto nasze twierdzenie jest udowodnione.

§ Il. TWIERDZENIE DESCARTESA.

82. Opierajac sie na twierdzeniach pomocniczych, udowodnionych w pa-
ragrafie poprzedzajacym, tatwo mozemy dowies¢ nastepujgcego twierdzenia
Descartes’a i, procz tego, doda¢ kilka uwag, ktére w praktyce czesto wypada
mie¢ na wzgledzie.
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Twierdzenie. llos¢ wszystkich pierwiastkow dodatnycli rownania
f(x) = 0 nie jest wieksza od ilosci zmian znaku w funkcyi f(x), ajezelijest
mniejsza, to o liczbe, parzysta.

Oczywiscie, ze pierwiastek réwny zeru nie powinien by¢ zaliczany do
pierwiastkdw dodatnych, bo, wskutek pomnozenia réwnania przez »x, x2 x3...,
nie powiekszy sie ilo$¢ zmian znaku.

Niech m oznacza ilos¢ pierwiastkéw dodatnych danego réwnania, ktdreto
pierwiastki nazwijmy ax, a2, . . «,am.

Funkcyja catkowita

F(x)—

(x—aj) (x—aj) ... (x—an)

nie ma ani jednego pierwiastka dodatnego; z tego wnosimy, ze spotczynniki
w dwu skrajnych jej wyrazach bedg jednakowego znaku, gdyz przy dwu warto-
Sciach dodatnych zmiennej x, z ktérych jedna jest do$¢ mata, a druga dos¢
wielka, odpowiednie wartosci funkcyi F(x) powinny mieé¢ znaki jednakowe.
Stad wynika, ze ilos¢ zmian znaku w wyrazeniu funkcyi F(x) jest parzysta
albo réwna zeru.

Oznaczajac ilos¢ zmian znaku w wyrazeniu kazdej z funkcyj

F(X), (x—a,)F(x), (x—aj)(x—aj)F(x),....(x—aj)(x—ad. ..(x—amF(x)
odpowiednio przez vm, ...,V i przyjmujac pod uwage pierwsze twier-
dzenie pomocnicze paragrafu poprzedzajacego, otrzymujemy réwnania:

vm= 2h,
V,, I—vm— 2hx+ 1,
VIFIT —vmi — 2A2-f 1,

vV—vl— 2hm+ 1,

w ktdrych h, ht, h2, ... sg liczbami catkowitymi, dodatnymi, albo zerami.
Stad, dodajac, znajdujemy

(1) u=w» + 2H,

gdzieH = h+ Aj+ ... -fhmjest liczbg catkowitg, dodatng, albo zerem.

Zwazmy, ze v oznacza ilos¢ zmian znaku w iloczynie

(x—aj)(x—aj)... (x—"am F(x),
albo, co toz samo, w funkcyi f(x); réwnanie (1) przeto wyraza twierdzenie
Descartes’a.

83. Drugie z twierdzerh pomocniczych paragrafu poprzedzajgcego czesto
daje mozno$¢ otrzymania wyzszego krarica dla liczby, wyrazajacej ilos¢ pier-
wiastkow dodatnych réwnania f(x) = 0, mniejszego od tego, jakie daje twier-
dzenie Descartes’a.

Wezmy np. réwnanie

f(X) — X*— X7+ HK° — 85— W+ 73— 22x2— 152k — 450 == 0.
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Wedtug twierdzenia Descartes’a, ilos¢ jego pierwiastkéw dodatnych jest niepa-
rzysta i nie przewyzsza 5-u. Mnozac jednak obie strony przez x + 1, otrzy-
mujemy

(X F-\)f(X) — 3 + 37— bK° — I3+ 6a;4— 15x3— 174a;2— 602a; — 450 = 0,

skad wnosimy, ze ilo$¢ pierwiastkow dodatnych réwnania f(x) = 0 nie prze-

chodzi 3-ch. Mnozac za$ powyzsze rownanie jeszcze raz przez x + 1, otrzy-

mujemy

(x-\- DZ(x) = x D+ a0+ 3a;8— x 7— 133;° — 3a;5— 9a;4— 1893;3— 776a;2—
— 1052a; — 450 = 0,

z ktérego widzimy, ze ilos¢ pierwiastkéw dodatnych réwnania f(x) = 0 nie jest
wigksza od 1. A wiec, rownanie f(x) = 0 ma jeden tylko pierwiastek dodatny.
Wezmy jeszcze jeden przyklad. RoOwnanie

F(x) = Xa+ 2a4— 7a3+ 30a;2+ 6= 0,

wedtug twierdzenia Descartes’a, albo zupetnie nie ma pierwiastkéw dodatnych,
albo ma ich dwa. Pomnozywszy jednak obie jego strony przez x -f-4, otrzy-
mujemy

a0+ 6a;5+ a4+ 2a:3+ 12082+ 6a;+ 24= 0,
skad widzimy, ze rownanie f(x) = 0 wecale nie ma pierwiastkow dodatnych.

84. Ilos¢ pierwiastkow dodatnych réwnania f(—x) = 0 jest oczywiscie
rowna ilosci pierwiastkéw ujemnych réwnania f(x) — 0. Oznaczywszy te ilos¢
przez m', a przez v' ilos¢ zmian znaku w funkcji f(—x), na mocy twierdzenia
Descartes’a mamy

ml = v'— 2h,
gdzie bl jest liczbg catkowitg, dodatng, albo zerem. Dodajgc do tego réwna-
nia stronami odpowiednimi réwnanie

m= v— 2h,
ktére sie odnosi do funkcyi f(x), otrzymujemy
m+»= v+ v —2(h+ h),
skad widzimy, ze ilo$¢ wszystkich pierwiastkow rzeczywistych réwnania f(x)=.0,
réznych od zera, nie przewyzsza sumy v + V' i jest parzysta albo nieparzysta,
stosownie do tego, jakg jest suma v + V'.
Jezeli ostatni wyraz w f(x) nie rébwna sie zeru, to suma v V' nie jest
wieksza od stopnia réwnania f(x) = 0 i jest jednakowej z nim parzystosci

(art. 81).
Dla przyktadu, wezmiemy réwnanie

f(x) = Xs— x1+.4K® — 8K5—xi + 7x3— 22rr2— 152 — 450 = 0.
Podstawiajgc w nim —x zamiast x, otrzymamy
f(—x)= x"-yx1+ dk6+ 8a;5— ad— 7dB+— 2232+ 152a: — 450 = 0;
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skad widzimy, ze réwnanie f(x) = 0 posiada albo jeden tylko, albotez trzy
pierwiastki ujemne.
"Wezmy drugi przykitad.
F(x) = x5+ 2x* — 7x3+ 30x3+ 6= 0.
Bioragc —x zamiast x, otrzymamy
F(—x) = — x3+ 2x* + 7x3+ 30.r2+ 6= 0,
skad widzimy, ze rownanie F(x) = 0 posiada jeden tylko pierwiastek ujemny.

§ 11l. KRANIEC NIZSZY DLA ILOSCI PIERWIASTKOW ZESPOLONYCH.
ZASTOSOWANIA.

85. Oznaczywszy odpowiednio przez m, m', 2J ilo$¢ pierwiastkow do-
datnych, ujemnych i zespolonych rownania
f(x) = Axn+ bxv+ ...+ L= 0,

a przez v iV ilo$¢ zmian znaku w f(x) i w f(—x), na mocy twierdzenia De-
scartes’a mamy
v+ V= m+m+ 2k

gdzie %oznacza pewng liczbe dodatng, lub zero. Zwazywszy, 7e ««t««'=»«—2],
z ostatniego rownania otrzymujemy

1) 2J= n—(v+ V) + Z«k
W art. 81-ym za$ znalezlismy, ze
2) n—(\V+vVv)= a+ pa+ p+ pp+ ....
Z réwnan (1) i (2) wynika:

2)J= a+ pa+ p+t + ...+
Stad widzimy, ze
(3) 2) $ra+ pat+ p+pjt ...,
i dlatego liczba a+ pa+ p+ pp+ ... moze by¢ przyjeta jako kraniec nizszy .
dla ilosci pierwiastkdw zespolonych réwnania danego.

Ze zwigzku (3) wynikaja nieréwnosci

2J$ta + pa, 2J"P+p<i,
albo jeszcze, zwazywszy, ze kazda z liczb pa, po moze mie¢ jedne z trzech war-
tosci 0, 1, — 1, mamy

2] —1, 2T+(B—1,

86. Wezmy pod uwage funkcyjg catkowitg f(x) stopnia n-go, nie posia-
dajacg pierwiastkow zespolonych, i, oznaczywszy przez m jakgkolwiek liczbe
catkowitg wiekszg od 1, podzielmy funkcyjg xn+m przez f(x). Wyrazajac czesé
catkowitg przez y(x), a reszte przez ty(x), mie¢ bedziemy

xmm= f(x) ipfx) + "\(x 'h
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cityii
XHT— <) = f(x) <f(x).
Na stronie lewej tej rownosci brak przynajmniej m wyrazéw, gdyz stopien
funkcyi <p(X) jest mniejszy od n; i dlatego rownanie
a+m— = o0,
albo, co toz samo, réwnanie
f(x) tf(x) = 0

ma przynajmniej m — 1 pierwiastkdw zespolonych. Wszystkie te pierwiastki
powinny zados¢ czyni¢ réwnaniu f(x) = 0 stopnia m-go, gdyz, wedtug zatoze-
nia, réwnanie f(x) = 0 nie posiada pierwiastkéw zespolonych. A zatym, ré-
wnanie <f(x) = 0 bedzie miato albo jeden tylko pierwiastek rzeczywisty, albot¢z
ani jednego, stosownie do tego, czy liczba m jest nieparzysta, czytez parzysta.

87. Przyjmujac, jak w art. poprzedzajgcym, ze f(x) przedstawia fun-
kcyja catkowitg, nie posiadajacg pierwiastkéw zespolonych, i oznaczajac przez

m dowolng liczbe catkowita, dodatng, rozwinmy stosunek -frflf_% na utamek ciagly.
ac

Licznik i mianownik jednego z utamkdw zblizonych nazwijmy P i Q, a r niech
oznacza stopien mianownika Q. Kladac

f(x) P __<f¥
xm Q tyxm’
mie¢ bedziemy funkcyja catkowitg <f(x) stopnia nie wyzszego od m —r — 1;
na stronie przeto lewej réwnania
T>m+ <f=f(x)Q,
miedzy ostatnim wyrazem funkcyi Yxm i pierwszym wyrazem funkcyi pbrak
przynajmniej r wyrazbw. A zatym, réwnanie
Vxm+ (p= 0
posiada przynajmniej r—1 pierwiastkow zespolonych, ktore, oczywiscie, powin-
ny czyni¢ zado$¢ réwnaniu Q= 0. A poniewaz stopien funkcyi f(x) jest r,
wiec rownanie Q= 0 bedzie miato albo jeden tylko pierwiastek rzeczywisty,
albotéz ani jednego, stosownie do tego, czy liczba r jest nieparzysta, czytez pa-
rzysta. Te uwage zawdzieczamy Laguerre’owi; z niej wynika, jako wniosek,
to, coSmy powiedzieli w art. poprzedzajagcym.
Przyk#ad. Funkcyjg f(x) = x3— 2x2—z f I m a wszystkie trzy pier-

wiastki rzeczywiste, bo f(+ 1)< 0. Rozwijajac funkcyjg na utamek
ciagty, otrzymujemy
X3—2x2—x-\-1 1
X* w494 25
E N [ 25

20K+ 19+ 47T 3¢
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Stad za$ znajdujemy nastepujace wyrazenia mianownikéw utamkéw zblizonych:
Qi = #+ 2, 03 = 25(4k3+ 32+ a:+1),
Q2= 5a2— #+ 3 Qt= 16.25ax,

i spostrzegamy, ze kazde z réwnan Q2= 0, O,= 0 powinno mie¢ po dwa
pierwiastki zespolone, o czym nietrudno bezpo$rednio sie przekonac.

§ 1IY. PRZYPADEK, KIEDY WSZYSTKIE PIERWIASTKI ROWNANIA
SA RZECZYWISTE.

88. W paragrafie niniejszym rozpatrzymy ten przypadek szczegdiny,
kiedy zgory wiadomo, ze wszystkie pierwiastki réwnania sg rzeczywiste.
Przyjmiemy tu, ze ostatni wyraz w funkcyi f(x) nie rowna si¢ zeru.

Oznaczajac stopien rownania f(x) = 0 przez n, ilos¢ jego pierwiastkdw
dodatnych przez m, a ujemnych przez m', ilo$¢ zmian znaku w f(x) przez v,
ilos¢ zmian znaku w f (—x) przez v', i, nakoniec, przez h, h\ h" pewne liczhy
catkowite nie mniejsze od zera, bedziemy mieli cztery nastepujace réwnania:

m-=zv — 2h,
m'= v'— 2A,
v+ v'= n—2h”
m+ m'=n;
z tych rownan wynika, iz
h+ h’+ h"= 0,

A gdy Zadna z liczb h, bl, h" nie jest mniejsza od zera, wiec

h—0, A—O0, h"=0,
a stad

m=sv, m’ V.
Te rownania wyrazajg nastepujgce
Twierdzenie 1 Jezeli wszystkiepierwiastki rownania f(x) — Q sg
rzeczywiste i rézne od zera, to ilos¢jego pierwiastkow dodatnych jest réwna ilo-
Sci zmian znaku w f(x), a ilos¢ jego pierwiastkdw ujemnych jest rowna ilosci
zmian znaku wf(—x).
Naprzyktad, nastepujace rownania, otrzymywane wskutek przyrownania
do zera niektdrych z funkcyj, podobnych do rozwazanych powyzej w art. 58-ym,
P3= 3x3— 2x2— 10k + 5=:0,
P4= 3xd— 2¥3— 13x2+ 2k + 3= 0,
P5= 65— 13x4— 23x%3+ 45x2+ Ox— 14= Q
03 — 33— 2%—7,
— 3K3— 22— Koa: — 3,
O, — 64— I13k3— 172+ 26k + 16
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majg wszystkie pierwiastki rzeczywiste, a mianowicie:

pierwsze — dwa pierwiastki dodatne, jeden ujemny,

drugie — dwa pierwiastki dodatne, dwa ujemne,

trzecie — trzy pierwiastki dodatne, dwa ujemne,

czwarte— jeden pierwiastek dodatny, jeden ujemny,

pigte — jeden pierwiastek dodatny, dwa ujemne,

szoste — dwa pierwiastki dodatne, dwa ujemne.

89. Mozemy teraz przej$¢ do innego jeszcze zastosowania twierdzenia
Descartes’a, w przypadku, kiedy wszystkie pierwiastki rownania sg rzeczywiste.
Polega ono na tym, ze daje mozno$¢ oznaczenia, ile réwnanie ma pierwiastkow,
zawartych miedzy dwoma dowolnie wzietymi krancami: a i b;>a Jezeli
oznaczymy pierwiastki rownania f(x) = 0 przez a,, a2, ...,a,, to pierwia-
stkami rownania f(a + y) — O, czyli rdwnania

) f(a) + -f-f(a)+ ...+ Ma)=0

beda liczby:
a,—o0, 02—a,...,a,—a,

a pierwiastkami rownania f(b + z) = Q czyli rdwnania
2) i(b) + -f f(b) + ...+ fM(b)= 0O

liczby:
0,—b, a2—nb, ... ,on—0D

llo$¢ pierwiastkdw dodatnych réwnania (1) réwna jest ilosci pierwiastkdw
réwnania f(x) — O, przewyzszajacych kraniec o, a ilos¢ pierwiastkéw doda-
tnych rownania (2) réwna jest ilosci pierwiastkow roéwnania f {x) — Q prze-
wyzszajacych kraniec b. A wiec, jezeli przez m i ni oznaczymy ilos¢ pier-
wiastkéw rownania f(x) — O, przewyzszajacych odpowiednio krance a i b,
a przez vai vbilos¢ zmian znaku w (1) i (2), to mie¢ bedziemy

m= va, ni— vb,
skad
Va— vb= m —ni.

Ro6znica m — ni, oczywiscie, wyznacza ilo$¢ pierwiastkow réwnania f(x) = Q
zawartych miedzy a i b; a wiec ostatnie rownanie wyraza nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 2. Jezeli wszystkie pierwiastki réwnania stopnia n-go,
f(x) — O sa rzeczywiste, to ilos¢ jego pierwiastkow, zawartych miedzy dwoma
dowolnymi kraficami: a i b;> a, jest wyznaczona przez réznice miedzy iloscia
zmian znaku w grupie liczb

f(a), f(a), f"(a), ..., f<n)(a)
Bibl. mat.-fiz.,, S. IV, T. II. 7
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i iloscig smian znaku w grupie liczb

f(b), f'(b), f(b),... ;/<"W
Wyrazy réwne zeru, jezeli takie sie znajda, nie przyjmujg sie tu pod uwage.

Wezmy np. jedno z réwnan, przytoczonych w art. poprzedzajagcym:
f(x) = 6ab— 13a®4— 23a:3+ 45a24- 10a; — 14 ==0.
Obliczajac wartosci funkcyi f(x) i jej pochodnych dla x = 0, 1, 2, otrzy-
mamy nastepujacg tablice znakéw:
poro T rar

X — 2 + + + +
e=|l + + — — + +
®— 0 — + + - — 4

Widzimy wiec stad, ze rownanie ma tylko jeden pierwiastek, zawarty miedzy
Oi 1,itylko jeden miedzy 1i 2.

§ V. TWIERDZENIA LAGUERRE’A

90. Laguerre rozciagnat twierdzenie Descartesa na réwnanie prze-
stepne; to go przywiodto bezposrednio do dwu nowych twierdzen, stosujacych
sie do rdwnan liczebnych, twierdzen, zastugujacych na uwage ze wzgledu na ich
praktyczng doniostosc.

Wyprowadzimy je tu — lecz przy pomocy odrebnego rozumowania.

Twierdzenie 1 |l0$Cpierwiastkdw réwnania

(1) f(x) = A"+ -fo.o.+A,= 0,

wiekszych od danej liczby dodatnej a, nie jest wieksza od ilosci zmian znaku
w pierwszym wierszu algorytmu Homer'a (art. 14, 15)

A Ai A2 ses A1 A,
A Ali AZ ... AB-ig A
1A Aje A22 ... Abi2

(D s S -
\A  AiL

obliczonego dla x — a, a jezeli jest mniejsza, to o liczbe parzysta. Przyjmu-
jemy tu, ze liczba a nie jest pierwiastkiem réwnaniaf(x) — 0.
Napiszmy uktad wierszy

A Aifl A2i  Aai A4l ... A,
A Ai2 A2i Az Al ... A4
(3) A Az A2 A3 A ... A,
A Aln A2, i As, 2 Ad, 3 .. A,
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wedtug typu ogblnego
A Aiit A2LiT A2* 2. A<jP At AL AHHL L. LA, IO AL,

i oznaczmy ilo$¢ zmian znaku w kazdym wierszu kolejno przez V2, V3,...,V,,-
Ktadac

= Aa*-1+ ANi-id@-2+ A1 2a;-3+ ...+ AL,
nx)= Ag'+ Aiax»1+ AZl ,a*-2-F...+ A _,2k+ aA,_ 1]
mamy rownos¢
i) = (x+ a)pt(x),
z ktérej wnosimy, iz ilo$¢ zmian znaku w wierszu

4 A A, A2 ... A i2 A il
nie jest wieksza od ilosci zmian znaku w wierszu
(5) A Al AZE2.. A,

i réznica tych dwu liczb jest parzysta, albo réwna zeru. Dopisawszy tak
w wierszu (4), jak i w wierszu (5), grupe liczb

ALl All...A,l
otrzymujemy nowe dwa wiersze:
® Aj i A2 A AL AL
@) A Aifi A2, 2...A—a Ali...Asq]

o ktorych mozna powiedzie¢ toz samo, co o wierszach (4) i (5), t. ., ze ilos¢
zmian znaku w (6) nie jest wieksza od ilosci zmian znaku w (7), a jezeli te
dwie liczby roznig sie od siebie, to o liczbe parzysta.

Jezeli wjakimkolwiek wierszu opuscimy jeden wyraz, dowolnie wziety,
byle nie skrajny, to, oczywiscie, ilos¢ zmian znaku w danym wierszu albo sie
nie zmieni, albo zmniejszy sie o liczbe parzystg. Wykre$limy wiec w wierszu
(6) wyraz A*+[; on nie mogt by¢ skrajnym, gdyz wyraz A= f(a), wedtug
zatozenia, jest rézny od zera. Wskutek tego, wiersze: (6) i (7) stang sie
wierszami r-tym i (i — I)-szym uktadu (3), i dlatego mozemy napisaé

(8) Vie W — 2A; 1,

gdzie /«;_! oznacza pewng catkowitg liczbe dodatna, albo zero.
Réwnanie (8) wskazuje, ze wszystkie liczby

V, v2, v3, ... v,
sg jednakowej parzystosci i ze kazda od poprzedzajgcej jg nie jest wigksza.
Zauwazmy jeszcze, ze tozsamosciowo (art. 15)
f(x) = ALi-J-A,_i2x —a)-J-A,,_Aa—a)2+ ... +Ai,,(a;—a)n,-\-A(x —a)n,
tak iz pierwiastki réwnania f(x) — 0, wieksze od naszej liczby dodatnej a,

sq pierwiastkami dodatnymi réwnania o niewiadomej x —a, otrzymanego
wskutek przyréwnania do zera strony praw¢j wypisanej réwnosci. A wiec,
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wedtug twierdzenia Descartes’a, ilos¢ pierwiastkdw réwnania f(x) — 0, wie-
kszych od a, nie jest wigksza od vn i z tg liczba jest jednakowej parzystosci,
a tymsamym, na mocy tego, coSmy wyzej okazali, nio jest wigksza od zadnej

z liczb v,, v2, v3,...,vni i jestjednakowej z nimi parzystosci. Ten wynik
naszego rozumowania obejmuje twierdzenie Laguerre’a.
91. Przy jakichkolwiek dwu danych liczbach a i b, roznych od siebie,

kazda funkcyja catkowitaf(x) stopnia n-tego moze by¢ przedstawiona, jednym
tylko sposobem, w takiej postaci:
Q) f(x) = Axn-'(x—a) + f(¥) (x —a) (b —x) + B(b —x),
gdzie A i B oznaczajg liczby state, <f(x) za$ pewng funkcyja catkowitg stopnia
nizszego od n— 1

Przyjmujemy nadal, ze zadna z liczb a i b nie czyni zado$¢ réwnaniu
f(x) — 0; wowczas ani jeden ze sp6tczynnikéw A, B w wyrazeniu (1) nie jest
rowny zeru.

Przypuszczajgc, ze w wyrazeniu funkcyi

f(x) = La;'+ L,aA+ ...+ L4P

wyrazy sg uporzgdkowane wediug malejgcych poteg zmiennej x, i ze b> a,
wezmiemy pod uwage ilos¢ zmian znaku w grupie liczb:

A, L L|,...,L,B

i, przez skrocenie, bedziemy jg tu nazywali iloscig zmian znaku w wyrazeniu
(1). Tak np. powiemy, ze wyrazenie

— 3 x— 1D+ (x— 1 (2—x) (5x3—x — 1) -f4(2—x)
przedstawia trzy zmiany znaku.

Twierdzenie pomocnicze. Jezeli f(x) jest funkcyjg catkowitg
stopnia n-go, a i b s dwiema liczbami dodatnimi ib > a (zresztg a moze nawet
réwnac sie zeru), za$ c jest liczbg posrednig miedzy a i b, to, wrazie gdy
funkcyje f(x) i (x — c)f(x) przedstawimy w postaci

f(x) = Ax*~I(x — a)-f- <(x) (x — @)(b — x) + B(b— x),
X —c)f(x) —Alxn(x —a) + PP (x— a)(b— x) + B,(b— x),
ilos¢ zmian znaku w wyrazeniu iloczynu (x — c)f(x) jest wieksza od ilosci
zmian znaku ro wyrazeniu funkcyif(x) o liczbe nieparzysta.
Zauwazmy uprzednio, ze:
roznica miedzy liczbami, wyrazajgcymi ilos¢ zmian znaku w grupie
P, q r
i ilo$¢ zmian znaku w grupie
Pl rl
jest albo 0, albo 2;

jezeli liczby p i q sg jednakowego znaku, to réznica miedzy liczbami,

Wyrazajacymi ilo$¢ zmian znaku w grupie
P, A r
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i ilos¢ zmian znaku w grupie

P, B
jest albo 0, albo 2.
Ktadac
<f(x) — Lx" +Lxit ...t Ljx'’,
znajdziemy

(x—c)<p(x) — Lx+1+ M,)KTi+ .+ MoxTc—ocb ix'i,
a zatym

() (x —c)f(x) — ~ (b —c)xn(x —a)
+ A xn=1 + lux+1+ ...—thx“+B](x—a)(b —X)

—Bc —a)(p —x).

Niektdre z wyrazéw, objetych przez wielki nawias na stronie prawej,
moga by¢ podobne; dlatego nalezy oddzielnie rozpatrywac nastepujgce cztery
przypadki.

a. n—I>Z + 1liij>0. Wodwczas w owym wielkim nawiasie niema
wyrazéw podobnych, a w wyrazeniach (1) i (2) mamy dwie nastepujace grupy
liczb: % . *

A, L, Lt ..., Lj, B,
A, —A, L, M1 ( —L, B, —B.

Oznaczmy ilo$¢ zmian znaku w kazdej z nich odpowiednio przez v i v' i, procz
tego: ilos¢ zmian znaku w grupach

A, L
A, —A, L
przez v, i u,'; ilos¢ zmian znaku w grupach
L, L,. .,(
B? Mjieee, , —Jj
przez v2i v3\ nakoniec, ilo$¢ zmian znaku w grupach
L(, B
—Li, B, —B

przez v3i v3. Mamy wiec nastepujace réwnania

V= vt+ v2+ V3,
v=Vi+v]I+vd
v,)—vl= 2hi,
v3—v2= 2ht+ 1,
v3 — v3= 2h3,
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w ktorych kazda z liter /r,, h2, h3 oznacza pewng liczbe catkowita, dodatna,
lub zero. Z tych réwnan wynika
vVi—v—2h+ 1,

gdzie h=h,+ h2 h3 i dlatego oznacza réwniez pewng liczbe catkowitg, do-
datng, albo zero. To za$ réwnanie okazuje prawdziwos$¢ naszego twierdzenia
w przypadku rozwazanym.

b) . n—1 I+ 1, 0 W~OAwczas, na stronie prawej rownosci (2)
pierwsze dwa z wyrazéw, zawartych w wielkim nawiasie, sa podobne, wskutek
czego nalezy przyja¢ pod uwage nastepujace dwie grupy liczb

A, L, hj|,... kj, B,

Ac
_ A

(31 :
! A, L , M, ...,—Li, B, -B,

z ktérych pierwsza niech przedstawia v zmian znaku, a druga v'. Wezmy
tu jeszcze pod uwage grupe

A, L, M , —L< B, —B,

roznigca sie tylko wyrazem drugim od drugiej z grup (3), i oznaczmy przez w
ilo$¢ zmian znaku, w niej zachodzacych. Mamy

vV —w=2h,,
gdzie h, oznacza jednos¢, albo zero. Zachodzi tu jeszcze zwigzek
w— Vv — 2h2A-1,
w ktdrym h2jest liczbg catkowita, dodatng, albo zerem. A wiec
vV—v= 2h+ 1,
gdzie litera h oznacza sume n,+ h2, liczbe catkowitg, dodatng, albo zero,
c.n. d
c) . n—1> Z+ 1, 2= 0. Wowczas mamy nastepujace dwie grupy:
A, L, Xij... ,L<, B,
A, —A L, M,,...,Mt, —cLi-fB, —B.
Oznaczmy ilo$¢ zmian znaku w kazdej z nich odpowiednio przez vi v' i nadto
wezmy jeszcze pod uwage grupe
A, —A, L, M,,...,Mt, —cL,, —B,

ktéra niech przedstawia w zmian znaku. Oczywiscie, mamy tu dwa ro-
wnania

v'—w = 2ht,

w—v= 2h2+ 1,
w ktérych tak  jak i h2 oznacza liczbe catkowita, dodatng, albo zero. Z nich
znajdujemy

V—v= 2h+ 1,

gdzie h oznacza liczbe catkowitg, dodatng, albo zero, c. n. d.
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d). n—1=1+ 1, li— 0. Mamy tu dwie grupy:
A, L, L, eee>Li>
A
A, L—"" M| see,MA —cLi+B, -B:

wezmy jeszcze pod uwage grupe
A, L, M,....M* —cL, —B.
Oznaczmy ilos¢ zmian znaku w kazdej z nich odpowiednio przez v, V', w.
Jest wiec
d—w— 2,
w—v —2h2+ 1,
gdzie A, i h2 oznaczajg liczby catkowite, nie mniejsze od zera. Stad za$ wynika
vl—v= 2h+ 1,

gdzie h jest liczbg catkowitg, dodatng, albo zerem, c. n. d.
92. Twierdzenie 2. Gdy mamy dane roéwnanie stopnia n-tego
w postaci

Q) f(x) —Aanl(x—a)f ) (x—a)(h—x) + B(b—x)— 0,
gdzie <f(X) oznaczafuniccyja
Lx‘+ L,a* + ...+ bixii

stopnia nizszego od n— 1, Jctorej wyrazy sg uporzadkowane wedtug poteg ma-
lejacych zmiennej x, za$ a i bsg liczbami dodatnymi, nie czynigcymi zadosé
rownaniu f(x) — 0, r ktérych b;> «, to ilos¢ pierwiastkéw réwnaniaf(x) = 0,
zawartych w przedziale od a do b, nie jest wieksza od ilosci zmian znaku
w grupie liczb
A, L, Lj,...,Lt, B

i jest z nig jednakowej parzystosci.

Jezeli rownanie f(x) = 0 nie ma zadnego pierwiastka w przedziale mie-
dzy a i b, to wowczas twierdzenie widocznie ma miejsce, gdyz wartosci f(a)
if(b), a tymsamym i spétczynniki A i B sg jednakowego znaku.

Przypusémy, ze rownanie f(x) — 0 posiada r pierwiastkdw w przedziale
miedzy a i b, a mianowicie:

cl) c2, cg) ... fcr
Utwérzmy funkcyje:
/ 00
Fr(x) x—c)(x—cj)...(x—cn-
T /100
Fr) — o x— o o)’

F(9)=1(*)
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I, sprowadziwszy kazdg z nich do postaci (1), obliczmy ilo$¢ zmian znaku w jej
wyrazeniu. Niech vt oznacza ilo$¢ zmian znaku w wyrazeniu funkcyi F.fir).
Z tych liczb M liczba vr jest parzysta, réwnanie bowiem Vr(x) = 0 miedzy
a i bnie ma ani jednego pierwiastka. Na zasadzie zas powyzej udowodnionego
twierdzenia pomocniczego, mozemy napisa¢ nastepujace réwnania:

-l —vr= Zi, + }I-
vr-2—W-i= 272 11

V— M — 2hr-f 1,

gdzie ht, h2, ... ,hr sg liczbami catkowitymi, z ktorych zadna nie jest mniej-
sza od zera. Dodajac do siebie te réwnania i nazywajac
20 -j- 2/L ... 2hrf-vr 2h,
otrzymujemy
v=r+ 2h '

gdzie h jest liczba dodatng, catkowita, albo zerem, c. n. d.
93. Pezykead 1. WeZmy rownanie

(@) Xs— 3x3+ x2— 8x— 10= 0.
Obliczajac sposobem Horner’a wartosci nvieioTtiany, stanowiacego strone lewa
tego réwnania, dla x =1, 2, 3, otrzymujemy nastepujaca tablice:

1 0 —3 1 —8 —10

x—1 1 1 —2 —1 —9 —19
212 1 3 —2 —14
3 1 3 6 19 49 137

Stad widzimy, ze rownanie nie ma ani jednego pierwiastka wiekszego od 3,
tak iz ta liczba 3 moze by¢ przyjeta jako wyzszy kraniec dla pierwiastkow
dodatnych réwnania (1). Poniewaz za$ w wierszu drugim, odpowiadajagcym
wartosci X — 2, jest jedna zmiana znaku, przeto wnosimy, ze réwnanie (1) ma
jeden tylko pierwiastek, wiekszy od liczby 2; oczywiscie, jest on zawarty mie-
dzy 2i 3. Nakoniec, w wierszu pierwszym, odpowiadajacym wartosci x = |,
jest takze jedna zmiana znaku; to wskazuje, ze réwnanie ma jeden tylko pier-
wiastek, wiekszy od 1, tak iz w przedziale miedzy 1 i 2 rdwnanie pierwiastka
nie posiada. A gdy nadto, dla wszystkich wartosci zmiennej > od 0 do 1,
ow wielomian jest ujemny, zatym w przedziale miedzy 0 i 1 rdwnanie pierwia-
stkbw nie posiada. Z tego widzimy, ze réwnanie (1) ma tylko jeden pierwia-
stek dodatny, zawarty miedzy 2 i 3.
94. Przyktad 2. Wezmy réwnanie

M /(X) = x*— 5x*— 16%3+ 12x2— 9x — 5= 0,
i sprowadzmy je do postaci
Ax*X -fy(xX)x{l — x) + B(1 —x) = 0.



TWIEBDZENIA LAGUERREA. — 94. 105
Azeby wyznaczy¢ A, B i (K, zauwazmy, ze, gdy wielomian na stronie lewej
nazwiemy f(x), z tozsamosci
f(x) = AX3+ <f(x)x(l — x) + B(l — x)

wynika bezposrednio

A=01), B=/(0),

® ) - N x(1 — X)
Uskuteczniajac wskazane dziatania, otrzymamy
= — 22, = —5
<P = — 23K3— 18x2— 2k — 14.

Réwnanie (1) przeto moze by¢ napisane tak:
22x5+ (23x3+ 18x2+ 2x+ 14pK(l — xj + 5(1 — x) = 0.
Stad widzimy, ze miedzy 0 i 1 niema ani jednego pierwiastka.



ROZDZIAL VI.

TWIERDZENIE BUDAN’A. — SPOSOB FOURIER'GO ODDZIELANIA PIERWIASTKOW RO-
WNANIA. — TWIERDZENIE SYLVESTER'A. — TWIERDZENIE NEWTON'A.

§ 1. TWIERDZENIE BUDAN’A.

95. Twierdzenie pomocnicze 1. Jezelifunkcyja catkowita f(x)
i kilka po sobie nastepujgcych jej pochodnych: f'(x), f"(x), .. .,/ (_)(" przy
X — a staja sie rdicnc zeru, to, przy dostatecznie matych wartosciach dodatnych
liczby h, grupa wartosci

fla—h), f(a —h),... ,f~Ia—h), f{ifa— h)
bedzie przedstawiata same tylko zmiany znaku, grupa za$
f(a+ h), f(a A-h), ..., f{~IXa+ h), fr(a + h)
same tylko powtdrzenia znaku.
Wynika to bezposrednio z twierdzenia art. 63-go, na mocy ktérego wno-

simy, ze przy przejsciu zmiennej x przez warto$¢ a, od wartosci mniejszych do
wiekszych, kazda z funkcyj utamkowych

No f'(x) fA(x)
£007 00" 00

zmieniajac sie odpowiednio, przechodzi od warto$ci ujemnych, przez zero, do
wartosci dodatnych.

96. Twierdzenie pomocnicze 2. Niech a i b bedg dwiema li-
czbami, nieprzywodzgcymi do zera zadnej z funkcyj

(i) m, f(x), r’(x),... ,f*)X), fwX),

niech v,, i vb oznaczaja ilosci zmian znaku w (1) odpowiednio przy x — a
i x—Db, i przyjmijmy, ze b> a. Jezeli, popierwsze, funkcyja f ir)(x) nie
zmienia swego znaku miedzy a i b, i, powtdre, miedzy a i b znajduje sie, lecz
tylko jedna, warto$¢ x = ¢, przy ktdrej przynajmniej jedna z funkcyj (1) staje
sie réwng zeru, to wowczas

va—vb= m -f 2h,
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gdzie h jest pewna liczbg catkowitg dodatng, albo zerem, am w réznych przy-
padkach otrzymuje nastepujgce wartosci:

kiedy liczba cjest pierwiastkiem réwnania f(x) = 0, a wielokrotno$¢ tego
pierwiastka jest wieksza od r, tom —r;

kiedy liczba cjest pierwiastkiem rownania f(x) = 0, a wielokrotno$¢ tego
pierwiastka nie jest wieksza od r, to m jest réwne liczbie, wyrazajacej wielo-
krotnos¢ tego pierwiastka;

kiedy liczba c nie jest pierwiastkiem réwnania f(x), to ni == 0.

Twierdzenie to wynika z poprzedzajacego; azeby je udowodni¢, potrzeba
rozpatrze¢ oddzielnie rozmaite przypadki szczegdlne.

a. Wszystkie funkcyje (1) stajg sie réwne zeru przy x = c; innymi
stowy, liczba c jest pierwiastkiem réwnania f(x) — 0, wiecej niz r-krotnym.

Oznaczywszy przez a dos¢ malg liczbe dodatng, spostrzegamy, ze
va— vc-h; gdyz kazda z funkeyj (1), nie posiadajac pierwiastka w przedziale
a, c—h, jest tegoz samego znaku przy x = a, co przy x = c—h. Z tejze
przyczyny vb— vc+h.  Wskutek tego,

- Va— Vb— Vc_h— Vc+h.
Ze za$, wedtug poprzedzajacego twierdzenia pomocniczego,
vc h=r, vcth= 0,
przeto, na mocy powyzszego rownania,
va—vb—r, c. n.d

b.  7i funkcyi (1) staje sie przy x = c rowna zera albo sama tylko fun-
kcyja f(x), albotéz funkcyja f(x) i kilka bezposrednio po niej nastepujacych
pochodnych, lecz nie wszystkie.

Przypusémy, ze f(c) —f(c) — ...=/<*-V(c)— 0, pozostate za$ warto-
sci f {I)(c),. . ,fA(c) nie sg réwne zeru. Oznaczywszy przez wx ilos¢ zmian
znaku w grupie

f(x), f(x),...,p-"Xx), f»(x),
a przez wj ilos¢ zmian znaku w grupie
P\x), f*Vb(x),...,f*(x),

oczywiscie bedziemy jaieli
= WX+ wx.

Nadajac dla x naprzod warto$¢ a, nastepnie za$ wartos¢ b, otrzymujemy

va= wa+ WA,

Vo= Wb+ Wb,
skad

(2 va— vb= wa~w b+ wa'—wh
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Poniewaz ani jedna z funkcyj f(x), f(x), ..., /)(x) nie staje sie rowng zeru
ani w przedziale a, c— h, ani w przedziale ¢ + h, b, zatym

Wa Wag—hj Wb *— Wc-\-h,
a wiec
Wa— Wb= W '-h — tOethe
Ze za$, wedtug poprzedniego twierdzenia pomocniczego,

Weh = X, Weth= 0,
zatym
. Weh WAhe-X
wskutek czego mamy
wWa Wh= L

Zwazmy jeszcze, ze, zgodnie z zatozeniem, ani jedna z funkcyj f {x),
f-k=D(x), .. ., f(r~w(x), f ()(x) nie staje sie réwng zeru dla zadnej wartoSci
zmiennej x, zawartej w przedziale a, 5; jest wiec

wa = Wb,
albo

Wa  Wb= 0.

Wprowadzajgc do strony lewej rownania (2) zamiast wa— wb i wd — wb do-
pieroco otrzymane ich wartosci, znajdujemy

va—vb= X c. n.d.

C. Z funkcyj (1) albo jedna tylko funkcyja, albotez kilka sasiednich
funkcyj stajg sie rownymi zeru przy x — G lecz I{C) nie jest réwne zeru.
Przypusémy, ze, po$rdd wartosci f(C), f(c e ,f(IXC, nastepujace sg

réwne zeru: . N .

f\C) (O = ... =f(HhM—o:
wskaznik i moze otrzymywac¢ wartosci od 1 do r, wskaznik za$ X od 1 do
r+ 1—i. Oznaczajac ilos¢ zmian znaku w grupach

f(x), f(x), ...,/

FK. fHK,...J 0K

odpowiednio przez wx i wx, mie¢ bedziemy

VXZ=WX+ WX;
a stad
va— vb= (wa— wh + (wd — wd).

Rozwazymy oddzielnie wyrazy, znajdujace sie na stronie prawej tego réwna-
nia. — Kazda z funkcyj: f(x), f(x), .. ., f~ I)(x), nie posiadajac ani jednego
pierwiastka miedzy a i b, jest tegoz samego znaku przy x = a i przy x=>b;
wartosci zas f®(a) i f®(b) beda jednakowego albo r6znego znaku, stosownie
do tego, czy wielokrotnos¢ pierwiastka c, wzgledem réwnania f {i)(x) = 0, jest
parzysta lub nieparzysta, gdyz miedzy a i b rownanie to nie ma innych pier-
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wiastkéw, procz jednego c. A wiec, jezeli liczba cjest pierwiastkiem rowna-
nia f fi(x) = 0 parzystej wielokrotnosci, to wa— wb= 0; jezeli za$ jego wie-
lokrotno$¢ jest nieparzysta, to wa— b= + 1 .— Co za$ do réznicy tej — wb,
zauwazmy, Ze ona odnosi sie do grupy

fnf), kX, .. ,MX),

w ktérej zachodzi¢ moze jeden z dwu przypadkdw, rozpatrywanych wyzej; je-

zeli wiec & r+ | —i, to wa —Wb—r—i, jezeli zas io + | —i, to
wa' —wh= k. — W tym przypadku, kiedy k= r+ 1—i, wielokrotnos¢
pierwiastka ¢ wzgledem réwnaniaf® (x) = 0 przewyzsza roznice r —i 0 liczbe

parzysta; jest to nastepstwem przypuszczenia, uczynionego na poczatku, ze
funkcyja f ir(x) nie zmienia znaku miedzy a i b wskutek czego liczba ¢ moze
b3'c pierwiastkiem réwnaniaf Ax) = 0 tylko parzystej wielokrotnosci. A wiec,
jezeli réznica r— i jest liczbg parzysta, albo zerem, to, wedtug tego, cosmy
wyzej powiedzieli, mamy

Wa —Wb= 0, Wa' — Wb'— T-—I,
skad, po dodaniu do siebie, otrzymujemy

va—vb=r —i.
Jezeli za$ réznica r — i jest nieparzysta, to
Wa-—Wb=dbl, Wa'—Wb = [ -— 1,

va—vb=r—izx 1

W obu przeto razach, roznica va— vb jest parzysta i nie mniejsza od zera,
c. n. d. — JVMprzypadku, kiedy « <Zr + 1— i, zgodnie z tym, coSmy wyzej
powiedzieli, znajdziemy, ze: jezeli Xjest liczbg parzysts, to
Wa — IVb— 0. iva' — wb = K,
a stad
va— W= t,
jezeli zas k jest nieparzyste, to
Wa— Wbh= + 1, Wa' Wb — «
i stad
va-—Vb= «k + 1.
W obu wiec razach, rdznica va—vb jest parzysta i nie mniejsza od zera,
c.n.d
d. Z funkcyj (1) przy x = c stajg sie rownymi zeru: funkcyja f(x)
i przynajmniej jedna z pozostatych funkcyj, lecz wskazniki funkcyj stajacych
sie rownymi zeru, nie tworzg nieprzerwanego ciagu liczb, jak w przypadkach
poprzednich.
Przypusémy, ze posrod liczb

f(c), f'(c),...,M¢c)
te, ktdre sg réwne zeru, tworza dwie grupy, oddzielone od siebie przez
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jedne, albo kilka liczb, nie réwnych zeru; niech pierwszg takg grupe tworzy
m liczb:
f(c), f(c), m®®
drugg za$ h liczb:
/T, f{+Hc),...
gdzie i*>m. Woyrazajac przez wxiwj iloS¢ zmian znaku w odpowiednich
grupach:
f(x), f'(x),...,f\W(2),
f(M(x), f<mtV(x), ... ,fV)(2),
bedziemy mieli
W= Wx+ Wx,
skad
Va— W= Wa— Wh+ Wa Whm
Kazda z owych dwu grup odpowiada jednemu z przypadkdw juz rozpatrywa-
nych; wskutek tego, bezposrednio znajdujemy, ze

wa wh—m, Wa wh — 2h,

gdzie h oznacza pewng liczbe catkowita, dodatng, albo zero. Dodajgc do sie-
bie te rownania, otrzymamy
va—vb=zm-\-2h, cn d.—

Zauwazmy, ze jezeliby posrod funkcyj (1) te, ktére stajg sie rownymi zeru przy
X = ¢, tworzyty nie dwie, ale trzy, lub wiecej oddzielnych grup, to wéwczas
nalezatoby rozwaza¢ nie dwie, ale odpowiednio trzy, lub wiecej obszerniejszych
grup oddzielnych, z ktérych kazda zawierataby tylko jedne grupe funkcyj,
stajacych sie rownymi zeru przy x — c¢. Oczywiscie, ze ostateczne wyrazenie
roznicy va— vb bedzie odpowiednie powyzszemu.

e. Z funkeyj (1), przy x — c funkcyja f(x) nie staje sie rowng zeru, ale
kilka innych funkcyj, tworzacych dwie, lub wiecej oddzielnych grup, stajg sie
rownymi zeru.

Przypusémy, ze posrdd liczb:

f(c), f'(c),....,f*(c)
te, ktdre sg rowne zeru, tworzg tylko dwie grupy nastepujgce:

f @4c), f«+)©),... ,J(.+*-47;,
pyc), fv+i)c)}... ,fwW-")(c),
gdziei I,j> i-FA Oznaczajgc przez wx i wj ilos¢ zmian znaku odpo-
wiednio w grupach:
f(x), f(x), ...,p+V(x),

NiH)(x), fH+HDX), ..., f0O
i zwazajac, ze kazda z tych grup odpowiada jednemu z przypadkdw juz rozpa-
trywanych, znajdziemy

Wa— Wb= 2k, Wa Wb — 2/,
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gdzie kazda z liter h i h' oznacza pewng liczbe catkowitg dodatng, albo zero.
Dodajgc do siebie te dwa réwnania, otrzymamy

va—vb= 2(h+ h), c.n d —

W podobnyz spos6b mozemy sie przekonaé, ze to twierdzenie ma miejsce
takze wtedy, kiedy te z funkcyj (1), ktére stajg sie rownymi zeru przy X = C,
tworza wiecej niz dwie oddzielne grupy.

Te pie¢ przypadkdw, ktoreSmy rozpatrzyli, sg jedyne, jakie zachodzi¢ mo-
gag; zatym twierdzenie nasze jest udowodnione.

97. Przy pomocy tylkoco dowiedzionego twierdzenia pomocniczego, mo-
zemy uzasadni¢ nastepujgce twierdzenie Budan’a.

Twierdzenie. Majacfunkcyjg catkowitg stopnia n-go, f(x), i kilka
jej pochodnych:
Q) m , f(x), f"(x), ..., flrV(X), fV(x),
przypusémy, ze ostatniafunkcyjaf [f(x) nie zmienia swego znaku miedzy x — a
i x = bf>a, izezadna zfunkcyj (1) nie staje sie rowng zeru ani przy x — a,
anitéz przy x = b; oznaczmy przez m ilos¢pierwiastkéw rownania f(x) — 0,
zawartych miedzy a i b, lecz liczonych w ten sposob, iz kazdy pierwiastek, kto-
rego wielokrotno$¢ przewyzsza liczbe r, jezeliby taki pierwiastek sie zdarzyt mie-
dzy ai b, uwzglednia sie tylko jako pierwiastek r-krotny; nadto ilos¢ zmian zna-
ku w (1) nazwijmy vx; wtedy bedziemy mieli nastepujgce réwnanie :

vam-vb= m+ 2h,

w ktorym h oznacza pewng liczbe catkowitg, dodatng, lub zero, tak iz liczba m
nigdy nie jest wieksza od roznicy va— vh a jezeli jest mniejsza, to o liczbe pa-
rzysta.

Jakoz, jezeli miedzy a i b niema takiej liczby, przy ktérej przynajmniej
jedna z funkcyj (1) stawataby sie rowng zeru, to woéwczas m= 0, i, powtore,
znak kazdej z liczb

f(a), f'(a), ...
jest takiz sam, jak znaki odpowiedniej z liczb

f(b), f(b),....F*)(b).
A zatym jest wtedy, zgodnie z twierdzeniem, va— vb= m — 0.
Przypusémy, ze miedzy a i b znajduje sie przynajmniej jedna liczba,
przywodzgca do zera ktorgs z funkcyj (1), i wypiszmy wszystkie takie liczby
wedtug ich wzrastajacych wartosci:

Q g7 )ere)ele

\V kazdym z przedziatéw c, c,; c,, c2;...;c*_ 2, c*_i wybierzmy po jednej
dowolnej liczbie posredniej i oznaczmy je odpowiednio przez a,, aa, . . »,0*_i,
tak iz c< a,< ¢, < a2< c2.... Kazdy wiec z przedziatéw

a, fl, a, 82;i.* y, ab] at—, b,
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zawiera, lecz tylko jedne, liczbe, przywodzgcg przynajmniej jedne z funkcyj (1)
do zera.—Biorgc pod uwage jeden z tych przedziatéw, np. a,_i, oznaczymy
przez [i.ilos¢ pierwiastkow réwnania, zawartych miedzy a; i alHt, lecz tak li-
czonych, jakto byto zaznaczone w wystowieniu twierdzenia, t. j.

[i.= 0, jezelif(ci) nie rowna sie zeru;

[L= wielokrotnosci pierwiastka c(, jezeli c, jest pierwiastkiem réwnania
f(x) — 0, wielokrotnosci nie wiekszej od r;

(i.= r, jezeli c, jest pierwiastkiem rownania f(x )~ 0, wiecej niz r-kro-
tnym.

Na zasadzie poprzedzajacego twierdzenia pomocniczego, mamy

«@—\V,jH= jl.+ 2hi,

gdzie hi jest liczbg catkowitg, dodatng, lub zerem. Kiadgc kolejno i — 0, 1,
2,... , otrzymujemy réwnania:

Va— Vai= 70+ 2h0,
val — Vvai =\L | + 2/(,,

z ktdrych, po ich dodaniu do siebie, znajdujemy
va Vb— b+ W+ ---+ P £2(h0+ W+ ...+ hk=).
Lecz widocznie [tO+ W+ ---+ (A_1= w; a zatym, kfadgc ho+ * 1+ ...+
+ hk-i = h, otrzymamy
va— Vb m...2h

gdzie h jest liczbg catkowitg, dodatng, albo zerem, c. n. d.

98. Jezeli rownanie f(x) — 0 nie ma ani jednego pierwiastka, ktérego
wielokrotnos$¢ przewyzszataby r, to wowczas nie bedzie potrzeby zwraca¢ uwa-
ge na szczegolny sposéb liczenia pierwiastkow w twierdzeniu Budan’a, a liczba
m wyrazi doktadnie ilosci pierwiastkow réwnania f(x) — 0, zawartych w prze-
dziale a, b.

Gdy np. funkcyja f(x) jest w-go stopnia i przyjmiemy r = n, t.j. wypi-
szemy wszystkie funkcyje
a) m , f(x),..., fA(x), Imwm,
tak iz ostatnia, jak wiadomo, jest liczbg staty, to, jakimikolwiek sg dwie
liczby a i b> o, ilos¢ pierwiastkbw rownania, zawartych w przedziale od a
do b, jest rowna roznicy miedzy ilosciami zmian znaku w (1) przy x — a i przy
x — b, albotez jest mniejszg od tej réznicy o liczbe parzystg. Uwazajac vx, liczbe
wyrazajgcg ilos¢ zmian znaku w (1), jako funkcyjg zmiennej niezaleznej x,
wnosimy z tego, coSmy powiedzieli w art. poprzedzajagcym, ze, przy wzrastaniu
cigglym zmiennej & od — ->0do + co, funkcyja vx zmienia swoje wartos¢ tylko
podczas przejScia zmiennej x przez pierwiastek jednej z funkcyj (1). Miano-
wicie: jezeli zmienna x przechodzi przez wr-krotny pierwiastek roéwnania
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f(x) —0, to w owej chwili wielko$¢ vx zmniejsza sie 0 m-\-2h jednosci, gdzie h
oznacza liczbe dodatng, ca’rkowit?, Iub"zero; jezeli zas zmienna x przechodzi
przez pierwiastek jednej z funkcyj X),]c (X),.. .,fA(X), ale nie funkcyi f(a),
to wielkos¢ vx albo sie nie zmienia, albo zmniejsza sie o liczbe parzystg. —
Mozna toz samo tak wypowiedzie¢: przy przejsciu zmiennej x przez m-krotny
pierwiastek rownania f(x) = 0, od warto$ci mniejszych do wiekszych, ilos¢
zmian znaku w (1) zmniejsza sie 0 m + 2/« gdzie 2/« oznacza pewng parzystg
liczbe dodatng, lub zero; przy przejsciu za$ zmiennej x przez pierwiastek ja-
kiejkolwiek z funkcyj f'(x), ...,/ (®D0K), ktdry nie czyni zados¢ rownaniu
f(x) — 0, ilos¢ zmian znaku w (1) albo pozostaje niezmienna, albotez zmniej-
sza sie o liczbe parzysta.

§ 1l. PRAWIDLO ZNAKU PODWOJINEGO.

99. W paragrafie poprzednim, przy dowodzeniu twierdzenia Budan’a,
przypuszczaliSmy, ze zadna z liczb a i b nie przywodzi do zera zadnej z funkcyj
ffr), f(x)i f"(x), ..., fixx). W razie przeciwnym, np. jezeli przy x — a
niektére z funkcyj f(x), f(x), ... ,fW(x) staja sie réwnymi zeru, nalezy
tylko zamiast krafca a przyja¢ a-)»% gdzie % jest nieskoniczenie matg
liczbg dodatng; i taksamo, jezeliby przy x=zb niektére z funkcyj f(x), f (x),...,
fA(x) stawaty sie rownymi zeru, wéwczas zamiast b wzielibysmy b— % 1l0$¢
pierwiastkdw rownania f(x) — 0, zawartych miedzy a i b, oczywiscie jest rowna
ilosci pierwiastkéw tegoz réwnania, zawartych w przedziale od a + &do b— %
ajuz tak przy x=a + h, jak i przy x — b— h zadna z funkcyj f(x), f(x),

f ((x) nie staje sie rowng zeru.

Nalezy nam tylko okaza¢, w jaki sposdb okreslajg sie znaki wartosci
f(a + h), f'(a + %, ..., albotez znaki wartosci f(b — li), f'(b — i), ... .
W tym celu, przyjmujac, ze a oznacza ktdrykolwiek z dwu krafncow przedziatu
rozwazanego, nizszy albo wyzszy, zauwazmy, ze jezeli wartos¢ f®(a) nie jest
rowna zeru, to wartos¢ f ((a=bh) bedzie takiegoz znaku, jak warto$¢ / w(aJ,
niezaleznie od tego, czy % jest dodatne, czytez ujemne. Jezeli za$ wartos¢
f {4a) jest rdwna zeru, to wtenczas moze sie zdarzy¢, ze i kilka nastepujgcych
wartosci: f('+1)(a), me mbedzie rownych zeru. Przypus¢my, dla uogdl-
nienia, ze

fw@ —f{H)a)= ...=/(H-i-Ofaj = 0,
a wartos¢ fI*+»(a) nie jest juz réwna zeru. W takim razie, na mocy pierwsze-
go twierdzenia pomocniczego (art. 95), bezposrednio wnosimy, ze grupa liczb:

! (Ye«—Db), f«+»(@a—h),... J(+*-1lYa—h), fW)(a—h),
przedstawia same tylko zmiany znaku, gdy tymczasem grupa liczb:

PYa+ 1O fixH(a+ ), ... + h), f«+*)(a-fh)
przedstawia same tylko powt6rzenia znaku; a wiec, zaleznie od znaku wartosci

«1bl. mat.-fil, S. IV, T. Il 8
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fi“l)(a), bedacej tegoz samego znaku, co kazda z dwu ostatnich liczb:
[<e'+*>@—h) i 4- [ij, mozemy odrazu wypisa¢ znaki wszystkich innych
liczb w dwu ostatnich grupach.

Takie zastosowanie twierdzenia pomocniczego, podanego w art. 95-ym,
nazywa sie prawidtem znaku podwdjnego.

100, Przyk#ad 1. Majgc rownanie

f(x) = ¥5— 5x* + 10k3— 10k3— 85x + 17 = 0,
znajdujemy:
f(x) = 5(xi— 4%3-F 6x2— 4x — 17),
f'(x) = 20(x3— 3x2+ 3x — 1),
f*'(x) = 60(x-iy-,
i spostrzegamy, ze trzecia pochodna f"(x) jest wcigz dodatna. Okreslajac
znaki funkcyj

fo, ), ()5 '(x),

przy x — —o00, 0, 1, + od, otrzymujemy nastepujacg tablice:

X / ff"r

+ 00 + + + +
1+n + +
1 - 0 0
I-A - +
o} + —  — 4+

------ oD — + +

gdzie zamiast wartosci x = 1 potrzeba bylo przyja¢ pod uwage dwie inne :
Xx—\—h i x— 1+ J i positkowa¢ sie prawidtem znaku podwojnego.
Z tej tablicy znajdujemy
VO  V]—h 1) M-t X) 1j e «0 —"1e
A zatym, rownanie dane posiada tylko dwa pierwiastki dodatne, oba pojedyn-
cze, jeden mniejszy, a drugi wiekszy od 1; précz tego posiada ono jeden pier-
wiastek ujemny, rowniez pojedynczy.
101 Przyk#ad 2. Dane jest rownanie
3x* — 5x3+ 11x3— 55k + 100= 0.

Z funkcyj

f(x) = 3x*—5x3+ 11x2— 55x -f- 100

f(x) = 12k3— 15%3+ 22 — 55,

f"(x) = 36xka— 30a + 22

juz druga pochodna f"(x) pozostaje dodatng przy wszelkich wartosciach
zmiennej > mozna przeto twierdzenie Budan’a stosowa¢ do szeregu, sktadajace-
go sie z trzech funkcyj: f(x), f'(x), f"(x). Okreslajgc znaki tych funkcyj
przy x = 0, 1, 2, 00, otrzymujemy nastepujacg tablice:
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+00 + + +
2+ +
1+ - +
0 - +

- 00 + - +

Z niej widzimy, ze
e-<x>- -v0= 0, w- v,=0, v,— v2= 2, ®- vtcv= 0.

A wiec, dane réwnanie nie ma pierwiastkéw ujemnych, co jest zreszta wido-
czne; pierwiastkow za$ dodatnych albo ono nie ma wcale, atbotez ma ich dwa,
i wtedy oba sg zawarte miedzy 1i 2.

102. Pbzyk#ad 3. Dla réwnania
/= 3%5+ 5x* — 10cc3— 30x2+ 51® — 23 = 0

otrzymujemy nastepujaca tablice znakow:

X f f [ A \YA
2 + + + + + o+
1+N +
1 — — 0o + + +
-A -
0 o+ o+ o+
-1+A - -
-1 -+ o o — +
-1-N - +
Jest wiec
G ®&+A=-=0,.
®-1+A——@0= O,
®— ®-A= 2,
®a - 1j

®— »= 0.
A zatym, réwnanie dane nie posiada pierwiastkdw ujemnych; co sie za$ tyczy
pierwiastkéw dodatnych, to ono ma ich albo jeden, albo trzy: jeden zawarty
w przedziale 1, 2, a pozostate dwa, jezeli istniejg, w przedziale miedzy 0 i 1.
103. Pbzyk#ad 4. Mamy réwnanie

f(x) = 48z5— 32x* — 56x3+ 72x3— 2%k + 4= 0.
Drugie réwnanie pochodne
f*"(x) = 20x3— 8x3— 7x + 3= 0,

ma jeden pierwiastek dwukrotny; wszystkie wiec pierwiastki rownania f* (x)=Q
sg wymierne, a te druga pochodng mozna tak przedstawic:

fr(x) = (5x+3)(2x — 1)~
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Stad widzimy, ze funkcyja f'*(x) przy wszelkich wartosciach dodatnych zmien-
nej x pozostaje wcigz dodatng, stajac sie rowng zeru przy X = Wskutek

tego, stosujac twierdzenie Budan’a do jakiegokolwiek przedziatu miedzy kran-
cami dodatnymi, bedziemy mogli sie ograniczy¢ do rozwazania grupy, ztozonej
tylko z trzech funkcyj: f(x), f'(x), f""(x). Nadajac zmiennej x wartosci
x — + o0, 0, 1, otrzymujemy nastepujaca tablice znakow:

s f f r

+ 00 + + o+
1 + + +
0o + — +

z ktorej widzimy, ze réwnanie dane albo wcale nie ma pierwiastkow dodatnych,
albo ma ich dwa, a wtedy one zawierajg si¢ miedzy 0 i 1. Te dwa pierwiastki,
jezeli tylko one istnieja, moga by¢ albo rézne od siebie, albo réwne sobie;
w pierwszym razie oba s pojedyncze, w drugim za$ razie oba stanowig jeden
pierwiastek, ktorego wielokrotnos$¢ nie jest mniejsza od 2; gdyz wielokrotnos¢
2, na ktorg tu wskazuje twierdzenie Budan’a, nalezy rozumie¢ warunkowo.

Jakoz, liczba przywodzaca do zera funkcyja f ”’(x), jest zarazem pierwiast-
kiem dwu pozostatych funkcyj, f(x) i f'(x), tak iz rdwnanie dane ma jeden
czterokrotny pierwiastek, liczbe

«

§ I1l. KRANIEC NIZSZY DLA ILOSCI PIERWIASTKOW ZESPOLONYCH RO-
WNANIA. PRZYPADEK, KIEDY ROWNANIE NIE MA PIERWIASTKOW ZE-
SPOLONYCH.

104. Wezmy pod uwage grupe funkcyj
(1) 1), £1(x),....f™(x),
utworzong z funkcyi catkowitej f(x) stopnia u-tego i jej pochodnych, az do
n-tej wigcznie, i, oznaczywszy przez a i & >a dwie jakiekolwiek liczby, zasto-

sujmy twierdzenie Budan’a do kazdego z trzech przedziatdw: — od, a: a, by;
b, + od. Otrzymujemy tu trzy nastepujace réwnania:

»av>—Va— M+ 21,
va— Vvb=-m + 2h,

vb— w4, — ni' -f 21i',
w ktorych kazda z liter m, ni, m" oznacza ilos¢ pierwiastkow rownania
f(x) = 0, zawartych w odpowiednim przedziale, a kazda z liter h, li, h*~ ozna-
cza pewng liczbe catkowitg, dodatng, albo zero. Dodawszy do siebie te réwna-
nia stronami odpowiednimi, znajdujemy

Ve =i - ni - 1" £ 2 (h - Ii4- I);

»
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lecz widocznie
=n, vHXi= 0;
a wiec
n=m+m + m"+ 2(h-(-bl+ h").
Oznaczywszy przez 2] ilos¢ wszystkich pierwiastkéw zespolonych rdwnania
danego, mamy
n—m+ wh+ m"+ 2J;
z tego réwnania i z poprzedzajgcego wyprowadzamy
2) = 2(h+h"+ h"),
stad za$, z uwagi, ze zadna z liczb h, h', h" nie jest ujemna, wnosimy, zo
) 2372 h.
Kazdym razem, kiedy bedziemy wiedzieli ilo$¢ pierwiastkow réwnania f(x) =0,
zawartych miedzy a i h, bedziemy jednoczes$nie wiedzieli, jaka jest liczba 2h)
a jezeli 27i>0, to miedzy pierwiastkami rdwnania f(x) = 0 znajduje sie
przynajmniej 2h pierwiastkéw zespolonych.
Nierdwno$¢ (2) bedzie miata miejsce rowniez wtedy, kiedy zamiast grupy
(1) wezmiemy tylko grupe funkcyj
(3) f(x), f(x),.. .., /v>(2),
do ktérej wchodzi mniejsza ilos¢ funkcyj pochodnych. Istotnie, oznaczywszy
przez wx ilos¢ zmian znaku w grupie (3), a przez wj ilos¢ zmian znaku
w grupie
4) fA(x), fA(x), ...JW(x),
mamy réwnos¢
W= W 4*WXx,
a stad
(5) Va \Wb— IVa WbA-IVa tbom
Stosujgc nastepnie twierdzenie Budan’a kolejno do kazdej z grup (1), (3), (4),
otrzymamy
va—vb= m + 2h,
iva— ivb— m! + 2 X,
wa—w\= 2m" + 2,

gdzie m oznacza ilo$¢ pierwiastkow réwnaniaf(x) — 0, zawartych miedzy a i b,
za$ m' ilos¢ pierwiastkow tegoz rownania, zawartych miedzy a i b. ale tak ra-
chowanych, iz kazdy taki pierwiastek, ktérego wielokrotnos¢ jest wieksza od r,
przyjmuje sie jako pierwiastek r-krotny; 2m" oznacza ilo$¢ pierwiastkéw ro-
wnania f i)(x) = 0, zawartych miedzy a i b\ nakoniec li, &;j oznaczajg pewne
liczby catkowite, nie mniejsze od zera. Roéwnanie przeto (5) mozemy zastapic
przez nastepujace
27i+ m—2k+ 2j+ w'+ 21"
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Lecz, oczywiscie, m:<m!+ 2T1 a wiec

2h"2k\
poniewaz za$ 2J >; 2h, przeto, tymwiecej,
2] =2k.
105. Jezeli rownanie f(x) = 0 nie posiada pierwiastkéw zespolonych,
to na mocy nieréwnosci
2] >: 2k,

powyzej udowodnionej, wnosimy, ze
Ic= o0,
jakimikolwiek sg kranice a i b, gdyz k nie moze by¢ liczbg ujemng. A wiec,
w tym przypadku mamy
iva— wh= m,
t. j. réznica miedzy iloscig zmian znaku w grupie funkcyj

fed, £00.... M)

przy x — u i iloScig zmian znaku w tejze grupie przy x = b, réwna sig ilosci
pierwiastkéw réwnania f(x) = 0, zawartych miedzy a i b, jezeli tylko pierwia-
stki, ktdrych wielokrotnos¢jest wieksza od r, sg liczone jako r-krotne.

Jezeliby liczba r byta réwna stopniowi funkcyi f(x), to otrzymalibysmy
twierdzenie art. 89-go.

8 IV. TWIERDZENIE DESCARTES’A, JAKO WNIOSEK Z TWIERDZENIA
BUDAN’A.

106. Mamy funkcyjg catkowitg
f(x) = Axn+ Bxm+ Cxr+ ... +K«* + L,
uporzadkowang wedtug malejacych poteg zmiennej x, w ktorej wyraz staty nie
rowna sie zeru, tak iz warto$¢/(0) nie jest réwna zeru. Przyjmijmy, ze zaden
ze spotczynnikdw A, B, C, ... nie jest réwny zeru.

Wypisujac wyrazenia funkcyj pochodnych f'(x), f"(x), ..., spostrzeze-
my, ze wyraz staty w wyrazeniu r-tej pochodnej /~(x) jest réwny iloczynowi
1.2.3...i, pomnozonemu przez spotczynnik x* w wyrazeniu funkecyi f(x)\
a zatym, jezeli w wyrazeniu funkcyi f(x) niema wyrazu z potegg x° to
/W(0) — 0. Z tego wynika, ze znaki wartosci

/(0), 1'(0),...,/«(0),...,/«(0), ..., /<"0),....,/<»0)
sg takiez same, jak znaki odpowiednich spétczynnikéw
L, 0,....K,...,C,...,B,...,A.

Tu, dla uwidocznienia, przyjeliSmy, ze /'(0)= 0, t. j. ze w wyrazeniu f(x)
niema wyrazu z pierwszg potega zmiennej X,
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Zeby uniknaé tych zer, podstawiamy zamiast wartosci x — 0 nieskoricze-
nie mala liczbe dodatng h, i, korzystajac z prawidta znaku podwdjnego, prze-
konywamy sie, ze znaki wartosci

w f(k),... ooy dl<m oeee [, e,
sg takiez same, jak znaki odpowiednich liczb
L, K,....K,....C,... B, ... A,

gdzie wszystkie liczby miedzy A i B sg réwne A, wszystkie liczby miedzy B i C
sg rowne B i t. d.
A zatym, oznaczajac ilos¢ zmian znaku w grupie funkcyj
f(x), f'(x), ... /<>
przez vx, a ilo$¢ zmian znaku w réwnaniu f(x) = 0 przez v, mamy
Vh=av.

Gdy jeszcze przez m oznaczymy ilos¢ wszystkich pierwiastkow dodatnych ré-
wnania f(x) — 0, a przez 2k pewng liczbe parzystg, dodatng, albo zero, to, na
mocy twierdzenia Budan’a, mie¢ bedziemy

vh— — mA- 2k.
Wstawiajac tu v zamiast Vh i zwazajac, ze w4l = 0, otrzymamy
v= m-\- 2h.

To réwnanie wyraza twierdzenie Descartes’a (art. 82).

§ V. SPOSOB FOURIER'GO ODDZIELANIA PIERWIASTKOW.

107. Opierajac sie na twierdzeniu Budan’a, Fourier podat sposob szcze-
golny oddzielania pierwiastkow rzeczywistych réwnania, zalecajacy sie prosto-
tg, a w wiekszosci przypadkéw dogodniejszy od innych dotad znanych sposo-
béw. Dzieki temu zastosowaniu, twierdzenie Budan’a jest doniostej wartosci.
Bedziemy nazywali grupg funkcyj Fourier’go grupe

(i) No, (%), TP,
sktadajacyg sie z funkcyi catkowitej f(x) i wszystkich jej kolejnych pochodnych
do r-ej wiacznie, w przypuszczeniu, ze juz funkcyja f {r)(x) jest wcigz tegoz
samego znaku przy wszystkich wartoSciach zmiennej x, zawartych miedzy
dwoma danymi krafcami: a i Jost to taz sama grupa funkcyj, do
ktorej sie stosuje twierdzenie Budan’a.

Rdéznice miedzy liczbg, wyrazajacg ilos¢ zmian znaku w grupie (1) przy
X = a, i liczba, wyrazajacg ilos¢ zmian znaku w tejze grupie przy x = b, be-
dziemy nazywali wskaznikiem funkcyi f(x). Réznica miedzy iloscig
zmian znaku w grupie funkcyi

f(x), f7x), ...
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przy x = a i iloscig zmian znaku w tejze grupie przy x — b bedzie wskazni-
kiem funkcyi f'(x). Podobne znaczenie majg wskazniki nastepnych funkcyj

pochodnych, f"(x), f'"(x),..., tak iz np., wskaznik funkcyi f {1)(x) jest
réznicg miedzy iloscig zmian znaku w grupie
f (2

przy x = a i iloscig zmian znaku w tejze grupie przy x — b Wskaznik
ostatniej funkcyi f {f[(x) przyjmujemy zawsze jako réwny zeru.

Oznaczajac wskazniki funkcyj f(x), f(x), ..., f({E)(x) odpowiednio przez
e, et,... ,er i wypisujac je kolejno obok siebie, otrzymujemy grupe wska-
Znikow
@7+t ]

Ostatni wskaznik, er, zawsze rdwny jest zeru; kazdy z pozostatych jest liczbg
catkowitg, dodatng, albo zerem. Dwa jakiekolwiek obok siebie tu wypisane
wskazniki moga sie od siebie rozni¢ conajwiecej o jedno$é, tak iz ich réznica
moze by¢ jedng z trzech liczb: 0, + 1, — 1. Wynika to wprost ze znaczenia
tych wskaznikdw.

Jezeli jedna z funkcyj f(x), f'(x), ... .,fA~"(x), np. funkcyjaf®(x), jest
tegoz samego znaku od x —a do x="b, to zaden ze wskaznikéw e, cy, €2,..., e,_i
nie moze by¢ mniejszy od wskaznika et. Jakoz, wzigwszy j C i, wezmy pod
uwage trzy grupy funkcyj,

I<NX), f(i+D(x), ... /<O)(X), ... TV (X);

[ d(x), fj+V(x),... . /OX);

fu(x), f(4V(x),...,fV(x),
i nazwijmy ilos¢ zmian znaku w kazdej z nich, odpowiednio vx, vj, vx".
Mamy oczywiscie

Va— W= Va MW «+ V" — W,
alho
0= Va— W=+ Ci

A poniewaz, na zasadzie twierdzenia Budan’a, v,, —vb 0, zatym e e,.

Twierdzenie przeto Budan’a moze hy¢ tak wystowione:

[o$¢ pierwiastkow réwnania f(x) — 0, zawartych miedzy a i b, nie jest
wieksza od wskaznika funkcyi f(X), ajezelijest mniejsza od nieyo, to o liczbe pa-
rzysta, przyczyni kazdy pierwiastek réwnania f(x) — 0 wiecej niz r-krotny, je-
zeli taki pierwiastek znajdzie sie miedzy a i b, winien by¢ liczony jako r-krotny.

Kazdy wiec ze wskaznikow e, et, ... jest krancem wyzszym dla ilosci
pierwiastkdw odpowiedniej funkcyi, zawartych miedzy a i b.
108. W przypadku, kiedy grupa funkcyj Fourier’go skiada sie tylko

z dwu funkcyj:

f(x), f(x),
twierdzenie Budan’a nic nowego nie daje. Istotnie, poniewaz funkcyja f(x)
nie ma zmienia¢ swego znaku od x = a do x — b, zatym funkcyja f(x) od
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X —a do x = h albo ciggle wzrasta, albo ciggle maleje, a z tego wynika, ze
réwnanie f(x) — 0 nie moze mie¢ wiecej jak jeden pierwiastek, zawarty mie-
dzy aib. Twierdzenie Eoiie’a prowadzi do tegoz wyniku; niema wiec potrze-
by oddzielnie rozwazac tego przypadku.

Przypusémy, ze grupa funkcyj Fourier’go sktada sie z trzech funkcyj:

f(x), f(x), (x).

W tym przypadku co do wskaznika e mozemy zrobi¢ trzy nastepujace przy-
puszczenia:

a. wskaznik e— 0; wowczas rownanie f(x) — 0 nie posiada wcale pier-
wiastka miedzy a i b\

b. wskaznik e= 1; réwnanie f(x) — 0 ma wtedy jeden pierwiastek po-
jedynczy miedzy a i b\

c.  wskaznik ¢— 2; wowczas réwnanie f(x) — 0 miedzy a i b albo wcale
nie posiada pierwiastka, albo maich dwa.

Przypadek ostatni przedstawia watpliwos¢ co do ilosci pierwiastkéw, za-
wartych miedzy a i b. Wtedy grupa wartosci f(a), f'(a), f "(a) przedstawia
same zmiany znaku, grupa za$ wartosci f(b), f(b), f"(b) same powt6rzenia
znaku, wskutek czego otrzymujemy grupe wskaznikéw

2, 1, 0,

ktéra wskazuje, iz wzgledem trzech funkcyj: f(x), f'(x), f"(x) sg wypetnione
wszystkie warunki, niezbedne, aby do tych funkcyj mozna byto zastosowac
twierdzenie Fourier’go (art. 70).

Jezeli, po obliczeniu wartosci sumy

1 wart. bezw. + wart. bezw. {— &
) f (a) f{ (o

okaze sie, ze ona nie jest mniejsza od bezwzglednej wartosci réznicy b— a, to
wowczas rdwnanie f(x) = 0 miedzy a i b nie ma pierwiastka. — Lecz, jezeli
suma (1) okaze sie mniejsza od wartosci bezwzglednej b— a, to nic z tego
wnies¢ nie bedziemy mogli, i trzeba bedzie rozdzieli¢ przedziat a, b na dwa
mniejsze: a, ci ¢, b, gdzie cjest pewng liczbg dowolng, zawartg miedzy a i b.

Jezeli, obliczywszy wartos¢ f(c), znajdziemy, ze ona jest innego znaku
niz f(a), to bezposrednio wniesiemy, ze rownanie f(x) = 0 miedzy a i h posia-
da dwa pierwiastki pojedyncze. Jeden z nich bedzie zawarty w przedziale
a, ¢, drugi zas$ w przedziale ¢, b, i oba beda juz oddzielone. — Jezeli jednak
wartosci f(a) if(c) sg jednakowego znaku, to znowu nic wnies¢ nie bedziemy
mogli. JV tym przypadku wskaznik funkcyi f(x) dla jednego z przedziatow
a, ci ¢, b bedzie 2, dla drugiego za$ 0; a zatym, pytanie poprzednie o ilosci
pierwiastkéw, zawartych miedzy a i b, sprowadza sie teraz do takiegoz pytania
lecz wzgledem przedziatu mniejszego.

Postepujac z tym nowym przedziatlem taksamo, jak postepowalismy
z przedziatem a, b, albo otrzymamy odpowiedz na nasze pytanie, atbotez spro-
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wadzimy je do takiegoz samego pytania, odnoszacego sie jednak do przedziatu
jeszcze mniejszego.

Jezeli w przedziale miedzy a i b réwnanie f(x) = 0 wecale nie ma pier-
wiastka, to wcigz przechodzac od przedziatu a, b do przedziatow coraz mniej-
szych, dojdziemy nakoniec do takiego przedziatu k, I, iz warto$¢ sumy

wart. bezw. fC\I/I\(/) + wart. bezw. i)
okaze sie nie mniejsza od bezwzglednej wartosci roznicy |—k. W tym bo-
wiem przypadku, wmiare jak réznica | — k zdaza do zera, kazdy z wyrazéw

powyzszej sumy wzrasta do nieskoriczonosci.

Jezeli za$ réwnanie f(x) = 0 miedzy a i b ma dwa pierwiastki pojedyn-
cze, to przechodzac od przedziatu a, b do przedziatdbw coraz mniejszych, doj-
dziemy wreszcie do takiego przedziatu k. I, iz warto$¢ bezwzgledna réznicy
| — k bedzie mniejsza od wartosci bezwzglednej roznicy dwu pierwiastkow
réwnania f(x) — 0, zawartych miedzy a i b. W takim przedziale réwnanie
f(x) = 0 nie moze mie¢ wiecej, niz jeden pierwiastek; i jezeli rzeczywiscie ma
ono jeden pierwiastek miedzy | ik, to wartosci f(l) if(k) beda réznego znaku.

Nakoniec, jezeli sie zdarzy, ze rownanie f(x) — 0 w przedziale a, b
posiada jeden pierwiastek wielokrotnosci parzystej, to wowczas, jakkolwiek
daleko bedziemy posuwali zmniejszanie przedziatu a, b, nie dojdziemy do ta-
kiego przedziatu k, 1, izby miata mie¢ miejsce nieréwnosé

f(k f(l
wart. bezw. Jré(-\;\-%n+ wart. beZW.J~((~I)) > wart. bezw. (I—Kk),

czyli, azeby wartosci f(k) if(l) byly réznego znaku.

Aby ostatecznie rozwigza¢ nasze zadanie, nalezy wskaza¢, jakdalece wy-
pas¢ moze potrzeba conajwiecej zblizy¢ do siebie krance przedziatu badanego.
To, ze sposéb Fourier’go nie daje ku temu odpowiedniej wskazéwki, przedsta-
wia istotng jego wade. —

Jezeli wiec doszliSmy do przedziatu, ktorego krarice sg znacznie zblizone,
i nie moglisSmy, zapomocg powyzszych sposobow, dowiedzie¢ sie, czy réwnanie
f(x) —0 ma w owym przedziale dwa pierwiastki, albo nie, wéwczas nalezy
zbadac, czy réwnanie f(x) — 0 nie ma w tym przedziale pierwiastka wielokro-
tnego (“por. art. 43).

Jezeli sie okaze, ze rownanie f(x) = 0 wecale nie ma pierwiastka wielo-
krotnego, wtedy nalezy jeszcze dalej posungé zmniejszanie przedziatu, dopoki
nie otrzymamy odpowiedzi zgdanej.

Jezeli zas$ sie okaze, ze rownanie f(x) = 0 posiada pierwiastki wielokro-
tne, to jego rozwiazanie sprowadza sie do rozwigzania innych réwnan, nie po-
siadajacych juz pierwiastkow wielokrotnych i bedacych stopnia nizszego.

109. Przechodzimy do zbadania przypadku ogélnego, kiedy grupa fun-
kcyj Fourier’go,

1) f(*), f(x), ..., fwW)t
sktada sie wiecej niz z trzech funkcyj (najwieksza ich ilos¢ moze by¢ n -f 1).
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Wypiszmy kolejne wskazniki
(2) e, elf... er.

Jezeli e— 0, to réwnanie f(x) = 0 w przedziale badanym a, b wecale
nie ma pierwiastka; jezeli zas e= |, to réwnanie f(x) — 0 miedzy s i h ma
tylko jeden pierwiastek, ktéry wiec bedzie oddzielny.

Przypusémy wiec, ze e > 2. Wowczas posrod liczb e, e, ... ,er znaj-
dziemy przynajmniej jedne réwng jednosci, gdyz e > 1, a cr= 0, dwie za$
z tych liczb, po sobie nastepujace, nie moga sie rézni¢ wiecej niz o jednosc.
Niech G= 1 i niech juz ani jedna z liczb ¢, e,, . . .,e,_i nie rowna si¢ jedno-
Sci, tak iz, jezeli istnieje posrod liczb (2) kilka réwnych jednosci, to Bi ozna-
cza pierwszg z nich (liczac od strony lewej).

Wskaznik e, j, oczywiscie, jest rdwny 2, gdyz inaczej réwnatby sie 0
albo 1, a to sprzeciwia si¢ temu, cosSmy powyzej co do e, i e przyjeli.

Co sie tyczy wskaznika Bi+i, to mozemy zrobi¢ dwa przypuszczenia:
el+1 = 0, albo Bi+i >- 0.

Gdy 6i+i= 0, réwnanie f (1(x) — 0 nie ma pierwiastka zawartego
w przedziale a, b\ mozemy przeto zastosowa¢ twierdzenie Budan’a do grupy
trzech funkcyj:

f{-Xx), f®(), fW>(x),

ktorej, dla przedziatu s, b, odpowiada grupa wskaznikow:
2, 1, 0

Przypadek ten juzeSmy powyzej szczegdtowo rozwazali. — Jezeli sie okaze,
ze rownanie f (~"(x) = 0 miedzy s i b wcale nie posiada pierwiastkow, albo
posiada jeden tylko wielokrotnosci parzystej, to wtedy funkcyja f<-'~\}x) jest
wcigz tego samego znaku od = a do x= t i zamiast poczatkowej grupy
funkcyj (1) mozemy wzig¢ inng, do ktdrej wejdzie mniej funkcyj, mianowicie

grupe
f(x), f(X), .

W grupie wskaznikéw, odnoszacych sie do tylkoco wypisanej grupy funkcyj,
pierwsza jedno$¢ bedzie blizej poczatku (t. j. wiecej wlewo), niz w grupie (2).—
Jezeli za$ sie okaze, ze w przedziale 1, b rownanie — 0 posiada dwa
pierwiastki pojedyncze, wtenczas, oznaczajac przez c jakgkolwiek liczbe, za-
wartg miedzy tymi dwoma pierwiastkami, podzielimy przedziat 4, b na dwa:
4,¢i c,b. JVkazdym z tych ostatnich przedziatow bedzie po jednym pier-
wiastku réwnania f <2(x) = 0 i, jezeli dla kazdego z tych przedziatéw utozy-
my odpowiedni szereg wskaznikdw, to wskaznik funkcyi tak dla prze-
dzialu s, ¢, jak i dla przedziatu c, b bedzie sie réwnac jednosci. W taki wiec
spos6b bedziemy tu mogli przesunaé pierwszy ze wskaznikoéw, rownych jedno-
Sci, wiecej wlewo, t. j. blizej poczatku.

Przechodzgc do drugiego przypuszczenia wzgledem wskaznika e”i, mia-
nowicie, przyjmujac, ze albo e”i = 1, albo ei+i = 2, spostrzegamy, ze wtedy
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funkcyja f (+b¢x) miedzy a i b ma albo jeden pierwiastek albo dwa. Oznaczmy
przez a pierwiastek funkcyi f fi(x), zawarty w przedziale a, b, a przez Bpier-
wiastek funkcyi f (iH)(xj, zawarty w tymze przedziale. Jezeli za$ ta ostatnia
funkcyja miedzy aib bedzie miata dwa pierwiastki, to przez p bedziemy rozu-
mie¢ ten pierwiastek, ktory jest blizszy pierwiastka a. Przypu$émy, ze prze-
dziat a, b podzielilismy na kilka innych tak, iz roznica krancéw kazdego
z nich, co do swej wartosci bezwzglednej, nie przewyzsza war. bezw. (p — a),
i wezmy pod uwage jeden z tych przedziatéw, np. I, & to, co o nim powiemy,
stosowac sie bedzie do wszystkich pozostatych. Posréd wskaznikéw, odnosza-
cych do przedziatu I, k,

(3) dv, 82, ce«jeidj e* ¢l eecjer?

wskaznik e',_i bedzie sie rownatjednej z liczb: 0, 1,2,gdyz 2= e,_i> e',_i.—
Jezeli e'i_i= 0, to w grupie funkcyj Fourier’go. jako ostatnig funkcyjg, mo-
zemy przyjac /n-Dfajd, i pierwszy ze wskaznikow, réwnych jednosci, bedzie
przesuniety wiecej wlewo, niz wskaznik e, w grupie (2). — Jezeli za$ e',_i = 1,
to wowczas pierwszy ze wskaznikdw, réwnych jednosci, w grupie (3), oczywi-
Scie, bedzie sie znajdowat blizej poczatku, niz wskaznik et w grupie (2). — Je-
zeli, nakoniec, e',_i= 2, to e,= 1, a e,+i= 0, gdyz, jezeli ;> 0, to
kazde z réwnanif®(x) = 0, f {#+v>(x) — 0 miatoby po jednym pierwiastku
w przedziale |, k, co przeczytoby nieréwnosci

wart. bezw. (I — k) <Cwart. bezw. (p— a).

Ten przypadek zbadaliSmy juz wyzej.

Ze wszystkiego, coSmy wyzej powiedzieli, widoczna, ze tak przy — 0,
jak przy > 0, zapomocg dzielenia przedziatu a, b mozemy pierwszy ze
wskaznikéw, réwnych jednosci, przesuna¢ wiecej wlewo.

Azeby nieréwnosci wart. bezw. (I —k) < wart. bezw. (p — a) mozna by-
fo zado$¢ uczyni¢, nalezy mie¢ kraniec nizszy wartosci bezwzglednej ro-
znicy p—a, i im Scislejszy, tymlepiej. Kraniec 6w da nam takze pojecie
o tym, oile, conajwiecej, wypadnie zmniejszy¢ przedziat dany, azeby osiggnac
pozadane przesuniecie wlewo pierwszego ze wskaznikdw, réwnych jednosci.

Przesuwajac wecigz, wedtug wyzej opisanego sposobu, pierwszy ze wska-
znikéw, réwnych jednosci, coraz wiecej wlewo, osiagniemy to, ze, zamiast
pierwotnego przedziatu a, b, bedziemy mieli pewng ilo$¢ nowych przedziatow,
a dla kazdego z nich wskaznik funkcyi f(x) bedzie sie rownaé zeru lub jednos-
ci; wowczas wszystkie pierwiastki rownania f(x) = 0, zawarte w przedziale
i, b, bedg oddzielone.

110. Pkzykead 1. WezZmy rownanie

/= 53— 7x*— 9x3+ 16K2— 11x + 51 = 0.

Obliczajgc wartosci funkcyj pochodnych przy réznych wartosciach zmien-
nej x, otrzymujemy nastepujaca tablice znakdw:
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2 + + + + + +

1 + - — + + 4+

Oi + — o+ — — o+
—1 + + o+
— 2 — 4+ N +

Stad widzimy, ze wszystkie pierwiastki rzeczywiste rownania danego zawierajg
sie miedzy — 2 i +2, gdyz przy x — 2 otrzymujemy same tylko powtdrze-

nia znaku, a przy x = — 2 same tylko zmiany znaku.
Réwnanie / = 0 posiada jeden tylko pierwiastek ujemny, zawarty mie-
dzy — i — 2; dla przedziatu bowiem — 1,0 wskaznik e= 0, a dla prze-

dzialu — 1, — 2 wskaznik e =1.
Dla przedziatu 0, + 1 znajdujemy nastepujaca grupe wskaznikow:

2, 2,1, 1, 1, 0.

Poniewaz tu po pierwszym wskazniku, rownym jednosci, €2= 1, nastepuje
wskaznik €3= 1, zatym nalezy rozdzieli¢ przedziat 0, + 1 na kilka mniej-

szych. Obliczywszy wartosci funkcyj Fourier’go dla x = ~ , i przepisawszy
dwa wiersze z tablicy poprzedzajacej, otrzymamy nowg tablice znakdéw:

X T f /m f v T

1 + - — + + o+
i S — + o+
b + —+ — —+
Wskaznik funkcyi f(x) dla przedziatu i, 1 rowna sie zeru; réwnanie

wiec nie ma pierwiastka miedzy -t_ il
Dla przedziatu 0, \ otrzymujemy nastepujgca grupe wskaznikow:

2, 21 0 1 Q

w ktorej po pierwszym wskazniku, réwnym jedno$ci, e2= 1, nastepuje wska-
znik ¢3=.0. Wskutek tego, obliczamy sume

wart. bezw. + wart. =M+1"

Jest ona wieksza od —. Na mocy tego, twierdzimy, ze funkcyja/'(a¢) wcale nie
ma pierwiastkow miedzy 0 ilé‘. ‘Przyjmujac funkcyjg pochodng f(x) jako
ostatnig w grupie funkcyj Fourier’go i tworzac grupe wskaznikéw, znajdziemy,
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ze wskaznik funkcyi f(x) roéwna sie zeru. A wiec réwnanie /= O wcale nie
ma pierwiastka miedzy O i > -

Pozostaje nam zbada¢ przedziat miedzy +1 i +2. Dla niego z tabli-
cy pierwszej otrzymujemy taka grupe wskaznikow:

2, 1, 1, 0, 0, O
Nalezy przeto przedziat +1, +2 rozdzieli¢ na przedziaty mniejsze.

Ktadagc x = O—i obliczajagc  wartosci  funkcyj Pourier’go, otrzymamy
tez same znaki, co przy x = 2, tak iz musimy jeszcze dzieli¢ przedziat 1, |
na przedziaty mniejsze.

Ktadagc x — — i obliczajagc wartosci funkcyj Fourier’go, otrzymamy
nastepujaca tablice znakow:

X ff " f™/NV/v
f ++ + + + +
A. . — + + + +
1 + - — + + +

Dla przedziatu 1, 1 wskaznik funkcyi / réwna sie zeru; a zatym, rowna-
nie /= 0 nie posiada pierwiastka miedzy 1i 1.
Dla przedziatu C otrzymujemy grape wskaznikow:
2, 1, 0, 0, 0, O
a gdy
/+/11 — 1365 a/3\ 133

J\2' 327 J\2'" 16°
przeto

wart. bezw. —  + wart. bezw. — > 4-.
') 1y 4
To wskazuje, ze rownanie / = 0 nie ma pierwiastka miedzy | i i .

Widzimy zatym, ze, z wyjatkiem jednego pierwiastka ujemnego, zawarte-
go miedzy — 1 i — 2, réwnanie dane nie posiada innych pierwiastk6w rze-
czywistych»

111» Przyktad 2. WezZmy réwnanie

| = 2xe-f 6X9— 5x* — 20x3+ 30a2— 14a:+ 7= 0.
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Z utozonej dla- tego réwnania tablicy

X f f f* /"IN /vIM
1 + + + -+ + + 4+
0 + — + — — + o+
—1 + — o+ + — — 4+
—2 + —  + — + — +

widzimy, ze wszystkie jego pierwiastki rzeczywiste, jezeli one istnieja, zawiera-
ja siemiedzy —2 i + L
Dla przedziatu 0, + 1 otrzymujemy nastepujgca grupe wskaznikow:

4, 32 1 1, 0, O

Po wskazniku e3=m1 nastepuje wskaznik €— 1; przedziat wiec 0, 1 nalezy
rozdzieli¢' na dwa mniejsze.

Obliczywszy wartosci funkcyj Fourier"go dla x = -i-, otrzymujemy na-
stepujacg tablice znakdow: "
a ff ™ T /vivia
1 ++ + ++ + +
~ + + + — 4+ + o+

0 + — + +—m— +
i
Dla przedziatu 0, ~~ mamy grupe wskaznikdw:
2, 10,1, 1, 1, 0O,

ktéra wskazuje, ze nalezy obliczy¢ sume

0 y/_Lj
wart. bezw. + wart. bezw. —-j-.

/(0) p(])
. - 4 b 1 : :
Pierwszy jej wyraz rowna si¢ 3—= —; a zatym, suma obu wyrazow jest wie-
4 4
ksza od ~ . RoOwnanie wiec dane w przedziale 0, — nie ma pierwiastka.
Dla przedziatu -i-, 1 otrzymujemy grupe wskaznikow:
2, 2,2,4, 0, 0,0,

wedtug ktorej obliczamy stime

wart. bezw. / (4 )+ wart. bezw. /*nt : + I ,
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buma ta jest mniejsza od 5 1a wiec nie mozemy stad nic wnies¢ o ilosci pier-
wiastkdw, zawartych miedzy —mi 1.

Zanim przystagpimy do dzielenia przedzia’ru-ai-, 1 na mniejsze, postawi-
T Y pytanie: czy rownanie /m'(()) nie posiada pierwiastka dwukrotnego miedzy
y i 1? Najwiekszy spoiny dzielnik funkcyj f* i/"' jest x2+ x — 1, i

f" = (x*+ x —iy.

Stgd widzimy, 7Ze. pochodna draga posiada istotnie jeden pierwiastek
dwukrotny w przedziale 1 i, procz tego, jest wcigz dodatna przy wszel-

kich wartosciach zmiennej x. Przyjmujac funkcyja f" jako ostatnig w grupie
funkcyj Fourier’go, spostrzezemy z tablicy ostatniej, ze wskaznik funkcyi / dla
przedziatu 1 réwna sie zeru; rownanie wiecf= 0 wcale nie ma pierwiastka
miedzy i l.

Z pierwszej tablicy widzimy jeszcze, ze wskaznik funkcyi/ dla przedziatu

0, — 2 rowna sie zeru; réwnanie przeto / — 0 nie ma pierwiastkow ujemnych.
A zatym, wszystkie pierwiastki réwnania danego sg zespolone.

§ VI.. NIEKTORE UWAGI NAD TWIERDZENIEM BUDAN’A. ODDZIELA-
NIE PIERWIASTKOW ROWNANIA NIEZUPELNEGO.

112. Twierdzenie Budan’a jest bezposrednim wynikiem pewnych wia-
snosci, wiasciwych funkcyjom grupy
(O /I,

Tych wiasnosci jest trzy, a mianowicie:

a. Ostatnia z funkcyj (1), t.j. funkcyja / (1), nie zmienia swego znaku
od x=adox—mh

b. Przy przejsciu zmiennej x przez pierwiastek ktérejkolwiek z funkcyj
(1), np. przez pierwiastek funkcyi / N¢ od wartosci mniejszych do wigkszych,
stosunek

/(0
/ 0+1)

zmienia swoj znak, przechodzac od wartosci ujemnych do dodatnych. Stosuje
sie to tylko do tych pierwiastkow, ktdre zawierajg si¢ miedzy a i b.
c. Jezeli liczDa ¢, zawarta miedzy «i b, przywodzi do zera poczatko-
wych i funkcyj grupy (1),
f(c) =f'(c)= ... =f«-V(c) = 0,
ale / (;Yc) jest od zera rdzne, to liczba c jest r-krotnym pierwiastkiem réwnania
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/== 0; jezeli za$ liczba ¢ przywodzi do zera wszystkie funkcyje (1), to c liczy
sie jako tylko r-krotny pierwiastek réwnania/ —O0.
Grupa funkcyj

00 f, A, A

z ktorych kazda moze nie by¢ pochodng poprzedzajgcej, moze zastgpic¢ szereg
(1), jezeli tylko funkcyje (2) posiadajg powyzsze trzy wihasnosci.

Przypus¢my np., ze jedna z funkcyj pochodnych w grupie (1) moze by¢
przedstawiona jako iloczyn dwu funkcyj catkowitych,

[*'=27?,

1 ze czynnik {4 jest wcigz dodatny dla wartosci zmiennej xod x= a do x = L{
woéwczas grupe (1) mozna zastgpi¢ przez nastepujaca:

(3) A ['>eee (D, @ T

gdzie pochodna g9Wnie powinna zmienia¢ swego znaku miedzy a i b. Rowniez,
jezeli jedna z funkcyj < ?',ee w grupie (3), np. Ne¢ jest iloczynem dwu
funkcyj catkowitych,

W= b,

a czynnik o, jest wcigz dodatny miedzy a i b, to zamiast grupy (3) mozna
rozwmzac grupe

(4) f, I<*>» @ <. .. o, o,

gdzie pochodna <p nie powinna zmienia¢ swego znaku od x = a do x — h.

113. Sposéb Fourier’go oddzielania pierwiastkdw nie moze by¢ stosowa-
ny do grupy (2), dlatego, ze twierdzenie FourieFgo (art. 70) moze nie mie¢
miejsca dla funkcyj (2).

Zatozymy, ze w wyrazeniu pierwszej pochodnej f brak wyrazu statego,

i wypi'owadzimy pewne twierdzenie, ktore wtym przypadku zastapi w zastoso-
waniu twierdzenie Fourier’go.

Wowczas funkcyja /' moze by¢ przedstawiona jako iloczyn

/"= X m(f,

gdzie m jest pewng liczbg catkowita, dodatng, a 9 funkcyjq catkowita, ktora
nie staje sie rowng zeru przy x = 0.

Majac na wzgledzie warunek, azeby twierdzenie Budana pozostawato
W Swej mocy, zauwazymy, Ze:

jezeli wyktadnik m jest parzysty, to, jakimikolwiek sg kraince g i h prze-
dziatu rozwazanego, zamiast grupy (1) mozna wzig¢ grupe

A

jezeli zas wyktadnik m jest nieparzysty, to mozna to zrobi¢ tylko wtedy
kiedy tak « > 0, jak i 6> 0;

Ulbl. mat.-fiz,, S. 1V, T. U
«
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jezeli, nakoniec, wyktadnik m jest nieparzysty, a< Oi b<CO0, to za-
miast grupy (1) mozemy wzia¢ grupe
f, —?21 — <Pr-—m--

114. Twierdzenie pomocnicze. Jezeli f(x) jest funiccyjg catko-
witg, a m liczba catkowitg, dodatng, i jezeli funkcyja pochodna f'(x) jest po-
dzielnaprzez xm to, oznaczywszy przez <f(x) funkcyjg catkowitg

i przypusciwszy, ze dwie liczby dowolnie wziete, a i a + h, sg jednakowego
znaku, mie¢ bedziemy rownos¢:

@+ h)mt' [(m+ 1)¥%—a] + «™+2 |
+- (m+ I)(m +3 ---------- *<g+ OY1

w ktdrej ©oznacza pewng liczbe dodatng, mniejszg odjednosci. Jedna z liczb:
a, a-\-h moze by¢ zerem.
Azeby tego dowies¢, nazwijmy uprzednio

(m - 1) \f(a + h)—f(aj] —\(@a + h)mH —«<M] <f(a)_ A
@+ h)ymH[(m4-1)h—a] + a™2 m+ 2°

Zauwazmy tu, ze A nie moze sie stawaC nieskoriczenie wielkim. Istotnie,
jezeliby

@+ hym+' [(m+ 1) li— a\ -f ad+2— 0,
to rownanie

@+ x)mHl[(m 1)x—a]+am2—0

miatoby dwa pierwiastki: x — 0, x = A a wiec, rownanie pochodne
(m+ I)(m+ 2)x (@a+ x)m— 0
miatoby jeden pierwiastek, x = Xh, zawarty miedzy 0 i h, i mielibysmy
a+ Xh= 0.

Stad za$, zwazywszy, ze Xoznacza liczbe dodatng, mniejszg od jednosci, otrzy-
mujemy

5+ = 1—| <o,

co sie sprzeciwia zatozeniu, ze a i a+ h sg jednakowego znaku.
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Wezmy pod uwage funkcyjq catkowitg
/c+

- fa+ WT+ [+ N
Posiada ona dwa pierwiastki: x = 0, x — h\ funkcyjg wiec pochodna

f(a + x) —(@a+ x)my(a) —Ax(a + x)m,
czyli funkcyja
(a+ x)mf(a + x) — <f(@ — Ax],

posiada jeden pierwiastek, >x= XA zawarty miedzy Oi h. A gdy a-f Xi
nie moze réwnac sie zeru, przeto

tp(a+ Xh) — tf(a) == A X**— 0.
.Stad za$ wyprowadzamy

n_ <@+ \h)—tf(a)
A~ \h *
czyli
A= <@+ ),

gdzie © oznacza pewng liczbe dodatng, mniejszg od jednosci. Wstawiajac tu
zamiast litery A to, co ona wyraza, otrzymamy zgdang réwnos¢.

115. Twierdzenie. Majgcfunkcyja. catkowitg f(x), ktérejpochodna
f(x) jest podzielna przez xm przy m catkowitym i dodatnym, oznaczmy

N=m -

Jezeli a i b> a sa liczbami jednakowego znaku, afunkcyjg pochodnaf (x) nie
zmienia swego znaku od x = a do x — b, i jezeli, prdcz tego, réwnanie poczat-
kowe f(x) — O posiada miedzy a i b dwa pierwiastki rézne, albo jeden pier-
wiastek wielokrotnosci parzystej, to wéwczas ma miejsce nieréwnosc:

oz, (3 4 f(b) . b+ — am+
wart. bezw. v () + War{. bezw. <) < wart. bezw. e

Azeby tego dowies¢, wezmy pod uwage rownos¢, dowiedziong w art. po-
przedzajagcym,
fla+ hy—f(a) + (a+ hm 1 U— 4(q)

, (a+ h)ymHEL[(™ + i) A— a|+ a™
T (I YA —— V

i zauwazmy, ze dwumian
(@a+ hnmkl\(m+ 1) h—a] + amt2,
rozwazany, jako funkcyja catkowita zmiennej h, ma taka pochodna:
M+ 1 (M+ 2h@ + hm

+4 *- »]+0-
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Wskutek tego, gdy przez X oznaczymy pewng liczbe dodatna, mniejszg od
jednosci, mozemy, positkujac sie wzorem Lagrange’a, napisaé

@+ hym'[(m+ 1)h—o]+ am2= (m+ 1) (m + 2)XAZa + \h)m.
Z tego wynika, ze réwnos¢ poprzedzajgcg mozemy tak przedstawic:

M 10 +10—f(a)- f -WT'FH a— Pa) + xh2a + xh)m<r(@+ fth).

Oznaczywszy przez s i p>;a dwa pierwiastki rdwnania f(x) — 0, zawie-
rajace sie miedzy a i b, podstawmy we wzorze (1) zamiast h réznice a — g;
otrzymamy

—am¥
0 =f(<*) d------ — <+ Xfa—a)2(a + X(a— a))mp(a + S(a— aj).
Podstawiajac nastepnie w (1) b zamiast a i kladgc A= g— 5, otrzymamy
gnfl Il
0 Z*f(b) + <b)+ W, - B)2(b+ XIP- b)Y PG+ SFP- D).

Dwa réwnania ostatnie mozemy napisac tak:

<
m+ 1 b ir 4 " t(b)

gdzie X, X, § & oznaczajg pewne liczby dodatne, mniejsze od jednosci.

W tych réwnaniach wyrazy drugie na stronie prawej nie mogg rdwnac sie
zeru. Jezeli bowiem przypuscimy, ze

2

Pl@+ 6@@—oj = 0,
to mielibySmy

, . a'H-1—am+l
f(a) d--m— ——-(a) = 0,
a réwnanie
ab>H — a*l-1
f(%) —f(a) m — fa) —o0

miatoby wowczas dwa pierwiastki: )= a, a = a; a zatym, rdwnanie pochodne

f(x) —xmg@= 0,

czyli réwnanie

<9 —y(a) = 0
miatoby jeden pierwiastek miedzy a i b. A gdy ono posiada pierwiastek x — g
to réwnanie pochodne /
I(x)=0

miatoby miedzy a i b jeden pierwiastek wielokrotnosci nieparzystej, co byc
nie moze, gdyz lunkcyja <f'(x), wedtug zatozenia, nie zmienia swego znaku
od x—a do x—b. Taksamo mozemy sie przekonaé, ze wartos¢ y'{b+W($__b))
jest rézna od zera.
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Zgodnie z zatozeniami twierdzenia, w kazdym z rownan (2) dwa wyrazy
na stronie prawej sg jednakowego znaku. Dlatego mamy:

wart, bezw. a +m ‘1 + > wart. bezw. iaf "
Jm+l _ Rmtl f(b)

JE Y\ S >
wart. bezw. " ;> wart. bezw. 4(b) -

nie jest wieksza od wartosci bezwzglednej utamka

bm-l — am+1
m+ 1
otrzymamy
s>»+i —  aml , /(a , f(b)
......... N ~ |~
wart. bezw. e > wart. bezw. qo(z'i))+ wart. bezw. 'I2p(b)’
c. n.d.

116. Pbzykead 1. Oddzielmy od siebie pierwiastki rownania

1484x» — 441 x* — 18 + 1161x1— 243 = 0.

Ktadac
f(x) = 1484a;5— 441 x1— 18%3+ 1161x2— 243,
<P = 2(37103— 882a2— 27a; + 1161),

otrzymamy nastepujaca tablice znakow:

X f 99 ' tp
1 + +
0,1 — —
0 -+ = -+

Z niej widoczna, ze jezeli dane rownanie ma pierwiastki dodatne, to wszystkie
one zawierajg sie miedzy 1i 0,1.
Dla tego przedziatu mamy grupe wskaznikow:
3, 2, 1,0 O
Nalezy sie tylko dowiedzie¢, czy réwnanie <f(x) = O posiada pierwiastki mie-
dzy 1i 0,1. W tym celu, obliczamy

Wart. Beaw, ‘P 1O - Lgpof 3.
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v ’

Poniewaz ta warto$¢ jest wieksza od 1, przeto

wart. bezw. + wart. bezw. > 1—0,1.
T(°A) <p (i) ’

A zatym, réwnanie rp(xj — 0 miedzy 0,1 i 1 nie ma pierwiastka.
Ograniczajac sie tylko do dwu funkcyj,

f(x), <X,
otrzymujemy dla przedziatu 0,1, 1 nastepujaca grupe wskaznikow:
1, O

skad wnosimy, ze réwnanie f(x) = 0 ma tylko jeden pierwiastek dodatny,
pojedyniczy. —

Azeby oddzieli¢ pierwiastki ujemne réwnania f(x) — 0, wyznaczamy
znaki funkcyj

f(xd, —9(z2), — — <f(x), — <"(x)
dla x = 0, —1, —0,5, ... iotrzymujemy nastepujacg tablice znakdw:
X f — O @ — @ <pm
0 - - + +
- 05 - - - +
-0,6 +
-1 - + - + -

Stad widoczna, ze réwnanief(x) = 0 ma tylko dwa pierwiastki ujemne: jeden
zawarty miedzy — 0,5 i — 0,6, drugi za$ miedzy — 0,6 i — L
117. Przyktad 2. Wezmy réwnanie
4x5+ 5x* — 30x2+ 23= 0.
Ktadac
f(x) = 4xs+ bx*— 30x2+ 23,
(x) = 20 (X3+ X2— 3),
mamy tu
f(x) = 20x(3x + 2).
Funkcyja <f(x) raz tylko zmienia swoj znak, mianowicie przy przejsciu zmien-
nej x przez wartos¢ — ; mozemy przeto ograniczy¢ sie do grupy trzech fun-
keyj: f(x)b tf(x), i <?(X), stosujac kolejno sposob Fourier’go do trzech prze-
dziatow :

+ oc, 0; 0, — -1, — cxi.
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Z tablicy
X f 9 9
f + + 4+
1 + — +
o | + — +

widzimy, ze dane rownanie albo wcale nie ma pierwiastkow dodatnych, albotez
ma ich dwa, a wéwczas zawierajg si¢ one miedzy 1 i R Poniewaz dla prze-
dzialu 1, ~ mamy grupe wskaznikow:

2, 1, 0,

wiec mozemy tu stosowac twierdzenie art. 115-go. Obliczywszy

AT o) = wo - /7 (1)= 2 >

dt) =f . ¢0)=-20,

mamy
y(A\ r

wart. bezw. — f---(-wart. bezw. = L-.

<p(£) ?2(Y) 440

Mamy za$ tu

Ll 1 4
_ 2 w32
a wiec
y/5\ /5\2 j

wart. bezw.  f--—-(-wart. bezw. — -<— ---mm-,
f(1) 2
Widzimy przeto, ze nal%zy prﬁedziai 1, —_*ldzielié na przedziaty mniejsze.
Dla przedziatu 1~, 1  znajdujemy

X f @ ¥

1,2 + + +

1,15 + — +
/(1,15) = 0,11546, <p(l,15)= — 3,1325

<yt =IW = 0,06875.
/(1,2) = 0,12128, 9(1,2)=3,36;

9(1,2) A

A wiec, rownanie wcale nie ma pierwiastkéw dodatnych.

wart. bezw. Q‘(Yig) + wart. bezw. > 0,05875.
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Posiada ono jeden tylko pierwiastek ujemny, zawarty miedzy 0 i — 1;
jest to widoczne z nastepujacej tablicy:

X f -9 —

0 + + +

-f + + ®
e L

118. Pezykead 3. WeZmy réwnanie

3xs+ 7x4—8a;3+ 11 = 0.

Ktadac
f(x) = 3xs+ 7xX*—8x™+ ii;

ip(x) = 15x2+ 28a;— 24,
utworzymy nastepujaca tablice:

4

X / P g

1 + + o+ +

0 + — + +

— 1 + —_ — +
— 2 + - — 4+
—3 + o+ — 4+
~ —4 —  + — o+

Z niej widoczna, ze réwnanie dane ma jeden tylko pierwiastek ujemny, za-
warty miedzy — 3 i — 4.

Co sie za$ tyczy pierwiastkéw dodatnych, to nalezy szuka¢ ich tylko
w przedziale miedzy 0 i 1, dla ktorego otrzymujemy takg grupe wskaznikow:

2, 1, 0, O.
A gdy
wart. bezw .M 11,

13— 1
3 ~~3

wart. bezw. + wart. bezw. L1 > 11 ~ 1|

co wskazuje, ze réwnanie f(x) = 0 nie ma pierwiastkéw dodatnych.
119. Pezyk¥ad 4. Wezmy réwnanie

Sk«— 37x5+ 50— 104 = 0.
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Ktadac
f(x) = 5xbp— 37x5+ 50a4— 104,
<f(x) = 5(6cc2— 37k + 40).
utworzymy tablice

x f 9 9 I

+ o+ o+
— 4-
1 — 4 — 4
0 — 4 — 4

Widzimy z niej, ze réwnanie f(x) = O w przedziale 5, 6 ma jeden pierwiastek;
inne pierwiastki dodatne, jezeli one istniejg, powinny sie zawiera¢ miedzy

“f

. 9
Dla przedziatu 1, — grupa wskaznikéw jest nastepujaca:

2, 1, O O
Poniewaz
wart. bezw.
() 45°

i

2 f 65

4 64’
wiec

wart. bezw. 4- wart. bezw, — f—;> 2 - .

D - f(H)
To wskazuje, ze réwnanief(x) =. Owcale nie ma pierwiastkow miedzy 1i -§ ¢

Nastepujgca za$ tablica wskazuje, ze réwnanie f(x) = 0 ma jeden tylko
pierwiastek ujemny

x f -9 -y —9
0o - - 4- -
— od 4 - 4 -

Poniewaz /(— 1)< 0, /(— 2)>» 0, przeto pierwiastek ujemny znajduje sie
miedzy — 1 — 2
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§ VII. TWIERDZENIE SYLVESTER’A

120. Twierdzenie Sylvester’a, podobnie jak twierdzenie Budan’a, daje
kraniec wyzszy dla ilosci pierwiastkéw rownania f(x) = 0, zawartych w da-
nym przedziale.

Dowodzenie tego twierdzenia zasadza sie na rozumowaniu podobnym
do tego, jakim positkowaliSmy sie przy dowodzeniu twierdzenia Budan’a: po-
trzeba tylko wzig¢ pod uwage, oprocz juz wiadomych wiasnosci funkcyj
Fourier’go,

f(x), f'(x), f'(x),... ,fW(x),

jeszcze odpowiednie im wiasnosci funkcy;j
S(x), St(x), S2Ax),...,Sn(x),
okreslonych w ten sposéb:
S(x) = f(x)\
S,(xJ =f'(x)2— Te\f(x)f"(x),

SIx) =f<'Yx)2- hfr)(x)fAV (x),

Sn(x) =/*=>(*)*,
gdzie n oznacza stopien danego rownania f(x) = 0, a k2,...,lc,i s3
liczbami statymi, kt6re okresla wzor
7 _n—i-f1
Ki~ .n”-i

gdzie litera n' oznacza dowolnie wzietg liczbe dodatng > n. Wiasnosci
funkcyj Si(xJ, ktdre niezbednie potrzeba przyja¢ pod uwage, wyrazajg naste-
pujace trzy twierdzenia.

121. Twierdzenie pomocnicze 1. Jezeli dla x = a mamy

f {H(a) = —...=f(p+mV(a) = 0,

i obie wartosci fA~X@) i f Ip+m)(a) sa rozne od zera, to, przy dostatecznie ma-
tych wartosciach li, znak wartosci Spfa + h) jest takiz, jak znak iloczynu

= An-1 przez A~ Ta) f ftnja).
Jakoz, wskutek zatozenia, mamy réwnosci:

1m
Ne + “i=TW T17*/«-N + ...,

Jgvia-Th)= f&-v() + ...,
reva+ = 31 jpemra +



TWIERDZENIE SYLVESTER'A. — 122. 139

ktorych strony prawe sa uporzadkowane wediug poteg rosnacych h.  Wpro-
wadzajgc te wyrazenia do strony prawej wzoru

S/« + h)y=fW(a+ h)-— Jpf*-V(a + h)fp+D(a+ h)
i porzadkujac je nastepnie wedtug poteg rosngcych li, bedziemy mieli

tm-1
S,(@a+ h)y= - Jr12 r~ -Ua)f {rim@@) + . ...

Przy dostatecznie matych wartoSciach h, strona prawa jest tu tegoz samego
znaku, co pierwszy jej wyraz, a wiec znak wartosci Sp(a-\-h) jest takiz, jak
znak iloczynu — hm~x f (Pm)(a), gdyz wszystkie liczby i,, ..., kn—
sg dodatne.

122. Twierdzenie pomocnicze 2. Jezeliprzy x — a jest

M W =fw(a)=m mm—fr+™-»(a) = 0,
a wartos¢ f {p+n(a), (m >: 1), nie réwna sie zeru, to, przy dostatecznie matych
wartosciach h, kazda z grupy wartosci
Sp(a+ h), Sp+ifg A-h),... , Sp\m~i(a+ h)
jest dodatna.
Wskutek bowiem zatozenia, mamy

tmH

[A»(a +h)= i [ + eom,
im

Ma+h=12 M M ) + ees,
).m -1

M (a +h=i72 i\M  n)a

gdzie strony prawe sg uporzadkowane wedtug poteg rosngcych li. Wprowadza-
jac te wyrazenia do strony prawej wzoru

"Sla+h)—M a +1i)2—k,M nla+ W M I)a+ h),
i porzadkujac je nastepnie wedtug poteg rosngcych li, znajdziemy

p) hn
(1) SN + « = ( 7 +

Stad widzimy, ze, przy dostatecznie matych wartosciach h, wartos¢ Sp(a -(- h)
jest dodatna, gdyz n'>zn”*m+p. To za$, czegosmy dowiedli o Sp(a + h),
oczywiscie stosuje takze do 8p*,(a -(-h), Sp+ua+ h),..., az do SPjmifa + h)
wiacznie. Twierdzenie wiec nasze jest udowodnione.

Uwaga. Przypadek szczeg6lny, kiedy w —w i mA-p — n, zastuguje
na osobne omodwienie. Wzor (1) wskazuje, ze wowczas warto$¢ 8p(a+ h),
a tymsamym i funkcyja Sp(x), sg tozsamosciowo réwne zeru. Rowniez wszyst-
kie funkcyje pozostate: 8p*\(x), Sp+Jx),. mm, az do funkcyi 8,,-1(%) wigcznie,
stajg sie tozsamosciowo réwnymi zeru. W zastosowaniach unika sie zawsze
tego przypadku przez powiekszenie warto$ci parametru n}
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123. Twierdzenie pomocnicze 3. Jezeli przy x = a mamy
Sj)@@)— o= \(@) —0,
a wartosci Sf_i(a), Sp+nm(aJ sa rozne od zera, ijezeli anijedna z wartosci
f(»(a), f @EH)a@),...,fEHmV(a)

nie jest réwna zeru, to, przy dostatecznie matych wartosciach li i przy wszelkich
wartosciach i od 0 do m — 1 wigcznie, wartos¢

S~ifa+ h)
jest tegoz samego znaku, co iloczyn
hm-i f(p+i)(@) fr+ Mm@ SPHM(a).

Wezmy tu pod uwage grupe funkcyj tar, okreSlonych w ten sposoéb:
a), jezeli i+ r:<n, to

Qr=fW ) (x)rfc+V(x)'-" ..
b). jezelii+r”™n, to
— jfHNEr i+ )r-1" __y»)Ni+r+l—

Oczywiscie, mamy

gdzie tp oznacza pewna funkcyja catkowita. Prdcz tego, oznaczmy przez ¢
takg funkcyjg catkowita:

Pochodna r-go rzedu funkcyi wyraza sie zapomocg wzoru takiej
postaci:

(1) <prSJXx)= UOS/a:J+ USi+i(aJ+ ...+ Ur_iSj-pr_+

®r

+ Si+r(w),
kiA-i k,A.2 . ¢ . k,+r

gdzie U,,, U], ... oznaczajg pewne funkcyje catkowite; przyjmujemy zas,
ze i 1 :<n. — Dowiedziemy naprzod, ze wzér (1) ma miejsce w najprostszym
przypadku, kiedy r— 1. W tym celu, rozwingwszy obig strony réwnania

S/x + h)=f®(x + h)%—kip~V(x + h)/W (x + h)

na szeregi wedtug poteg rosnacych litery h, przyréwnajmy do siebie spétczyn-
niki pierwszej potegi A otrzymamy

Si(X) — 2fM(X)f<-“+V(X) — h \f«-V (X)) ff+(x) + T® (X)W (x)I
Stad za$, zwazajac, ze

2-h = -

,
ICi+ |
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wyprowadzamy

f® (x)fr(x)
- _A A

L 51) Je,p-"(x)fM(x) +; Wl
czyli

Mnozac obio strony ostatniej rownosci przez fAi+1)(x), otrzymamy
fW)(x) S\(x) z=1fNe (x) Si(x) + Si+ificj,

co, oczywiscie, jest zgodne ze wzorem (1). — Przypuszczajac, ze wzor (1) ma
miejsce dla pewnej wartosci szczegolnej r, a przy wszelkich wartosciach r, do-
wiedziemy, ze ma on rowniez miejsce dla nastepujacej wartosci r, ojednosc
wiekszej. Podstawiwszy w obu stronach wzoru (1) x + h zamiast x, a na-
stepnie, rozwingwszy obie strony na szeregi wedtug poteg h, przyréwnajmy do
siebie spotczynniki pierwszej potegi /r; otrzymamy stad réwnosc:
<Hr S,irtl)(x) + PrS>)x) = UGSi(x) + U0.S/ft)

+ U/ "Niti(x) - U, Si+i(®)

+ e o o o o o

+ U'r—+ \(x) -j- Ur_i S"i+r—sal

A Leeeriir S<HN T A
Mnozac obie jej strony przez
F—/(.+D™NfW)(X) .. .J(4--+D(X
i zwazajac, ze kazdy z wyrazéw
UOFS'i(x), U,FS~ifc), ... ,Ur_iFS' +r_i(x),

rowniez jak i wyraz

*Y,, S/ = (f<ar S\rXx) f (idrrH)(x),
mogga by¢ przedstawione w postaci wielomianu

ASi(x) + AN al +...-(- ArS+r(+), i

w ktorym A, A,, ... oznaczajg funkcyje catkowite (niektére z nich mogg by¢
rowne zeru), i ze, procz tego,

o FEZ L SVAS) = L ) + % -9 e B FHOR)

gdzie B oznacza pewng funkcyjg catkowita, otrzymamy roéwnos¢, ktora, po
uporzadkowaniu wyrazéw, przyjmie postac:

fir+iS<(E)C)==U0S| @)+ U,S<H(ir) + ... + UrSi+r(+) + , m . — 8HTH(),
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gdzie Up, Uj, ... oznaczajg pewne funkcyje catkowite. Jest to wzor (1),
w ktérego obu stronach zamiast r znajduje sie r + 1. — Ma wiec wzor (1) miej-
sce przy wszelkich wartosciach r, pod warunkiem, aby i r <:n.

Kiedy *+ r >»w, to zamiast wzoru (1) mamy

(2) 2-rS/xI= USI(x) + U,S41(3¥+ ...+ U,_;S/al.
Szczegolnej za$ uwagi wymaga przypadek, kiedy n'=n, gdyz wdwczas
a ze wzoru (1) otrzymujemy
= UoSifa;; + U,SiHl(irj+ ... +U,,_i_i
Stad wnosimy, ze przy wszelkich wartosciach r, czynigcych zado$¢ warunkowi
i+ r >"rii ma miejsce wzor
3) qrSf>(x) = UoS, M+ U,Si+l(x) + ...+ U*--1Sn—(xJ,

w ktérym UO, U,, . .. oznaczajg pewne funkcyje catkowite.

Przechodzgc do udowodnienia wypowiedzianego twierdzenia, uprzednio
zestawimy wypowiedziane zatozenia, a mianowicie:

a. wszystkie liczby grupy

s (fiy, . sp_iim—i(Ci)
sg réwne zeru,

h. zadna z liczb Sp_i(a), S,4.,,,(% nie rdwna sie zeru,
c. ani jedna z liczb grupy

fw(), fM(a), ..., fW~-V(a)

nie rowna sie zeru. Oczywiscie, ze rowniez- zadna z liczb f (p~V(a),
nie moze réwna¢ sie zeru, gdyz, w razie przeciwnym, warto$¢ 8p-i(aJ albo
Sp-t-mfoj réwnataby sie zeru, co sie sprzeciwia zatozeniu.

Ktadgc we wzorze (1) x=4a, i~p, r=1,2,... ,m, otrzymamy
S'pfalJ= S\(a) = ...= S,»-»(0) = 0,
~Am , (a)=S8p+ m(a)

Stad wnosimy, ze w rozwinieciu funkcyi Sf(a + h) wedtug wzrastajgcych poteg
zmiennej h pierwszym wyrazem jest:

Sp(a +h)r rX3 s A (U)+..‘
Mozemy w obu stronach tego wzoru, oznaczywszy przez i ktérgkolwiek z liczb
0,1,2, ,m—1, jednocze$nie wstawicp -J-i zamiast p, a m—i zamiast m:
Sp+(fa + h)= x” (m— N ma) + ee e

skad widoczna, ze przy dostatecznie matych wartosciach h, wartos¢ Sp_-(CiA-h)
jest tegoz samego znaku, co iloczyn hm-“/~~(a) f iptnf(a) SP+n(a), c. n. d.
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Uwaga. W przypadku szczegblnym, kiedy n'= n, m+p = n, oczy-
wiscie mamy
S'/a) = S%(a) — 8,<>(@) — 0.
Prdcz tego, przy pomocy wzoru (3) przekonywamy sie, ze dla wartosci r> m
mamy

SpM(a) = 0.
A wiec, w przypadku owym, funkcyja Sp(x) jest tozsamosciowo rowna zeru.
Dla tejze przyczyny, kazda z funkcyj nastepujacych: 8,,%i(x), ... ,Sri(x)

staje sie tozsamosciowo rowng zeru. Azeby unikna¢ tego przypadku dos¢ jest
powiekszy¢ nieco parametr n'.
124. Utworzymy dwie grupy funkeyj :

fC<), f(x), f(x), «+<J QX

8(x), Si(x), S2(x),...,8,(X),
jedne ze wszystkich funkcyj FourieFgo, drugg zas$ ze wszystkich funkcyj Sylre-
ster’a, i, przypusciwszy, ze zmienn6j x nadaliSmy jakakolwiek wartos$¢, nie
przywodzagcg do zera zadnej z funkcyj f(x), f'(x), ....,8(x), S,(X), ...,
zwrdcimy uwage na znaki dwu ktorychkolwiek wyrazow sasiednich w pierwszej
grupie, np. wyrazéw f(x) if'(x), i na znaki dwu odpowiadajgcych im wyrazow
8(x) i S,”~ wdrugiej grupie. Moga tu mie¢ miejsce nastepujace cztery przy-
padki :

a. wyrazy f(x), f'(x) przedstawiajg zmiange znaku i wyrazy 8(x), 8,(x)
rowniez zmiane znaku;

b. wyrazy f(x), f(x) przedstawiajg powtdrzenie znaku i wyrazy S(x),
Sy(x) réwniez powtdrzenie znaku;

c. wyrazy f(x), f(x) przedstawiajg powtdrzenie znaku, a wyrazy 8(x)
8,(x) zmiane znaku;

c.  wyrazyf(x), f'(x) przedstawiajg zmiane znaku, a wyrazy 8(x), 8,(x)
powtdrzenie znaku.

Przypadek pierwszy bedziemy nazywali podwojnym powtorze-
niem znaku; drugi podwdjng zmiang znaku; trzeci powtdrze-
niem ze zmiang znaku; czwarty zmiang z powtorzeniem znaku.
Rozwazajac wyrazy

F2), 1",

8i(x), SAx),
nastepnie wyrazy

r(*h

82(x), 83(x)
i tak dalej, nakoniec wyrazy

Sn—Hx), 8n(xJ)

za kazdym razem bedziemy mieli do zauwazenia jeden z powyzszych czterech
przypadkow i porachujemy, ile razy kazdy z nich sie powtérzy.
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Twierdzenie. Majagc dane réwnanie stopnia n-tego, f(x) — O,
i kladac
S(x)=f(xp;
Si(x) =f(->(x)2— h fW (x) f~ (x),

(K:=1»2neee n;
S,(X) =fw (x)2
gdzie n' oznacza liczbe dowolng, nie mniejszg od n, utozymy dwie grupy funkcyj.

f5), F(x), £ (x),. .. fW(X):
(X S(x), 8i(x), S2AX),...,8,(x),

i zapomocg (PP)r, (VP)* przedstawimy ilos¢ podwéjnych powtérzen znaku

i ilos¢ zmian z powtorzeniem znaku w (1). Jezeli a i b>a sg dwiema dowol-
nie wzietymi liczbami, nie przywodzgcymi do zera zadnej z funkcyj w grupach
(1) , to, oznaczajac przez r ilos¢ pierwiastkow réwnania f(x) — o, zawartych
miedzy a i b, bedziemy mieli

(PP)6 — (PP)o= r+ 2h,
(VP),-(VP)*=r1+ 22

gdzie kazda z liter h, | oznacza liczbe catkowita i dodatna, albo zero.

Dowodzenie tego twierdzenia sprowadza sie do prostego sprawdzenia go
zapomocg twierdzen pomocniczych, wylozonych w trzech artykutach poprze-
dzajacych, i podobnie, jak przy dowodzeniu twierdzenia Budan’a, dos¢ jest
ograniczy¢ sie do przypuszczenia, ze miedzy krancami a i b istnieje jedna tylko
liczba c, przywodzaca do zera przynajmniej jedne z funkcyi w grupach (1).

Mozna, co do tej liczby c, uczyni¢ kilka przypuszczen, ktére wypada od-
dzielnie zbadac.

Przypusémy, ze przy x — ¢ mamy

bp(cj — bp™i(€) — . « + « = bp-fm—ifc) — 0, (p™>0),
i ze zadna inna z funkcyj (1) nie staje sie zerem. W tym przypadku grupa

f*~1)(c), fw(c), ...,f({m Ic), f***>(c)

zawiera albo same tylko powtdrzenia znaku, albo same tylko zmiany znaku.

Oznaczajac przez h liczbe dodatng nieskonczenie matg, zauwazymy, ze
znaki funkcyj (1) przy x — a sg tez same, co przy x= c—1i, a przy x= b
tez same, co jirzy x — c-\-h\ wedtug zatozenia bowiem, zadnej z funkcyj (1)
nie przywodzi do zera warto$¢ zmiennej x, zawarta miedzy ai b, a rézna od
liczby ¢. A wiec, zamiast wyznacza¢ znaki funkcyj (1) przy x—a i przy
X = b, mozemy je wyznaczaC przy X —C— h i przy x= c+ t

Oprocz tego, zamiast dwu grup (1) mozemy wzigé nastepujace:

@{ f@hx), fA(x), ... fr+"(x),
' sp(x), . ... 8P, A, BpHM(X)\
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gdyz kazdy z wyrazOw opuszczonych jest tegoz samego znaku dla x — a, co
dla x = B i dlatego nie ma wplywu na wartosci roznic (PP)6— (PP)o lub

(YP)e — (VP)6. Na zasadzie twierdzenia art. 123-go i na mocy przypuszcze-
nia, ze zadna z wartosci @“lXC, (5niejest
rowna zeru, wnosimy, ze pizy x = ¢ —li znaki funkcyj (2) wyznaczajg odpo-
wiednio znaki wartosci nastepujacych:

*-v(c

sai(<§," CPWSOMAG) spRED), . . gﬂ%

Poniewaz wskutek pomnozenia wszystkich wyrazéw pierwszej albo drugiej gru-
py przez jakgkolwiek liczbe, nie zmieni sie ani (PP)Xani (YP)X przeto za-
miast dwu ostatnich grup mozemy wzig¢ takie;

13)1 KN fwW>(c), ... J ¢ m(c)\

K »(@ SP_I(c)aPHm( ¢ J , L)»-</(pbyc;, ... f(p-hn)(c).
Taksamo dojdziemy do tego, ze przy xz=c + h grupy (2) moga by¢ za-

stgpione przez nastepujgce:

Ol
' f*W (c) ap-r(c) SHm(c), . . . f<P+0(c), . . . ,2*+*>(c).

Azeby z tych grup (3) i (4) wyznaczy¢ (PP)CA (PP)GA (VP)CA

(VP)c+*> a nastepnie sprawdzi¢ twierdzenie w zrobionym tu przypuszczeniu

co do liczby ¢, najdogodniej jest oddzielnie zbadaé rézne przypadki, jakie za-

chodzi¢ moga w grupach (3) i (4), a mianowicie:

a. Grupa wartosci f*~1c), f @(c), ..., f (ptn)(c) przedstawia same
powtdrzenia znaku, liczba m jest parzysta, a iloczyn SP-i(c) SPim(c) > 0.
W tym przypadku znajdujemy: z (3)

(VP)r= o, (PP),_A==1,
az(4)
(VP)GA= 0, (PP),A—m 1.
Jest wiec
(VP)C A-(V P)c+A=o,
(PP)c+A— (PP)C A==m,
co, wedtug twierdzenia, miejsce mie¢ powinno.

h. Grupa wartosci P*~Xc), fM(c), ..., f<f+m() przedstawia same
powtérzenia znaku, liczba m jest parzysta, a iloczyn 8/_1(d)>5+ (e) < 0
W 6éwczas mamy:

(VP),_A=:0, (PP)GA= o0,
(YP),+A= 0, (PP)GA= m;
a wiec
(YP)e A— (VP),-_A= 0,
(PP)GA— (PP)CA= m,
jak by¢ powinno.

Ribl. mat.-fiz., S. IV, T. It .n
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c. Grupa wartosci f{~Xc), f @(c), ..., fptn)(c) przedstawia same
powtdrzenia znaku, liczba m jest nieparzysta, a iloczyn S, _i(c) > 0,
Mamy wtedy

(YP)eA— 0, (PP)c-A—o0,
(YP)ctn—o0, (PP)pn= w+ 1
a "Wiec
(VP)c-n — (VP)cta= 0,
(PP)CGH1— (PP)cn—m+ 1,
.jak by¢ powinno.

d. Grupa wartosci f {=-I)(c), f M)(c), =, f(pHM)(C) przedstawia same
powtdrzenia znaku, liczba m jest nieparzysta, a iloczyn 8JH(c) <Co.
Wtedy

(vP)cA—0, (PP)—A= 1,
(vrpyca=e0, (PP)CGA= m;

a wiec
(VP),,_A-(VP)c+tA=0,

(PP)CW1— (PP)cA— m— 1,

jak by¢ powinno.
e. Grupa wartosci f <p-l)(c), f Ip(c), . , m./<H-mMfc) przedstawia same

zmiany znaku, liczba m jest parzysta a iloczyn Sp-ifc) > 0. Wtedy
(YP), A= m+ |, (PP)ca= 0,
(YP)qpn— 1, (PP),+A—0;

a wiec

(VP)c.a— (VP)fp, = m,
(PP)@ — (PP)c a= 0,
jak by¢ powinno.

/. Grupa wartosci f (p~3(c), f @c), ... ,f(@E+m(c) przedstawia same
zmiany znaku, liczba m jest parzysta, a iloczyn Sp_i(c) SPwn(c) <20. Wtedy
(VP)c-A= m, (PP)c-A—0)

(VP)ctn—0, (PP)cfa—0;

a wiec
(YP)CJ1— (VP)ct,= m,

(PP)ctA- (PP )cA= 0,
jak by¢ powinno.

g. Grupa wartosci f (p~I)(c), A (Qi me«if'p*n{c) przedstawia same
zmiany znaku, liczba m jest nieparzysta, a iloczyn Sp_i(c” 3p+m(c) > 0. Wtedy
(¥YP)e-n=m+ 1, (PP)c-n—o,

(YP)c+tA 0, (PP)c+A — 0;
a wiec
(VP)CA-(YP)GA= T+1,
(PP)c-fA  (PP)c—== 0,
jak by¢ powinno.
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h. Grupa wartosci f (p~)(c), f p(), ..., f (@M przedstawia same
zmiany znaku, liczba m jest nieparzysta, a iloczyn 8p_i(c) SP+m(c) < 0. Wtedy

(YP)CJl= w, (PP)CA= 0,

YP)ecpnn= 1; (PP)cpn—0;
a wiec
(YP)«-n — (VP)CH1

(PP)CHI- (PP)c-N

m—1,
0,

jak by¢ powinno.

Widzimy wiec, ze w zrobionym tu przypuszczeniu prawdziwos¢ twierdze-
nia jest okazana. —

Nalezy tylko jeszcze okaza¢, ze twierdzenie to jest prawdziwe rowniez
w dwu innych przypuszczeniach, mianowicie, kiedy

f(c) =f(c) =f"(c)=.... =tf(*(c) = o, fW(c)> 0
i kiedy
fE"c)” 0, fW(c)—fPH)(Cc)=...=:fPb»-V(9 —0, 0.

Pozostawiamy czytelnikowi doprowadzenie tego sprawdzania do konca; ono
w tych dwu ostatnich przypuszczeniach uskutecznia sie owiele tatwiej.

125. llekro¢ wiemy, ile réwnanie dane ma pierwiastkow, zawartych
miedzy a i h, mozemy wyznaczy¢ wartosci dwu li¢zb parzystych

2h = (PP)&— (PP)0—T,
M= (YP)e— (YP)6—r,

a, oznaczajac przez 2.T ilo$¢ pierwiastkow zespolonych réwnania danego, be-
dziemy mieli
207270, 2J>r21

Te nieréwnosci wyprowadzajg sie z twierdzenia Sylvester’a zupenie
taksamo, jak w art. 104-ym nieréwnosci (2) byty wyprowadzone z twierdzenia
Budan’a.

126. PrzypuszczaliSmy dotad, ze zadna z funkcyj f(x), f (x),... , Stoe),
S2(ad, e+ *i nie staje sie zerem ani przy x — a, anitez przy x~b\ w prze-
ciwnym razie nalezy zmieni¢ wartosci niektérych z liczb: a, b, oraz n' (art.
120), nieskonczenie mato je powiekszajac lub zmniejszajgc. Przy nowych war-
tosciach a, b, n', nieskofczenie mato roznigcych sie od poprzednich, znaki
funkeyj f(x),f'(x), ...,S(x), St(x), ..., okre$lajg sie bezposrednio na zasa-
dzie dowiedzionych -wyzej wiasnosci funkcyj FouriePgo i funkcyj Sylvester’a.

Zauwazymy tu, ze warto$¢ parametru ri nalezy zmienia¢ tylko wtedy,
kiedy przynajmniej jedna z funkcyj Sylvester’a tozsamosciowo réwna jest zeru,
co, jak juz wiadomo, moze sie zdarzy¢ tylko przy n'— n, t. j. kiedy parametr n'
ma najmniejszg warto$¢, a kazdy z parametrow k2, ... ,kn}i najwieksza.

W wielu przypadkach twierdzenie Sylvester’a okazuje sie dogodniejszym
w zastosowaniu, niz twierdzenie Budan’a. Okazemy to na kilku przyktadach.
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127. Pkzyk¥ad 1. Wiezmy réwnanie
5¥5— 7x*— M3+ 16%2— 11k + 51 = 0.
Ktadac

on—i +t
- I
n—:i

1 6.—i .
—_— "

mamy
=2 "=y b F 1=t

Obliczywszy wartosci funkcyj FourieFgo i funkcyj Sylvrester’a dla a= 0, 1, 2,
otrzymujemy ponizszg tablice znakéw, w ktorej w wierszu gérnym pomieszczo-
ne liczby r= 0,1,2.... odpowiadajg funkcyjom Fourier’go f®(x) i funkcy-
jom Sylvester’a S,(x), a z kazdych dwu wierszy, potgczonych z sobg klamra,
gorny odnosi sie do funkcyj Fourier’go, dolny zas do funkcyj Sylvesteria.
Tablica ta jest:

X 0 12 3 4 5
(+ + + + + +
i o+ - + + o+ o+
| + — — + + F
11+ + + + 4+ o+
i+ = o+ — — +
{ + - + + + +

Przy jej pomocy znajdujemy
(VP»= 2, (VP),= 2, (YP)2= 0,
(PP)o :11 (PP),=3, (PP)2= 3
a stad .
(YP),-(VP),=0,
(PP)r — (PP)t —O.
Te réwnania wskazujg, ze zaden z przedziatow 0,1; 1, 2, nie zawiera pier-
wiastkéw. A wiec, w tym przypadku twierdzenie Sylvester’a daje nam odrazu
zupeine rozwigzanie zadania, gdy tymczasem twierdzenie Budan’a wskazuje
tylko, ze w kazdym z przedziatébw 0,1; 1, 2 moze sie znajdowac conajwiecej
po dwa pierwiastki.
128. Pkzykead 2. Wezmy roéwnanie
2xB+ OK56— 5x* — 20x3+ 30x2— Hx + 7— 0.

Ktada» we wzorach dla funkcyj Sylvester’a n' — 6, otrzymamy

=y, =7 f3=— Y1 L= T i
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Obliczajac z tymi parametrami wartosci funkcyj Sylvester’a dla x = 0
idla x — \, mie¢ bedziemy nastepujgcq tablice znakdéw:
X 0 1 2 3 4 5 6

P+ + + + + +

»«( + — 0 + + + -f
( + — + + 4+
i+ + — + + 4.+

Stad znajdujemy
(VP),,= 2, (YP),—o,
(PP)O= 2, (PP),=4,

(VP)O— (YP), == 2,
(PP),-(PP)0=2.

Kazde z dwu réwnan ostatnich wskazuje, ze w przedziale 0, 1 dane rownanie
nie posiada wiecej niz dwa pierwiastki; tymczasem, wedtug twierdzenia Bu-
dan’a, kraniec wyzszy dla ilosci pierwiastkow, zawartych w tymze przedziale,
jest 4.

Ola x= — i dla x —— 2 znajdujemy nastepujaca tablice znakow;

X 0 1 2 3 4 5 6
\' P — + + — — +
) + +  + o+ o+ P +

_ jt+ - + - P - 1=
\+ + — + + + +

Stad
(VP)-j= 4, (VP)_2= 4,
(PP)-i —2, (PP)_2= 0,

(VP)_2— (VP)_i= 0,
(PP)-i — (PP)-2 — 2.

Pierwsze z dwu ostatnich réwnan wskazuje, ze dane réwnanie nie ma pierwia-

stka miedzy — 1 i — 2; gdy tymczasem twierdzenie Budan’a daje liczbe 2,
jako kraniec wyzszy dla ilosci pierwiastkéw réwnania, zawartych miedzy — 1
i —2

129. Pezykdad 3. Wezmy réwnanie
3x5+ 7x*— 8x3+ 11 = 0.

e O el

Ktadac
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i obliczajac z tymi parametrami wartos¢ funkcyj Sylvester’a dla x — a i dla
X — 1, otrzymamy nastepujacg tablice:

x 0 1 2 3 4 5

(+ + + + o+
| + —. 4+
H) 0o+ 0 0 — + +
0 + o+
[ + 0 0o + + +

(VP)0= 2, (VP), = 0,
(PPYo—3, (PP),=3,

(YP)O-(Y P),=2,
(PP), — (PP)0—o.

Ostatnie rownanie wskazuje, ze nasze réwnanie wcale nie posiada pierwiastka
w przedziale miedzy 0 i 1; tymczasem z twierdzenia Budan’a widzimy tylko,
ze to rownanie moze mie¢ conajwiecej dwa pierwiastki miedzy 0 i 1

§ VIII. TWIERDZENIE NEWTONA.

130. Ktadac
f(x) = A+ ADt )+ A2('-"2+ ...+ A,,
FH(x) =f® (x) 3—TcifW>(x)fV-I\x),
I7__ n—i+1
I ---- ]

n—r

i wypisujac wyrazy skrajne w wyrazeniu funkcyi St(x), mie¢ bedziemy

Sx)—m—D20n —2)2... (n — i + )2"A2— AOCA x-a~2i~2
F oo o
+(1.2.+/(av,-U-"+1 A, _,_iA, _itl) .
Skad widzimy, ze kiedy parametry /r,, I2, . . . majg wartosci najwieksze,

to wtedy stopien funkcyi St(x) jest 2n— 2i— 2, tak iz funkcyja przedostatnia
Sn-i(x) jest wowczas rowna liczbie statej

(1-2...7~-d)Aal - 5% alad.
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Przy x rr O mamy
m =am..B{av,- 6t=wmzi) A .

Po zrobieniu tych uwag, tatwo z twierdzenia Sylwester’a wyprowadzi¢,
jako wniosek, pewne twierdzenie, podane bez dowodu przez Newton’a. Otrzy-
muje sie ono z twierdzenia Sylvester’a taksamo, jak twierdzenie Descartes’a
z twierdzenia Budan’a (us. 106).

131. Twierdzenie. Majgc rownanie

(1) Aokn-f Ajain—+ ... -j-An>k A,= 0,
utwérzmy dwie grupy liczb:

AcA,, A2, ., A,
t2)! 1 a2_2n \ A a2 3(n—1)

AlTTH. i AA2> A* -2 (n — 2)AiA3’-"> b

1708¢ pierwiastkdw dodatnych réwnania (1) nie jest wieksza od ilosci zmian
z powtérzeniem znaku w (2), a jezeli jest mniejsza, to o liczbe parzysta; ilos¢
pierwiastkow ujemnych réwnania (1) nic jest wieksza od ilosci podwdjnych po-
wtorzen znaku w (2), ajezelijest mniejsza, to o liczbe parzysta.

Jakoz, stosujac twierdzenie Sylvester’a do przedziatu 0, + co, otrzymamy

(VP)O-(Y P)+M = w+ 2A,
gdzie m oznacza ilo$¢ pierwiastkéw dodatnych réwnania (1), a h pewng liczbe
catkowitg, dodatng, albo zero. Lecz (VP)+CGB.= 0, gdyz grupa funkcyj f(x),
J'(x), ..., f(O(x) przy x = + co przedstawia same tylko powtorzenia znaku;
zatym
(YP)0= m + 2h.

To rownanie wyraza pierwszg czes¢ twierdzenia Newton’a, (VP)0 bowiem
oznacza ilo$¢ zmian z powtorzeniem znaku w (2).

Stosujac twierdzenie Sylvester’a do przedzialu 0, — co i oznaczajgc
przez m! ilo$¢ pierwiastkow ujemnych réwnania (1), a przez 2/< pewng liczbe
parzystg, dodatng, albo zero, otrzymamy

(PP)o — (PP)-c*> —m' 2h".
Lecz (PP)_x) = 0, gdyz grupa funkcyj f(x),f(x), ... /<™X) przy x ~ — co
przedstawia same tylko zmiany znaku; wiec
(PP)0= m' (- 21i\
Roéwnanie to Wyraza drugg czes¢ twierdzenia Newton’a, (PP)0bowiem oznacza
ilos¢ podwojnych powtorzen znaku w (2).

Uwaga. PrzypuszczaliSmy tu, ze zadna z liczb (2) nie jest rowna zeru;
w przeciwnym bowiem razie nalezy zamiast x=0 wzigé x = + h albo x = —h,
gdzie h oznacza nieskofczenie matg liczbe dodatng. Niekiedy bywa konieczng
zmiana wartosci parametru n'.
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132. Przyk#ad 1. WeZmy réwnanie
X8— X1+ 4¥%6— 86— xi  7x3— 22x2— 162k — 450 = 0,

toz samo, do ktéregosmy stosowali twierdzenie Descartes’a (art. 82).
Stosujagc do niego twierdzenie Newton’a, otrzymamy dwie grupy znakow

(VP)= 3, (PP)—3,

tak iz ilos¢ pierwiastkow dodatnych jest réwna albo 1, albo 3, a ilos¢ pier-
wiastkow ujemnych takze jest rowna albo 1, albo 3,
133. Przyk#ad 2, Dla réwnania

X3+ 2x*— 7x3+ 30#2+ 6= 0
otrzymujemy nastepujgce znaki:
+ + - + 0 +
+ + — + — +

Dla przedziatlu + h, + od nalezy w wierszu pierwszym zamiast 0 napisa¢
znak +; bedziemy mieli
(VP) = 0,
co wskazuje, ze powyzsze réwnanie wcale nie ma pierwiastkow dodatnych.
Dla przedzialu «—h, — 0o zamiast 0 w wierszu pierwszym nalezy napb
sa¢ znak —; bedziemy mieli
(PP)= 1,
skad widzimy, ze dane rownanie ma jeden tylko pierwiastek ujemny.
134. Przyktad 3. Dla réwnania
X3— 7x4+ 11x3—2x2—5x—5= 0
otrzymujemy nastepujgce dwie grupy znakdow:
+ +

+ + + + 0 +

Funkcyja St(x) staje sie tozsamosciowo réwng zeru; a wiec, zamiast

, 6—i
ki= 5=i>
powinnismy wzigé¢
, _ 6—i+d
I~5 —i+d’

gdzie d oznacza dostatecznie matg, albo prosciej — nieskoficzenie matg liczbe
dodatng. Wskutek tego, kazdy z parametrow Ic,, k2, .. . otrzymuje pewien
nieskoniczenie maty przyrostek ujemny.
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Jezeli oznaczymy przyrostek parametru  przez Md, to nowa warto$¢
wielkosci S40) wyrazi sie tak:
S40)=/'V(0)2- (I-: EMA/"'(0)/v(0) = -McJ"'(0)fV(0),

skad widzimy, ze S40)> 0. A wiec, zamiast 0, w wierszu drugim nalezy
wzig¢ znak +, wskutek czego otrzymujemy

(YP)= 3, (PP)= 2.
Toz samo nam daje twierdzenie Descartes’a.



ROZDZIAL VII.

O NADMIARZE FUNKCYl WYMIERNEJ. — SPOSOB OZNACZANIA | GEOWNE WEASNOSCI

NADMIAROW.— SPOSOB OBLICZANIA NADMIAROW.— PRZYPADEK SZCZEGOLNY, KIEDY

NADMIAR OTRZYMUJE NAJWIEKSZA MOZLIWA WARTOSC. — O ROWNANIACH 7 PIER-
WIASTKAMI PRZEGRADZAJACYMI SIE. — TWIERDZENIE ST URM’A.

§ I. 0 NADMIARZE FUNKCY!l WYMIERNEJ.

135. Przypusémy, ze mamy dwie funkcyje catkowite,
V =1f(x), V,—A(),

pierwsze wzgledem siebie, i ze s dane dwie liczby: a i b a, nie przywodza-
ce zadnej z funkeyj Y iV, do zera.
Wezmy pod uwage te pierwiastki kazdego z réwnan

V—0O Y,=0,

ktére sie zawierajg miedzy a i h, i rozdzielmy je na trzy «klasy», stosownie
do trzech nastepujacych przypadkow:

Jezeli, przy przejSciu zmiennej x przez jeden z tych pierwiastkdw, np.
przez c, od warto$ci mniejszych do wiekszych, funkcyja utamkowa :/ zmienia

i

swoj znak, przechodzac od wartosci ujemnych do dodatnych, to pierwiastek ¢
zaliczymy do klasy pierwszej.

Jezeli, przeciwnie, przy przejsciu zmiennej x przez pierwiastek c, od war-
tosci mniejszych do wiekszych, stosunek \\//-_ zmienia swdj znak, przechodzac od

1

warto$ci dodatnych do ujemnych, to wowczas pierwiastek ¢ zaliczymy do klasy
drugiej.

Jezeli, nakoniec, przy przejsciu zmiennej x przez pierwiastek ¢ od warto-

$ci mniejszych do wiekszych, stosunek )y nie zmienia swego znaku, to wéwczas

pierwiastek c zaliczymy do klasy trzeciej. —
Przypusémy, ze posrod pierwiastkow réwnania V = 0, zawartych miedzy
a i h, znajduje sie | réznych, nalezacych do klasy pierwszej, i V réznych, nale-
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zacych do klasy drugiej. Ro6znice |— 1 bedziemy nazywaé pierwszym
nadmiarem stosunku Al od a do b, i, przez skrdcenie, bedziemy go
oznaczali przez E,, ;/I albo k%écej przez Ea.

v

Przypusémy, ze posrdd pierwiastkéw réwnania V, = o, zawartych miedzy
aib, znajduje sie m réznych, nalezacych do klasy pierwszej, i ni réznych, na-
lezacych do klasy drugiej. Ro6znice M—ni bedziemy nazywali drugim

nadmiarem stosunku Z:“l od a do b, i, przez skrécenie, bedziemy go
oznaczali przez y , albo, krdcej, przez la.
— . Y
Procz tego, uméwimy sie, aby nadmiarem funkcyi od b do a nazywac

y Vi
nadmiar tejze funkcyiy , wziety od a do b i pomnozony przez — 1, t. j.

< & _Ta -ré
6— ===, 16= =--=---- lae

Jezeli przypuscimy, ze zmienna X, zmieniajac sie w sposob ciagty, prze-
chodzi przez wszystkie wartosci od x = a do x — b, to réznica miedzy liczba,

wskazujaca, ile razy stosunek stajac sie zerem, przechodzi od wartosci uje-

mnych do dodatnych, i liczbg, wskazujaca, ile razy tenze stosunek, stajgc sie
zerem, przechodzi od wartosci dodatnych do ujemnych, réwna sie nadmiarowi
Ea, tak wtedy, kiedy b> a, jak i wtedy, kiedy b<Za Roéwniez réznica mie-

dzy liczba, wskazujaca, ile razy stosunek , stajac sie nieskoriczenie wielkim,
»|

przechodzi od wartosci ujemnych do dodatnych, i liczbg, wskazujaca, ile razy
tenze stosunek, stajac sie nieskonczenie wielkim, przechodzi od wartosci do-
datnych do ujemnych, réwna sie nadmiarowi 1«, tak wtedy, kiedy b>a, jak
i wtedy, kiedy b<La.

Jezeli pierwiastki réwnan Y =0, V, —o, zawarte miedzy a i b, sg
nam znane, to wyznaczenie wartosci obu nadmiaréw nie moze przedstawiac
szczeg6lnego zadania. Np., kladac

V= (X—2)(x+ 1), V,= (x+ 3)(2x— 2i)(x— 5) (2x — 11)2,
mie¢ bedziemy

el"=q e ;N=-i, e;1=-1i,
uf=*. i1n o= o

Jest jednak rzeczg wazna, iz, nie znajac wcale ani pierwiastkdw réwnania
V — o0, ani pierwiastkow réwnania V, ~ 0, mozemy zawsze, zapomocg zwy-
czajnego dzielenia algiebraicznego, wyznaczy¢ wartosci obu nadmiaréw funkcyj

y- przy dowolnie wzietych kranicach ai b.
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§ 1. WEASNOSCI NADMIAROW.

16 Z okreSlenia nadmiaréw bezposrednio wynikajg zasadnicze ich
wiasnosci, ktére mozna wyrazi¢ zapomocg nastepujacych wzordw:

1) K'~V+EI’\‘/:K~V,
& " ey =5y,
€ II~=E*b,

(4) E“VI+YQ = E“Ti’
(5) 1“(f,+Q) =~

gdzie ¥, V,, Q oznaczajg jakiekolwiek funkcyje catkowite, za$ a, b, c liczby
dowolne.
Jezeli od x —a do x — b mamy Q >0, to wéwczas

«]7\ *|1,ng y_+b Y __Ti6v i

7

( ) [ V, ~ aQV, I ‘IV,I

Jezeli dwie funkcyje catkowite U i U, sg pierwsze wzgledem siebie, to wéwczas
ron L jn6 U,

Vii/ Mo y — y N F yo ,

9 TV _ n, .Vu

fJ lauu, ~ “U + “U,~’

(10> i;(c+n;)=4+i:or

Do tych wiasnosci dodamy jeszcze jedne, ktérg przedstawia nastepujace
Twierdzenie. Obunadmiarijjakiejkolwiek funkcyi Vi wziete wzgle-
i

dem tychze samych kraricow a i b, sg z sobg zwigzane rdwnaniem
(V) ES~A+18"= eh,
gdzie ea okresla sie tak:

&0, jezeli m® ¢ V@

i Vi@
4=1 1jezelinC Q

53 jddnakowego znaku:;
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=- 1, jeielild >0 bl ™ <aQ

W celu udowodnienia tego twierdzenia, zauwazymy uprzednio, ze z okre-
$lenia symbolu Giwynika wprost nastepujaca jego wiasnosc:

eg'r' el(;: eé,
a stad

@+ &f-e*= c,
it. d.

Jezeli przypuscimy, ze miedzy a i b obie funkcyje Y i Y, nie maja zadne-
go pierwiastka, albo, ze jedna z nich nie ma ani jednego pierwiastka, a druga
ma tylko jeden pierwiastek pojedynczy albo wielokrotny, to wowczas jeden
z wyrazOw na stronie lewej réwnania (11) rdwna sie zeru, a twierdzenie staje
sie oczywistym.

Przechodzac do przypadku ogdlnego, oznaczymy przez a,, a2,... ,nt
rozne pierwiastki rownan V= 0 i V,= 0, zawarte miedzy kraricami a i b,
i przypuscimy, ze one sg napisane w porzadku ich warto$ci rosnacych, tak iz
«i < <4< «3< eeee W kazdym z przedziatdow a,, a2; a,, a3;. .. obierzmy
po jednej liczbie dowolnej; niech tymi liczbami bedg np. bt,b2i ... . Zwaza-
jac, ze, na zasadzie tego, coSmy wyzej powiedzieli, twierdzenie nasze ma miej-
sce dla kazdego z przedziatow a, ; 0, br\...;0*_i, 0, napiszmy szereg
réwnan:

Ear+1*1

E»iy i+ Yt= civ

™ i . b

\r + ?-/f-l -fr: - 1o

Dodajac te rownania do siebie i majgc na uwadze zwigzki (1) i (2), jakotez to,
cosmy powiedzieli o symbolu ca, otrzymamy:

E N .L'b" i
al'|7i r \Q//i—ea,
c. n. d.

137. Korzystajagc z réwnan, wyprowadzonych w artykule poprzednim,
tatwo mozemy okaza¢, ze mozna zawsze obliczy¢ nadmiar zapomocg elementar-
nych dziatan algiebraicznych.

Jakoz, réwnanie

AN | P A n

nny ~T lo —'"n
wskazuje, ze, jezeli tylko warto$¢ jednego z dwu nadmiaréw E,,, 1,, jest wiado-
ma, to wartos¢ pozostatego moze by¢ zaraz wyznaczona, tak iz pozostaje nam
tylko pokazaé, jakim sposobem mozna otrzymaé warto$¢ nadmiaru E,,.
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Jezeli stopied funkcyi V, nie jest mniejszy od stopnia funkcyi V, to,
dzielgc V, przez V i nazywajac iloraz Q, a reszte Y2, otrzymamy
TTih & I'I . \
Y, av2+QVvV_EeV2)
tak iz obliczenie nadmiaru funkcyi ~ sprowadza sie do obliczenia nadmiaru
y M
funkcyi y -. ktéra jest prostszg od poprzedniej. Jezeli za$ funkcyja Y, jest

nizszego stopnia niz funkcyja Y, to dzielagc V jmzez Yt i nazywajac iloraz Q,
a reszte V2, mie¢ bedziemy

mY boiptny o YA v T2,
y(—  E<PAy-) o — Y
albo
; -pi V
Byr=e& *Vr>
i obliczenie nadmiaru funkcyi =- sprowadza sie do obliczenia nadmiaru in-

sV, N | . , .
nej funkcyi y -, prostszej, niz poprzednia. Prowadzac w ten sposob dalej

obnizanie stopnia, sprowadzimy nasze zadanie do wyznaczenia nadmiaru fun-
kcyi catkowitej. Lecz wowczas wyznaczonie nadmiaru wynika bezposrednio
z wzoru (11), gdyz, kfadac ¥, = 1, otrzymujemy

EhRV = el

§ IIl. OBLICZANIE NADMIAROW.

138. Dowiedziemy twierdzenia, obejmujgcego w sobie prawidto ogdlne
na otrzymanie wartosci jakiegokolwiek nadmiaru Egy-. MoglibySmy je wy-

prowadzi¢ z uwag, uczynionych przy koricu poprzedniego paragrafu, lecz woli-
my tu skorzysta¢ z wiadomych juz metod, uzywanych przy dowodzeniu twier-
dzen Budan’a i Sylvester’a.

IWIERDZENIE. JCZcli, majac (lwic fimkcyjc Catkowite, piCTWSZe
wzgledem siebie, V i Vn podzielimy Y przez Y, i oznaczymyprzez Y2 otrzyma-
na, stad reszte, pomnozong przez dowolng liczbe ujemng, nastepnie podzielimy
funkcyja V, przez V2i oznaczymy przez Y3reszte, pomnozong przez dowolng
liczbe ujemna, i bedziemy powtarzali to postepowanie dotad, dopdki nie dojdzie-
my do reszty Vr, bedacej liczbg statg, a ilos¢ zmian znaku, zachodzgcych
W grupiemuniccyj

(!) V! Vn V2,---,y”
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nazwiemy vx, to, jakimikolwiek bedg liczby a i b, warto$¢ nadmiaru E,, y wy-
znaczona bedzie zapomocg wzoru: 1

E, )\//- = v¢—vbh.

Dowodzenie tego twierdzenia zasadza sie na nastepujgcych trzech wia-
snosciach funkcyj (1

a. Ostatniej z funkcyj (1) nie przywodzi do zera zadna z warto$ci zmien-
nej x, zawartych miedzy krancami a i b. Jest to oczywiste, gdyz Yr jest liczbg
statg, rézna od zera.

b. Dwie sasiednie z funkcyj (1) nie moga stawac sie rownymi zeru dla
zadnej wartosci zmiennej x, zawartej miedzy a i b.  Gdybysmy przypuscili, ze,
przy pewnej wartosci zmiennej x mamy

Y =V H1= 0,
to z tozsamosci
Y= Q@ YHi —CVi+i,

otrzymanej z podzielenia funkcyi V* przez Ytpi, wynika, ze, dla tejze wartosci
zmiennej X, mamy
V2 — 0.

T. j., jezeli, przy jakiejkolwiek warto$ci zmiennej x, dwie sasiednie z funkcyj (1)
stajg sie rownymi zeru, to i nastepujaca po nich funkcyja rowniez stawataby
sie réwng zeru. Natenczas i wszystkie pozostate, nastepujace po nich funkcyje,
powinnyby takze stawac sie rdwnymi zeru, tak iz mielibySmy Vr= 0, co by¢
nie moze.

c. Jezeli posrdd funkcyj (1), przy pewnej wartosci zmiennej x, zawartej
miedzy aib, funkcyja Y*j_i staje sie réwng zeru, to dwie obok niej stojace
funkcyje V* i Yj-f2 otrzymujg wartosci znakéw réznych. To jest widoczne
z réwnosci

Y*= Q*YHL—CV*+2,
ktore, dla wartosci x, przywodzacych funkcyjg Yt+i do zera, daje
V*= —CYi+2e

Przechodzac do udowodnienia naszego twierdzenia, naprzéd ograniczymy
sie do tego przypadku, kiedy miedzy a i b istnieje, lecz tylko jedna, liczba c
przywodzaca do zera jedne albo kilka funkcyj (1). Rozumie sie samo przez sig,
ze nie mamy potrzeby zatrzymywac sie nad tym przypadkiem, kiedy w prze-
dziale a, b zadna z funkcyj szeregu (1) nie ma pierwiastka; wtenczas bowiem
twierdzenie nasze staje sie oczywistym.

Mozna zrobi¢ kilka przypuszczen co do liczby ¢, ktdre nalezy zbada¢ od-
dzielnie.
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Przypusémy, ze c nie jest pierwiastkiem réwnania V— QO i ze przy x — ¢
z funkcyj (1) tylko jedna Y k staje sie réwng zeru. Oznaczajac odpowiednio
przez wr, w'x, w"x ilo$¢ zmian znaku w grupach
Yl
Yiti, Yk Yijpi,
Yi+i, JIk+t, oo Yr>
mie¢ bedziemy e
Vx — WK+ w'x+ W',
skad
2 Va Vb= wa Wb--Wha— whb+ tv'a— w'b.
Oczywiscie, ze
Iaal W oa w b — 0 >
1 W'a W'b= 0.
Nalezy oznaczy¢, czemu sie réwna rdznica tv'a— wr,. W tym celu zwazmy,
ze znaki wartosci Yk—(a) i Yk—(b) sa jednakowe i takiez same, jak znak war-
tosci Vi-i(c); podobniez, znaki wartosci Yk+\(a) i Yk+i(b) sg jednakowe i ta-
kiez, jak znak wartosci Y kt\(c). Poniewaz zas$ znaki wartosci Yi—\(c) i Y K-\(c)
sg rozne, zatym wartosci Y*-i(a), Yk+\(a) sg roznego znaku, i wartosci V t-i(b),
Yk+\(b) sg takze roznego znaku. Stad wynika, ze
Wa—1, W\= 1,

a zatym
4) w'a— b= 0.
Wedtug (2), (3) i (4), otrzymujemy

va—w= 0,
co wskazuje, ze w przypadku rozwazanym nasze twierdzenie ma miejsce.

W podobny sposéb mozemy sie przekonaé, ze twierdzenie to utrzymuje
sie wowczas, kiedy liczba c, nie przywodzac do zera funkcyi V, przywodzi do
zera wiecej niz jedne z pozostatych funkcyj (1). Tak np., jezeliby, sposrod
funkcyj (1), tylko dwie funkcyje: Y*i V/ stawaty sie rownymi zeru przy x=c,
to, przyjmujac, ze 1> «k, mielibySmy Z>/.« + ], a oznaczajagc odpowiednio
przez wx, w'x, w"x>tv"'xi w]yx ilosci zmian znaku w kazdej z grup

Y, Y,,... . Yt_i,
V* i, V» Y.,f,
V4L, V=2, ..., Y/-i,
V. 1, VI, v,+l,
Yit-i, Y;+2, ... ,Vr,
mieliby$my
wa— Ibb — 0,
wa— M — 0,
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w'a—w"b= Q

w'h— ro"s = O,

VIVa  t«IV6= 0;
Stad za$, po dodaniu, otrzymamy

va— vb— 0,
co jest zgodne z twierdzeniem.
Przypusémy jeszcze, ze liczba c jest pierwiastkiem rownania ¥ = 0.
Oznaczajac odpowiednio przez wx i w'x ilosci zmian znaku w kazdej z grup

V, V,;
v, V2,...,Vr,
i uwazajac, ze warto$¢ v t(c) jest rdzna od zera, na zasadzie tego, cosSmy wyzej
udowodnili, wnosimy, ze
tv'a—wb= 0,
.wskutek czego mamy
va— vb— wu— wb.

Nalezy wyznaczy¢ roznice wa— wh-— Jezeli -Y ~.CO, a >0, to wow-
czas « .= 1, te»= 0 i Y'(a)
) wa— Wh= 1;
a wiec
va—vb= 1,

co jest zgodne z twierdzeniem, gdyz, w tym przypadku, oczywiscie, nadmiar

Ee=" = 1 - — Jezeli za$ > 2 arhy<0, to wtedy wa— 0, whb= 1 i
wa— wh= — 1;
a wiec
Va— W= — 1—E ~
\l

co rowniez jest zgodne z twierdzeniem. — Nakoniec, moze sie zdarzy¢, ze oba
stosunki 1YTH,) Sa jednakowego znaku. Woweczas, oczywiscie, wa— wb~
a zatym

, Vv
Va~ z3= 0= E«-",
zgodnie z twierdzeniem.
Przypusémy teraz, zo miedzy a i h znajduje sie nie jedna, ale jakakolwiek
ilos¢ wartosci szczegblnych
Cj, @,..., Cmj
z ktérych kazda przynajmniej jedne z funkcyj (1) przywodzi do zera. Przyj-
inijmy, Ze te liczby sg juz wypisane w porzadku ich rosngcych albo malejacych
wartosci, zaleznie od tego, czy a<Zb, czytez a> 06, i oznaczmy przez a, jakg-
Bibl. mat.-fit, S. IV, T. Il ii
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kolwiek liczbe, zawartg miedzy a i ¢, przez a2 jakakolwiek liczbe, zawartg
miedzy ctic2,it. d. Na zasadzie tego, cosmy wyzej udowodnili, twierdzenie
nasze ma miejsce dla kazdego z przedziatdw

u, , U2, e, Ciu,

mamy wiec nastepujace réwnania:

ERL-"N = va—

LY
Eaj<Y —@& 10),

oY - 1.

Dodajac je do siebie i przyjmujac pod uwage wzor (1) w art. 136-ym, otrzy-.
mamy

Eay —va wb.

Jest wiec nasze twierdzenie zupetnie udowodnione.

139. Utworzenie funkcyj V2, Y3, ... wedlug prawidta, wskazanego
w art. poprzedzajgcym, wymaga, wogole mowigc, wiele zachodu; niekiedy
jednak mozna otrzymac daleko prosciej inng grupe funkcyj

(1) Y, Y, Ua, U3...,U,

posiadajacych tez same trzy wiasnosci charakterystyczne funkcyj V, Yt, V2,
V3 .... JNowczas twierdzenie art. poprzedniego, jako bedgce wynikiem
tych trzech wihasnosci, bedzie rdwniez miato miejsce dla grupy funkcyj (1).

Jezeli sie zdarzy, ze jedna z funkeyj Y, V,, V2,Y3,..., np. Y*, nie ma
zadnego pierwiastka miedzy a i b, to wdwczas mozna przerwac odnajdywanie
nastepnych funkcyj Yt+i, Y*~ ..., przyjawszy funkcyjg V» jako ostatnig.
Oczywiscie, ze wtedy niema potrzeby przypuszcza¢, ze funkcyje V iV, sg
pierwsze wzgledem siebie.

Nadto, jezeli przy tworzeniu funkcyj V, Vi, Y2, V3,... zauwazymy, ze
jedna z nich, np. V*, jest iloczynem V(X U*, dwu funkcyj catkowitych, a fun-
kcyja <f(x) nie ma pierwiastka miedzy a i h i pozostaje wcigz dodatng, to wow-
czas zamiast funkcyi V* mozemy wzig¢ funkcyjg U* i tworzyé nastepne fun-
kcyje przy pomocy Vi _ii U*.

140. Dotad przypuszczaliSmy, ze zadna z funkcyj V, Y, V2, Ya,...
nie staje sie zerem ani dla x =2 a, anitez dla x= b. Nie trudno okaza¢, ze
w razie przeciwnym, kiedy jedna albo kilka sposréd funkcyj Y,, V2, Y3,.m
stajg sie rownymi zeru przy x — a albo x = b, niemaco, przy obliczaniu ilosci
zmian znaku, zwraca¢ uwagi na wyrazy rowne zeru, ale tak postepowac, jakgdy-
by ich V\I/cale nie byto. Jakoz, jezeli V* — 0, to wartosci V*_i i V*+i sg rdzne-
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go znaku; a wiec, gdy zamiast krafnca a podstawimy inny, a+ h, nieskoricze-
nie mato rézniacy sie od a, to trzy wyrazy

Yt—Xa+ h),, Vtra--h), vi+i(a+ h)
przedstawiajg jedne zmiane znaku — taksamo, jak i dwa wyrazy
Yt-i(a) Yt+i(a).
A zatym, aby oznaczy¢ ilo$¢ zmian znaku w grupie wartosci
v(@a+ h), vy, (a+ i#n V2a+ h),...,\r@a+ h),

przy nieskoriczenie matym h i w przypuszczeniu, ze ¥ (a) nie — 0, nalezy obra-
chowac ilos¢ zmian znaku w grupie wartosci

Y(a), Yt(a), VZaj,...,Yr(a),

nie zwracajac uwagi na zera, jakie sie zdarzy¢ moga.

§ IV. NAJWIEKSZA WARTOSC NADMIARU.

141. Rozkladajgc pierwiastki rownania V = 0 na klasy, jak to byto
wskazanem w art. 135-ym, i oznaczajac przez | i Vilos¢ pierwiastkéw, zawar-
tych miedzy krancami a i b> a i nalezacych do pierwszej lub do drugiej kla-
sy, mamy réwnos¢

E ~ = 11— r,
t1
ktéra wskazuje, ze wartos¢ bezwzgledna nadmiaru Ea nie jest wieksza od sto-
pnia funkcyi V.

Oznaczywszy 6w stopien przez n, spostrzegamy, ze, w tym przypadku.

kiedy

Joy — 1,

mamy

1= n, V:O.

Réwnanie ¥ = 0 ma wtedy wszystkie pierwiastki nieréwne, rzeczywiste i za-
warte miedzy a i Ir, wszystkie one nalezg do klasy pierwszej.
Jezeli za$ okaze sie, ze

vbV _ "

Ea vy — ni
to wowczas

1= 0, V—ii,

wszystkie pierwiastki rdwnania ¥ — 0 sg rozne, rzeczywiste, zawarte miedzy
a i b, i wszystkie nalezg do klasy drugie;.
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142. Wzigwszy pod uwage funkcyjg Legendre’a X,,, fatwo spostrzeze-
my, ze grupa
(1) Xn, X, i, X,—geee?X2, X, X0=1
jest tg whadnie, kt6ra nalezy utworzyé¢, wedtug twierdzenia art. 138-go, w celu

otrzymania wartosci nadmiaru funkcyi

X, i’
Poniewaz przy x = 1 grupa (1) przedstawia same tylko powtoérzenia
znaku, a przy x = — 1 same tylko zmiany znaku, zatym
i +lyX
ki —1E|.,-i W,

a wiec wszystkie pierwiastki rownania X,, = 0 sg pojedyncze, rzeczywiste i za-
warte miedzy — 1 i + 1; te pierwiastki widocznie przegradzajg sie nawzajem
z pierwiastkami réwnania X,,_i= 0.

Wogole, wszystko to, co w art. 57-ym byto powiedziane o réwnaniach
z pierwiastkami przegradzajacymi sie, mogtoby by¢ wyprowadzone zapomocg
teoryi nadmiarow.

8§ V. TWIERDZENIE STURM’A.

143. Na szczeg6lng uwage zastuguje wyrazenie nadmiaru funkcyi utam-
f(x
kowej LV\? , ktoérej mianownik jest pochodng licznika; wowczas kazdy pierwia-
stek rzeczywisty réwnania f(x) — O nalezy do klasy pierwszej, i, w przypusz-
czeniu, ze réwnanie f(x) — 0 pierwiastkow wielokrotnych nie posiada, jest

Ebf(x)
f(x)
gdzie | oznacza ilo$¢ pierwiastkow réwnania f(x) — 0, zawartych miedzy a
i &>a.

Stad wynika nastepujace twierdzenie SturnTa:

Twierdzenie. Podzielmy funkcyjg catkowita v —f(x) przez jej
pochodng Y I=f'(x) i oznaczmy przez V2 reszte, pomnozong przez dowolng
liczbe ujemng; podzielmy nastepnie funkcyja Y, przez V2i oznaczmy przez V3
reszte, pomnozong przez dowolng liczbe ujemna, ipostepujmy taksamo dalej, az
dopdki nie dojdziemy do reszty Vr, bedacej liczbg statg. Jezeli funkcyjg Y
nie posiada pierwiastkdw wielokrotnych, to liczba Yr jest rozna od zera i wow-
czas réznica miedzy iloscig zmian znaku w grupie

(1) V, V» V2,...,Vr

przy x = a i iloScig zmian znaku w tejze grupie przy x = b"> a jest réwna
ilosci pierwiastkéw rownania V = 0, zawartych miedzy kraricami a i b.
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Twierdzenie Sturm’a jest bezposrednim wynikiem czterech wiasnosci, ja-
kie posiadajg funkcyje grupy (1), mianowicie:

a. ostatnia funkcyja Yr ani razu nie staje sie rowng zeru miedzy a i 5;

b. dwie sasiednie funkcyje grupy (1) nie moga jednoczesnie stawac sie
rownymi zeru dla zadnej warto$ci zmiennej x, zawartej miedzy a i

c. jezeli przy jakiejkolwiek wartosci zmiennej x, zawartej miedzy a i b,
funkcyja V* staje sie rowng zeru, to wartosci dwu funkcyj Y* i i V*H s3
rbznego znaku.

d. przy przejsciu zmiennej x przez jakikolwiek pierwiastek réwnania
V = 0, zawarty miedzy ai b, od wartosci mniejszych do wiekszych, stosunek

V
=- przechodzi od wartosci ujemnych do dodatnych.
i

Do kazdej grupy funkcyj, ktore posiadajg te cztery wiasnosci, twierdze-
nie Sturm’a jednakowo sie stosuje, a funkcyje, tworzgce takg grupe, nazywajg
sie funkcyjami Sturm’a

144. Azehy wszystkie pierwiastki rdwnania V—O0 byly pojedyncze i rze-
czywiste, potrzeba i wystarcza, izby

(1) V—-oa — wj
gdzie v-ce i v+x o0znaczajg ilosci zmian znaku w grupie funkcyj Sturm’a
Y, Y, V,...,Vr

przy x — — @b i przy x=:+ 00. n za$ jest stopniem funkcyi Y. Poniewaz
ilos¢ funkcyj Y, Vt,..., Yr, oczywiscie, nie przewyzsza liczby n + 1, przeto
V-bl< n i A n; a zatym, wedtug (1),

V-03—n, v+co= 0.

Te réwnania wskazuja, ze wtedy ilos¢ funkcyj Sturm’a winna by¢ réwna liczbie
n+ 1, i ze spotczynniki najwyzszych poteg zmiennej x w ich wyrazeniach po-
winny mie¢ jednakowe znaki.

Nawzajem, jezeli funkcyje Y2, Y3,... sg odpowiednio (n— 2)-go,
(n— 3)-go,... stopnia, tak iz ilos¢ wszystkich funkcyj V,V,,V2,... jest
n+ 1, i jezeli spétczynniki poteg x"-2 x"-3 ... w wyrazeniach funkcyj V2,
V3,... sg takiegoz znaku, jak spéiczynnik przy xn w wyrazeniu funkcyi Y,
to wtedy ma miejsce réwnanie (1), a wszystkie pierwiastki réwnania V = O sg
rzeczywiste i rézne (art. 77).

145. Przypusémy, ze tworzac zwyktym sposobem grupe funkcyj Sturm’a
dla réwnania V = 0, doszliSmy do funkcyi V,, tozsamosciowo réwnej zeru.
To wskazuje, ze réwnanie V = O ma pierwiastki wielokrotne, oraz, ze wszyst-
kie funkcyje grupy

(1) V, v, va,...,vta

sq podzielne przez funkcyja Y, _i, ktdra jest najwiekszym spolnym dzielnikiem
funkcyi Y i jej pochodnej Yt.
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Nazywajgc

V —ii Tir—u
V-1 COVii— U

zauwazymy, ze funkcyje grupy
2 U, U, Ua,.. U, i

posiadajg wszystkie cztery wiasnosci charakterystyczne funkcyj Sturm’a dla
jakiegokolwiek przedziatu a, 5; wskutek tego, oznaczywszy przez | ilos¢ pier-
wiastkow rownania U = 0, zawartych miedzy a i b, a przez vx ilo$¢ zmian zna-
ku w grupie (2), mamy

va— vb— |.

llo§¢ zmian znaku w grupie (2) jest rowna ilosci zmian znaku w grupie
(1), a | jest liczbg, wyrazajacg ilos¢ ré6znych pierwiastkow réwnania Y = 0,
zawartych miedzy o i i. Wskutek tego, na zasadzie ostatniego réwnania,
wnosimy, ze twierdzenie Sturm’a, stosowane do réwnania z pierwiastkami wie-
lokrotnymi, daje mozno$¢ dowiedziec sie, ile rownanie ma pierwiastkow réznych,
zawartych miedzy danymi krafncami.

146. Z tego, cosmy powiedzieli w tym rozdziale i w poprzedzajacym,
wynika, ze zadanie o oddzielaniu pierwiastkow rzeczywistych roéwnania —
a tymsamym i zadanie o rozwinieciu pierwiastka rzeczywistego na ufamek
dziesietny albo na utamek ciggty — nalezy urazac za rozwigzane w zupetnosci.

Pozostaje wiec tylko oddzielanie pierwiastkow zespolonych, czemu po-
Swiecimy rozdziat nastepujacy; teraz za$ zastosujemy twierdzenie Sturm’a do
Kilku przyktadéw.

Pbzyk#ad 1. Dajmy na to, ze potrzeba oddzieli¢ pierwiastki rownania

X*+ x3—4n2—4r+ 1=0.
Tworzac funkcyje Sturm’a wedtug ogdlnego prawidta, otrzymamy

Y = x*+ n3—4x2—4.r+ 1,

V, = 4x3+ 3n,2— 8n;, — 4,
Va= 7n2+ 8x — 4,

V3= 4n;+ 5,

V= +1-

Stad wprost widzimy, ze wszystkie pierwiastki rownania V = 0 sg rzeczywiste
i nierdwne. Zawierajg sie one miedzy nastepujgcymi liczbami

- 2, 0, 1, 2.

Pozyk¥ad 2. Wezmy réwnanie

Xs+ x*+ 13— 212+ 20— 1= 0.



TWIERDZENIE STURMA. — 146. 167

Znajdziemy tu

Y = Xb+ u44- X3—2x2+ 2x—1,
V, = 5x*+ 4a3+ 3x2—4x + 2,
V2= — 6x3+ 33x2— 44x + 27,
V3= — 6732+ 102a; — 69.

Poniewaz funkcyja ¥ 3 nie posiada pierwiastkdw rzeczywistych, przeto mozemy
na niej sie zatrzyma¢. Nadajgc zmiennej x wartosci = 00, 0, + oo oOtrzy-
mujemy nastepujacg tablice znakdw:

X V ¥, Va ¥3
+ 0O + + e e

0 — -b + —
— =% — + + —

Stad widzimy, ze réwnanie V = 0 ma tylko jeden pierwiastek rzeczywisty;
znajduje sie on miedzy 0i 1, gdyz V(0) < 0, V(I) > 0.
Pezyk#ad 3. J1¥erwy réwnanie

*4_ i2x3+ 5532+ 96= 0.
Dla przedziatu z kracami dodatnymi mozemy przyja¢

V — xi— 12x3-\ 55x2-f- 96,
Vt= 2a;2— 184 + 55,
== — 348a, — 329,

y3= -1.
Stad otrzymujemy nastepujaca tablice znakow:

v V, ¥3 ¥3

4-oc + 4 - - +
0 4 + - 4

z ktorej widzimy, ze nasze rdwnanie nie ma pierwiastkow dodatnych. Dla
przedziatu z kraficami ujemnymi mamy taka grupe funkcyj Sturm’a:

V = x|I—12a;3+ 55r2+ 96,
V, = — 2x24- 18a; — 55,
Y2= — 3483 — 329,

V,= +1.
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Przy pomocy tych funkcyj uktadamy nastepujaca tablice:

X y vV, V2 V3
0 + -
— 00 + -+
z ktérej widzimy, ze réwnanie ¥ — 0 nie ma réwniez pierwiastk6w ujemnych,

co zresztag mozna byto wprost wnie$é z tego, ze wszystkie sp6tczynniki w wyra-
zeniu Y (— X) sa dodatne.



ROZDZIAL VIII.

WYZNACZENIE ILOSCI PIERWIASTKOW, ZAWARTYCH WEWNATRZ DANEGO KONTU-
RU. — ODDZIELANIE PIERWIASTKOW ZESPOLONYCH. — PRZYKEAD. — TWIERDZENIE
HERMITE’A.

§ 1. TWIERDZENIE CAUCHY’EGO.

147. W tym rozdziato przyjmiemy, ze spétczynniki danego réwnania

sg niekoniecznie rzeczywiste, lecz moga by¢ zespolone.

Przy dowodzeniu twierdzenia o istnieniu pierwiastka w rozdziale 2-gim,
rozwazaliSmy wielko$¢ szczeg6lng, ktdérg nazywaliSmy odchyleniem danej krzy-
wej z z'zv. Byla to roznica miedzy wartosciami wielkosci odchf(z) w pun-
ktach z" iz, kiedy punkt biezacy z, poruszajac sie w sposob ciagty po krzywej

z 7'z", przechodzi od poczatku z do korca z”, przy zatozeniu niezbednym, iz
krzywa z z'z"" nie zawiera ani jednego takiego punktu, w ktorymby wartos¢
funkcyi f(z) byla réwng zeru. Obecnie, ograniczajac sie wytacznie do krzy-
wych zamknietych, zajmiemy sie pytaniem, jaki istnieje zwigzek miedzy odchy-
leniem takiej linji krzywej a iloscig pierwiastkow réwnania f(z) = 0, zawar-
tych wewnatrz niej.
Zaczniemy od udowodnienia nastepujgcego twierdzenia pomocniczego.
Twierdzenie pomocnicze 1 Odchylenie jakiejkolwiek krzywej
zamknietej, wyznaczone przez fun-
kcyja linijowg z—a, réwna sie 21
albo zeru, zaleznie od tego, czy
punkt a znajduje sie wewnatrz
krzywej zamknietej, czytez zewnatrz
niej.
Jest to wprost widoczne na
rysunku. Istotnie, gdziekolwiek
znajduje sie punkt a (fig. 7), czyto
wewnatrz, czytez zewnatrz konturu
z 7'z”, zawsze wartos¢ odchf(z)
rowna sie wielkosci kata zax i, o-
czywiscie, gdy punkt biezacy z, Xie. 7.
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poruszajac sie po konturze z z's" w kierunku dodatnym, wréci na pierwotne
swoje stanowisko, to spdiczesnie kat zax, zmieniajac sie odpowiednio, otrzy-
ma przyrost 2iz albo zero, stosownie do tego, gdzie sie znajduje punkt a, we-
wnatrz czytez zewnatrz konturu r z'z"z. A zatym, w pierwszym przypadku
mamy

odch (,L_0Qz z'z"z — 2iz,
w drugim za$

odch 277"z— 0.

Twierdzenie pomocnicze 2. llo$¢pierwiastkow réwnaniaf(z)—0,
zawartych wewnatrz krzywej zamknietej z z'z" z, réwna sie odchyleniu krzywej
z 7'7"z o kierunku dodatnym, wyznaczonemu przez funkcyjgf(z), podzielonemu
przez 2ic. Przypuszczamy tu, ze kierunek krzywej z z'z"z jest dodatny, za
jaki przyjmujemy kierunek od odcietych dodatnych w strone rzednych do-
datnych.

Wyrazmy funkcyjg f(z) jako iloczyn czynnikow linijowych,
f(z) = A (z—ai) (z— aj) ...(z — a,),

gdzie A przedstawia spétczynnik najwyzszej potegi zmiennej z w wyrazeniu
lunkcyi f(z), i oznaczmy, dla skrécenia, dwumian z — at przez Mamy tu

odchfZ z'z"z= odchUr z'z"z -f odch,2s z2'z"z+ ... + odchUisz'z"z.

Lecz, wedlug twierdzenia poprzedzajgcego, wartos¢ odch,, z z' 2"z jest 2Talbo
zero, stosownie do tego, czy punkt a, znajduje sie wewnatrz albo zewnatrz
krzywej z z°z"z\ a wiec, strona prawa rdéwnania ostatniego réwna sie iloczyno-
wi 25 przez liczbe, wyrazajaca ilos¢ pierwiastkow réwnania f(z)r= 0, zawar-
tych wewnatrz krzywej z 212’2, o. n. d.

148. Przy pomocy tylkoco dowiedzionego twierdzenia, fatwo mozemy
udowodni¢ nastepujagce twierdzenie Caucky’ego.

Twiebdzenie. Majac jakakolwiek funkcyja catkowitg f(z) zmiennej
zespolonej z — x-\-iy, przyjmijmy, ze

f(x + iy) = P(xy) + W(xy),
gdzie P(x,y), Q(x,y) sa funkcyjami rzeczywistymi, catkowitymi. Jezeli, przy

poruszaniu si¢ punktu z w sposob ciagty po catym konturze z z'z"z w kierunku
dodatnym, stosunek p , przechodzac pewng ilo$¢ razy przez wartos¢ zero,

zmienia m + ni razy swoj znak, przechodzac m razy od wartosci ujemnych do
dodatnych i ni razy od wartosci dodatnych do ujemnych, to ilo$¢ pierwiastkdw
réwnania f(z) — 0, zawartych wewnatrz konturu z z'z’%z, jest wyrazona przez
potowe roznicy m— ni, wprzypuszczeniu, ze w zadnym punkcie konturu z z'z'%
funkcyja f(z) nie staje sie réwng zeru.

W celu udowodnienia tego twierdzenia, zrobimy uprzednio nastepujaca
uwage. Jezeli jakikolwiek kat <9 zmieniajac sie w sposéb ciggty, przechodzi
od wartosci ([ do wartosci (0-f 2/tjr, gdzie K oznacza liczbe catkowita, albo
zero, to spotczesnie wielko$¢ tgtp, zmieniajac sie odpowiednio, przechodzi
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pewng ilos¢ razy przez zero, zmieniajgc swoj znak juzto z — na -f, juztez z +
na —, i, jezeli oznaczymy przez m i m' ilos¢ przej$¢ pierwszego rodzaju i dru-
giego, to, oczywiscie, bedziemy mieli takg réwnosc:

m J— J—
Ktadac

2= oclchf(*) —arc~ : p | »

przypusémy, ze zmienna niezalezna z, obchodzac caty kontur z z' z"z w kierun-
ku dodatnym, wraca do swojej pierwotnej wartosci; spotczesnie kat 4 zmienia-
jac sie w sposob ciggly, powiekszy sie 0 2 Au, gdzie Ajest liczbg catkowitg albo
zerem, tak iz, na zasadzie powyzszej uwagi, mamy

m—m'

h~ - 2

gdzie m jest liczbg wskazujgca, ile razy tgtp = przechodzi przez zero

od wartosci ujemnych do dodatnych, a liczha m! wskazuje, ile razy taz sama
wielkos¢ przechodzi przez zero od wartosci dodatnych do ujemnych. Lecz,
wedlug 2-go twierdzenia pomocniczego, liczba A stanowigca strone lewg po-
wyzszego réwnania, przedstawia ilos¢ pierwiastkéw réwnania f(z) — 0, zawar-
tych wewnatrz konturu z z'z"z. Jest wiec twierdzenie dowiedzione.

141). Ro6znica m — m1 o ktérej mowa w twierdzeniu Cauchy’ego, stano-
wi to, co w rozdziale poprzednim nazywaliSmy pierwszym nadmiarem funkceyi;
nadmiar ten umiemy wyznaczac, jezeli dana funkcyja jest wymierna.

Azeby mie¢ do czynienia wytgcznie z funkcyjami wymiernymi, dos$¢ jest
przypusci¢, ze krzywa zamknieta z z'z"z jest taka, iz sp6trzedne kazdego jej
punktu wyrazajg sie jako funkcyje wymierne zmiennej niezaleznej t.

Zwykle bywa tak, ze kontur z z' 2"z sktada sie z kilku oddzielnych krzy-

wych z z', z'z",...; sporzedne punktéw na pierwszej krzywej otrzyma¢ mozna
ze wzordw
X= W
DV I~ WD
zmieniajac zmienng niezalezng t od t— tQdo t— przyczym tp @, ¢, 4

przedstawiajg funkcyje catkowite; spotrzedne punktow drugiej krzywej otrzy-
muja sie z podobnych wzoréw

przez nadawanie dla t wszelkich mozebnych wartosci od t— /, do t= t\,
it. d.  WoOweczas szukany nadmiar rowna sie sumie

VIHY | f
/)
h™ +H p/b o\
Vb’ w) Ud|” %)
ktorej kazdy wyraz oblicza sie sposobem, opisanym w rozdziale poprzednim.
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150. Najczesciej zdarza sie, ze dany kontur skiada sie z obwodu prosto-
kata, ktorego boki sa rownolegte do osi sp6trzednycb. Obchodzac obwdd ta-
kiego prostokgta w kierunku dodatnym, oznaczmy spotrzedne wierzchotkéw
kolejno przez (a,i), (a',b), a',b), (a,U), a przez r ilos¢ pierwiastkéw réwnania
f(s) — 0, zawartych wewnatrz tego prostokata; wéwczas mamy

-1 Qkxb 1 Q@) 1 (kb) ; . a@y)
}- 2K vl + 2 bPra"?)+ 2E"P LU + 2bv Py

§ 1l. ODDZIELANIE PIERWIASTKOW ZESPOLONYCH.

151 Przyjmijmy, ze rownanie dane f(z) — 0 nie posiada pierwiastkow
wielokrotnych, i oznaczmy przez B, kraniec wyzszy dla modutéw jego pierwiast-
kéw. Na osiach spotrzednych oddzielmy diugosci OF= OG— OH==0I= }l
(fig. 8), a przez punkty F, G, H, | poprowadzmy proste, réwnolegte do tych
osi; otrzymamy kwadrat ABCD, wewnatrz ktdrego znajduja sie wszystkie
pierwiastki réwnaniaf(z) — 0. Przeprowadzajac szereg prostych, rownolegtych
do osi spotrzednych, rozdzie-
limy kwadrat ABCD na pe-
wng ilo$¢ takich prostoka-
téw, jak abcd, i, przy pomo-
Cy opisanego wyzej sposobu,
oznaczymy, ktore z nich za-
wierajg pierwiastki, a ktore
ich nie zawierajg. Te pro-
stokaty, wewnatrz ktérych
jest zawartych wiecej niz po
jednym pierwiastku, bedzie-
my w ten sam sposdb rozkta-
dali na mniejsze, dotad, do-
poki nie otrzymamy prosto-
katéw, wewnatrz ktérych jest
niewiecej jak po jednym pier-
wiastku; woéwczas wszystkie
pierwiastki rownaniaf(s)=10
beda oddzielone.

Moze sie zdarzy¢, ze réwnanie f(e) =m0 bedzie miato pierwiastek na
jednej z tak poprowadzonych prostych, np. na ad albo na ab, ktérych réwna-
nia niech beda odpowiednio x —a i y—b. Wtedy dwie funkcyje P(a,y)
i Q(a.y), albo P(x,b) i Q(x,b) beda miaty spoiny dzielnik, posiadajacy pierwia-

FHg 8

stek rzeczywisty; okaze sie to przy poszukiwaniu nadmiaru funkcyi

albo funkcyi U('Ix-)%/)] Nalezy jeszcze wskaza¢ na kraniec, do ktérego dopro-
r
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wadziwszy rozktadanie kwadratu ABCD na mniejsze, bedziemy juz upewnieni,
ze wszystkie pierwiastki rownania f(z) = 0 sg oddzielone. Zajmiemy sie tym
w rozdziale nastepnym, a teraz objasnimy na przyktadzie to, coSmy tu dotad
ogolnie rozwazali.
152. Pbzykead. Nalezy oddzieli¢ wszystkie pierwiastki réwnania
f(z) = z*— 722+ 52— 1—0.

Jako wyzszy kraniec dla modutéw pierwiastkéw mozemy tu przyjaé liczbe

3, gdyz, ktadagc mod z>: 3, mamy
modf(z) "mod5— 7 mod% — 5moda— 1> 0.

Poprowadzmy proste réwnolegte do osi odcietych, w odlegtosciach od poczatku
spétrzednych réwnych licz-
bom odpowiednio 1, 2, 3,
— 1, — 2, —3, i podobny
uk#ad prostych réwnolegtych
do osi rzednych; otrzymamy
36 kwadratow (fig. 9) ele-
mentarnych, wewnatrz kto-
rych zawierajg sie wszystkie
pie¢ pierwiastkow réwnania
danego; nalezy oznaczy¢, we-
wnatrz ktoérych z tych kwa-
dratbw znajduje sie przy-
najmniej po jednym pier-
wiastku.

W tym celu, ktadac

f(x+iy)=P(x,y)+iQ.(x.y),
wypiszemy wyrazenia funkcyj P i Q,
P(X)y) = x5— 7x2+ 5%— 1— (10x3— 7) y-+ 5xy\
Q(ocy) = (5%3— blx -h5)z/ — 10A | +y*
i poprowadzimy badanie w nastepujagcym porzadku.
a. Wyznaczenie ilosci pierwiastkow, znajdujgcych sie z prawej strony
osi rzednych.
Oznaczywszy te ilo$¢ przez r, mamy

2r_ ° B _.3}43»90.]5]: IR S g(fm

Poniewaz jednak do funkcyi Q(ir,y) wchodzg tylko nieparzysto potegi zmiennej
y, a do funkcyi P (x,y) tylko parzyste, zatym
3Q(*,-3)_ °Qfo3)
oP(x,— 3) AP(xk,3) ’
et3Q(By)_ R 4@3y)
-eP(3,y)~ + ~ 02/P3)y/

Fig. 9.
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wskutek czego wzér poprzedni moze by¢ tak napisany:
Q) 2r _|1+2Ep7sh + 2EMpps + R i?15-J.

W celu obliczenia pierwszego z trzech nadmiar6w na stronie prawej, two-
rzymy grupe funkcyj

Yy z=5Q(X, —3)= —b5at+ 90a2+14a— 86,

Y,= Pfa,— 3)= %%— 90rc3— 7a2+ 410a; + 62,
Y2= -V ~ 5a4— 90a2— 14a; + 86,
Y3=: 360a3+ 2la2— 1964a — 310,
V4= 541773a;2+ 97508a; — 740870,
Y5= 74593379993 a + 18848644963,
VB +I,
i wyznaczamy ich znaki przy a= 0 i przy a = 3; otrzymujemy nastepujaca
tablice:
X 1 T1 12Y3
3 + — + + 4+ +
0 — + — — 4+ O+
Niemaco wyznacza¢ znaku wartosci V,, gdyz trzy wyrazy ¥, Y,, ¥ 2 przedsta-
wiajg zawsze jedne zmiane znaku dla wszelkiej wartosci a. A wiec
3Qfa,-3)_
oP(a,— 3) ’
Azeby znales¢ wartos$¢ drugiego nadmiaru na stronie prawej wzoru (1),
zwazmy, ze

y4— 90*/2+ 368,

P(3,% = 15%4— 263*/2+ 194,
i dlatego
-p1Q(3,yj _ 9y2-90y + 368
oyl y) — o15y2— 263*/ + 194«
Ktadgc

R —y2— 90y + 368,
K,=r 15*/2— 263*/+ 194,
Kr=r 1087*/ — 5326,

K3= + 1,

uktadamy tablice
k EE R E3



OBDZIELANIE PIERWIASTKOW ZESPOLONYCH. — 152. 175

z ktérej wnosimy, ze

E3 !
oyP (W ‘

Ostatni nadmiar na stronie prawej wzoru (1) wyznacza sie bezposrednio;

mianowicie:
F-3Q(0)Y) _ E-3 5Y+ ¥ _
+35(0,%) +3 —T+7y*

Wstawiajgc wartosci otrzymane w strone prawg wzoru (1) i dzielgc obie

strony przez 2, bedziemy mieli
r= 3.

To wskazuje, ze réwnanie dane ma trzy pierwiastki, ktdrych czesci rzeczywiste
sg dodatne; pozostate zas dwa pierwiastki majg czesci rzeczywiste ujeinne. m—
b Woyznaczenie ilosci pierwiastkdw, Zawartych miedzy osig rzednych
i prostg x = 1.
Oznaczywszy te ilos¢ przez r, mamy

= - N N N N N
2 2= 1H-2e L0 + 2E3 * EepdY)

N
— 3) oyr(ly) +8P(
Azeby wyznaczy¢ warto$¢ pierwszego nadmiaru na stronie prawej, ukta-
damy tablice
* v Vt v2 ¥3 Y4V, W

1 + — — — + O+
+ — — + b
i znajdujemy
el —~ 3% -]
oP(jr, — 3 '
Drugi nadmiar na stronie prawej wzoru (2) moze by¢ przedstawiony tak:
3Qy) - »y»—I0y—4
«2P(1,3"  obyr—3y—2'
Wypisujemy funkcyje
8 =?/* — 10y — 4,

— 5y2— 3y — 2,
82=47i/+18,
N3= + 1,
z ktdrych pomocg uktadamy tablice
y S & S2 S3
— + + o+
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a z niej wnosimy, ze
Q(iy; _»
0 2/P(i,y;
Ostatni z nadmiarow, wchodzacych do strony prawej wzoru (2), byt zna-
leziony powyzej; jest on réwny jednosci.
Wstawiajgc wartosci otrzymane we wz0r (2), i dzielac obie strony przez
2, bedziemy mieli
r= 2
Poniewaz réwnanie dane ma jeden tylko pierwiastek rzeczywisty, zawarty mie-
dzy 1i 2, zatym otrzymany wypadek wskazuje, ze ma ono dwa pierwiastki ze-
spolone sprzezone, ktorych czes¢ rzeczywista przypada miedzy 0 i 1. —
c. Wyznaczenie ilosci pierwiastkow, zawartych wewnatrz prostokata,
litworzonego przez proste: y= = 1, x= 0, x=1.
Oznaczywszy przez r te ilos¢, mamy
®) = EL =1t Elupgoe
W celu wyznaczenia pierwszego z nadmiaréw na stronie prawej, przy po-
mocy funkcyj
U= — 1) — — 5x4+ 10#2+ 14X— 6,
U,= P(K,—1)= x5— 10x3— 7x2+ 10X + 6,
TR= — U= 5x— 10x2— 14k + 6,
n3= 40x3-|-21x2— 44x — 30,
Ut= 999 + 4204x — 1290,
USr= — 978727 x+ 343443,
U«=-1,
uktadamy nastepujaca tablice znakow:
X Uuu, U2 U3 UiU, Ub

1 — - 4 — —
0 - + - -+ -

z ktorej otrzymujemy
>Q (ir,-1)
oP~'—1)-1.

Azeby otrzymac warto$¢ drugiego nadmiaru na stronie prawej wzoru (3),
bierzemy powyzej juz utworzone funkcyje S, Sj, S2, S3 i okreslamy ich znaki
dla y= 0 i dla y=z 1; otrzymujemy

Yy S S, S2 S3

1 — 0 4 4

- — + +
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Stad znajdujemy

plQdy) _ 0
.4 a® -
A zatym

r— 2,

co wskazuje na istnienie dwu pierwiastkow zespolonych sprzezonych, w ktérych
spétczynnik czesci urojonej jest, co do wartosci bezwzglednej, mniejszy od
jednosci.

d.  Wyznaczenie ilosci pierwiastkow, zawartych wewnatrz kwadratu,
utworzonego przez proste: x = — 1, x——2,y 1L y= 2

Oznaczajac te ilos¢ przez r, bedziemy mieli

4 - ER +E2p M 4 BR2PAT) + ELQE—20

Azeby wyznaczy¢ pierwszy z nadmiaréw na stronie prawej, zauwazymy, ze

Tm1Q"A>i) afx, - 1)
_2Pf*, )~ _2P(x, — 1)
Uktadamy tablice znakow
g uu. Uz n3 U4 U5 U0
- f - —
J— J— + -

i znajdujemy
Eu‘« LI’)'O
-, P (1,i)

Przechodzgc do wyznaczenia nastepujgcego nadmiaru, przeksztatcamy
naprzéd jego wyrazenie; otrzymujemy

w Qfc=1di) _ y2 %— JOW3+ 24?2/ _ 4 Y2— 107+ 24
iP(—\y) \— 5y* + 17y2-~14 ie—5y2+ 17y—s14
—E4 y—4) y—6)
i—byrp \7y—1]4°

Poniewaz funkcyja pod znakiem E staje sie rowng zeru przy y — 4, zatym
z rozwazanego teraz konturu nalezy oddzieli¢ nieskonczenie matg czesé, zawie-
rajagcg punkt x — — 1, y — 2, i rozwazac jg oddzielnie. Odpowiednie krance
w drugim i trzecim z nadmiaréw, wchodzacych do wzoru (4), nalezy zmienié
o warto$¢ nieskonczenie mata; tak iz, zamiast drugiego nadmiaru, potrzeba
podstawi¢

" Q—1ly)__ 4 y- 6 _

' P (- “15%2- 17y + 14 -
gdzie li oznacza nieskonczenie matg liczbe dodatna.

iDl. mat.-M/...S. IV. T. 1. 19
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Zamiast trzeciego nadmiaru na stronie prawej wzoru (4) podstawiamy
-2 Qfo2) _ -2 (x+ 1) (5x3- 5x2- 35x+ 21)
_i_nP(x,2) -i-n w5—40a:3— ™2+ 85x+ 27
_ -* —b5x3+ 5x2+35x — 21
~  _i¥6— 40— Ta-p 85k + 27
Bardzo tatwo, przy pomocy twierdzenia Budan’a, przekonac sie, ze funkcyja

5%3— 5%2— 35K + 21 nie ma ani jednego pierwiastka miedzy — 1 i — 2;
a wiec
Qfa2)
-i_n Pf*2) * °-
Czwarty wyraz na stronie prawej wzoru (5) mozna przedstawi¢ tak:

F - f4Ya— + 113

\P(— 2,y)~ 110y2— 87y + 71°
Przy przejsciu zmiennej y od y= 1 do y= 4, funkcyja y-—40y+H3
zmienia swoj znak raz jeden, przechodzac wowczas od wartosci dodatnych do
ujemnych, a funkcyja 10y- — 87y + 71 pozostaje wcigz ujemng; wskutek tego,

lQ(_ 21y) —
E2P(— 2y— L
Nakoniec, azeby wyznaczy¢ nadmiar, odpowiadajacy wydzielonemu pun-
ktowi x — — 1, y — 2, okreslamy znaki wartosci

Q(—12—h) Q(—1- hy2)
P(—12—h)’ P(—1—A2)

przy nieskoficzenie matym dodatnym i, i znajdujemy, ze pierwsza z wypisa-
nych wartosci jest ujemna, druga za$ dodatna; a wiec, szukany nadmiar jest
rowny 1.

Na zasadzie tak otrzymanych warto$ci nadmiaréw, ze wzoru (4) otrzy-
mujemy
r= 1.
To wskazuje, ze dane rownanie ma jeden pierwiastek zespolony, ktérego czesé
rzeczywista jest zawarta miedzy — i — 2, a spolczynnik czesci urojonej
miedzy 1i 2. Temu pierwiastkowi odpowiada drugi, sprzezony.
OddzieliliSmy wiec wszystkie pierwiastki danego réwnania.

§ LWW. TWIERDZENIE HERMITE’A.

153. Poprowadzmy na ptaszczyznie spotrzednych dowolng prostg i przez
A i B oznaczmy dwa punkty na tej prostej, znajdujgce sie w nieskoriczenie
wielkiej odlegtosci po réznych jej stronach. Spotrzedne punktéw na prostej
AB moga byc¢ obliczone ze wzordw
X= <co03a,
b y=tsina+ b
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jezeli bedziemy zmiennej t nadawali wartosci od t—e+—o00 do t= + co, przez
a rozumieli kat, utworzony przez kierunek dodatny prostej AB z kierunkiem
dodatnym osi odcietych, przez bza$ odcinek osi rzednych. W przypadku

szczegblnym, kiedy prosta AB jest réwnolegta do osi rzednych, zamiast wzoréw
(1) nalezy wzia¢

gdzie a oznacza liczbe staty. Pe b

Zaktadamy, ze zaden z punktow, okreslajgcych pierwiastki réwnania
f(e) = 0, nie lezy na prostej AB.

Oznaczywszy przez a,, &, ... pierwiastki rownania f(z) — 0, wezmy pod
uwage jeden z nich, np. cu, i przyjmijmy z —«i= u,. W przypuszczeniu, ze
zmienna t, wzrastajgc w spos6b ciagly, przechodzi przez wszystkie wartosci
od t——o00 do t= + od, punkt z, odpowiadajgcy zmiennej zespolongj
B— X + iy, zmieniajgc odpowiednio swoje potozenie, bedzie sie jednocze$nie
poruszat w kierunku dodatnym po prostej AB, w kierunku od A do B. Odchy-
lenie funkcyi linijowej w, bedzie sie jednoczes$nie takze zmieniato w sposob
ciagly, i przyrost, jaki ono otrzyma przy przejsciu punktu z od A do B, oczy-
wiscie, bedzie sie rGwnat + r. albo —#9, stosownie do tego, czy punkt a- znaj-
duje sie nad, czytez pod prostg AB. Wskutek tego, mamy réwnosé

odcina AB er

gdzie et— 1, jezeli punkt s, lezy nad prostg AB, za$ e,= — 1, jezeli punkt a
lezy pod prostag AB.
Ktadac w réwnaniu ostatnim kolejno i= 1, 2,... ,n izwazajac, iz

odchUAB + odch,,2AB -(-... + odch,,nAB = odch/AB,
otrzymamy
odchyAB — (et + e2-f-... -pejK

Jezeli przez r oznaczymy ilo$¢ pierwiastkéw réwnania f(z) — 0, znajdu-
jacych sie nad prostg AB, przez s za$ ilo$¢ pierwiastkdw tegoz roéwnania, znaj-
dujacych sie pod prostag AB, to, oczywiscie, bedziemy mieli

. e,+e2+...'fe,,= r—s,
a wiec
odch”AB = (r—9)jc

Gdy jakakolwiek liczba zmienna a, albo wcigz wzrastajac, albotez wciagz sie
zmniejszajac, przechodzi od wartosci a0 do a0+ it, to wowczas tga, zmieniajgc
sie odpowiednio, przechodzi raz jeden przez warto$¢ zero od wartosci ujemnych
do dodatnych i raz jeden przez oo od wartosci dodatnych do ujemnych. 14a
zasadzie tej uwagi, z ostatniej réwnosci wyprowadzamy nastepujace:

E tgodchf(z) = r —s,|l

I tgodchf(z) — s —r.
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Ktadgc
/(/(cosa-\-isina) + bi)= t) /
mamy

tgodch/W = | i ,

wskutek czego, dwa poprzedzajace wzory moga by¢ napisane tak:

N

Oba te wzory sg widocznie jednoznaczne wrazie, kiedy funkcyje y(t) i ty(t) sa
jednakowego stopnia. Ale, jezeli funkcyja <f(t) jest wyzszego stopnia niz fum
kcyja i>(t), to nalezy stosowac wzor (2); jezeli zas odwrotnie, funkcyja <¥({) jest
nizszego stopnia niz funkcyja <p(f), natenczas nalezy korzysta¢ z formuty (1).
Zreszta, mozemy zawsze przyjaé, ze stopien funkcyi >(t) jest nizszy od sto-
pnia funkcyi F(tJ] aby to osiegngé, dos¢ jest jtodzieli¢ funkcyja f(z) przez
pewng liczbe zespolona.

Wzor (2) dat Hermite; ten wzor wyraza nastepujgce

Twierdzenie. Jezelif(z) jestfunkcyjg catkowitg i jezeliprzyjmiemy

/(/(cos a + isina) -j- hi) =; <f(t) + i<{[k),
(/dzic a i h sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi, to warto$¢ nadmiaru

jest rowna roznicy miedzy liczba, wyrazajacg ilos¢ pierwiastkow réwnania
f(z) == 0, znajdujacych sie pod prostg y — xtga - h, i liczbg, wyrazajaca, ilos¢
pierwiastkéw tegoz réwnania, znajdujgcych sie nad prostg y — xtgn-\-b —
W przypuszczeniu, ze prosta y = xtga + b nie przechodzi przez zaden pierwia-
stek rownania f(z) — 0, i ze funkcyja <) nie jest wyzszego stopnia nizfun-
keyja <A{).

Wyznaczywszy przy pomocy tego twierdzenia réznice r — s, wyznaczymy
tymsamym obie liczby r i s, gdyz r + s—n.

154. llekro¢ beda uprzednio wiadome liczby r i s, warto$¢ bezwzgledna
roznicy r — s przedstawi kraniec nizszy dla ilosci pierwiastkow rzeczywistych
jednego z réwnan q(t) =m0 lub ji(t) = 0.

Jezeli np. przyjmiemy
(@8] f(x) = (x—a, —b,i) (x —a2—bp) ... (x — an— bni)

= y(x)+ity(x),
gdzie a,, a2, . *, b{, b2, «+. oznaczajg liczby rzeczywiste, a 5,> 0, b,f>0,...,

bn> 0, i jezeli przypuscimy, ze prosta AB razem sie schodzi z osig odcietych,
to bedziemy mielir —n, s= 0i

(2) 'i~<%<): -n,
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skad wnosimy, ze réwnanie y(x) — 0 ma przynajmniej n pierwiastkéw rzeczy-
wistych i réznych. A poniewaz funkcyja <f(x) jest n-go stopnia, wiec wszystkie
pierwiastki réwnania <f(x) = 0 sg pojedyAcze i rzeczywiste. =— Procz tego,
przyjmujac pod uwage, ze funkcyja b(x) jest (n— I)-go stopnia, z réwnania (2)
wprost wniesiemy, ze wszystkie pierwiastki rownania ty(x) — 0 sg rzeczywiste,
pojedyncze i przegradzajace sie z pierwiastkami réwnania <p(X) = 0.
Oznaczywszy przez p i g dwie dowolnie wziete liczby rzeczywiste, mamy
(P+ qi)f(x) =py(x)— a<\x) + i{p"\(x) + a<2X)].
Stosujac do tej funkcyi twierdzenie Hermite’a, otrzymamy

TMapd) + ay(x) ___
~°°P9(X) — n’
skad wynika, ze wszystkie pierwiastki rownan

p(p(x) — a<>) = 0,

P$(X) + P = 0
sq rzeczywiste, pojedyncze i, procz tego, przegradzajace sie nawzajem.
155. Pezykbad. Azeby znales$¢ ilos¢ pierwiastkw réwnania

/00 = 7*—72+ bz—I1 = o,

znajdujacych sie po prawej i po lewej stronie osi rzednych, przyjmiemy g=iy,
jest tu
f(iy) = Ty-— 1+ iy(y* + 95),

TitgyMY* 5). ,
~ 7R”—1 1
A wiec
r—s——1, r+ s= 5
skad otrzymujemy
r=2, s= 3

Réwnanie przeto nasze ma dwa pierwiastki po lewej stronie osi rzednych i trzy
po prawej jej stronie.
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§ I. 0 RUGOWNIKU.

156. Oznaczajac przez Xt, X2,... ,XNpierwiastki réownania
f(X): AXn+ A,*"-1+ ... + A,= 0,
ktérego spdéiczynniki mogg by¢ rzeczywiste albo zespolone, a przez F(X)jaka-
kolwiek funkcyjag catkowitag
F(x)=.Bxm+ B #™-1 + ... + Bm,

zamierzamy obliczy¢ warto$¢ iloczynu

Ffz,) F(x2 ... F(X,,).

lloczyn ten bedziemy nazywali rugownikiem funkcyi F(X) wzgledem
rownania f(X) — 0 i, dla skrécenia, bedziemy go oznaczali zapomoca sym-
bolu [F,/].

Istnieje kilka sposobdw rozwigzywania tego zadania; przytoczymy tu tyl-
ko te, ktére opierajg si¢ na zasadach dobrze nam juz znanych.

NVskazemy naprz6d na trzy nastepujace wiasnosci symbolu [F,/].

Popierwsze, przy jakimkolwiek statym C, byle r6znym od zera, jest

(1) [F,/1= [F,C/], [CF,/]]= C"[F.,/].

Powtoére, jezeli/, jest resztg z podzielenia funkcyi F przez funkcyja /, to
(2) [F.1=1/.01;
wedtug bowiem tozsamosci

F'(x)—f(x)a+fl(x),
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wyrazajacej zwigzek miedzy dzielna, dzielnikiem i reszta, jest

przy wszelkich wartosciach wskaznika i od i = 1 do i= n\ stad za$ bezpo-
Srednio wynika, iz

Ffri) F(x2) e eF(x,,) = A (xi)A(xD ... fi(xn).
Potrzecie, ma miejsce nastepujgca rownosc:

(3) [F./1= (- I)mn~[f,F].
Jakoz, oznaczywszy przez x\, x\,..., x'm pierwiastki réwnania F(xJ — 0,
z réwnosci

F(x) = B(x—x\) (x—x'2 ... (x—x'n),
f(x) = A(X—xX) (Xx— X2 ...(x —xn
otrzymujemy
F(x0= Bx{—x\) Xi—x\)... Xi—x'n,
f(x]) —AKX]—xX (X'j~x3 ... (xj— XD,
gdzie wskaznik i ij moga otrzymywac¢ wartosci:
*—1>2,3,..., n; j=1,2,3,..., ?7».
Wstawiajgc te wyrazenia w strony prawe réwnan
[F.f} = FOXYF(x2...F (xn),
[/,F]=f(x\)f(x'D.../(x"m,
i oznaczajac, dla skrocenia, przez B(xt— x'j) iloczyn mn czynnikbw xt —x\,
XX—X'2, ..., X,, — X'm, otrzymamy
[F,/]= BM(ir, —x'j),
[/;F1 = AnmJ(X'j—Xt)
skad, jako wniosek, bezposrednio wynika rownos¢ (3).

157. Przechodzac do rozwigzania naszego zadania, przypusémy, zesmy
wykonali szoreg kolejnych dzielen, prowadzacych do odnalezienia najwiekszego
spélnego dzielnika funkcyj F(x) if(x), i oznaczmy przez ft(x), f2(x),... wypa-
dajace tu reszty. Otrzymujemy w ten sposéb zwigzki:

F=/Q+/,
[ —/iQi +1 >

fr3 /12 2pfxij

fr2~fil4Qk1 + /*)
gdzie litery Q, Q,,... oznaczajg odpowiednie ilorazy.—Przypusc¢my, ze reszta
A jest liczbg statg Bi, i oznaczmy przez m,, m2.... ,mki stopnie funkcyj
/1,12, A 1, a przez B,, Ba,... ,B*_i spdiczynniki najwyzszych poteg
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zmiennej x w ich wyrazeniach. Wowczas, na mocy wzorow, wyprowadzonych
w art. poprzednim, mozemy wypisa¢ szereg rownan:

pT. A= [N,/1= (-1T “VE [//],
[>1]- [/>1] = (- lrl'IfE1 Nl

g m—2
[-3-1- [-1,23= (- Do el ),
[Z-.0>1= [/, _
z ktérych znajdujemy

—( 2" +mmnt—2r*-i Bt” "°-'B/'1 ™8.. .B/J1-1

To réwnanie, do ktorego strony prawej wchodza tylko liczby wiadome, przed-
stawia rozwigzanie naszego zadania.

158. Pkzykead. Ktadac

f=x* —2x3+ x2—1,
F = x3—2x + 3,
znajdujemy dwie funkcyje
Z — 3x2m 7x -5,
f3z=2x—1,

czynigce zados¢ réwnaniom:
I=FQ+/,,
B:/IQ. + Ilgll/'
7L Q2+

a zatym, mamy

[e-]= [Nk ]=[n,P]=1 [F./]

=£7M H
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§ M. NAJPROSTSZA POSTAC FUNKCYl WYMIERNE]J PIERWIASTKOW
ROWNANIA DANEGO.

159. Powyzszy sposob wyznaczenia rugownika [P, /] nie ujawnia nie-
ktorych jego bardzo waznych wiasnosci, jak naprzykiad tej, ze: jezeli wszystkie
spotczynniki w wyrazeniach funkcyj F i/ sg liczbami catkowitymi, a spétczyn-
nik najwyzszej potegi zmiennej x w wyrazeniu fuukcyi/ jest rowny jednosci,
to wartoscig rugownika jest liczba catkowita.

Zeby ten brak uzupeinié, w paragrafie nastepnym przedstawimy inny
spos6b rozwigzania tego zadania, polegajacy na pewnej wasnosci wyznaczni-
kow, a jednoczesnie i samemu zadaniu nadamy posta¢ ogdlniejsza.

Teraz za$ udowodnimy nastepujace

Twierdzenie. Kazda funkcyjg wymierna pierwiastka réwna-
rw

nia n-go stopnia f(x) — 0 moze by¢ przedstawiona w postacifunkcyi catkowitej
tegoz pierwiastka, ktdrej stopien jest nizszy od n, jezeli tylko zadna z wartosci
funkcyj nie staje sie nieskofczenie wielka.

L(X)

Przyjmijmy, ze utamek jest nieskracalny, i, uwazajac a jako zmien-

na niezalezng, odnajdzmy dwie funkcyje catkowite F(x) i 4F(x), czynigce za-
dos¢ rownosci

F(x)tf*)-W (x)f(x) = O,
w ktorej C oznacza jakakolwiek liczbe stala; jest to mozebne, gdyz funkcyje
f(x) i <y nie majg spolnego dzielnika. Nadajgc w tej réwnosci zmiennej x
wartos¢ jednego z pierwiastkdw rownaniaf(x) = 0, otrzymamy

F(X) \(x) = ¢,
wskutek czego mie¢ bedziemy

Strona prawa tego réwnania ma posta¢ funkcyi catkowitej pierwiastka x. —
Jezeli stopien iloczynu <f(x) F(x) nie jest mniejszy od n, to wowczas dzielimy
funkcyja Zj(x) F(x) przez f(x), uwazajac przytym x jako zmienng niezalezng;
otrzymujemy réwnosc¢

<fx) F(x) —f(x) Q + 0(x),

w ktérej b(x) oznacza reszte, t. j. funkcyjg stopnia nizszego niz u-ty. Stad,
nadajgc x wartos¢ jednego z pierwiastkow réwnania f(x) =. 0, otrzymamy

<pfo) F(x) — (),

albo
VM-IOF)(())_
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wniosek. Kazda fmkcyja wymierna §A" .§(§>" , Zalezaca od kil-

(X,, )
ku pierwiastkdw réwnania f(x) — o, moze byé przedstawiona w postaci funkcyi
catkowitej tych pierwiastkow, stopnia nizszego niz n-ty wzgledem kazdego z nich.
Aby to udowodni¢, nalezy zastosowaé powyzsze twierdzenie kilka razy zrzedu.

160. Przyk#ad. Przypu$é¢my, ze potrzeba sprowadzi¢ do najprostszej
postaci funkcyja catkowitg.

1
X3—2x2+ 3
gdzie X oznacza jakikolwiek pierwiastek réwnania
X3— 7= o.
Xb__7
Rozwijamy funkcyjg ——-—— na utamek ciggty
@ A -j—0
Xb— 7 25
X3— 2Xx* + 3—xr+ 2x+ 4+ “ “ 5041
SK—4+ ~T n 96200

355 X 421 1p0— i,

a oznaczywszy przez 25F i 254¥ licznik i mianownik przedostatniego utamka
zblizonego, mieé¢ bedziemy

F= 71X+ X3+ 2712+ 3297 + 655,

V = 71x2— 141 X+ 269,

(X3— 2x2+ 3)F — (X¥*— 7) ~=3848.
Jezeli przypuscimy, ze X jest jednym z pierwiastkéw réwnania X5— 7 = 0, to
ta réwnos$¢ przyjmie postac:

(X3— 2x2+ 3)F = 3848,

z ktérej znajdujemy

1 C71k* + 3+ 271k2+ 329K + 655
X3—2X2+ 3~ 3848
§ 11l. PRZEKSZTALCENIE ROWNANIA.

161 Niech bedzie dane réwnanie
f(x) = xn+plIxn-1+ pXn-3+ ... + pn= o,

ktérego pierwiastki oznaczmy przez XU X2, ... X, W zigwszy pod uwage ja-
kikolwiek utamek wymierny nieskracalny

y ~ Ne
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ktérego mianownik jest funkcyjg pierwsza wzgledem f(x), zajmiemy sie utwo-
rzeniem réwnania stopnia n-go

Y= Y+Pohl+ 2%+ ..+ P,=0,
ktorego pierwiastki bytyby nastepujace:

»_ ¥Xi) o, <Pf)
YX~¥"NY Yi—¥b)..... Y—¥*nYy
Azeby podaé¢ rozwiazanie tego zadania, dos¢ jest ograniczy¢ sie do tego
przypadku szczegdlnego, kiedy mianownik ty(X) tozsamosciowo jest réwny jed-
nosci, a stopien licznika tf(X) jest mniejszy od u; do takiej bowiem postaci spro-
wadza sie wyrazenie wszelkiej funkcyi wymiernej pierwiastka réwnania danego.
Przypusémy wiec, ze
y= al+ax+ax2+ ... +a~x*1= <X,
gdzie a0, a,, at,... oznaczajg jakiekolwiek spoétczynniki, X za$ jeden z pier-
wiastkéw réwnania f(x) = 0. lloczyn Xy — a~x + ax%+ ... + a,_\Xn Spro-
wadzimy do postaci

Xy = b0+ b + bx2+ ... +  i®»-],

gdzie 1, bi, b2i... oznaczajg wielomiany catkowite stopnia pierwszego, tak
wzgledem a0, ax ..., jak i wzgledemp x,p2,..., ktoreto wielomiany sg jedno-
rodne wzgledem ao0, ax a2, .... Poczyn x-y = b+ bxr+ ..-.+ b,-iXn/,
sprowadzony do najprostszej formy, daje réwnanie

Xhj — @+ oxX + @x2+ ..."+ Ca-iXn~I,
gdzie co0, cx c2,... oznaczajg wielomiany catkowite tak wzgledem a0, a ,
jak i wzgledem px,p 2, ..., bedace wzgledem a0, ax a2, ... funkcyjami jedno-

rodnymi linijjowymi. Podobnego rodzaju wyrazenia bedziemy tworzy¢ dotad,
dopoki nie dojdziemy do réwnania

xn-\y — 0+ kyX + k2x2.+ ...+ AD ix*-1
w ktdrym ko, kx, k2, ... oznaczajg wielomiany catkowite tak wzgledem a0, a,,
«2,..., jak i wzgledemp,,p2,..., bedace, procz tego, wzgledem aa, ax, 32, ..,

funkcyjami jednorodnymi linijowymi. Tym sposobem otrzymujemy ukiad n
rownan, ktore wypiszmy tak:

(80— Y) + citx + ax2+ ... + an\Xn~1— 0.
bO+ (bt—y)x + bx2+ ... + 4,,_iz""1= 0,

kO+ Iox + IX2+ ... + (knr1— y)xn-1= 0.
Stad, jako wniosek, wynika
© Y o Jeesj dnt
2 b’ n-l =0,

*H > See> [—Y
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gdyz w wyznaczniku (2) kazdy z elementéw pierwszej kolumny jest rowny su-
mie elementéw odpowiadajgcych w kolumnach pozostatych, pomnozonych od-
powiednio przez — x, —x2i t. d.

Jezeli strone lewg rownania (2) uporzadkujemy wedtug poteg y, to otrzy-
mamy réwnanie postaci

(3) ye+ Poyn~l + P2+ .. +. P, = 0,
w ktorym spoétczynniki P,, P2,... majg posta¢ wielomiandw catkowitych tak
wzgledem a0, a,, ..., jak iwzgledem pt,p2,..., i sg jednorodne wzgledem

«0i ai>eee, stopnia odpowiednio 1-go, 2-go,...
Poniewaz w réwnaniu (3) y oznacza jakgkolwiek z wartosci

Yi= Tfa)» Y.—yfa), ...,y,, = f(xn,

przeto, jezeli posrod liczb y,, y2, ... ,yn nie ma dwu réwnych sobie, to réwna-
nie (3), bedac stopnia n-tego, nie moze mie¢ innych pierwiastkéw, précz y = yu
yr,... ,yn, a wowczas ma miejsce tozsamos¢

4 a— <pfo)) o — «pte)) @ — <fxn) = ynt Py -1+ .., + P,

wskazujgca, iz réwnanie (3) przedstawia szukane rozwigzanie naszego zada-
nia. —

RAwnos¢ (4) ma miejsce takze w tym przypadku, kiedy posréd wartosci
<pfEi), ..., lx,) sa rowne sobie. Azeby tego dowies¢, rozwazymy od-
dzielnie dwa przypuszczenia: jedno, ze réwnanie f(x) = 0 nie posiada pier-
wiastkow wielokrotnych; drugie za$, ze ono je posiada.

W przypuszczeniu, ze wszystkie pierwiastki réwnania f(x) = 0 sg poje-
dyncze, nadajmy spétczynnikom a0, a,,. .. dowolne przyrostki: la,,, Qa,,__
Aowg wartos¢ funkcyi y mozemy napisa¢ tak:

Y+ —«0+ Mao+ (at+ Oa,)# + (i + \a,)x2+ ...,
tak iz odpowiadajacy przyrostkom spotczynnikdw przyrostek y jest
Oy = [a0+ Oayx + Acux2+ ... + Oa"-1®-1.

Positkujac sie wzorem Lagrange’a, wyznaczymy spotczynniki Ja0, Aa,,... tak,
izby przyrostki tych z wartosci

Wi VI Y3t'ee) Y,i

ktdre nie majg sobie réwnych, byly rdwne zeru, i zeby przyrostki pozostatych
byty réwne roznym dowolnie wzietym liczbom t, t ' , , bezwzglednie dos¢ ma-
tym. Przy takich nowych wartosciach spétczynnikéw a,,, al}..., réwnos¢ (4)
bedzie miata miejsce. Poniewaz jej obie strony majg posta¢ funkcyj cat-
kowitych zmiennych t, t',... i sg réwne przy nieskonczenie wielu réznych war-
tosciach liczb t, t',..., niezaleznych od siebie, przeto, oczywiscie, pozostaja
one rownymi przy wszelkich wartosciach t, H..., a wiecprzy t—0,t'= 0,

Nalezy jeszcze okaza¢, ze rownos$¢ (4) ma miejsce w tym takze przypad-
ku, kiedy niektdre z pierwiastkow ag, x2, ... sg sobie rowne. W tym razie,
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nadajmy wszystkim pierwiastkom wielokrotnym réwnania f(x) — 0 przyrostki
dowolne rézne 4 t', ..., bezwzglednie dostatecznie mate, tak iz, zamiast pier-
wotnego rownaniaf(x) — 0, bedziemy mieli nowe réwnanie

xnA pi xm=l A-p2xn---f... + pnr—20,

nie posiadajgce pierwiastkow wielokrotnych, ktorego spotczynniki bedg funkcy-
jami catkowitymi wzgledem t, t',.... Rownos$¢ (4), utworzona dla tego no-
wego réwnania, ma miejsce nietylko przy wszelkiej wartosci y, ale takze i dla
nieskofczenie wielu réznych wartosci kazdej z liczb t, t',..., niezaleznych od
siebie. A poniewaz obie jej strony sg funkcyjami catkowitymi zmiennych
t, t',..., zatym pozostaja one rownymi i przy wszelkiej szczegolnej wartosci
kazdej z liczb t, t',.... Kiladagc t— 0, t'— 0,..., otrzymujemy réwnos¢ (4),
utworzong dla réwnania pierwotnego f(x) = 0 z pierwiastkami wiolokrotnymi.

A wiec, rownos¢ (4) ma miejsce we wszystkich przypadkach, t. j. réwna-
nie (3) przedstawia ogdlne rozwigzanie zadania, ktdre nas tu zajmowato.

162. Zadanie o utworzeniu réwnania z pierwiastkami: y(x,) <AQ),...
mozna uwaza¢ jako jednoznaczne z tym, ktore rozwazali$Smy w paragrafie
pierwszym niniejszego rozdziatu, gdyz ono sprowadza sie do utworzenia wzoru
na obliczenie iloczynu

O—di)) —&r)) muly — D»)),
przy jakimkolwiek vy.
Ktadgc w réwnosci

Qq y7 }eee) dT—1

(Y=®0)) G~ i)) eeo(y—(®) —(—=i)n b " b~~y,* " brx

/o > Ni ) eeekn—1 y

y ~0, otrzymamy wzér

a0, dnees? —
bIb2...bn= D WYTR) -

KO? K\jeoejKn—t

z ktérego pomocg mozemy wyznaczy¢ rugownik [ /]. Ten wzor wskazuje, ze
w tym przypadku, kiedy wszystkie spdtczynniki tak w réwnaniu

f(x) — xn-\-pyn-'1+ pmxm-2+ ... +4,= 0,
jakotez w wyrazeniu funkcyi
®) —ald+ ax+ ax2+ ... + anixn-\

sg liczbami catkowitymi, wartos¢ rugownika [<p,/] jest takze liczba catkowitg;
wszystkie bowiem elementy b0’ 6,,..., A,_i przedstawiajg wowczas, oczywiscie,
liczby catkowite.
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Przyk¥ad. Kladac
OO ==x* — 218+ x2— 1= 0,

y= <) = 3—2x +%3

znajdziemy
Xy = 1+ 3x— 3x2+ 2x3
Xy — 2+ x X2+ x3
Xxy=.1 2x + 3%3;

a wiec mie¢ bedziemy

3—y, —2, 0o , 1
1, 3-y, -3, 2
2 , 1,1 -y, 1
1, 2 0,3 y

czyli
y\_ oy3+ 36/2— 64y + 64 —0.

Ostatni wyraz tego réwnania jest iloczynem jego pierwiastkdw, t. j.

[2,/] — 64.
163. RoOwnanie
@ yn+ PA"-1+Pry”"2+ ... +R,,= 0
otrzymane z réwnania danego
(2) xn+ pixn 1+ pxn-2-f ... +pn= 0
Zapomocg podstawienia
3 y= a0+ alx-\-aX2+ ...+ aniXnly

nazywa sie rownaniem przeksztatconym. Zastuguje ono na uwage z tego
Wozgledu, ze, wiedzac jego pierwiastki, mozemy obliczy¢ pierwiastki réwnania
(2) zapomoca dziatan wymiernych—z wyjatkiem niektérych przypadkdw szcze-
golnych. Istotnie, dotgczajac do réwnania (3) réwnania nastepujace:

Xy = b0+ bpc+ bX2-j-... + br~Jxn_1,

X,,-\y — 0N JOX4. KIX24-.,.4- £ Dx+],

mie¢ bedziemy n réwnan z n—1 niewiadomymi x X2 ..., X-1. Z tych
rownan mozemy wyrazi¢ kazdg z niewiadomych x, x2, ... w postaci funkcyi
wymiernej liczby y. W niektorych przypadkach szczegdélnych moze sie x

przedstawia¢ w postaci ” ; wtedy nie mozna wyrazi¢ x w funkcyi y w sposéb
wymierny. Lecz, w kazdym razie, jezeli tylko jest wiadomy chociaz jeden
pierwiastek réwnania z niewiadomg y, to rozwigzanie réwnania z niewiadoma
X sprowadza sie do rozwigzania innych réwnan, stopni nizszych niz u-ty, gdyz
funkcyja

Xn+ Pi-T"-' + p2Xn-2 +pn
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ma spoiny dzielnik z funkcyja
a0— Y+ iti,a+ iWFr2+ eee+ Hea-iai»-1
llekro¢ zdotamy dobra¢ dla liczb a0, a,, Oj,... takie wartosci, iz niektd-
re ze spotczynnikéw w réwnaniu z niewiadomg y stang sie réwnymi zeru, mo-
zemy powiedzie¢, zeSmy dane rdwnanie przeksztatcili na inne, prostsze. Taki

sposob przeksztatcania rdwnania byt wskazany przez Tschirnhaus’a.
Zauwazymy jeszcze, ze jezeli przyjmiemy w réwnaniu danym (2)

to, widocznie, bedziemy mieli P, = Q t. j. wskutek tego podstawienia, otrzymu-
jemy réwnanie z niewiadoma y, w ktérym niema wyrazu z yn /.

§ IV. ROZWIAZYWANIE ROWNAN STOPNIA 3-GO | 4-GO.

164. Niech bedzie dane réwnanie liczebne stopnia 3-go

x3+ PiX3 +73 = 0.
Przyjmijmy
Y= o+ a\X -j- ax2
a utworzywszy réwnanie
Y3+ Piyli+ Pa2Z+ P3= 0,

nadajmy dla 0, ax (¥2takie wartosci, izby pne czynity zado$¢ dwu réwnaniom:
P.—0 P2= 0,
odpowiednio pierwszego i drugiego stopnia. Wtenczas réwnanie z niewiado-
ma y przyjmie postac:
Y3+ P3= 0.
Jest to réwnanie dwumienne, ktorego pierwiastki sg pierwiastkami szesScienny-
mi z — P 3; z nich tatwo wyprowadzi¢ wartosci pierwiastkéw rownania danego.
W ten sposéb mozna rozwigza¢ kazde réwnanie stopnia 3-go.
Tq drogg mozemy takze doj$¢ do wzordw dla pierwiastkdw réwnania sto-
pnia 3-go postaci ogdlnej.
165. Niech bedzie dane réwnanie liczebne stopnia 4-go
q* + 4-Pipol+pax* + fi = 0
Ktadagc
Y— a0+ atx + amxr --a3xi)
utworzymy réwnanie
Yi+ Pij/3+ P2Y1+ P3*+ P»= 0.
Uwazajac liczby a0, at, a®, a3 jako niewiadome, majace czyni¢ zados¢ réwna-
niom

Pi— 0, P3— o,
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mie¢ bedziemy dwa roéwnania, jedno stopnia pierwszego, drugie za$ trzeciego.
Rozwigzanie takich réwnan sprowadza sie do rozwigzania jednego réwnania
stopnia 3-go, co, wedtug art. poprzedzajgcego, mozna uskuteczni¢ zapomocy
wyciggniecia pierwiastkow kwadratowych i szesciennych z liczb wiadomych.
Uskuteczniwszy to, bedziemy mieli réwnanie z niewiadomg y postaci

M+ IV-+ P4= 0,

ktore rozwiazuje sie tatwo zapomoca wyciggania pierwiastkdw kwadratowych,
a w funkcyi pierwiastkow tego réwnania wyrazajg sie pierwiastki rdwnania da-
nego w sposéb wymierny.

Tym sposobem mozemy takze dojs¢ do wzoréw dla pierwiastkow réwna-
nia stopnia 4-go postaci ogolnej.

§ V. WARUNKI, ABY DWA ROWNANIA MIALY KILKA PIERWIASTKOW
SPOLNYCH.

16(1. Aby dwa réwnania

f(x) = xn+plxn 1+ p-xn~+ ... +pnr=0,
1 F(xj= xm-fq,xm-1-)- gixm~i + gm= 0

miaty przynajmniej jeden pierwiastek spoiny, potrzeba i wystarcza, aby war-
tos¢ rugownika [F,/] byta réwna zeru; dlategoto wielko$¢ [F, /] nazywa sie
rugownikiem dwu réwnan (1).

Przyjmujac, ze juz jest utworzone wyrazenie rugownika [F,/] i ze osta-
tnie wyrazy pni gmw réwnaniach (1) nie maja okreslonych wartosci, ale, prze-
ciwnie, sa uwazane jako dwie zmienne niezalezne, od ktérych nie zalezy zaden
ze spotczynnikéw pozostatych, mie¢ bedziemy nastepujace twierdzenie Lagran-
ge’a, podajgce warunki niezbedne, azeby dwa réwnania miaty kilka pierwiast-
kéw spolnych.

Twierdzenie. Jezeliprzez Y oznaczymy rugownik dwu réwnan

1) f(x) = xnA-pxn=l + e o+ p,—0,
(2 F(x) = x”+ gixm-'+ ... + gn= 0,
aprzez Y'pn, Y"pn, ..., ~Vgm, Y"gm, «epochodne réznego rzedu wielomianu Y,

rozwazanego odpowiednio jako funkcyja zmiennej niezaleznej pn, lubjako fun-
kcyja zmiennej niezaleznej gm, to, aby réwnania f(x) = 0i F (x) = 0 posiadaty
K pierwiastkdw spolnych, koniecznymi sg nastepujace warunki:

©) v=0 VE,=o0 Ym=o....V-;=0,
albotéz warunki

@ Y=0 Y%h=o0 VA&A=0.r., Y1—0
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Jakoz, rozumiejac przez x jakikolwiek pierwiastek réwnania f(x) = 0,
przyjmijmy
Z— — Xxm— g"Xm~|l— gxm-2— .. .— gqm_XxXx,
czyli

*= S«—BA,
i napiszmy réwnanie z niewiadomg z,
zn+ PyZ"-1+ PZn2+ .,..+ Pn= 0.

Piszac w tym ostatnim réwnaniu gm—y zamiast z i nazywajac, dla skrocenia,

v=~Ffi+IVIFrl+ AT 2+ ... +P»,

otrzymamy
(5) V- f W.+ 5 V\, = o,
gdzie
= «fi-1+ M= 1)P,Z-2%e*e>
—1Cr3a+ —1Hnh—2)PI27-3+ ...,
Jezeli przez xt, x2, ... ,xn oznaczymy pierwiastki rownania f(x) — 0, to pier-

wiastki réwnania (5) bedg nastepujace:

Y~ SY®), Y2— F(x3,...,yn= F(xn.
Stad widzimy, ze jezeli posrdd liczh
> 72) @Bjeecjas
jest T takich, ktore czynig zado$¢ réwnaniu F(x) = 0, to odpowiadajgce im
posrad liczh
2in 22, y3,...,ryn

beda réwne zeru, a rownanie (5) bedzie wowczas miato ic pierwiastkéw rownych
zeru. Lecz dlatego potrzeba, aby wyraz staty i spétczynniki poteg vy, y2 ...
2 1 réwnaty sie zeru, t. j. aby mialy miejsce rownania (4).

W podobny sposob mozemy okaza¢, ze jezeli miedzy pierwiastkami ro-
wnania F(x) = 0 znajduje sie h takich, ktore czynig zado$¢ rownaniu f(x) = 0,
to maja miejsce rownania (3).

Wszystko to czyni oczywistg prawdziwos¢ twierdzenia Lagrange’a, co do
ktorego mozna zrobié nastepujace uwagi:

a. Jezeli rownanie (1) nie ma pierwiastkéw wielokrotnych, to warunki
(4) sa nietylko konieczne, lecz zarazem dostateczne.

h. Jezeli rownanie (2) nie ma pierwiastkdw wielokrotnych, to warunki
(3) sg nietylko konieczne, lecz zarazem dostateczne.

c. Jezeli kazde z rownan (1) i (2) ma pierwiastki wielokrotne, to ani
warunkéw (3), ani warunkéw (4), anitez jednych i drugich jednocze$nie, nie
mozna uwaza¢ za dostateczne dla istnienia I pierwiastkéw spdlnych.

Bibl. mat.-fiz,, S. IV, T. It 13
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§ VI. NOWY SPOSOB SPROWADZENIA FUNKCYIl ULAMKOWEJ PIER-

WIASTKA DO POSTACI CALKOWITEJ.
|

167. Niech bedzie ré6wnanie
(1) XA+ Pik"-1+ .ee+l> = O

i funkcyja catkowita stopnia (n — 1)-go
) A—y—+ ax+ ...+ a. Xl

Oznaczajac przez X, %2, ... pierwiastki réwnania (1) i rozumiejac przez xje-
den z nich, utwérzmy réwnania

Xy = b0+ blx + ...+ &, !'xn\
(B) {

xn-\y — 0+ ktx + ... + A,_ixn\

do ktorych dotgczmy rownanie (2). W tak otrzymanym uktadzie réwnan
uwazajmy strony lewe, t.j. y, xy,... ,x"~ly jako liczby wiadome, a wszystkie
potegi X, wchodzgce do stron prawych, od x° az do x*-1, uwazajmy jako liczby
niewiadome.

Wyznacznik tego uktadu réwnan nazwijmy v,

«0, CS],. ®, @i

\

&0J *11leese]&n—1

i przypusémy, ze v jest rozne od zera; jest to jednoznaczne z przypuszczeniem,
ze zadna z wartosci y(x) nie réwna sie zeru, gdyz

i) Oi) mmb») = +v.
Lecz wowczas, rozwiazujac rownania (2) i (3) wzgledem »°= 1, dojdziemy do
takiego rownania:
wi>= Ay + Aixy+ Arxby+ ... + Anixn-ly,

gdzie A, A,, Aa,.., oznaczaja liczby, zalezgce od bu... a2,
f2,. ... Stad otrzymujemy

1 A f-AtX+ A2x2-f... + A, _ixsal
Yy v
Tym sposobem zawsze mozemy funkcyja utamkowg — przedstawi¢ w postaci

funkcyi catkowitej stopnia nizszego od n.
Pbztksad. WeZmy réwnanie

#¥—7= 0
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i funkcyja
Y—3—2x2+ %3

otrzymujemy

Xy = 3x —2a3+

X3y — 7+ 3x2— 2x4

Xy = —14-Ix + 3a:3

XHj — — 1k + 7x2+ 3a4;
rugujac z tych pieciu rownan x, x2 x 3, x4, bedziemy mieli

655«/ + 329xy + 271xy + xJ + 1\x4j = 3848,
skad
1 71Lx4+ x3+ 271x2+ 329a: 4- 655
Yy~ 3848

§ VII. O WYROZNIKU.

168. Oznaczajac przez X, X2, ... ,X,, pierwiastki rownania
f(x) = xn+pxn-l + pxXn-2+ ... 4-pn= 0,

wezmy pod uwage rownosé

X — X, X -—X2 X -—Xn

i uczynmy w niej x = x,, gdzie i oznacza jakgkolwiek z liczb 1, 2, 3,. ...
otrzymamy réwnanie

fOl)—X xyimad...X XD a:)..xx xn,

zapomocg ktorego znajdujemy

=1 2 "M (xD...f'(xn = (xXI —x2(xI — x32...(xI ~xn2
(x2—xa@)2... (x2---xn2

(X' Xn)2j
albo, piszac kroécej,

«(»-1)

(-i) 2 LA/J=lifii—xpH2
To wskazuje, ze rugownik funkcyi pochodnej f*'(x), utworzony wzgledem fuli-

Ve
kcyi pierwotnej f(x) i pomnozony przez (— 1) 2 ?jest rdwny iloczynowi kwa-
dratéw réznic pierwiastkdw rownania f(x) = 0. A wiec ten iloczyn moze by¢
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wyznaczony zapomocg jednego z opisanych wyzej sposobow; nazywamy go
wyréznikiem (dyskryminantem) réwnania f(x) = 0.

Jezeli wyr6znik jest réwny zeru, to réwnanie posiada pierwiastki wielo-
krotne, i nawzajem.

Gdy spotczynniki w rownaniu f(x) = 0 sg rzeczywiste, to wartos¢ wyrozni-
ka jest takze rzeczywista, i jest ona dodatna albo ujemna, zaleznie od tego, czy
ilos¢ par pierwiastkow zespolonych sprzezonych jest parzysta, czytez nieparzysta.

Jezeli w réwnaniu f(x) — 0 spofczynnik najwyzszej potegi zmiennej x
jest réwny jednosci, a pozostate spdtczynniki sg liczbami catkowitymi, to wyro-
znik jest takze liczbg catkowits.

169. Przyk#ad 1. Znajdzmy wyrdznik rownania

[= x*-\-px2-fgx+ r—20.
Ktadac
y=z0-\- 2px + 4%3
mie¢ bedziemy
Xy— —4r—3gx— 2px2
X¥ = — 4rx — 3#a3z2— 2pic3
XYy = 2pr A2pgx  2(p2— 2r)x2— 3qx3;

a wiec jest
4 i 2p , 0 , 4
rft 1 _  — 4r> — 32> — 2P 0
L >/ 0 , —A4r, —3q , —2p °

2pr , 2pq, 2(pr—2r), —3q

Rozwijajac wyznacznik na stronie prawej i zwazajac, ze dla rownania stopnia
4-go, wyroznik Ajest tozsamosciowo réwny rugownikowi [/', /], otrzymamy

A= (— 2792— 4"3¥2+ 144pq2r + 16r(g>2— 4r1)2
170. Przykdad 2. Wezmy rownanie stopnia n-tego
f = xn+ px A-g= 0.

Zeby utworzy¢ jego wyroznik, podzielmy funkcyjg n f przez pochodng /', a na-
stepnie funkcyja/' przez reszte /, = (n—\)px +nq, otrzymang z pierwszego

dzielenia. Druga reszta jest liczbg staty, f2= (— 1/-1/21 (a-y-\-‘nll)zi}ﬂfl-f-p.
Oznaczywszy przez Qi Q dwie funkcyje catkowite, mamy dwa réwnania
nf=Qf+fi,
f = Qifi +/»,
przy ktérych pomocy wyprowadzamy
[I'>1= «[»>/'= n — (n—D«-y-i[/',]]

= (— D) mbnl+ (n— 1)’ _|p™.
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a4
Stad, zwazywszy, ze = (— 1) 2 [/',/], otrzymujemy
(—2) (e—2) n(n—)

A= (-1) n nag"-1+ (—1) 2 (w—

§ VIII. SPOSOB LAGRANGE’A ODDZIELANIA PIERWIASTKOW.

171. Przy oddzielaniu pierwiastkow jakiegokolwiek réwnania f(x) — 0
z pierwiastkami pojedynczymi, spotykamy sie z zadaniem o0 wyznaczeniu takiej
liczby dodatnej H, ktéraby nie przewyzszata modutu réznicy kazdych dwu
pierwiastkow réwnania f(x) — 0.

Istotnie, jezeli na plaszczyznie spotrzednych, stuzacej do oznaczania liczb
zespolonych, poprowadzimy dwa uktady prostych, rownolegtych do kazdej z osi
spétrzednych, tak, izby odlegtos¢ dwu po sobie nastepujacych rownolegtych nie

byta wieksza od liczby K , to wewnatrz kazdego z prostokatow, utworzonych

przez te proste, nie moze znajdowac sie wiecej niz jeden pierwiastek réwnania
f(x) — 0. Zapomocg metody, wytozonej w rozdziale poprzednim, zawsze mo-
zemy dowiedzie¢ sie, czy wewnatrz ktéregokolwiek z takich elementarnych
prostokatéw znajduje sie pierwiastek réwnania f(x) — 0, czytez nie. Zba-
dawszy takim sposobem te prostokaty, ktorych odlegtos¢ od poczatku spot-
rzednych nie jest wieksza od kranca wyzszego dla modutéw pierwiastkéw ro-
wnania danego, oddzielimy tymsamym wszystkie jego pierwiastki.

Gdy wszystkie spotczynniki w rownaniu f(x) = 0 sg rzeczywiste, i idzie
nam tylko o oddzielenie pierwiastkow rzeczywistych, to wowczas nalezy tylko
przedziat miedzy wyzszym i nizszym kraficem dla pierwiastkow rzeczywistych
roztozy¢ na pewng ilos¢ przedziatow mniejszych tak, izby réznica krancow
kazdego z nowych przedziatdw nie byta wieksza od liczby H. Kazdy z takich
przedziatdw nie moze zawiera¢ wiecej niz jeden pierwiastek. — Zeby sie dowie-
dzie¢, czy pewien przedziat zawiera pierwiastek albo nie, nalezy okresli¢ znaki
funkcyi f(x) dla wartosci x réwnych krancom « i b; jezeli znaki wartosci f(a)
if(b) sq rozne, to przedziat a, b zawiera jeden pierwiastek; w przeciwnym razie
przedziat a, bnie zawiera pierwiastka. Zbadawszy takim sposobem wszystkie
przedziaty, dowiemy sie, ile dane réwnanie posiada pierwiastkow rzeczywistych,
i kazdy z nich bedzie oddzielony.

Taki sposob oddzielania pierwiastkdw rzeczywistych nazywa sie sposobem
Lagrange’a.

Co sie tyczy wyznaczenia liczby H, to ono wynika bezposrednio z innego
zadania, ktérego rozwigzanie po raz pierwszy dat Waring, a nastepnie, w for-
mie zreczniejszej, Lagrange. Zadanie to polega na tym, aby utworzy¢ réwna-
nie, ktorego pierwiastki réwnatyby sie kwadratom réznic¢ pierwiastkow réwna-
nia danego; nizszy kraniec dla modutow pierwiastkow takiego réwnania moze
by¢ przyjety jako kwadrat krainca H.
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Cauchy okazat, ze zapomocg samego tylko wyroznika réwnania danego,
ktéry przedstawia wyraz ostatni w roéwnaniu z kwadratami réznic, mozna
otrzymac kraniec H .

Wogole, wyznaczajac H zapomocg réznych sposobow, bedziemy otrzymy-
wali wartosci rozne, a najwieksza z -nieb bedzie dla nas najdogodniejsza;
dlategotez sposob podany przez Cauchy’ego na wyznaczenie krannca H, jakkol-
wiek zdaje sie by¢ owiele prostszy od sposobu Lagrange’a, to jednak w zasto-
sowaniu okazuje sie niedogodnym, gdyz daje dla H wartosci nadto mate.

172. Nie bedziemy tu teraz wykladali sposoboéw utozenia réwnania
z kwadratami réznic, lecz ograniczymy sie tylko do wyprowadzenia nizszego
kranca dla modutu réznic pierwiastkéw wedtug sposobu Cauchy’ego, majac na
widoku nietyle praktyczna, ile teoretyczng jego warto$¢. Nazywajac przez
x{, x2,...,x a pierwiastki réwnania X)= 0, przez [ jego wyroznik, za$
przez R wyzszy kraniec dla modutow pierwiastkdw, mamy

(X, — x22fx,—x32... (X,,-t —X,,)2= A;
a zatym
@® mod 2(xt — x2) mod2(x, — x3) ... mod2(xn x— x,,) = mod A.
Lecz dla modutu roznic dwu dowolnie wzietych pierwiastkdbw mamy
mod (xi — xt) » modx|-f modxt < 2R,
gdyz moda?; < R i mod xu<ZR; a wiec
mod2(xi— xt) < 4R2
Na zasadzie ostatniej nieréwnosci z rdwnania (1) otrzymujemy

mod2(@, — xr) (2R)'i(""1,-1> mod A;
albo

)] mod (xt- x2) > —
(2R) 2

Poniewaz xt i x2 oznaczajg dwa dowolnie wziete pierwiastki rownania /= 0 ,
zatym z nieréwnosci (2) wnosimy, iz, jako nizszy kraniec dla modutdéw réznic
pierwiastkéw rownania f(x) — 0, mozemy przyjac liczbe

» Y mod]
aCn-1) .
(2R) 2
Jezeli wszystkie spotczynniki w rdwnaniuf — xn-\-plxm~I + ... A-pn—Q
sg liczbami catkowitymi, a réwnanie nie ma pierwiastkéw wielokrotnych, to
wtenczas, liczba [jest catkowita i mod 4~ 1, wskutek czego mozemy przyjac

L
_»(»-_!)-_, .
(2R) 2
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Pbzykead.

znajdujemy

a wiec

Dla réwnania

a5 DR+ 5« 1 —o
1= 2.2
L= 148856,

2 ="~ N = 0,000624-..

»
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ROZDZIAL X.

SPOSOB NEWTONA OBLICZANIA PIERWIASTKOW.— KRANCE WYZ8ZE DLA BLEDOW.—
PRZYKLAD. — WYZNACZENIE PIERWIASTKOW WYMIERNYCH ROWNANIA ZE SPOL-
CZYNNIKAMI CALKOWITYMI.

§ I. WYZNACZENIE KRANCOW DLA WARTOSCI FUNKCYI CALKOWITEJ
MIEDZY x=.a | x=b.

173. Przy obliczaniu pierwiastkbw réwnania czesto potrzeba mie¢ dwa
takie krance, miedzy ktorymi zawieratyby sie wartosci funkcyi catkowitej f(x),
odpowiadajgce wartosciom zmiennej x od x = a do x — b.

W jednym przypadku szczeg6lnym mozna bezposrednio otrzymaé tak
najwieksza, jak i najmniejsza wartos¢ funkcyi f(x) miedzy a i 6, mianowicie
wtedy, kiedy wiadomo, iz pochodnaf(x) nie zmienia znaku miedzy a i 6; wow-
czas od x —a do x=Db funkcyja f(x) wcigz wzrasta, albo maleje, a z dwu liczb
f(a) if(b) jedna jest najwieksza, a druga najmniejszg wartoscig funkcyi f(x).

Jezeli pochodna f(x) miedzy a i b zmienia znak, ale tylko raz jeden, to
woéweczas jedna z dwu liczb f(a) if(b) bedzie albo najwiekszg albo najmniejszg
wartoscig funkcyif(x).

Wogo6le, w celu otrzymania zadanych krancow, nalezy odszuka¢ dwie
takie liczby p i g, z ktdrych pierwsza bytaby albo wieksza od obu wartosci
f(a) if(b), a druga od nich mniejsza, i aby kazde z dwu réwnan

f(x)—p =10, f(xX)—qg= o0
nie miato ani jednego pierwiastka miedzy a i b\ wéwczas, oczywiscie, dla wszel-
kich wartosci zmiennej x, zawartych miedzy a i 6, bedziemy mieli
g< f(x)<.p.

174. Wylozymy tu pewne postepowanie elementarne, ktdrym mozna sie
positkowac w celu wyznaczenia krancéwp i q.

Przyjmujac, ze funkcyja f(x) jest u-go stopnia, przedstawmy jg w takiej
postaci:

f(x) — Axn-1x — a)
+ [Cx"~2-f Cjec™3 + ... + C,,_] (x— a) (b— x)
+ B(b— X),
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i wezmy pod uwage réwnos¢
bn~l(b — a) — xnmx(x — a)
+ [xm*“+ bxn~3+ ... + ¢, 2] (x—a) (b—=X)
+ bn~I(b — x).

Mnozac obie strony tej rownosci przez liczbe dowolng Ici dodajac nastepnie do
nieb odpowiednie strony réwnosci poprzedzajacej, otrzymamy

f(x) + T (b — a)— A'xn~1x — a)
+ [Cx®2+ ... + Cn-r] (x—a) (b—x)
+ b'(b—x),
gdzie
Al—A+& C=C+* (7,=0,+45,
Ca= C2+ 2 ...,B'= B+ Un\
Przypusémy, ze Xi [;, sg takimi dwiema wartosciami Ic, iz przy Ic=. I0 wszyst-
kie spdtczynniki A', C',... otrzymujg wartosci dodatne, a przy lc= 7 warto-
ci ujemne; wowczas, oczywiscie, majg miejsce nieréwnosci
f(x) + lbn~Ilb—a)> O
f(x) + hj)a-lb—a)C Q
W przypuszczeniu ze x zawiera sie miedzy a i b. Z powyzszych nieréwnosci
wyprowadzamy
kObn~1(a — b) <Cf(x) ¢ kxbr1a— b),
i tym sposobem zgdane dwa krance sg odszukane.
175. Pbzykkad. Znales$¢ krarice dla wartosci funkcyi
f(x) — xi+ 2¥83—x2+ 3
pod warunkiem, iz
O< x< 1.
Przedstawiajac funkcyjg f(x) w postaci
f(x) —6asa+ W(1 —x) [4x2+ 2x + 3]+ 3(1 —X),
spostrzegamy, ze wszystkie wartosci funkcyi f(x) miedzy x= O i x — | sa
dodatne. Zestawiajagc powyzsze wyrazenie z tozsamoscia
1= xi+ x(I —x) \x2+ x+ 1] + (1 —x),
otrzymamy
2<f(x)< b

Znaleziony tym sposobem kraniec wyzszy jest réwny wartosci funkcyi f(x) dla
x=1. Co sie za$ tyczy kranca nizszego, to on rozni sie do$¢ znacznie od naj-
mniejszej wartosci funkcyif(x) miedzy x = Oix = L

Dla réwnania

F(z)=f(xJ-"=0
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otrzymujemy nastepujgcg tablice znakdéw:
X F F F'"F"FNV

1 +  + +  + o+
1 4 - - + + o+
0 + 0 —  + o+
i, précz tego,
T B
) 16’

Stad bezposrednio wnosimy, ze réwnanie

fW-% =0

nie ma pierwiastka miedzy 0i 1, i dlatego, przy istnieniu warunku 0:<x < 1,
ma miejsce nierownosé

f(x)> adg,

tak iz, zamiast otrzymanego powyzej kranfca nizszego 2, mozna wzia¢ blizszy,
015
N16-

§ 1. SPOSOB NEWTON’A OBLICZANIA PIERWIASTKOW.

176. Przypusémy, ze w przedziale miedzy dwoma kraricami a i b, dos¢
siebie bliskimi, réwnanie f(x) = 0 ma jeden tylko pierwiastek x. Kazdy
z krancéw a i b moze by¢ przyjety jako pierwsza warto$¢ przyblizona pier-
wiastka szukanego.

Przyjmujac liczbe a jako pierwiastek réwnania f(x) — 0, popetniamy
btad

h—x—a i
ktory czyni zados¢ rownaniu f(a + h) — 0, czyli

N

f(a) + hf(a) + ~f"(a) + ... + = 0.

Poniewaz li jest liczbg bardzo malg, zatym mozemy nie zwazaé na wyrazy,
zawierajgce czynniki A2 73 ...; w takim razie, zamiast poprzedniego réwna-
nia, otrzymujemy
Ne + hf(a)= 0,
skad
h ()
ray
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Jest to przyblizona warto$¢ btedu h. Wprowadzajac jg do strony prawej ro-
wnania x — a -f h, otrzymamy drugg warto$¢ przyblizong pierwiastka x.
Oznaczywszy przez a, to drugie przyblizenie, mamy

n\ f(°)

) a=a-fw
Podstawiajgc na stronie prawej rownania ostatniego al zamiast a, otrzy-

mamy trzecie przyblizenie szukanego pierwiastka x. Oznaczywszy je przez a2,

mamy
a-a — f@j
;1 T IEY
Wogole, oznaczajagc (n + 2)-gag przyblizong warto$¢ przez an+i mie¢ be-
dziemy
dn+1 = (In — f (aJ
Jezeli za$ jako pierwsze przyblizenie pierwiastka x wezmiemy b, to na-
stepne przyblizenia wyznaczymy ze wzordw

b= b—"
f'(b)’

b

Ten sposéb obliczania kolejnych przyblizen pierwiastka jest najprostszy,
a wskutek tego ze wszystkich sposobow obliczania pierwiastka, dotad wiado-
mych>jest najwiecej znany i uzywany. Ten sposéb podat Newton.

177. Widoczne jest, ze dogodno$¢ powyzszego sposobu zalezy od wa-
runku, azeby kazde nastepujgce przyblizenie rzeczywiscie byto blizsze pier-
wiastka szukanego, niz poprzedzajace.

W zastosowaniu niezawsze to ma miejsce, i dlatego nalezy zbadaé, kiedy
mozemy by¢ przekonani, ze wmiare obliczenia przyblizenia dalszego istotnie
wiecej sie zblizymy do pierwiastka szukanego.

Bedziomy przypuszczali, ze ani réwnanie f(x) = 0, anitez réwnanie
f"(x) — 0, nie ma pierwiastka miedzy ai b. To za$ zawsze mozna osiegna¢,
zblizajac dostatecznie krance a i b, procz tylko tego przypadku, kiedy szukany
pierwiastek czyni zado$¢ réwnaniu f(x) = 0, albo réwnaniu f"(x) = 0; ale
woéwczas rozwigzanie danego réwnania f(x) = 0 sprowadza sie do rozwigzania
innego rownania, stopnia nizszego.

Poniewaz dwie wartodci f(a) i f(b) powinny by¢ roznego, wartosci za$
f*(a) if"(b) jednakowego znaku, zatym stosunki

fr(a) £ (b)

f(a) * f(b)
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sg roznego znaku. Umdwimy sie, aby przez a oznacza¢ ten z dwu pierwotnych
krancow, dla ktorego mamy

Waj > 0-
Majac to wszystko na uwadze, dowiedziemy, ze:
a.  Oba drugie przyblizenia
a—a—- i b -b — Ul
1 fi(a)’ 1 f(b)

sg albo jednoczesnie wieksze, albotez jednoczesnie mniejsze od pierwiastka x,
zaleznie od tego, czy a >* X, czytéz a -< x.

b. Drugie przyblizenie a,, odpowiadajace krancowi a, zawsze jest blizsze
szukanego pierwiastka, niz a.

Dla dowiedzenia tego, wezmy wzor Lagrange’a

7.2
f(t+ h)y= f(t)+ hf(t) + \f" (t + ).
Kladac t— a, h— x — a i zwazajac, ze f(x) =m0, mie¢ bedziemy

f(a) + hf(a) + Gf"(a+ Q)= 0,

skad znajdujemy
, f(a) h2f"(a + Oh)
I~ f(a) 2 f'(a)

albo
r-n =f(°) — Wf"(a+ M)
Vi W ~ 2 f(a)
albo jeszcze
i\ , . h2f2(a + Q)
0 = ST T
W podobny sposdb otrzymamy réwnosé
fO T 7 li2f"(b+Vh').
[ Uoby BERRAYN

0 0 oznaczajg pewne liczby dodatne, mniejsze od jednosci. Poniewaz, wedtug
zatozenia, zadna z funkcyj f(x), f"(x) nie zmienia swego znaku miedzy x — a
1x — b, wiec znaki wartosci f(a),f'(b) sa jednakowe, a takze znaki wartosci
f'(a), f'(a + Oh), f"(b + O'h"), f"(b) sa jednakowe. Wskutek tego strony
prawe rownosci (1) i (2) sa jednakowego znaku, a wiec takze i rdznice x — a,
i X — b, sg jednakowego znaku, t. j. albo oba drugie przyblizenia «, i b, sg
wieksze od pierwiastka szukanego X, albotez oba sg od niego mniejsze.

Przyjmujac pod uwage to, cosmy wyzej powiedzieli o krancu a, i zesta-
wiajac strone prawa réwnosci (1) ze strong prawga réwnosci

a - a- - w
1 Ne
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spostrzegamy, ze réznice x — g, i a, —a sg jednakowego znaku; a wiec, albo
X < a, <Ca,

albotez
x> > a

JV obu przypadkach drugie przyblizenie a, jest blizsze szukanego pierwiastka
X, Niz a, i znajduje sie po tej samej stronie tego pierwiastka, co przyblizenie a.

Tym sposobem udowodniliSmy oba powyzsze podania, odnoszace sie do
drugich przyblizen, obliczanych sposobem Newton’a.

§ 1ll. KRANCE WYZSZE DLA BtEDOW.

178. Przypusciwszy, podobnie jak w paragrafiie poprzedzajagcym, ze ro-
whnanie f(X — 0 mied krancaml a i b posiada jeden tylko pierwiastek X,
i ze zadna z funkcyj (y X nie staje sie zerem miedzy x = a i x = b,
odnajdzmy dla funkcyi X kraniec nizszy dla jej wartosci bezwzglednych
miedzy x = a i x = b (por. 81), a dla funkcyi f"(x) kraniec wyzszy dla jej
wartosci bezwzglednych miedzy x = a i x = b, i, oznaczywszy pierwszy z nich
przez A, a drugi przez B, przyjmijmy

iz= M-
Zapomocg stopniowego przyblizania krancow a i b, zawsze mozemy do-
siegnaC tego, iz warto$¢ bezwzgledna liczb
a—b, M(a—Db
bedzie mniejsza od pewnej dowolnej matej liczby. Przypuscimy, ze

wart. bezw. (a—b) < i

wart. bezw. M (a— b)C-’ibr,

gdzie | oznacza liczbe catkowitg, nie mniejsza od zera, k za$ liczbe catkowitg
nie mniejszg od jednosci.

Przyjmujac m-te przyblizenie a,, jako warto$¢ zadanego pierwiastka, po-
petniamy biad, ktory sie réwna

Qu— @ mGnr
Podobnie mamy
X—X am-1,
albo
X = am+ j- Cfn-i)
a zatym

f(dm—i + em_i) — O.
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Ostatnie réwnanie mozemy napisac tak:

i)+ A---2—f" (am-\ + 6em i) — 0.
skad wynika
f(am\) _ _ cm+ f"(am 1+ Ogml)
1)~ 2 f(aml ’
Zwazajac zas, ze
. f(cim-1) _ ( f(am 0\ _
f(aml) v f(ami);

mozemy poprzednie réwnanie napisa¢ tak:
e2n i f"(am-\ + 6em.i)
em* 2 f(ami)
Stad otrzymujemy

wart. bezw. em— e2nx wart. bezw. * AZf&am )

a poniewaz
wart. bezw.
zatym
Q) wart. bezw. em< M e 2n-i*
Ktadac we wzorze (1) kolejpo m= |, ni— 2,..., otrzymamy nieréwnosci

wart. bezw. e, <M e2,
wart. bezw. e-j*"Me,2

wart. bezw. em< M e 2m i.
Podniesmy obie strony pierwszej z powyzszych niei-ownosci do potegi 2m 1, obie
strony drugiej nieréwnosci do potegi 2m 2i t. d.; otrzymamy
ciZ™1 <

GHs<MAV filh

wart. bezw. eT< Me2m i.

Wskutek pomnozenia tycli nieréwnosci przez siebie, bedziemy mieli, po skro-
ceniu,

(2) wart. bezw. em< M2* ~ I(a— I/ A~

Jest to ta wihasnie nierownos¢, ktorgémy chcieli wyprowadzi¢; ona daje
mozno$¢ otrzymania wyzszych krancéw dla btedéw, odpowiadajacych kolejnym
przyblizeniom, i wskazuje, ze z powiekszeniem sie liczby m biedy te szybko
zdazajg do zera. Istotnie, poniewaz, wedtug zatozenia

wart. bezw. (a—b) wart. bezw. M (a — b)<C Td’r_,
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wiec

wart bezw. M2™M—J(a— 1)27*<  =-mo-mommmeeee- ,
302«it+/-fc

skad widoczna, iz, przy dostatecznie wielkim m, liczba M2™—|(a — bj2™* co do
swej bezwzglednej wartosci bedzie dowolnie mata.

179. Wyprowadzajac nieréwnosci (2), przypuszczaliSmy, ze przyblizenia
a,, a2,... sg zawarte miedzy a i b, co zawsze bedzie miato miejsce, jezeli war-
tosci f(a) if"(a) sajednakowego znaku. Jednakze w zastosowaniu niekonie-
cznie nalezy sie trzyma¢ tego warunku: mozna zacza¢ rachunek od drugiego
kranca b; nalezy tylko pamieta¢, ze, ilekro¢ otrzymamy przyblizenie am nie
zawierajace sie miedzy a i b, powinni$my zastgpi¢ je przez inng liczbe a'm, za-
wartg miedzy ai 6, i taka, izby dla niej kraniec wyzszy dla biedu -byt takiz,
jak dla am, t. j. M2™—I(a— b)2Z\ Oczywiscie, ze liczba a'm, czynigca zado$¢
powyzszym warunkom, moze by¢ zawsze bez trudnosci dobrana przy pomocy
liczby am. A nawet przyblizenie am, chociazby ono zawierato sie miedzy a i b,
moze by¢ zastgpione przez inng liczbe a'm, zawartg miedzy a i b, pod wa-
runkiem, azeby kraniec wyzszy dla btedu, odpowiadajgcego a'm, byt réwny
M2  l(a— b)2 ; przez to nieréwno$¢ (2), przy kazdym m, oczywiscie nie be-
dzie naruszona.

P rzyk#ad. Wezmy toz samo réwnanie, do ktérego Newton zastosowat
swdj spos6b, mianowicie réwnanie

f(x) = x3—2x —5—~0.

Posiada ono jeden tylko pierwiastek rzeczywisty, zawarty miedzy 2 i 2,1.

Poniewaz
f'(x) — 3x2— 2,
f"(x) = 6x,
wiec
" (x) _ 3x 3
2f'(x)" 3x2—2 6x-————-2-

skad bezposrednio widzimy, ze, wmiare wzrastania zmiennej x od X= 2

do x = 2,1, funkcyja 2 wecigz maleje; a zatym, najwiekszg jej wartoscig
jest
A =
2/!()2) — 0 6
tak iz dla przedziatlu a— 2,1, b= 2 mozemy przyja¢c M = 0,6. Mamy tu
=g

wart. bezw. emc -— (0.6)2"—1.
iodn
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Przyblizeniem drugim jest

1= 20— = 2,0945 ...,
gdzie
e, < 0,006.
Szukany pierwiastek > zawiera sie miedzy krancami
2,0885... < x<2,0945...,
i, jako drugie przyblizenie, zamiast an mozemy wzia¢ liczbe
a', = 2,09,

ktéra jest mniejsza od x, gdyz f(a\) < O.
Trzecie przyblizenie mozemy wyznaczy¢ wedtug wzoru

a- ¢ - w .
2 - 1 f(aly
otrzymujemy
a2= 2,09456 ...,
przyczym
< lo»5

a wiec, szukany pierwiastek znajduje sie miedzy krafncami
2,09453 ... < X< 2,09456 ...
i, jako trzecie przyblizenie, zamiast a2 mozemy wzig¢ liczbe
a\ = 2,09455.
Czwarte przyblizenie wyznaczamy ze wzoru

a-a; f(@an e
3 -2 f'%a\Y
otrzymujemy o
a3-=2,094551481 ...,
przyczyni

e < £
3~ 710- -

tak iz szukany pierwiastek zawiera sie miedzy kraricami
2,094551478 ... < X< 2,094551481
Stad otrzymujemy nastepujaca wartos¢ pierwiastka:
X= 2,09455148,

z przyblizeniem do jednej-sto milijonowej.

1s0.  Sposob Newton’a mozna takze zastosowac do obliczania pierwiast-
kéw zespolonych, jezeli znane nam sg przyblizone ich wartosci; ale wowczas
wyznaczenie wyzszego kranca dla modutéw bledéw, odpowiadajacych stopnio-
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wym przyblizeniom, nie moze by¢ uskutecznione na zasadzie wzoru Lagrange’a,
gdyz on byt wyprowadzony wytgcznie dla funkcyj rzeczywistych.

Darboux, w rozprawie zatytutowanej: «Sur les developpements en serie
des fonctions d’une seule variable» rozciggnat wzor Lagrange’a na funkcyje
zmiennej zespolonej, uczyniwszy przytym pewng zmiane w samym wzorze.

Oznaczajac przez f(x) jakakolwiek funkcyja catkowita zmiennej x,
a przez h dowolny przyrostek, bedziemy mieli, wedtug wzoru Darboux, naste-
pujace rownanie:

f(x + hy=f(x) Ihf'(x + bh),

gdzie ©oznacza pewng liczbe dodatna, mniejszg od jednosci, Xzas pewng liczbe
zespolong, ktorej modut < 1; w réwnaniu tym tak li i x, jak i spotczynniki
w wyrazeniu funkcyi f(x), moga by¢ zespolone. Oczywiscie, ze powyzszy wzor
pozwala to wszystko, cosmy powiedzieli wyzej o btedach przy obliczaniu pier-
wiastkow sposobem Newton’a, zastosowaé takze do tego przypadku, kiedy wy-
znaczany pierwiastek jest zespolony.

§ IV. WYZNACZANIE PIERWIASTKOW WYMIERNYCH ROWNANIA
ZE SPOECZYNNIKAMI CAELKOWITYMI.

181. Rozwigzanie tego zadania nalezy do Teoryi liczb, t. j. do tej czesci
Algiebry, ktdra bada wiasnosci arytmetyczne pierwiastkow; wylozymy je tu
jednak dlatego, ze opiera sie ono na ogolnie znanych zasadach elementarnych.

Przedewszystkiem wskazemy na pewne ulatwienia przy odszukiwaniu
pierwiastkow catkowitych réwnania ze spotczynnikami catkowitymi.

Niech bedzie dane réwnanie

1) f(x) — Axn+ Atxn~l+ ... + A, = Q

w ktdrym A, A,,...,A,, sa liczbami catkowitymi, i przypusémy, ze liczba
catkowita a czyni zado$¢ temu réwnaniu. Kladac

o i, — _ B x-1—BX»-2—...— .
X—a —
zauwazymy, ze wszystkie spotczynniki B, B,,. .. ,B,,_j sa liczbami catkowity-

mi i czynig zados¢ réwnaniom

mo ___-A”
B"-1—- T -
n An— 4-Bn+
§, A4
a
P, _An2+ By 2
’ a

Bib], mat.-fiz., S. IV, T. Il ' j4
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B A»+tfi
a

B+ A= 0.

Stad wynika nastepujacy sposob dowiedzenia sie, czy liczba catkowita a czyni
zado$¢ danemu rownaniu, czytez nie.

Liczba a powinna by¢ dzielnikiem wyrazu statego An; w przeciwnym ra-
zie a nie moze czyni¢ zados¢ réwnaniu (1). Przypusémy, ze liczba A,, jest po-
dzielna przez a, i oznaczmy iloraz przez B,,_j. Suma B,, t+ An X powinna
by¢ podzielna przez a; w przeciwnym bowiem razie a nie czyni zado$¢ réwna-
niu (1). Przypusémy, ze suma B,,_x An_xjest podzielna przez a, i oznaczmy
iloraz przez B,,_2. Suma B,,_2+ A,,_2powinna by¢ podzielna przez a; w prze-
ciwnym razie a nie czyni zado$¢ réwnaniu (1). Przypusémy, ze suma
B,,_2+ An-2jest podzielna przez a i oznaczmy iloraz przez B,,_3. Postepujac
w podobny sposéb dalej, albo przekonamy sig, ze liczba a nie jest pierwiast-
kiem réwnania (1), albotez dojdziemy do ostatniej liczby B. JezeliB+A =0,
to a jest istotnie pierwiastkiem réwnania (1); w przeciwnym razie a nie czyni
zado$¢ rownaniu (1).

Mozemy jeszcze doda¢ do tego kilka innych warunkéw, niezbednych, ale
nie wystarczajagcych. Tak np., liczba a powinna sie zawiera¢ miedzy krancami
dla pierwiastkéw rownania (1); liczba a— 1 powinna by¢ dzielnikiem liczby
/(1); a liczba a + 1 dzielnikiem liczby/(— 1); liczba a — 2 powinna by¢ dziel-
nikiem liczby/(2), a liczba a -p 2 dzielnikiem liczby /(— 2), i t. d.

JezelisSmy sie przekonali,"ze f(a) = 0, to wdwczas wszystkie pozostate
pierwiastki réwnania (1) sa pierwiastkami rownania

BxM1+ Bx*2+ ... + B, i= 0.

Pezykead. Wezmy réwnanie
f(x) = 3xt—5082— 104a — 105= O;
ono posiada dwa pierwiastki catkowite: x = 5 i x = — 3, 0 czym przekony-
wa na$ nastepujgca tablica, zawierajgca rezultaty dziatan:
3 0 —50 — 104 — 105

—3 9 23 35 3

3 6 7 5
Pozostate dwa pierwiastki otrzymamy z réwnania
3x2-p6x+ 7= 0.

182. Przy rozwigzywaniu rownania ze spotczynnikami catkowitymi mo-
zemy zawsze przypuszczaé, ze spolczynnik najwyzszej potegi niewiadomej jest
rowny jednosci.

Jakoz, jezeli w réwnaniu
@ Axn+ A®"-1-f-... + A, != 0
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spotczynnik A nie jest rowny jednosci, to wowczas, mnozac obie strony réwna-
nia przez A“ 1, otrzymamy

(AiJ*+ A fATr/-1+ ... + A™IA, i= O;
a stad, kltadagc Ax = vy,
() ynd-Ax" 1+ ...+ A" JAn—i= 0.

Tym sposobem rozwigzanie rdwnania (1) sprowadza sie do rozwigzania rowna-
nia (2), w ktérym spotczynniki sg liczbami catkowitymi, a spotczynnik najwyz-
szej potegi niewiadomej jest réwny jednosci.

Mozna to niekiedy uskuteczni¢ inaczej, nieco prosciej; np., azeby sprowa-
dzi¢ rownanie

8xt4- 12x3+ 10x2-fx—7= 0
do zadanej postaci, do$¢ uczyni¢ 2x = vy, otrzymujemy
Y1+ 3234- 6y24-y — 14= 0.

Kazdemu pierwiastkowi wymiernemu réwnania (2) odpowiada pierwia-
stek wymierny réwnania (1), i nawzajem; dlategotez zadanie 0 wyznaczeniu
pierwiastkow wymiernych réwnania (1) sprowadza si¢ do wyznaczenia pier-
wiastkow wymiernych réwnania (2).

183. Twierdzenie. Kazdy pierwiastek wymierny réwnania postaci

@) Xn4- Ax*-14- ... 4-A,,= 0
ze spétczynnikami catkowitymi A,, ..., A, jest liczba catkowita.
Przypusémy, ze rdwnanie (1) ma pierwiastek wymierny x = ~, gdzie a

i bsa liczbami catkowitymi pierwszymi wzgledem siebie; mamy

(})'W #r +- +A-=°

skad
an= b(—A "-1—... — Arbn),
albo, oznaczywszy przez H liczbe catkowitg
= —Aonl—... —A06n]
a“= L.

Poniewaz jednak liczby a i b sg pierwsze wzgledem siebie, zatym mozemy zna-
I1¢S¢ takie dwie liczby catkowite u i v, ktore zados¢ uczynig réwnaniu

au+ bv= 1.
Stad, po podniesieniu obu stron do potegi u-tej, otrzymamy

ankn4- ~ a*-lbun-xv 4-...4- Bvn= 1,
albo, podstawiajagc BH zamiast an,

bAHuN4-  a™-1w-lv4-... 4-6n1 = 1.
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To réwnanie wskazuje, ze liczba v jest dzielnikiem jednosci, gdyz warto$¢ wie-
lomianu w nawiasie jest, oczywiscie, liczbg catkowita; a zatym 6 =1, t. j. pier-

wiastek wymierny x = ~ jest liczbg catkowita.
184, Z tego codmy powiedzieli w dwu art. ostatnich, wnosimy, ze wy-

znaczenie pierwiastkdw wymiernych réwnania ze spotczynnikami catkowitymi

sprowadza sie do wyznaczenia pierwiastkéw catkowitych réwnania podobnego.
Przyk#ad. Roéwnanie

3x3+ + %+ 35=0

nie posiada pierwiastka catkowitego; azeby sie dowiedzie¢, czy nie ma ono
pierwiastkdw wymiernych utamkowych, przyjmijmy 3x — y\ otrzymujemy ro-
wnanie

Y3+ Y2+ 3y + 315= 0,
ktére ma jeden tylko pierwiastek catkowity y = — 7; a wigc réwnanie z nie-

wiadomg x ma jeden tylko pierwiastek wymierny x = ----- —
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