








TRYGONOMETRIA
Z TEORY4

I L O Ś C I  U R O J O N Y C H  I Z N O T A M I

1'RZEZ

G . - H .  N I E W Ę G Ł O W S K I E G O
6

PROFESORA MATEMATYKI

PARYŻ WARSZAWA

w KSIĘG. K. KRÓLIKOWSKIEGO
20, CUCĄ CE SF.1KE.

W KSIĘG. M. GLUCKSBERGA
NA KRAKOWSKIEM PRZEDMIEŚCIU.

1870





DO CZYTELNIKA.

Po mojej Arytmetyce i Geometryi, Trygonometrya wycho­
dzi również nakładem biblioteki Kórnickiej.

Podjąłem się pracy napisania dzieła którego brak najdotkli­
wiej sam czułem jako nauczyciel; a podjąłem się jej w przeko­
naniu że jedynie słuszny miarki zasługi jest stopień wiary 
w świętość powinności, wiary niezachwianej ani trudnością 
zadania, ani niedostatkiem pierwszych warunków powodzenia 
wobec rozporządzeń władz szkolnych, ani wreszcie bezmyślną 
a bolesną, bo doznaną od rodaków, obojętnością!

Zęby dać wyobrażenie o ważności dzisiejszej trygono- 
metryi, dość powiedzieć że ta gałąź matematyki więcej się 
rozrosła w  ostatnich czasach, niż od I I ipparcha i P tolemeusza 

do Kopernika i K agnoli ; ze szczupłej teoryi rozwiązywania 
trójkątów prostolinijnych i sferycznych, stała się umiejętnością 
funkcyj kołowych!

Łaskawy Czytelniku, łatwo pojmiesz że musiałem się wahać 
czy przedsięwziąć wypracowanie dzieła takiej doniosłości, czy 
je pozostawić odważniejszym. Zaprawdę ci powiedam, gdyby 
P. J an D zialyński nie był mnie niejako zniewolił ciągłą za­
chętą, nie byłbyś czytał mojej Trygonometryi. Czybyś był na 
tem stracił? sąd nie do mnie należy.



V DO C Z Y T E L N I K A .

Nie potrzebuję rozbierać przedmiotów zawartych w tem 
dziele; bo spis rzeczy, wykazujący jego skład i szczegóły, 
wyręcza mnie w tym względzie. Oświadczam tylko że wyło­
żyłem w całej rozciągłości trygonometryę prostolinijny i sfe­
ryczny, dołyczajyc liczebne przykłady rozwiyzywania trój- 
kytów; dałem zupełny teoryę rzutów prostolinijnych i 
powierzchnych; wybrałem mnogie zastosowania funkcyj ko­
łowych do geometryi i do algebry; a w każdej części dzieła 
umieściłem rozmaite zagadnienia i wiele ćwiczeń.

Ilościom urojonym przeznaczyłem znaczne miejsce, stosowne 
do ich ważności; powiem dla czego. Ilości urojone, uważane 
jako wynik algebrycznych działali, jako potrzeba uzupełnienia 
i połyczenia rozsypanych twierdzeń, sy istotnym nabytkiem 
nowoczesnej umiejętności, i stanowiy rzeczywisty jej postęp. 
Użycie tak określonych ilości urojonych rozszerzyło matema­
tyczny wiedzę; dlatego starałem się wyłożyć ich teoryę dość 
obszernie, i ze ścisłościy jaką w dziele elementarnem osięgnyć 
można.

W ostatnich czasach zaproponowano jeszcze inne wyrażenia 
urojone, które także nazwano ilościami, i, uważajyc je a priori 
jako pojęcia geometryczne, jako wielkości samoiste (absolutne), 
wyobrażono do ich przedstawienia figury na płasczyznie i 
w przestrzeni! Czy takie wyrażenia urojone majy matema­
tyczny wartość, czy sy postępem umiejętności czy tylko pło­
dem wyobraźni, czas pokaże!

Zaiste, ilości urojone grajy dziś wielky rolę w wysokiej ana­
lizie, mianowicie w funkcyach podwójnie okresowych; one 
dopiero rozjaśniły funkcyc elliptyczne. Dlatego właśnie trzeba 
niepospolitej roztropności żeby nie uledz złudzeniu stawiania
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matematyki na ilościach urojonych. Nie dawno temu, jeden 
z mistrzów umiejętności, zapowiedał że posiada klucz ilości 
urojonych. Na nieszczęście, zamiast tym kluczem otworzyć 
tajemnicę, otworzył wejście do manowców z których sam 
niełatwo się wydostał; ale w których się inni pobłąkali, roz­
prawiając o ilościach urojonych jak gdyby one były istotnemi 
rzeczywistościami!

Ilości urojone powszechnie przyjęte, które się same przed­
stawiły, takie właśnie jakie wyłożyłem, zadość czynię wszel­
kim wymagalnościom umiejętności; niema więc dotąd żadnej 
potrzeby tworzenia innych. Z tej przyczyny nic nie powie­
działem o nowo zaprojektowanych; tem bardziej że, oddalając 
się w głównej własności od ilości rzeczywistych, te mniemane 
ilości ogólne zdają się poniekąd zagadką! Trzeba poczekać aż 
dalszy postęp matemalyki wskaże konieczność wprowadzenia 
takich wyrażeń, albo je stanowczo odrzuci.

Jedna z not umieszczonych na końcu dzieła zawiera wiedzę 
o dostawie i wstawię hiperbolicznej.

Pisałem w Paryżu, dnia 24 Czerwca 1870.

G .-ll. NIEWĘGŁOWSKI.
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FUNKCYE KOŁOWE

Określenia.

1. Gdy dwie ilości zmienne są takie że na każdą wartość 
jednej odpowieda wartość drugiej, mówi się wtedy że pierwsza 
jest zmienną niezależną, a druga jej funkcyą. I tak, okrąg koła, 
powierzchnia koła są funkcyami promienia; i nawzajem, pro­
mień koła jest funkcyą jego okręgu, albo powierzchni. Sprę­
żystość pary rośnie z temperaturą, jest przeto jej funkcyą.

2. Są w kole pewne linie, których stosunki do promienia sta­
nowią tak zwane funkcye kołowe. Tcorya funkcyj kołowych jest 
przedmiotem tryyonometryi którą wyłożyć przedsiębierzemy.

3. Ł u k i  k ó ł  co do  w ie l k o ś c i  i  do  z n a k u . Niech będzie na 
okręgu koła O punkt stały A, który bie­
rzemy za początek lików, to jest za kres od 
którego liczymy wielkość tych łuków; i 
przypuśćmy że punkt ruchomy M, wycho­
dząc z punktu A, przebiega okrąg w jedną 
albo w drugą stronę. Biorąc promień koła

za jedność linijną, oznaczmy przez x  długość przebieżonego
1
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łuku AM. Jeśli punkt ruchomy M posuwa się w stronę AMBM, 
mówimy że przebieżony łuk x  jest dodatny; a jeśli punkt M 
idziew stronę ANB'N'A' przeciwną pierwszej, po wiemy że łuk x  
jest odjemny. Na mocy takiej ugody znaków, której wszędzie 
użyjemy, wartość algebryczna x  wyraża zarazem długość i 
stronę drogi jakę punkt M przebiega, względnie do punktu 
wyjścia A.

Owoż, punkt ruchomy M może się posuwać nieograniczenie 
w jednę albo w drugę stronę, i przebiegać wiele razy ten sam 
okręg. Gdy punkt M opisuje raz okręg, wyrażamy długość 
łuku x, mówięc że rośnie od 0 do 2rc; a gdy punkt M, kon- 
tynujęcruch, opisuje okręg drugi raz, potem trzeci raz ... wte­
dy x  rośnie od 2ti do potem od 4z do 6z ;... Jeśli zaś 
punkt M, idęc w stronę przeciwnę AN'B' przebiega raz okręg, 
potem drugi raz, trzeci raz,... natenczas mówimy że łuk x  
maleje od 0 do — 2u, potem od — 2* do — 4x, od — 4* 
do —

Widzimy tedy że łuk x  rośnie od 0 do +  oo, a maleje 
od 0 do — oo. To wyrażamy ogólniej mówięc że łuk x  zmie­
nia się od — oo do -+- oo.

M IARA  K 4 T0W ,

4. Niech będzie kęt AOB; z jego wierzchołka O jako środ­
ka i promieniem jakimkolwiek OA, nakreślmy łuk koła AB

ABcbjęty między ramionami. Stosunek —  łuku objętego do
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promieia jest stały, niezależny od wielkości tego promienia; 
albowiem, jeśli nakreślimy z wierzchołka O jako środka, inny 
łuk koła AB objęty między ramionami kąta, dwa łuki AB 
i A'B' będę pobobne i dadzą

AB' AB 
OA' — OA'

Ztąd wynika że, nazywając a ten stosunek, i oznaczając 
przez R i a długości promienia OA i łuku AB, odniesione 
do jedności linijnej jakiejkolwiek, mamy

a
R a, zkąd a =  Rot.

Liczba a jest proporcyonalna do kąta AOB. Owoż, gdy «=R 
wtedy a — 1; więc, jeśli za jedność kątową weimiemy kąt obej­
mujący łuk równy swemu promieniowi, kąt AOB będzie miał za-

miarę stosunek — (*) 
l i

Ta miara kąta, zostawiając jedność linijną dowolną, jest bar­
dzo dogodna w zastosowaniach geometrycznych; tern więcej 
że daje formułę a =  Ra, która nastręcza sposób porównywa­
nia łuków kół różnego promienia.

Biorąc teraz promień OA za jedność linijną, będzie

R = 1  i  a — u.

Więc, kąt ma za miarę tę samą liczbę co łuk objęty między jego 
ramionami i nakreślony z jego wierzchołka jako środka promieniem

wziętym za jedność linijną. Tym sposobem liczba ^ przedsta-

wia zarazem kąt prosty i ćwiercian. Dla tej samej przyczyny, 
liczby stopni, minut, sekund,., oznaczające wielkość łuków, 
oznaczają temsamem wielkość kątów odpowdedających.

(*) Kąt obejmujący łuk równy swemu promieniowi ma E>7° 17’ 44*,80.
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W S T A W A .

5. Niech będę, na kole promienia OA =  R, A poczętek

ta AOM, nie zaś od długości promienia OA; albowiem, 
jeśli z punktu O jako środka i promieniem jakimkolwiek OC, 
nakreślimy łuk GD i spuścimy prostopadłę DE na AA',

będzie — 5 5 . Stosownie do wiadomej ugody znaków,

będziemy uważali prostopadłę MP jako dodatną albo odjemną 
według jak punkt M będzie się znajdował na półokręgu ABA

MPalbo na półokręgu AB A'. Stosunek -A- , albo, bioręc pro­

mień łt za jedność linijnę, długość MP, nazywa się wstawą 
łuku AM; zatem, -t-MP jest wstawę łuków majęcych skraj­
ność w M, -t- M'F wstawę tych które maję skrajność w M'; 
a zaś — NP jest wstawę łuków majęcych skrajność w N, na- 
koniec — N'P wstawę tych których skrajność pada w N'. 
Ztęd wynika następujęce określenie

Wstaw.*, luku jest liczba, dodatna albo odjemna, Ictóra mierzy 
■prostopadłe spuszczoną z jednej skrajności tego łuku na średnicę 
przechodzącą przez drugą skrajność.

Nazywajęc x  długość łuku majęcego skrajność M, wyra­
ża się jego wstaw'ę piszęc, przez skrócenie, wstx

wstx  jest pierwszę funkcję kołowę.

łuków, i M skrajność jednego 
z tych łuków7 mogęca brać wszys- 
tkie położenia możebne na okrę­
gu. Poprowadźmy dwie średnice

A  prostopadłe AA', BB', i spuśćmy 
prostopadłę MP na AA'. Stosu- 

MPnek — , prostopadłej do pro­

mienia, zależy od wielkości kę-
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6 . Uważajmy teraz jak się zmienia funkcya wsta, gdy łuk a 
zmienia się cięgle.

Gdy łuk a rośnie cięgle od 0 do wsta rośn. także cię-
2 ie

gle od 0 do 1; po ćzem,gdyłuk x  rośnie od £ do tc, wsta
M

maleje nieprzerwanie od 1 do 0 ; to pokazuje że wsta dosięga 

wartości ma.\iinum +  I gdy a = ^  . Naslępnie, gdy x  rośnie

od tc do , w sta jest odjemna i maleje cięgle od 0 do — 1 ; 

3 t*a gdy x  rośnie od —̂ do 2tc, wsta jest odjemna i maleje

od — 1 do 0; także — 1 jest jej wartościę minimum. Po­
tem, jeśli x  rośnie jeszcze od 2tc do 4tc, a następnie od 4tc 
do 6-, etc. w sta bierze okresowo wartości które miała, to 
jest przechodzi przez wszystkie wartości, i w tym samym po- 
rzędku, które nabywa gdy łuk x  zwiększa się od 0 do 2-.

Nakoniec, jeśli łuk x  jest odjemny i zmienia się od 0 do — x , 
widzimy łatwo że wsta przechodzi przez te same wartości, 
tylko ze znakiem przeciwnym, które bierze gdy łuk a  rośnie 
od 0 do -t-co ; albowiem, skrajności dwóch łuków a  i — a, 
równych ale ze znakami przcciwnemi, sę dwoma punktami 
symetrycznemi względem średnicy AA'; więc

(1) wst (— a) — — ws ta .

Co pokazuje że dwa łuki równe i znaków przecwnych mają 
wstawy równe i znaków przeciwnych.

Zbierajęc główniejsze wartości wst a, mamy 

w st0 =  0, w s t^ =  +  l, w s t =  0, w st^ = - 1, wst2TC=0. 

Z tego wszystkiego wynika że, jakikolwiek jest łuk a, doda-



6 KSIĘGA P IE RW SZ A

tny albo odjemny, mamy zawsze równanie

(2) wst (2k~ -\-x) =  wstr

w którem k znaczy liczbę całkowity jakakolwiek, dodatny 
albo odjemny.

To równanie dowodzi że funkcya wstr nie zmienia się gdy 
się powiększa albo zmniejsza luk x  okręgiem 2ir. Wyraża się 
tę znamienity własność, mówiyc że wstr jest funkcya okresową 
luku x, majycy okres 2~. Nadto, wst x  jest funkcyy ciągły, to 
jest bierze w każdym okresie wszystkie wartości po sobie idyce, 
poczywszy od — 1 aż do -t-1; tak że, wszelka liczba zawarta 
miedzy — 1 i -t- 1, albo nawet równa jednej z tych wartości, może 
być uważanajako wstawa pewnego luku koła.

Równanie (1) pokazuje że wst# zmienia sam tylko znak 
gdy luk x  zmienia znak; tę własność wyraża się mówiyc że 
funkcya wstr jest funkcya nieparzysta.

7. Dwa luki kół nazywajy się spełniającemi, albo spełnieniem 
jeden drugiego, gdy ich summa jest równa półokręgowi.

Jakikolwiek jest łuk x, dodatny albo odjemny, skrajności 
dwóch łuków x  i t. ą- x  sy oczywiście dwiema skrajnościami 
jednej średnicy; więc wstawy tych dwóch luków sy równe 
i znaków przeciwnych; ztyd równanie

(3) wst (tt -t- x) =  — wstr,

które pokazuje że funkcya wstr zmienia sam tylko znak gdy 
się powiększa albo zmniejsza łuk x  półokręgiem n.

Ponieważ łuk x  jest jakikolwiek, kładyc w ostatniej formule 
— x  zamiast -t- x, będzie

wst (ir — x) =  — wst (— x); 

ale formuła (ł) daje
wst (— x) — — wstr,



więc
(4) wst (ic — #) =  wsta;

To ważne równanie dowodzi że dwa luki spełniające mają 
te same wstawy.

Zatem
(o) wst [(2k +  l)ir — x} — wst (tc — x) =  wstx.

8 . Zbliżajęc równania (1),(5), widzimy że, jakikolwiek jest 
łuk x , dodatny albo odjemny, wszystkie łuki zawarte w for­
mułach

2fcir -t- x  albo (2¾ -+-1) ic — x  

maję te same wstawy.
9. Uważajmy teraz łuk koła mniejszy od półokręgu, jako 

naprzykład łuk AM (fig. powyższa) ; wstawa tego łuku jest do-
MPdatna i równa stosunkowi —— • Jeżeli przedłużymy prostopa-
li

dłę MP aż do spotkania okręgu w punkcie N, ta prostopadła 
będzie połowę cięciwy MN, a łuk AM połowę łuku MN pod- 
pasanego przez tę cięciwę. Więc, bioręc promień za jedność, 
mamy twierdzenie

Wstawa łuku mniejszego od półokręgu jest równa połowie cię­
ciwy łuku dwa razy toiększego; dlatego nazwano ję półwpisa- 
ną (semi inscripta, sin.).

Ztęd wynika że bok wielokęta foremnego, majęcego n 
boków, wpisanego wkoło promienia 1. wyraża się przez

2 wst • Za pomocę tego wniosku można znaleźć wartość

wstawy niektórych kętów.

I tak, 1° Bok sześciokęta foremnego wpisanego w koło pro­
mienia 1 jest 1 ; więc

TT 1wst TT =  wst 30° =  5-O 2

FUNKCYE KOŁOWE 1
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2° Bok kwadratu wpisanego wyraża się przez \/2; zatem 

wst -y =  wst 43° =  ^  V2-

3° Podobnie, bok trójkąta równobocznego wpisanego jest \/3; 

więc
'1

wst g =  wst G0“ =  -  y/3 .

4° Bok dziesięciokęta foremnego wpisanego jest 

więc

wst ~ =  wst 18° =  —- •10 4

3° Tak samo, bok dziesięciokęta gwiazdzistigo foremnego (*) 

jest i(i/3 +  l ) ;  więc

wst yj- =  wst 34° =  Ą • -  ■

6° Bok pięciokąta foremnego jest i  -4- 2\]o; zatem

wst w =  wst 36° =  — y/io — 2\/5.

7° Podobnie, bok pięciokąta foremnego gwiaździstego wy- 

iża się przez ^ y/lO  +  2\/5 ; więc

w s t ^  =  wst72e= | \ / l 0  +  2 \jW.

8°. Można jeszcze wyznaczyć wst 9°. Jakoż, wiedząc że bok 

(*) Zob. nasz§ geometryę, wydanie drugie 1869 r.
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dziesięcioma foremnego wypukłego jest i(\/B —l); otrzymu­

jemy, za pomocą wiadomego zagadnienia geometry!, wartość 
boku dwudziestokąta foremnego

^ /2  — \/-i — (yjo—l)2 albo ^ ^ 3 - ł -  \/o —5 - ^ 0 — 

więc

w « t ^ = w s t 9 ° ^ 3 + vs — s / r r ą

S T Y C Z N A .

10. Niech będzie, jako poprzednio, A początek łuków, 
i x  długość jednego z tych łuków 
mających skrajność w M. Przez 
punkt A poprowadźmy stycznę TT' 
i weźmy jej część AT, zawartą mię­
dzy początkiem A łuku x  i prze­
dłużonym promieniem który prze­
chodzi przez jego skrajność M. Sto­
sów nie do wiadomej ugody znaków, 

będziemy uważali odcinek AT, idący w stronę łuku dodatnego 
ADA', jako dodatny; a zaś odcinek AT', idący w stronę przeci-

wną.jako odjemny. Stosunek — , albo biorąc promień R za

jedność linijną, długość AT nazywa się styczną trygonome­
tryczną łuku AM; także +  AT jest styczną łuków mających 
skrajność w M albo w N', a zaś — AT' jest styczną łuków 
mających skrajność w M' albo w N. Ztąd wynika określenie.

S t y c z n ą  łuku jest liczba, dodatna albo odjemna, która mierzy 
cześć stycznej poprowadzonej przez początek, a zawartej między 
tym początkiem i przedłużonym promieniem przechodzącym przez 
skrajność luku.
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Wyrażamy stycznę łuku x pisząc, przez skrócenie, styx. 

styx jest drugę funkcyę kołowy.

11. Uważajmy teraz jak się zmienia funkcya styx, gdy łuk x  
zmienia się od — oo do -+- cc.

Gdy łuk x  rośnie od O do styx rośnie także poczęwszy
2

od zera, i może stać się większę od wszelkiej liczby danej; tak

że, gdy x  dosięga wartości styx, cięgle dodatna, prze-

wyższa wszelkę wielkość, co się wyraża mówięc że styx staje

się -i- oc ; gdy zaś x  przechodzi wartość styx staje się od-

jenmę i przeskakuje raptem z -t-oo do — oo. A gdy potem

łuk x  rośnie od ^ do r , stvx jest odjemna i rośnie od—«

do 0. Jeśli następnie skrajność łuku x  przebiega drugi pół- 
okręg AHA, wartości styx, poprzednio otrzymane, powracaję 
wszystkie i w tym samym porzędku, czyli, jako się mówi, sę

37"okresowe, to jest: gdy łuk x  rośnie od -k do styx rośnie

3ttod O do +  oo; a gdy x  przechodzi wartość i rośnie aż

do 2u, styx przeskakuje raptem z -+- oo do — oo i, będęc od­
jemna, rośniejaż do 0. Po czem, jeśli x  rośnie jeszcze od 2* 
do 47t, i następnie od 4ir do 6tt, etc. sty.r bierze napowrót 
wszystkie te same wartości które] miała gdy łuk się zmienia 
od 0 do’ 2z.|Nakoniec, jeśli łuk xTjest odjemny i zmienia się 
od 0 do]— oo , styx przechodzi przez te same'wartości, tylko 
ze znakiem przeciwnym, które nabywa gdy x rośnie od 0 
do -t- oo; albowiem, skrajności dwóch łuków x i — x, ró­
wnych i ze znakami przeciwnemi, sę symetryczne względem 
średnicy AA'; zatem, styczne tych dwóch łuków sę równe,
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znaków przeciwnych; co daje

(1) sty (— *) =  — sty*.

Więc dwa luki równe i znaków przeciwnych mają styczne równe 
i znaków przeciwnych.

Zbierając główne wartości sty*, mamy

sty 0 = 0, styn =  0, s ty 2 it =  0,

Go do wartości nieskończenie wielkich, które bierze sty*
TZ 3*71gdy łuk x  równa się j- albo -, trzeba je uważać jako gra- 
A A

nice wartości, dodatnych albo odjemnych, nieokreślnie wiel­
kich, przechodzących wszelką wielkość. Tym sposobem, ozna­
czając przez e łuk dodatny który maleje aż do 0, będzie

gr" sty (i — £) = + 30 ’ gr-sty (i+e) = ~ °°;
gr. sty — e) =  +  co, gr. sty. +  £)  =  ~  30 *

Z całego obiegu wartości sty* wynika że, jakikolwiek jest 
łuk x, dodatny albo odjemny, mamy zawsze równanie

(2) sty (kit *) =  sty*,

w którem k znaczy liczbę całkowitą jakąkolwiek, dodatną 
albo odjemną.

To równanie, pokazując że funkcya sty* nie zmienia się
gdy się powiększa albo zmniejsza łuk *Jpółokręgiem n, do­
wodzi że sty* jest funkcyą okresową i ma okres n. W każdym 
okresie sty* bierze wszystkie wartości możebne tak dodatne 
jako odjemne; ztąd wnosimy że luszelka liczba, od —so do -+- oo , 
może być uwaianajako styczna pewnego luku koła.
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Funkcya styz jest funkcyy nieparzysty, ponieważ zmienia 
znak z łukiem x, jako pokazuje równanie (1).

12. Z równania (2), bioryc k = I, wyprowadzamy

(3) sty (ic -t- x) =  stya;.

Ten wynik okazuje że dwa łuki x  i r. -t- x  majy styczne 
równe; czego zreszty wprost się dowodzi, uważajyc że dwa 
luki x\T .-> rx  sy zakończone na dwóch skrajnościach jednej 
średnicy, zatem majy tę samy stycznę.

Ponieważ luk x  jest jakikolwiek dodatny albo odjemny, 
kladyc w ostatniej formule —x  zamiast x , będzie

sty (it — x) =  sty(— x) ; 
ale formuła (1) daje

sty (— x) =  — sty*,
więc
(4) sty (it — x) =  — styx,

To dowodzi że dwa łuki spełniające mają styczne równe i zna­
ków przeciumych.

13. Uważajyc że bok wielokyta foremnego n boków, opisa­

nego na kole promienia 1, wyraża się przez 2sty - ,  można la-
71

two mieć stycznę niektórych kytów. I tak, znajyc z geometryi, 
w funkcyi promienia, bok kwadratu, trójkyta równobocznego 
i sześciokyta,, opisanych na kole, znajdujemy zaraz

sty j  =  sty 43° =  1,

sty g =  sty 60° =  \J3,

s t y g  =  s i y 3 0 « = ^ .
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S IE C Z N A .

14. Na kierunku promienia OM, przechodzącego przez skraj­
ność M danego łuku, weźmy odci­
nek OT, zawarty między środkiem 
koła i styczną na początku A. Przyj­
mujemy teraz następującą ugodę 
znaków, to jest, uważamy odci­
nek OT jako dodatni) albo odjemny, 
według jak przechodzi przez skraj­
ność M łuku albo przez punkt śre-

dnicowoprzeciwny.Stosunek ~  albo, biorąc promień za je­

dność linijną, długość OT nazywa się sieczną łuku AM. Ta 
sieczna, na mocy znaku odcinka OT, jest dodatna albo odje- 
mna. I tak, sieczna łuków mających skrajność w M jest doda­
tna -t-OT, a zaś sieczna łuków mających skrajność w N' jest 
odjemna —OT; podobnie, łuki których skrajność pada w N 
albo w M' mają sieczne+OT' albo — OT'. Ztąd następu­
jące określenie

S ie c z n ą  luku jest liczba, dodatna albo odjemna, która mierzy 
odległość środka kola od wierzchołka stycznej trygonometrycznej 
tego łuku.

Wyrażamy siecznę łuku x  pisząc, przez skrócenie, sie#.

sie# jest trzecią funkcyą kołową.

15. Uważajmy teraz jak się zmienia sie#, gdy łuk x  zmie­
nia się od —sc do -t-oo.

Gdy x  rośnie od 0 do
2’

sie x  rośnie od +1 do - t-« ; a gdy

skrajność łuku x, posuwając się w stronę dodatną, prze­
chodzi z punktu B do punktu sąsiedniego, sie# z dodatnej sta- 
ie się odjenmą i przeskakuje raptem od +  oo do —x  . Gdy x
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rośnie od ^ do ■k, siar rośnie od—oc do—I; po czem,gdy ® 

rośnie od -  do sie® odjemna maleje od —1 do — oo; a gdy 

x  przechodzi przez wartość sie® przeskakuje od — oo
A*

37"do +oo ; nakoniec, gdy x  rośnie od ^  do 2r, sie® jest do-

datna i maleje od + x  do + 1. Gdy luk x  rośnie dalej od 2« 
do 4-n, albo od Ar. do 6^, etc, sie® bierze okresowo wszystkie 
wartości które miała gdy x  rośnie od O do 2*. A jeśli luk x  
jest odjemny i maleje od O do —*  , sie® przechodzi przez 
wszystkie te same wartości które nabywa gdy x  rośnie od O 
do -t- oo ; co sama figura jasno pokazuje. Zatem

(1) sie (—x) =  sie®

Zbierając główne wartości sie®, i nazywając t łuk doda- 
tny który maleje aż do zera, mamy

Z obiegu wszystkich wartości sie® wynika że, jakikolwiek 
jest łuk x, dodatny albo odjemny, będzie zawsze

Ostatnie równanie, w którcm k znaczy liczbę całkowity jaka­
kolwiek, dodatny albo odjemnę, dowodzi że sie® jest funkcy§ 
okresowy i ma okres 2it.

Równanie (1) pokazuje że sie® nie zmienia się gdy łuk ®

sie 0 =  - ł- ł, sie =  — 1, sie 2 ^ =  +  1

(2) sie (2fot ±  x) =  sie®.
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zmienia znak; tę własność wyraża się mówiąc że funkcya sie# 
est funkcya, parzystą.

16. Jakikolwiek jest łuk #, dodatny albo odjemny, dwa łuki 
x  i K-hx, zakończone na skrajnościach jednej średnicy, mają 
sieczne równe i znaków przeciwnych, to jest

(3) sie (n -+- a) =  — sie#;

co pokazuje że, powiększając albo zmniejszając łukpółokrę- 
giem it, zmieniamy sam tylko znak jego siecznej.

Jeśli w formule (3) zamienimy x  na—#, będzie 

sie [k — #) — — sie (— #), 

albo, z przyczyny formuły (f),

(4) sie (jt — x) =  — sie#.

Ztąd wnosimy że, dwa łuki spełniające mają sieczne równe» zna­
ków przeciwnych.

“Więc na mocy formuł (2), (3), (4) otrzymujemy 

sie[(2A +  l ) 7r ± x ]  = — sie#.

FUNKCYE KOŁOWE DOPEŁNIAJĄCE.

17. Nazywa się dopełnieniem łuku taki łuk który z nim czyni 
summę równą ćwiercianowi. I tak, dopełnieniem łuku -+- x

jest ^ —#, a dopełnieniem łuku — x  jest |-K r .
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W kole O poprowadźmy dwie średnice prostopadle AA'i BB’’ 
Jeśli, uważając punkt A za począ­
tek łuków i kierunek AB za doda- 
tny, weźmiemy punkt B za począ­
tek dopełnień i kierunek BA za ich 
kierunek dodalny, wtedy łuk i 
jego dopełnienie będą miały spoi­
ną skrajność. Jakoż, niech x  ozna­
cza jakikolwiek łuk mający począ­

tek w A i skrajność w M; powiedam że jego dopełnienie

-  — x  ma tę samą skrajność M. Albowiem, wychodząc z pun- 
2
ktu B i przebiegając ćwiercian BA, dochodzimy najpierwej do 
punktu A, i potem musimy jeszcze przebiedz łuk —x. Owoż, 
łuk—x  względnie do punktu B jest to samo co łuk x  wzglę­
dnie do punktu A, ponieważ kierunki BA i AB są sobie prze­
ciwne ; więc, idąc teraz z punktu A w stronę wskazaną 
znakiem łuku x  dosięgamy punktu M.

Nazywamy dostawę., dotyczną i dosieczną łuku x  wstawę, 
stycznę i siecznę dopełnienia tego łuku, i wyrażamy je pisząc, 
przez skrócenie, dosx, dotx, dosiea\

D O S T A W A .

18. Niech będzie M skrajność łuku x  [fuj. powyższa) ; aby 
mieć dostawę tego łuku, trzeba wziąć wstawę jego dopełnie­

nia -  — x  którego początek jest w B, skrajność w M, i kie- 
2

runek dodatny BA. Więc, jeśli z punktu M spuścimy prosto­
padłe MQ na BB' i prostopadłą MP na AA', ponieważ MQ=OP

dostawą łuku x  jest stosunek albo długość OP, biorąc

promień za jedność Unijną. Stosownie do zwyczajnej ugody 
znaków, będziemy uważali długość OP jako dodalną albo od
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jemną, według jak spodek P pada na promieniu OA albo na 
jego przedłużenia OA'. Ztęd wynika określenie.

D ostawą luku jest liczba, dodatna albo odjemna, która mierzy 
odległość środka koła od spodka wstawy tego tuku.

19. Zobaczmy teraz jak się zmienia dosaa

Figurajasnopokazujeże,gdy łuk x  rośnie od 0 do -  , dosx
2

maleje od -t-ł do 0; gdy x  rośnie od ~ do n, dosa; staje się
jS

odjemną i maleje od 0 do — 1; gdy potem x  rośnie od .* 

do ~ , dosa: odjemna rośnie od — 1 do 0 ; a gdy x  rośnie

jeszcze od — do 2tt, dosa; staje się napowrót dodatnę i rośnie

od 0 do-t-1. Po czem, gdy x  rośnie dalej od 2tt do 4tt, na­
stępnie od 4z do 6^, etc, dosa; bierze okresowo wszystkie 
wartości które miała gdy łuk x  rośnie od 0 do 2n. Nakoniec, 
jeśli łuk x jest odjemny, i zmienia się od 0 do —»  , dosa; 
przechodzi przez wszystkie te same wartości które nabywa 
gdy x  rośnie od 0 do 2w; albowiem, dwa łuki x  i —x, mając 
skrajności symetryczne względem średnicy AA', maję tem- 
samem spoinę dostawę; co daje

(ł) dos(— x) =  dosa;;

Więc dwa łuki równe i znaków przeciwnych mają tę samą 
dostawę.

Zbierając główniejsze wartości dosa;, mamy 

dosO =  l , dos^ =  0, dosir = — 1, dos — = 0, dos2w = ł.
2  TC

Z wszystkiego co poprzedza wynika że, jakikolwiek jest łuk x,
2
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dodatny albo odjemny, marny zawsze równanie

(2) dos (2kn ±  z)  — dosa;

w którem k jest liczbg. całkowitę dodatny albo odjemnę.
Zatem wszystkie łuki zamknięte w dwóch formułach 

2k-K -ł- a i 2A"jt — a
maję te same dostawy.

Ostatnie równanie (2) dowodzi że dosx jest funkcyę okresowę 
inajęcę okres 1-. Nadto, dos# jest funkcyę cięgłę, i bierze 
w każdym okresie wszystkie wartości poczęwszy od— l aż 
do-f-1 ; więc, wszelka liczba zawarła między —1 i -f-1, albo 
nawet równa jednej z tych dicóch wartości, może być uważana ja­
ko dostawa pewnego luku koła.

Równanie (1) dowodzi że funkeya dosx jest funkcyą pa­
rzystą.

20 Jakikolwiek jest luk x. dodatny albo odjemny, dwa łuki 
x  i t.+ x , zakończone na skrajnościach jednej średnicy, maję 
oczywiście dostawy równe i znaków przeciwnych; zatem

(3) dos (jt +  x) =  — dos x,

co pokazuje że funkeya dos# zmienia sam tylko znak gdy się 
powiększa albo zmniejsza łuk x  półokręgiem r..

Jeśli w ostatniem równaniu zamienimy x  na —x, będzie

dos (ir — xj =  — dos (— x);

ale, na mocy równania (i),

dos (— x ) =  dos a:,
więc
(4) dos (jt — x) =  — dosx;

to dowodzi że dwa łuki spełniające mają dostawy równe i znaków 
przeciwnych.
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21 Wyłożyliśmy zmienność‘i własności cios# wprost, nie 
odnosząc się do wst*; dlatego że lunkcya dos* gra wiclky 
rolę w umiejętnościach, i dlatego jeszcze żejy niektórzy auto- 
rowie biorę za pierwszy fukcyę kołowy i z niej wyprowadzajy 
inne. Ale można uważać wszystko cośmy o dostawie powie­
dzieli jako proste następstwo równania

Posługujyc się tem równaniem, znajdujemy zaraz wartości 
dostaw łuków których wstawy sy wiadome. I tak, naprzykład

22. Dotyczna i dosieczna. Ponieważ zmienność tych dwóch 
lunkcyj kołowych wywodzi się, bez żadnej trudności, z dwóch 
określajycych równań

albo wprost z samej figury, zostawiamy jy czytelnikowi na po­
trzebne ćwiezenie; tem więcej że, jako wkrótce okażemy, znajyc 
zmienność funkcyi wst* i dos*, można zaraz mieć wartość 
sty*, dotx, sie*, dosie*. Ograniczamy się więc teraz na 
prostem wysłowieniu formuł które później będy widoczne, 

dot (— *) =  — dot*, dot (w + x ) =  dot*,
dot (7; — *) = — dotr, dot(<i7t - t -x ) = d o tr ,

dosie (— *) =  — dosie*, dosie (» +  *) = — dosie*, 
dosie (n — x) — dosie*,

dosie (2ku -\-x) —  dosie*, dosie [(2k -f-1) * — x] =  dosie*

dos 30° =  wst 60° =  5 \J3>£
1 —

dos 43° =  wst 45° —  2.

dos 60° =  wst 30° —
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2 3  Do sześciu funkcyj kołowych któreśmy wyłożyli, trzeba 
jeszcze dodać tak zwań? wstawe odwrotną łuku, czasem użyte-

APczn?. Wstaw? odwrotn? łuku jest stosunek — , strzały łuku

podwójnego do promienia R; a jeśli R = I, wst.odwx równa 
się różnicy 1 — dosar.

U waga ogólna. Wst-c, dosar, sty#, s? trzema głównemi 
funkcyami kołowemi, trzy inne, dosiear, siea-, dotar, s? ich 
odwrotnościami, jako wkrótce zobaczymy. Wszystkie s? funk­
cyami okresowemi, to jest, nie zmieniaj? się gdysię powiększa 
albo zmniejsza ich łuk okresem.

Punkcye kołowe nazywaj? sięzwykle liniami trygonometryczne- 
mi, dlatego że służ? do wyznaczenia k?tów we właściwej 
trygonometryi; mimo jednak tego nazwiska, trzeba je zawsze 
uważać jako stosunki rzeczonych linij do promienia. Ale, jeśli 
promień jest wzięty za jedność linijn?, wtedy linie trygonome­
tryczne przedstawiaj? geometrycznie liczby które s? istotnie 
funkcyami kołowemi.

f PRZYWIEDZENIE ŁUKÓW DO PIERWSZEGO ĆWIERCIANU.

24. Ponieważ zmniejszaj?c łuk półokręgiem,albo bior?c speł­
nienie łuku, linie trygonometryczne nie zmieniaj? wartości 
samoistych (liczebnych) można zawsze znaleźć w pierwszym 
ćwiercianiełuk który z danymłukiem ma wszystkie linie trygo­
nometryczne równe, i z tym samym znakiem albo ze znakiem 
przeciwnym. To się nazywa przywieśdź łuk do pierwszego ćwier­
ciami. Aby uskutecznić takie działanie, odci?ga się najpierwej od 
łuku największy wielownik okręgu jaki się w nim mieści, co nie 
zmienia żadnej linii trygonometrycznej; po czem, odci?ga się 
półkr?g jeśli trzeba, albo bierze się spełnienie. Tym sposobem 
otrzymuje się łuk zawarty w pierwszym ćwiercianie, maj?cy,

20
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prócz znaku, te same linie trygonometryczne co luk dany.
Dla lepszego wyjaśnienia tej rzeczy weźmy przykład. Przy­

puśćmy że trzeba znaleźć sty 1234°. Odciągamy najpierwej 
360°X3, co daje styl234° =  styl54°, bierzemy potem spełnie­
nie i mamy styl54° =  — sty26°.

Więc ostatecznie sty 1234° =  — sty 26°.

FUNKCYE KOŁOWE ODWROTNE,

25. Widzieliśmy że na daną wartość łuku odpowieda jedna 
wartość każdej linii trygonometrycznej, i tylko jedna; linie try­
gonometryczne są więc funkcyami wyznaczonymi łuku. Naodwrót, 
można uważać łuk jako funkcyę danej linii trygonometrycznej; 
ale ta funkcya nie jest dobrze wyznaczona, bo na daną wartość 
linii trygonometrycznej odpowieda nieskończona liczba łuków. 
Nazywając x  łuk którego wstawa jest równa danej liczbie a, 
wyrażamy to pisząc x  =łukwsta.

Tak samo, a? =  łuk sty a znaczy że x  jest łukiem którego 
styczna równa się liczbie a, to jest s ty x = a ; etc.

26. Wyraienie łuków mających daną wstaicę a. Oznaczając 
przez x  jeden z tych łuków, mamy

wste =  a, zkąd x  =  łuk wsta.
Aby znaleźć łuk x , poprowadźmy 

równoległą do średnicy AA', na odle­
głość a, od strony B albo B' według 
jak wartość a jest .dodatna albo odje- 
mna. Ogólnie mówiąc, ta równole­
gła, przypuśćmy MM', przecina okrąg 
w dwóch punktach M i M'; i wszys­

tkie łuki mające skrajność w M albo w M', a tylko te, odpo- 
wiedają danej wstawię a. Jeśli więc nazwiemy « najmniejszy
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łuk dodatny z pomiędzy Łych łuków, a takim jest AM, wszys­
tkie łuki majęce skrajność M będę objęte (6) formułę 2A’̂ -4-a. 
Nadto, łuk -  — a ma skrajność M'; zatem wszystkie łuki za­
kończone w M' sę objęte formułę (2A’-+-l)Tt— «. To dowodzi 
że wszelki luk x  którego wstawa równa się liczbie a jest dany 
przez jedna z dwóch formuł

x  =  2Air a albo x  =  ( 2k -t- l) n — a.

Owoż (8), wszystkie łuki zawarte w tych dwóch formułach 
maję tę sarnę wstawę; ztęd wynika ważne następstwo :

A by dica łuki miały te samą wstawę, trzeba i dość jest żeby 
ich różnica była całkowitą liczbą okręgów, albo ich summa była 
nieparzystą liczbą półokręgów (*).

U w a g a . Równanie
wsbe +  « =  0

ma nieskończona liczbę pierwiastków danycli przez formuły 

x  =  2A n -+- a, i x  — (2k 4- 1) 7r — a,

których k jest liczba całkowita dodatna albo odjemnę.

27. Wyrażenie łuków mających daną dostawę a. Nazywajęc x 
łuk którego dostawa jest równa danej liczbie a, mamy

dosrr=«, zkęd x =  łukdosa.

Aby znaleźć łuk x, weźmy na średnicy AA' (fig. poprzednia), 
długość O P =a albo OP'= — a według jak dana liczba a jest 
dodatna albo odjemna, i, przez punkt P albo P', poprowadź­

(*) Wiadomo że łuki spełniające, « i ~ maja te same wstawy; 
zwiększając albo zmniejszając każdy z tych łuków calkowitaliczbaokręgów, 
otrzymuje się właśnie powyższe formuły Hkr.-\-<x i (2A— -j— 1)—— a. 
Ta uwaga może je przypomnieć w potrzebie.
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my prostopadłą do AA'; ta prostopadła, przypuśćmy MN, 
przetnie okrąg w dwóch punktach M i N. Wszystkie łuki 
zakończone w M albo w N, i tylko te, odpowiedają danej 
dostawie a; jeśli więc oznaczymy przez a najmniejszy do- 
datny z tych łuków, jako AM, widzimy łatwo że wszelki tuk x  
którego dostawa równa się danej liczbie a jest zawarty w po­
dwójnej formule

a wiemy (19) że wszystkie tuki objęte tę formułę maję tę sarnę 
dostawę. Ztęd wynika następujęcy, ważny wniosek,

Aby dwa luki miały te sarnę dostawę, trzeba i dość jest żeby ich 
"ótnica albo ich summa była równa całkowitej liczbie okręgów. (*)

28. Wyrażenie łuków mających daną styczne a. Nazywajęc x
łuk którego styczna jest równa 
danej liczbie a, mamy

przez punkt T albo T', poprowadźmy średnicę; ta średnica, 
dajmy nato TMN, przetnie okręg w dwóch punktach M i N. 
Wszystkie łuki zakończone w M albo N, i tylko te, odpowic- 
daję danej stycznej a ; więc, oznaczajęc przez a najmniejszy 
dodatny z tych łuków, jakim jest AM, widzimy łatwo że

(*) Dwa łuki równe i znaków przeciwnych, a i —a, maję tę sama 
dostawę; dodajęc albo odejmując każdemu z tych łuków pe\wię liczbę 
okręgów, otrzymujemy dwa luki 2kr. -f- « i 2k'r. — a objęte powyzszę 
formulę. Ta uwaga ułatwia pamięć.

X  —  2 k n  z t .  a  ;

T a  jest dodatna albo odjemna, i,

Przez początek A łuków po­
prowadźmy stycznę TT'; weźmy 
na niej długość AT =  a albo 
AT '——a, według jak dana liczba
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wszelki łuk x, którego styczna równa się danej liczbie a, 
jest zawarty w formule

x  =  kr. -+- a

Owoż, wiemy (11) że wszystkie łąki objęte tę formułę maję 
tę sarnę stycznę; więc,

A by dwa dwa luki miały tę samą stycznę, trzeba i dość jest 
żeby ich różnica była całkowitą liczbą półokręgów.

29. Wkrótce zobaczymy że dotyczna, sieczna i dosieczna 
łuku sę, odpowiednio, odwrotnościami jego stycznej, dostawy 
i wstawy; można więc, na mocy tego co poprzedza, mając 
danę dotycznę, siecznę albo dosiecznę, znaleźć zaraz wyraże­
nie łuków które odpowiedaję każdej z tych linij.
I tak,
1° łuki rozwięzujęce równanie x  — łukdota sę x = k t r-ł-a; 
2° łuki rozwięzujęce równanie x  —  łuksica sę x  =  c2kr. ±  a ; 
nakoniec 3° łuki zadość czynięce równaniu x = łu k  dosiea sę

x  =  Zkn-hct albo x= [2k  +  l)n—a.

MIĘDZY LINIAMI TRYGONOMETRYCZNYMI 
JEDNEGO LUKU.

30. Niecn ędzie x  łuk, dodatny albo odjemny, którego 
skrajność M znajduje się na pier­
wszym ćwiercianie. Bioręc promień 
OM za jedność, mamy

wste=M P, dosa-=OP, styx=AT, 
dotx=BS, siex=OT, dosiex=;OS.

Owóż trójkętprostokątny OMP daje 

MPS ■+• ÓP2 =  óms 5



zt§d
(1) wsfó -t- dos*x =  1,

Trójkąty podobne OMP i OTA, OMP i OBS dajj także

AT OT _  OA BS __ PIS __ OB
MP =  OM — OP 1 OP — OM ~~ MP

zkgd
w sta.'

(2) Ŝ = d ^

(3) Sie*=  dST
, , dos#

W  dote=^
(5) d o s i e x = ~
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Istnieje więc, jako widzimy, pięć związków między sześ­
cioma liniami trygonometrycznemu Te związki są oddzielne, 
bo do każdego wchodzi różna linia trygonometryczna. Ale 
więcej takich zwięzków być nie może. Albowiem, gdyby 
istniało szóste równanie oddzielne od pięciu powyższych, 
wtedy te sześć linij trygonometrycznych, związane sześcioma 
oddzielnemi równaniami, byłyby wyznaczone; a więc nie mo­
głyby się zmieniać gdy się łuk zmienia; co się sprzeciwia ich 
naturze.

31. Chociaż otrzymaliśmy powyższe związki między liniami 
trygonometrycznemi, przypuszczając skrajność łuku na pier­
wszym ćwiercianie, te związki są jednakże ogólne, to jest stosują 
się do łuków wszelkiej wielkości, tak dodatnych jako odje- 
mnych. I w samej rzeczy, jakiekolwiek jest na okręgu położe­
nie skrajności M łuku, istnieje zawsze łuk zawarty między

0 i -  (24) który ma, bez względu na znak, wszystkie te same

linie trygonometryczne co łuk x; zt$d wynika źe, zważając na
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same tylko wartości samoiste linij trygonometrycznych, otrzy­
mane związki są wszystkie pięć prawdziwe. Dość więc będzie 
sprawdzić ich znaki.

O woź, równanie (i) zawiera tylko kwadraty z wstx i 
z dosx, a gdy trójkąt nie istnieje, jedna z tych dwóch linij jest 
0, druga ± 1 ; więc związek (1) jest zawsze prawdziwy.

Sprawdźmy teraz znaki obydwóch stron równości (2) i (3). 
Wiemy że, gdy skrajność łuku pada na pierwszym albo na trze­
cim ćwiercianie, styczna jest dodatna, wtedy wstawa i 
dostawa mają obie te same znaki; a gdy skrajność łuku pada 
na drugim albo na czwartym ćwiercianie, styczna jest odje- 
mna, wtedy wstawa i dostawa są znaków przeciwnych. Na- 
koniec, gdy styx jest 0 albo oo, wtedy wstx =  0 i 
dosx =  ± l ,  albo wstx= ±  1 i dosx =  0. Więc związek (2) 
mst prawdziwy dla wszelkiego łuku x.

Co do równania (3). Widzieliśmy że w każdym ćwiercianie 
siex jest tego samego znaku co dosx; owoż, gdy siex =  ±  1, 
wtedy także d o s x = ± l ;  a gdy siex= ± oo  wtedy dosx =  0. 
Więc związek (3) jest zawsze prawdziwy jakikolwiek jest 
łuk x.

Podobnie dyskutując, możnaby łatwo okazać że związ­
ki (4) i (5) stosują się do wszelkich łuków. Ale dość uważać 
że te dwa związki wywodzą się z dwóch ogólnych (2) i (3),

prostą zamianą łuku x  na £—x; zatem są oba ogólne.

32. Równania (3), (4), (o) pokazują że siex, dotx, dosiex 
sąodwrotnośeiami dosx, styx, wstx; albowiem siex .dosx= ł,

dotx. styx =  =  t , dosiex. wstx =  1. Dlategowstx dosx
właśnie siex i dosiex nie są prawie nigdy używane, a dotx 
rzadziej niż styx.

33. Związki między liniami trygonometrycznemi, znale-
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zionę w n° 30, nie są jedyne. Istnieję, inne równie potrzebne, 
które są ich następstwem.

I tak, trójkąt prostokątny AOT (fig. ostatnia) daje

OT2 =  ÓF 4- AT2;

zkąd wynika
1

(6) sie2® =  1 4 -  sty2® =  •

formuła często użyteczna.
Ta formuła wywodzi się z równań (1) i (2). Jakoż, doda­

jąc (ł) do kwadratu każdej strony równania (2), będzie

wst2® dos2® 4 -  wst2® 1 
4 -  st} a.' 1 4 -  dos2® dos2®

Między sie® 
doczny,

(? )

dosie® jest także związek, przez się wi-

i  l  _ t

sie2® dosie2®

34, Z pięciu równań n™ 30, można wyprowadzić wartości 
pięciu którychkolwiek z sześciu linij trygonometrycznych 
w funkcyi linii szóstej. I tak, biorąc naprzykład wst®, będzie

dos® = : \J 1 — wst2®,

dotx —  d

stv®:

;— wst2® 
wst®

wst®
y l—wst2®’

sie® =
Vl — wst2

dosie® =
1

wst®

Ale uważajmy że, gdy jest dana jedna linia trygonometry­
czna łuku ®, wszystkie inne nie są przez nią całkiem wyzna­
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czone. I w samej rzeczy, jako widzimy, majęc danę wstx mamy 
naturalnie jej odwrotność dosiex; ale znamy tylko same war­
tości samoiste czterech innych linij. To się łatwo wytłumaczyć 
może. Albowiem, łuki odpowiedajęce danej wstx sę zawarte 
w dwóch formułach 2kr. -i- a i (2& -+-1)7: — a, a odejmujęc 
wszystkie okręgi, otrzymujemy dwa łuki a i n—a które maję 
te same linie trygonometryczne. Owoż wiemy że styczne, 
dostawy, dotyczne i sieczne dwóch łuków spełniających sę 
równe i znaków przeciwnych; co usprawiedliwia podwójny 
znak powyższych formuł.

Często potrzeba znać wstz i dosx w funkcyi styx. Aby 
je znaleźć, dość wzięć dwa równania

wst*x -h dos’x =  1 wstx _  x.
dos x  J

Rugujęc najpierwej dosx a potem wstx, będzie

wst*x ■+
w stlr_
styłx ’ i dos*x sty*x +  dos’x =  1;

zkęd

(8) wstx =  ± sty x
V'l -+■ sty*x

dosx =  ±
\J 1 4- sty8x

Znaki pierwiastników zależę od znaku wiadomej warto­
ści styx; ale nie sę wyznaczone. Co być powinno, bo sama 
figura jasno pokazuje że danej styx odpowiedaję dwie wstawy 
i dwie dostawy, równe i znaków przeciwnych.

U w aga. Formuły (8) wywodzę się odrazu z równania

1 -+- sty!x =  siesx = 1
dos*x

d O S X :
Vl -+- sty*x

które zaraz daje
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Ztęd, mnożęc obie strony przez stya?, wynika

sty*
wste =  ±

\Jl +  sty8 a;

TEORYA RZUTÓW PROSTOLINIJNYCH.

35. Określenie. Niech będę punkta ABC,., leżące na jednej
płasczyznie; spuśćmy z nich 
prostopadle A a, B b, Cc,., na 
linię prostę X'X. Spodki a, b, 
c,.. tych prostopadłych nazywa-

__________  ję się rzutami punktów A, B, C,..
x  ^  ^ prostopadle Aa, Bb, Cc,., sęich
rzutującemi, a prosta X'X osią rzutów.

To określenie stosuje się do jakichkolwiek punktów przes­
trzeni; dość tylko poprowadzić przez te punkta płasczyzny 
prostopadłe do osi X'X, albo, co wychodzi na jedno, spuścić 
prostopadłe Aa, Bó,.. na X'X, spodki a, b,.. będę rzutami 
punktów A, B.., na osi X'X.

36. Rzutem punktu A na płasczyznie MN jest spodek a

prostopadłej Aa spuszczonej z tego punktu na tę płasczyznę, 
która się nazywa płasczyznę rzutów.

Rzutem linii jakiejkolwiek jest miejsce geometryczne rzhtów jej 
punktów.
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Wiadomo że rzut linii prostej na płasczyznie jest linią pros­
ty, a rzut jakiejkolwiek krzywej jest ogólnie linią krzyw?. Ale 
w szczególnem położeniu, rzut linii prostej może być punktem, 
a rzut linii krzywej linię, prostą. Rzutem odcinka AR linii 
prostej jest odległość ab rzutów jego obydwóch skrajności.

37. T w ierdzenie. Itzut linii prostej jest równy wieloczynowi 
jej długości przez dostawę kata jaki czyni z osia rzutów.

Niech będzie jakakolwiek linia prosta AB która czyni, idąc 
od A do B, kąt a z osią X'X, albo raczej z jej równole­
głą AB' idącą od A do B . Biorąc odcinek AB, trzeba uwa­
żać jego rzut ab, który się równa długości AB', jako dodatny 
albo odjemny według jak kąt a jest ostry fig (ł) i fig(2), 
albo rozwarty fig(3). Owoż, przez określenie dostawy i rzutu.

AB'stosunek —  
AB wyraża dostawę kąta a co do wielkości i co do

znaku, to jest

więc

AB'
A B = d0S* albo -^jj =  dos«;

ab =  ABdos a.

88. W ażna uwaga. Każda linia prosta AB ma dwa kierunki 
wprost sobie przeciwne; jeden, idący od A do B, który 
się oznacza przez AB; drugi przeciwny, idący od B do A, 
który się wyraża przez BA. Otóż, gdy się mówi że prosta AB 
czyni z osią X'X kąt a, trzeba przez to rozumieć kąt jaki kie­
runek AB tworzy z kierunkiem X'X. Zatem, rzut prostej AB, 
idącej od A do B, wyraża się przez wieloczyn ABdosa,



a zaś rzut prostej BA, idącej od B do A, przez ABdos(n+a) 
albo przez — ABdosa.

Dla większej dobitności wyrażają dostawę kęta dwóch 
kierunków AB i X'X piszęc dos(AB,X'X). Tym sposobem 
rzut prostej AB na X'X przedstawia się przez wieloczyn 
ABdos(AB, X'X), a zaś rzut prostej BA przez ABdos(BA, X X), 
albo przez — ABdos(AB,X'X). Jeśli więc, dla skrócenia, na­
zwiemy X kierunek X'X osi rzutów, i oznaczymy przez x  
długość AB, uważając ilość x  jako dodatnę albo odjemną 
według jak wskazuje kierunek tworżęcy kęt(x, X) albo kieru­
nek przceiwny, rzuty prostej AB i prostej BA będę dane ogól­
nie przez wieloczyn .cdos(a;, X).
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Można także zogólnić znaczenie ilości a. Jakoż, przypuśćmy 
że prosta OM obraca się około punktu 
O, tak żeby każdy jej punkt M opisywał 
okręg, i oznaczmy ogólnie przez a łut 
koła który punkt M przebiegł, zaczyna- 
jęc od punktu A osi AA. Widzimy 
łatwo że, jakiekolwiek prosta OM bierze 
położenie, jej rzut na AA' wyraża się 

zawsze przez wieloczyn OM dosa, i jest dodatny gdy punkt M 
znajduje się na pierwszym albo na czwartym ćwiercianie, a 
odjemny gdy M pada na drugim albo na trzecim ćwiercianie.

Z wszystkiego co poprzedza wynika że, jakikolwiek jest 
łuk a, rzut odcinka x  linii prostej, na osi XX, wyraża się 
ogólnie, co do wielkości i do znaku, przez wieloczyn

tfdosa albo ados [x, X).

Ostatnia notacya jest wielce użyteczna.
Ta uwaga nastręcza widoczne dowodzenie następujęcego 

zadania.



39. T w ierdzenie. Rzut wielokąta, zamkniętego, jest zero na 
wszelkiej osi.

Niech będzie wielokyt ABCDEF zamknięty jakikolwiek,
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B

płaski albo spaczony, zrzutujmy go na oś X'X. W tym celu, 
przez jeden z wierzchołków A, poprowadźmy do X'X płasczy- 
znę prostopadły A a, która zostawia cały wielokyt z jednej stro­
ny; jeśli przypuścimy że punkt ruchomy, wychodząc z A obiega 
obwód i powraca do A, jego rzutna XX opisuje rzuty wszys- 

.tkich boków wielokyta. Te rzuty sy dodatne albo odjemne, 
według jak punkt ruchomy oddala się od płasczyzny A a albo 
do niej zbliża. Owóż, oczywiście punkt ruchomy tyle się musi 
zbliżyć do tej płasczyzny, ile się od niej oddalił; więc summa 
algebryczna wszystkich rzutów na osi XX jest zero, jakie­
kolwiek ta oś ma położenie w przestrzeni.

40. W niosek. Ztyd wynika ważne następstwo które stano­
wi tak zwany metodę rzutów.

Jeśli z jednego punktu figury do drugiego można przejść dwiema 
drogami, rzuty tych dwóch dróg na jednej osi są równe.

I tak, na wielokycie ABCDEF z wierzchołka A do D 
prowadzy dwie drogi, jedna ABCD druga AFED. Więc, jeśli 
oznaczymy przez a, b, c, d, e, f  boki wielokyta, przez a, p, y 
kyty które kierunki AB, BC, CD boków pierwszej drogi czy- 
niy z osiy X'X, a przez e, S kyty które kierunki AF, FE, 
ED boków drugiej czyniyz ty samy osiy, będzie

•
adosa -f-^dosp -+- cdosy =  fdosy -4- edoss -t- <Moso.
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U waga. Dowodzeniu twierdzenia nie wymaga żeby rzuty 
były prostokątne, i wyraźnie pokazuje że to twierdzenie, ze 
swGini wnioskiem, jest także prawdziwe w rzutach pochyłych; 
byle tylko rzuty wszystkich punktów były wyznaczone przez 
płasczyzny równoległe do jednej płasczyzny. Ale powyższe ró­
wnanie stosuje się do samych tylko rzutów prostokątnych.

Przechodzimy teraz do głównych twierdzeń rzutów prosto­
linijnych, wyrażonych przez formuły, ważne w zastosowaniach. 
Jedna szczególniej z tych formuł będzie nam później po­
trzebna.

41. Niech będą trzy osie prostokątne OX, UY, OZ, i jaka­
kolwiek prosta, w' przestrzeni, która z niemi czyni kąty a, fł, v. 
Przez punkt O poprowadźmy do tej prostej równoległą OA, 
i weźmy na niej jakikolwiek punkt M mający rzuty P, 0, R 
na osiach OX, OY, OZ, i rzut N na płasczyznie XOY'; będzie

OP =• OMdosa, PNalbo OQ — OMdosft, NMalbo OR —OMdosy.

Owóż, równoległościan prostokątny 0PNQR, j iko wiadomo 
z geometryi, daje

ÓP2 -t- OtT -t- ÓR2 =  GM*
5
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albo, nazywając l, p, q, r długości OM, OP, OQ, OR,

(1) /»* -+- q% -+- r* =  P.

Więc, summa kwadratów z rzutów linii prostej na trzech osiach 
prostokątnych, jest stała i równa kwadratowi tej prostej, jakiekol­
wiek jest położenie układu tych osi w przestrzeni.

U waga. Jeśli równoległościan nie jest prostokątny, można 
łatwo, za pomocą rzutów, znaleźć związek każdej przekątnej 
z trzema krawędziami przyległemi i ich kątami. Jakoż, weźmy 
naprzykład przekątną OM (fig. powyższa), zrzutujmy obie drogi 
OM i OPNM na oś OM, i na trzy osie OP, OQ, OR które 
przypuszczamy nieprostokątne; stosując notacyę kątów wska­
zaną w nc38, i zachowując powyższe długości p ,q , r ,l, będzie

/ =  p dos (p, t) -t- q dos(ę, 1)-t- r dos(r, 1), 
l dos (l,p )= p -\-q  dos(q ,p)-br  dos (r , p), 
ldos(l,q) = p  dos(p,q) -4- q 4- rdos (r, q),
/dos(/, r)= p dos(p, r) 4- q dos (q, r)4-r.

Zkąd, mnożąc pierwsze równanie przez /, drugie przez p, trze­
cie przez q, czwarte przez r, i dodając, otrzymujemy formulę

(2) 1‘— p* 4- ęs4-r*4-ipq dos (p, q) 4- '2pr dos (p, r)+2qr dos(?,r),

której równanie (i) jest szczególnym przypadkiem.
Jeśli chcemy mieć wartości trzech innych przekątnych 

w funkcyi trzech krawędzi OP, 00, OR i ich kątów, dość jest 
w powyższej formule zamienić pewne znaki. I tak, biorąc na­
przykład przekątną NR, trzeba uważacie kąty UN.M i PNM 
są spełnieniami kątów POR i (JOR ; co daje

dos QNM =  — dos(p, r ) , dos PNM =  — dos (q, /•);
więc

= +  q2 4- r J ■+■ 2pq dos (p, q)—ipr dos (p,r) —2qr&os(q,r)
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Nazywajęc 1' i V przekętne wychodzęce z punktów P i Q, 
znajdziemy podobnie

l'1 = jt>2 -f- ę2 -+- r2 — 2\pq dos {p, q) — 2pr dos (p, r) -+- 2qr dos (q, r) 
—p* +  y2 +  r2— 2pqAo% (p,q) -+- 2prdos (p,r)—2qr dos(</,r).

Ztęd znane twierdzenie geometryi

p + 1'2 -+- r  +  i"1 =  \  (p* +  q* +  r2) .

42. Z równania (1) wynika znakomity wniosek. Jakoż, 
zastępując ilości p, q, r, przez ich wartości /dosa, /dosp, /dosy, 
będzie

(3) dos2a -+- dos28 -t- dos*Y =  1.

Więc, linia prosta czyni z trzema osiami prostokąlnemi trzy 
kąty takie, że summa kwadratów z ich dostaw jest równa jedności.

Jest więcej jeszcze. Jeśli w formule (3) zamienimy do­
stawy na wstawy, znajdziemy
(4) Wst2* -f- w st'8 -+- Wst!y —  2.

Owoż, figura jasno pokazuje że kęt y jest dopełnieniem kęta 
który prosta OA czyni z płasczyznę XOY; tak samo o dwóch 
katach a i ?j .  Więc kąty które linia prosta czyni z trzema rjłas- 
czyznaini proslokątnemi są takie, że summa kwadratów z ich 
wstaw jest roicna dwom jcdnościom.

43i Niech będzie teraz jakakolwiek prosta w przestrzeni, 
tworzęca z trzema osiami prostokętnemi OX, OY, OZ odpo- 
więdnę kęly ot', (f, y'. Jeśli chcemy otrzymać na tej prostej 
rzut odcinka OM prostej OA (figura poprzednia), dość jest 
Przez punkt O poprowadzić do pierwszej prostej równoległę 
OA' i na niy. zrzutować OM. Owoż, z punktu O do M 
można iść drogę OM albo drogę uPNM; rzuty tych dróg na
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osi OA są równe, co daje

OMdosAOA' =  OPdos* -t- PNdosfi' -t- NMdosy .

albo, nazywając 0 kgit AOA',

(4) /dos0 — ̂ dosa -f- ^dos;i' +  rdosf.

Więc, zn a ją c  r z u t y  l in i i  p r o s te j  na tr z e c h  osiach  p ro s to k ą tn y c h ,  

o tr z y m a  s ię  j e j  r z u t  n a  ja k ie jk o lw ie k  o s i ,  r z u tu ją c  te  t r z y  r z u t y  

na tę  oś i  ro b ią c  su m m ę ito w y c h  r zu tó w .

44. Formuła (5) prowadzi do ważnego związku miedzy ką­
tami. Jakoż, podstawiając za odcinki p ,  q ,  r ,  ich wartości 
/dosa, /dosfi, /dosy, i odejmując spoiny czynnik l, otrzymu­
jemy formułę

(o) dosO =  dosa dosa' -4- dos|3 dosff -t- dosy dosy'

która daje k ą t dw óch  l in i j  p r o s ty c h  g d y  są  w ia d o m e  k ą ty  k tó re  

k a żd a  z  n ich  c z y n i  z  tr z e m a  o s ia m i p r o s to k ą tn e m i.

W niosek. Jeśli proste O A i O A' schodzą się w jedną, for­
muła (6) daje

dos2aj-f- doss3 *j- dos5y 1; 
wynik już wiadomy.

45. U waga. Powiedzieliśmy że teorya rzutów stanowi m e ­

to d ę;  aby pokazać jej użytek, przypomnijmy sobie z jaką pil­
nością, znalazszy formuły które wyrażają związki między li­
niami trygonometrycznemi, musieliśmy d y sk u to w a ć ,  to jest 
roztrząsać szczególne przypadki wielkości i znaku łuków, dla 
zapewnienia się że te formuły stosują się do wszelkich łuków. 
Otóż, za pomocą metody rzutów można otrzymać odrazu for­
muły ogólne, i uniknąć dyskussyi.

Jakoż, nazywając, jako zwykle A początek łuków\ T punkt 
w którym średnica przechodząca przez skrajność M łuku x



spotyka styz:, widzimy zaraz że promień OA jest rzutem od­
cinka OT, a wiemy że długość tego odcinka, dodatna albo 
odjemna, wyraża sieza Więc, na mocy uwagi n° 38, mamy

OA =  OTdos(OT, OA);
zkęd

1 =sieadosx albo siezf— — •dosz.-

Szukajmy teraz styza Oczywiście odcinek AT jest rzutem 
odcinka OT; co daje

AT =  OTdos(OT, AT) =  OTwst (OT, OA);

odcinki AT i OT wyrażają styzr i sieza Owoż, jeśli siez- jest 
dodatna, wst(OT, OA) =  wstz;; a jeśli sie.r jest odjemna, 
wst (OT, OA) =  — wstz-; więc jest zawsze

, , wstz-styz — siez wst x ; zkąd 'styz-=

WŁASNOŚCI FUNDAMENTALNE FUNKCYJ KOŁOWYCH-

D O D A W A N I E  Ł U K Ó W

48. IVstawa i dostawa summy i róinky dwóch luków. Ma- 
jęc dane wstawy i dostawy dwóch 
łuków, można otrzymać wstawę i 
dostawę summy albo różnicy tych 

v łuków. Jakoż, niech będę a i b dwa 
dane łuki. Jeśli weźmiemy, na kole 
promienia OA — 1, łuk AB =  a, łuk 
BC =  ó =  BK, i spuścimy prosto­

padłe BD,CF. KI na AA', prostopadłę CE na OB; będzie

wsta =  BD, dosa =  OD, wstA =  CE, dosA =  OE.
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38 KSIĘGA P I E R W S Z A

Teraz, aby wyrazić wstawę i dostawę summy albo różnicy 
dwóch luków, w funkcyi ich wstaw i dostaw, uważajmy że, 
prowadząc przez punkt E prostopadłą EG i równoległe EH 
do AA', mamy

wst(a +  b) =  CF =  EG -+- CII, 

dos(a 4- b) — OF =  OG — HE 

wst(a — b) —  KI =  EG — CH 
dos(a — b) — Ol == OG -+- HE.

Owoż, trójkąty podobne OEG i OBD dają

zkąd,

EG_OG__ OE
BD “  OH ~  OB’

„„ BD. OE t , ,EG =  —tttt— =  wsta dosa

OG =

OB '
OD. OE 

OB : dosa dos/y.

Trójkąty CEH i OBD, mające boki prostopadłe każdy do 
każdego, są także podobne i dają

CH HE CE
OD BD OB ’

ztąd wynika
r „ OD.CE CH =  ■ — =  dosa wsta

HE

OB

BD. CE 
: OB : : wsta w sti.

Więc,podstawiając wartości EG, OG, CH, HE, otrzymujemy
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cztery szukane formuły

(1) wst(a -+- b) —  wsta dosi -+• dosa wstó
(2) dos(a -+-b)—  dosa dosó — wsta wsló
(3) wst(a — b) =  wsta dosó — dosa wsti

(4) dos(a — b) =  dosadosó -i- wsta wstó. (*)

47 W dowodzeniu powyższych formuł przypuściliśmy że 
łuki a i b sę dodatne, i ich summa a -t-ó mniejsza od ćwier- 
cianu; nadto, otrzymaliśmy formuły (3) i (4) w szczególnym 
tylko przypadku w którym łuk b <  a. Okażemy teraz że, ja­
kiekolwiek sę łuki a i b, dodatne albo odjemne, i tak wiel­
kie jak się podoba, wszystkie cztery formuły sę prawdziwe, 
wtedy nawet gdy trójkąty które służyły do ich wyznaczenia 
nie istnieję.

Itak, 4° formuły (1) i (2) sę prawdziwe gdy łuki a i b 
nie sę większe od ćwiercianu, ale ich summa przechodzi ćwier- 
cian. Jakoż, nazywajęc a' i b' dopełnienia łuków a i b,

to je s t: czynięc a =  2 — a', b =  -  — //,

będzie a -h b ' =  n — a — b < -  :
2 ’

a, na mocy otrzymanych formuł, mamy

w s t( a '- t - b') =  w s ta d o s i '- f -  d o sa 'w stó ' 

dos(a ' -4- b ) =  d o sa 'dos6 ' —  w s ta 'w s ti ';

(*) Dla łatwiejszego spamiętania tych czterech formuł, ważnyen 
szczególniej w ich następstwach, trzeba uważać że we wszystkich łuki 
idę w porzędku a, b. Co do znaków, ponieważ w pierwszym ćwiercią- 
nie wstawa rośnie z łukiem, przeciwnie dostawa maleje, to przypomina 
że rozwinięcie wst(a-j-ó) albo w st(a— 6) zachowuje swój znak -f- 
albo —, a przeciwnie rozwinięcie dos(a-j-ó) albo dos(a— b) przemie­
nia znak - ( - n a  — albo — na -(-.
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więc, podstawiając zamiast a, b' ich wartości Ą — a, £ — b, 

i uważajęc że

wst(a' 4- b) =  wst(ar — a — ć) =  wst(a 4- b), 
dos(«' 4- b') =  dos(z — a — ć) =  — dos(a 4- b), 

znajdziemy

— dos(a 4- b) =  wsta wst6 — dosa dość, 

to s£ właśnie formuły (1) i (2).

2° Powiedam teraz że, jeśli formuły (1) i (2) sę prawdziwe 
dla łuków dodatnych a l b  pewnej wielkości, to sę także 
prawdziwe, gdy się doda ćwiercian do jednego z tych łuków 
albo do każdego.

Jakoż, dodajęc ćwiercian do łuku a, będzie

wst ^a 4 - 1 4- bj  =  dos (— a — b) — dos (a +  i); 

ale z założenia

więc, podstawiając wartości wsta i dosa, otrzymujemy

wst(a +  4) =  dosa wstć 4- wsta dość

dos (« 4  4 ) =  dosa dość — wsta wstć.
zatem

Owoż, uważajęc a +  ^ za jeden łuk, mamy

wst (a 4- 5  4- ć



Dodając ćwiercian do obydwóch łuków a i i, i rozumu- 
mując podobnie, znajdziemy
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Te dwa wyniki pokazują że można, nie naruszając formuły (ł) 
dodać do każdego z łuków a i A ćwiercian, albo wielownik 
ćwiercianu. A żeśmy, dowiedli tej formuły gdy summa dwóch 
łuków a i b nie przechodzi półokręgu, więc ona jest praw­
dziwa dla dwóch łuków dodatnych tak wielkich jak się po­
doba.

3°. Pozostaje nakoniec do okazania że formuła (1) jest 
prawdziwa, gdy jeden z łuków a i b albo obydwa są odjemne. 
Przypuszczając że łuk b jest odjemny jakikolwiek, można 
zawsze wziąć liczbę k całkowitą i dodatną taką, żeby różnica 
2kr. — b była dodatna; zatem, na mocy 2°, będzie

wst (a -+- 2A- —'A) =  wsta dos (2Â  — b) -t- dosa wst (2At: — b).

ztąd, odejmując 2A-̂  od łuku 2Az — b, co bynajmniej nie 
przeinacza jego linij trygonometrycznych, otrzymujemy

wst (a — b) — wsta dos (— b) -t- dosa wst (— b)
— wsta dosA — dosa wstA.

Co jest właśnie formułą (ł).
Dowiedzie się tak samo że formuła (1) jest prawdziwa, gdy 

°ba łuki a i A są odjemne jakiekolwiek.
Więc formuła (1) jest prawdziwa dla łuków a i A jakich­

kolwiek, dodatnych albo odjemnych, czyli jako się mówi, jest 
formułą ogólną.
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Formuła (2) wywodzi się z formuły (1). Co 

dos (a -+- b) =  wst — a — b j ; 

owoż, na mocy ogólności formuły (1), mamy 

wst^5—a—bj = w s l^ —a\ dos(—6)-t-dos^ — aj wst(—b)

zatem
=  dosa dosi — wsta wst6; 

dos (a -ł- b) =  dosa dosi — wsta wstó;

przychodzimy tym sposobem do formuły (3). Więc ta formuła 
jest także ogólna.

Formuły (3) i (4), wywodząc się z ogólnych formuł (!) i (2) 
przez zamianę b na — b, s? temsamem ogólne.

48. Widzieliśmy że trzy ze czterech formuł (ł), (2), (3), (4) 
wywodzą się z jednej, byle ona była ogólna. Otóż, za pomoc? 
metody rzutów można otrzymać wprost tak? formułę, i z niej 
wyprowadzić trzy inne. Co właśnie uczynimy; nic dlatego 
żeby unikn?ć dyskussyi, która jest niezaprzeczalnie pożyteczna, 
ale żeby dać jeszcze lepiej poznać ważność samej metody.

Ponieśmy łuki a i b na okr?g ich promienia. Zaczynnj?c 
od początku A., połóżmy najpierwej łuk 
a =  AM; po czeui do jego skrajności M 
przystawmy łuk b — MN, prowadz?c 
każdy z łuków w kierunku AB albo 
w kierunku przeciwnym, według jak 
jest dodatny albo odjemny. Id?c tak 
wskazań? dróg? z A do N, otrzyma­
my łuk który będzie równy summie

algebrycznej a-i- b.
Poprowadźmy teraz średnicę MM', i z punktu N spuśćmy
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na nią prostopadłą NP; ta prostopadła przedstawia wstA, do­
datni albo odjemną wedługjak punkt N, idąc od M, leży na 
półokrę.gu dodatnym albo odjemnym; odległość OP wyraża 
dosA, także dodatną albo odjemną według jak spodek P wsta- 
wy pada na promieniu OM albo na jego przedłużeniu OM'. 
To ustaliwszy, połączmy ON, i uważajmy że, ze środka koła O 
do punktu N prowadzą dwie drogi: jedna prosta ON, druga 
łamana OPN. Rzuty tych dwóch dróg na osi A'A są równe; 
więc mamy (40)

ONdos(ON, OA) =  OPdos(OP, OA) -+- PNdos(PN,OA).

Owoż, promień ON jest wzięty za jedność linijną, i oczy­
wiście dos(ON, OA) =  dos(a-f-A); a wiemy, na mocy uwagi 
n° 38, że, jakiekolwiek są znaki linij trygonometrycznych 
NP i OP, będzie zawsze

OP dos (OP, OA) =  dosA dos a

PNdos (PN, OA) — wstA dos -t- =  — wstA wsta;

więc, podstawiając te wartości, znajdujemy ogólną formulę

dos (a -+- A) =  dosa dosA— wsta wstA,

z której, jakośmy zwiastowali, wywodzą się trzy inne. Więc 
wszystkie cztery formuły są ogólne.

49. Znając wstawę i dostawę ilukolwiek łuków a, A,¢ . . . ,  
można łatwo wyznaczyć wstawę i dostawę ich summy. I tak, 
biorąc naprzykład, trzy łuki a, A, c, dość jest, w formułach 
(ł) i (2), zamiast A położyć A-t-c, i rozwinąć wst(A-t-c), 
dos (A -t- c) za pomocą tych samych formuł; co daje najpierwej

wst ( a + A + c )  =  wsta dos (A -ł- e) -ł- dosa wst (A +  c) 
dos (a A -f c) —  dosa dos (A -+- e) — wsta wst (6 •+- c);
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po czera, wykonawszy wskazane rachunki, otrzymujemy

wst (a -ł- b ■+- c) =  wsta dosó dosc -t- wsti dosc dosa
-+- wstc dosa dosft — wsta wsti wstc,

dos (a -+- b ■+■ c) =  dosa doeó dosc — dosa wstówstc 
— dosft wstc wsta — dosc wsta wsti.

Znając wslawę i dostawę summy trzech łuków, znajdziemy 
tym samym sposobem, wstawę i dostawę summy czterech łu­
ków; potem pięciu; i tak dalej.

Trzeba uważać że te wszystkie formuły sę symetryczne wzglę­
dem liter a, b, c ,d . . to jest, nie zmieniają się gdy prze­
mieniamy dwie jakiekolwiek litery jcdnę na drugę; zatem, 
jeśli w rozwinięciu dos (a ■+- b -+- c), naprzykład, jest wyraz
— dosa wsti wstc, z przyczyny symetryi muszę być wyrazy
— dosó wstc wsta i — dosc wsta wsti.

50. Styczna i dotyczna. Szukajmy teraz stycznej i dotycz- 
nej summy i różnicy dwóch łuków, znajęc stycznę i dotycznę 
tych łuków.

Mamy

sty [a -+- b) wst (a b) wsta dosó -4- dosa wstó.
dos (a —t- A) dosa dosA — wsta wst4’

zkęd, dzielęc oba wyrazy ułamka przez wieloczyn dosa dosi, 
otrzymujemy

(3) sty (a -+- b) — sty a -i- sty 4 
1 — stya styó

Jeśli w formule (5) zamienimy b na — b, będziemy mieli

sty (a — b) = stya — sty/7 
1 +  stya styó(6)



Takim samym sposobem, jako wyżej, nietrudno otrzymać 
dot(a +  ó) wfunkcyi dota, dotft; ale prościej jest wyprowa­
dzić tę formułę z równań (o) i (6), biorąc odwrotność stycz­
nych ; co daje odrazu formułę
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dot (a ±  b) = dotadotirpl 
doti +  dota j

w której znaki wyższe idę razem i znaki niższe także razem.
Widzimy że sty (a -+- b) wyraża się stosunkowo, to jest bez 

pierwiastników, w funkcyi stya i sty i ;  podczas gdy nie mo­
żna wyrazić stosunkowo wst (a -+- b) wfunkcyi wsta i wstó, 
ani dos(a-i-6) wfunkcyi dosa, dosft. Albowiem, 
dosa =  \  \ — wst2a, dosi — \Ji — wsts6, i wsta =  \' 1 — dos2a, 
wstó =  \' l — dos*6; więc, gdyby z formuły wst (a -4- b) chcia­
no wyrugować dosa, dosJ, toby ona musiała zawierać oba 
pierwiastniki \' 1 — wst!a, \J I — wst2ó. Tak samo dos (a -+- b) 
zawierałaby pierwiastniki \J l — dos2a, \J i — dos26, wyją­
wszy szczególny przypadek b — a.

Uwaga Dla otrzymania formuły (5), dzieliliśmy przez dosa dosó; 
co przypnszcza że żaden z dwóch czynników dosa i dosft nie jest 
zero; trzeba więc sprawdzić formulę w przypadku dosa=*0, dos6 =  0.

1° Jeśli dosa = 0 ,  będzie a — (2fc-j-t) i stya =  cc; wtedy for­

mula (a) staje się

sty (/w+ 1  +  0 ) = -  ̂  albo — doti =  — f§- •

Zęby wiedzieć co znaczy druga strona symboliczna, podzielmy licznik 
i mianownik formuły (a) przez stya; znajdziemy ułamek
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którego wartość dążv do --------
— styó

czenie; więc, gdy dosa =  0, formula

w miarę jak stya rośnie nieskoń -

(5) daje

co jest właśnie jej sprawdzeniem.
2° Jeśli dosa =  0 i dosó =  0, wtedy stya =  oc, sty6 =  oo, i 

formula (S) bierze kształt

Zęby znaleźć prawdziwą wartość drugiej strony równania (o), podzielmy 
icznik i mianownik przez wieloezyu stya styó; co da

_L _L
styó +  stya

stya styó

Owoż, gdy stya =  oo i styó =  oo, wartość tego ułamka staje się 0, 
i sprawdza formulę (5). Więc ta formula jest ogólna.

51 . Można wyrazić styczną summy ilukolwiek łuków w funk- 
cyi stosunkowej stycznych tych łuków. Biorąc naprzykład trzy 
łuki a, b, c, będzie najpierwej

Sty(a +  ó +  C) =  A a +  ^ ( 6 +  C) ;
1 — stya sty (ó -+- c)

ztąd, ponieważ

Wynika 

sty (a' ■

sty (ó +  c ) = - i f c L S l ,
1 — styó styc

, _ slya +  styó -+- styc — stya styó styc
1 — stya styó — stya styc — styó styc

Bożwinie się podobnie sty(a -i- ó -t- c +  d) za pomocą 
poprzedzających formuł, kładąc c-\-d  zamiast c; i tak dalej.

U waga Nietrudno znaleźć ustawę wedle której rozwija się 
styczna summy n łuków. Jakoż, uważając że rozwinięcie jest 
symetryczne co do liter a, ó, c,,.., i oznaczając przez SlSj.S.,,.
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summy wieloczynów stya 4-  sty b , styastyó-f-styastyc-ł-., 
etc; otrzymamy

s t y ( a 4 - 6  +  c +  d 4 - . . . )  —  +  _

f o r m u ł y  p r z e k r z t a ł c e n i a  s u m m y  a l b o  r ó ż n i c y

NA W I E L O C Z Y N ,  I N A W Z A J E M .

52. Kombinując formuły (1), (2), (3), (i) przez dodawanie 
albo odciąganie, otrzymujemy

wst [a -t- b) +  wst (a — b) =  2wsta dos&, 
wst (a 4- b) — wst (a — b) —  2dosa wst6, 
dos (a + b) 4- dos (a — b) =  2dosa dos&, 
dos (a — b) —  dos (a 4- b) =  2wsta wstfc.

Za pomocą tych formuł, można łatwo zamienić summę i ró­
żnicę wstaw albo dostaw na wieloczyn, uważając tylko że łuki 
czynników są połową summy i połową różnicy łuków które 
wchodzą do summy albo do różnicy dwóch linij trygonometry­
cznych; to jest

(a 4-  b) 4- (a — b) .  (a 4-  b) (a b)
a— -  i 2

Tym sposobem znajdujemy zaraz że, naprzykład,
wst60° -j- wst40° =  2wst50° doslO" 
dos40° — dos60° =  2wstoOl) wst 10°.

Nawzajem, żeby zamienić wieloczyn wstaw i dostaw na 
summę, dość uważać że łuki summy albo różnicy, tych dwóch 
linij trygonometrycznych, są summą i różnicą łuków które 
wchodzą do czynników; co daje odrazu

dos70° wst50°= ~ (Wstl20° 4- wst20°), 

wst36° wsl40° — |  (dosi0 — dos76°j.
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Inaczej. Jeśli uczynimy jako zwykle

a -4- b =  p , i a — A =  y ,
zkęd

p -+- q ■ , p — Ua— C— 1  i ,
»

formuły (7) stanę się

wst/? -+- wsty =  2wst -  dos ̂  q 2 ,

\ wst/? — wsty =  2dos - -p-  wst ̂  ( - ,
( 8)  ' . L

i dosp -4- dosy =  2dos  ̂ 2. dqs^  ̂2 ,
i (losy — (losp == 2 w s t2 _ —2. ws t ^ — •

Te cztery formuły stużą do przekształcenia summy albo ró­
żnicy dwóch wstaw albo dwóch dostaw na wicloczyn wstaw 
i dostaw; ale, do przekształcenia wieloczynu na summę albo 
różnicę, formuły (7) sę dogodniejsze.

Można także przekształcić na wicloczyn summę albo różnicę 
wstawy i dostawy.

Jakoż,

wst/? ±  dosy =  wst/? ±  wst ^  — y j ; 

zatem, na mocy powyższych formuł, będzie

wstp -f dosy =  2wst +  ~j dos — |  j

w ty  — dosy =  2dos wst •



Z kombinacji formuł (8) przez dzielenie, wynikają inne 
formuły o których wiedzieć należy. I tak
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wst/) -4- wsty 
wst/) — wstq ' 
wstp -ł- wstę

(dos/) dosy
wstp -i- wst</_

dos# — dos/) 
wstp — w sty _  
dos/) -f dosg'— 
WSt/) —  wsty _  
dosg — dos/)

wst ̂  (p-hg) dos { (p—q) 
dos J- ip'+-q) wst y (/) ęj

: sty ‘ (p-hq)

sty \(p+q)
sty i (p—q)

dot )(/>—?)

sty i  (/)— 9/

dot i ( / )+ |7)

i a i i g = dot;  (p+?) dot u p - , ) .

Pierwsza z tych formuł jest często używana, i wyraża się 
następujęcera wysłowieniem :

Summa dwóch tostaw ma sic do ich różnicy, jako styczna potowy 
Summy odpowiedających łuków ma sic do stycznej połowy różnicy 
tych łuków. (*)

MNOŻENI E ŁUKÓW.

§3. Wstawa i dostawa. Jeśli w formułach (I) i (2)

wst (a-r-b) =  wsta dosi -+- dosa wsta 
dos (a -t- h) — dosa dosi — wsta wsló

przypuścimy b — a, będzie
(10) wst2a — 2wsta dosa
(H) dos2a =  dos5a — wst!a .

/
Te formuły daję wartość wst2a i dos2a w funkcyi wsta 

S dosa.

(*) Zobacz notę na końcu dzieła,
4
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54. W formułach (1) i (2) przypuśćmy b— 2a, będzie

zastępując teraz wst2a i dos2a przez ich wartości (10) i (11), 
i redukując, otrzymamy

Te dwie formuły daję wartość wst3a w funkcyi wsta, i war­
tość dos3a w funkcyi dosa.

U waga. Formuła (13) wywodzi się z formuły (12) zastępu-

Możnaby teraz,przypuszczając b=3a  wformułaeh (1) i (2), 
albo zastępując a przez 2a w formułach (10) i 11), znaleźć 
wartość wst4a i dos4a w funkcyi wsta i dosa; ale na teraz 
zostawiamy ten rachunek na ćwiczenie. Wyłożymy w księ­
dze IYei ogólne formuły które daję odrazu wartości wstma 
i doswa w funkcyi wsta i dosa, jakakolwiek jest wielkość 
całkowitej m.

55. Styczna i dotyczna. Jeśli w formule (5)

wst3a =  wsta dos2a -+- dosa wst2a 
dos3a =  dosa dos2a — wsta wst2a;

(12)

(13)
wst3a =  3wsta — 4wst*a 
dos3a= 4dos3a — 3dosa.

jęc a przez ^ — a.

sty (a - f  b)= stya -j- styó
1 — stya styft

uczynimy b — a, będzie

(14)

Ta formuła wyraża wartość sty2a w funkcyi stosunkowej 
ze stya.



Jeśli w tej samej formule (5) uczynimy ó =  2a, otrzymamy
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=  i tyo +  sty2L  
i — stya sty2a

zk§d, zastępując sty2a przez jej wartość (14), wynika

Po tem co poprzedza nie trudnoby otrzymać sty4a, następnie 
styoa,,... w funkcyi stosunkowej ze stya; ale damy póżnie- 
ogólny sposób wyznaczenia styma w funkcyi stya.

U waga. Jeśli potrzebujemy dot2a w  funkcyi dota, dość

wzięć odwrotność stv2a, i w niej zastęp'; stya przez —1—;dota
co daje

56. Wstawa i dostawa. Rozwiężmy następujęce zadanie

(15)

dot2a = dot2a — 1 
2dota

DZIELENIE ŁUKÓW.

Mając daną dosa znaleźć wst ̂  i dos ? - 

Jeśli, w formule
dos2a =  dos2a — wst*a

zamiast a położymy ^ , będzie

dos2 -  — wst2 % =  dosa 
2 2
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nadto, jakikolwiek jest łuk, mamy zawsze 

wst* | -t- doss ̂  =  1 •

Z tych dwóch równań, przez odciąganie i dodawanie, wy­
prowadzamy dwa ważne związki

(16) 2wsls ̂  =  1 — dosa albo dosa =  l — 2wstJ^' ' 9 2

(17) 2dos!  ̂=  ł 4 -dosa albo dosa — 2dosl  ̂— 1 ;

zkąd

(18) „ s, | = ± v / i ^ ° 5  i d ,s 2 = ± v A 5 2 5

Uwaga. 2wst! | wyraża wst.odwr.

Nie trudno wytłumaczyć dlaczego znajdujemy dla wsl ĵ

idosp dwie wartości równe i znaków przeciwnych. Zwa-

żajmy albowiem że daną ilością jest nie łuk a  ale dosa. Owoż, 
łuki mające dang dostawę sg wszystkie zawarte w podwójnej 
formule

a  —  'ik r . ±  a ;

więc wartości wst 2 i dos ? wyrażaj? się przez

wst I  =  wst ( h c  ±  dos 5 =  dos (  fcr ±  l ) .

Jeśli teraz weźmiemy za k  liczbę parzystą, te dwie formuły 
Staną się

wst| =  ± * st| i dos | =  dos | ;
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a jeśli za k  weźmiemy liczbę nieparzystą, te same formuły 
będę

wst |  =  wst (* ±  | j  =  =p wst |

d o s | =  d o s ^ ± ^ =  — d o s |.

To dowodzi że wst- ma dwie wartości równe i znaków 
2

przeciwnych, ± w s t? ;  i podobnie dos? ma także dwie

wartości równe i znaków przeciwnych, d t dos ? •

57. Jeśli łuk a  jest dany, wtedy wiadomy jest znak wstawy 
i dostawy połowy tego luku, i formuły (18) wyznaczają zupełnie

wartości \vst?» dos?.
U M

I tak, jeśli łuk a  jest zawarty w pierwszym ćwiercianie, 
mamy

,ns . a j \  — dosa . , a /1 -)- dosa
(9) w s t - = y / — 2—  1 d 2 =  V '  a " ~ ’

Naprzykład, dos30°=iy/3; więc

wst 15° =  1 ^ 2  — V/3 = |  (V6 — V2)» 

dos 15°=i  +  = \ ( \ / 6  +  \/i)-

Weźmy teraz łuk a =  1300°; będzie dosI300°= — dos40°; 

wst ? =  wsl630° =  — wst70°, dos ? =  dos70°;
J t J

Więc

2 V 2 2 V 2
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58. Mając daną wsta, znaleźć wst? i dos?. Z dwóch£
rownan

2wst -  dos ? =  wsta 
2 2

wst8 ? -4- dos8 -  =  1 
2 2

wywodzimy, przez dodawanie i odciąganie,

^wst ? -+- dos ?^ =  1 -t- wsta

zkąd

a zatem

(20)

|wst ? — dos ? j = \  — wsta;

wst ? -t- dos ? —  a r  oT + w sta  2 2 v

wst |  — dos |  =•_ _ yji — wsta; ■

wst |  =  ±  i  y/ł H- wsta zb |  y/l — wsta 

dos ? =  zb i  y/ ] -+- wsta zh |  \Ji —■ wsta •

Ponieważ znaki pierwiastników są niezależne jeden od dru­

giego, te formuły dają, dla każdej z dwóch ilości wst? i dos?, 

cztery wartości równe i znaków przeciwnych, i widzimy na­

wet że wartości dla wst? są właśnie te same co dla dos?.2 2
To wszystko łatwo się wytłumaczyć może. Jakoż, danej wsta­
wię odpowiedają łuki zawarte w dwóch formułach (n° 26)

a =  2^x +  a, i a =  (%k ■+■ 1) i t— a;
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więc wartości dla w st| i dos^ sę 
A A

wst |  =  wst - t - . wst ^ =  wst (ku -4- j

dos|  =  d°s +  » d o s |= d o s

Jeśli teraz weźmiemy za k liczbę parzysty, powyższe równa­
nia stanę się

w s t | =  w s t |,  wst^ =  wst (~ — = d o s 2 
2 2 2 \2  2) 2

dos 5 =  d o s-, dos- =  dos ^  =  w s t |;2 2 ’ 2 \2  2/  2 ’

a jeśli za k weźmiemy liczbę nieparzysty, wtedy będzie

wst rr =  —  wst ̂  , WSt ^ =  — WSt fc -  _  =  — dOS 1 ?
2 2 2 \2  2) 2

dos |  =  — dos 2 , dos |  — dos =  — wst ̂  ;
2 2 2 \2  2 /  2

Widzimy tedy że wst^ i dos 2 maję każda cztery wartości
A A

± w s tg , ±  d o s W i ę c  zagadnienie ma cztery rozwięzania.

5 8 .  Za pomocę geometryi można jasno przedstawić te 
wszystkie wyniki. Jakoż, łuki odpowiedajęce danej w sta maję 

> 4  skrajności M i M' na jednej równole- 
7 “ 7 '-?1 głej do średnicy AA'; połowy tych lu-

A y  y. / _ ków maję skrajności we środkach N
Jj /° s t \7- j q łuków AM i AM', albo w pun-

\  j  J  ktack średnicowo przeciwnych N' i Q'.
y \ __ Sę więc cztery wstawy, NP i N'P',

OS i Q'S', równe i znaków przeciwnych, i także cztery dos-
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tawy, OP i OP', OS i 0'S', równe i znaków przeciwnych; a 

ponieważ łuki A N = 2 i A Q = ? —-  sg dopełniające, wsta-
— M -

wa łuków majgcych skrajność N albo N' jest d os ta wg łuków 
majgcych skrajność Q albo Q'. Ztgd wynika że cztery warto­

ści dla w s t| sg te same co cztery wartości dla dos~.

5 9 . Gdyjest dany łuk a , wtedy oczywiście wst^ ma 

tylko jedng wartość, i dos^ także jedng. Aby wiedzieć którg

ze czterech wartości, wskazanych przez formuły (20), wzigć 
należy, uważajmy że, majgc łuk a, znamy zaraz znak wartości

wst^ i dos^, i wiemy która z nich większa od drugiej; zna- 
Z Z

my tym sposobem znak pierwiastników w równaniach z któ­

rych się wywodzg wartości wst? i dos -•
Z 2

I tak, jeśli łuk a jest zawarty w pierwszym ćwiercianie. 

wtedy^wst-  * dos“ 0bie dodatne; i wst? <  dos ? ,

bo wst? <  wst4a°, a zaś dos? >  dos45°.
2 2

To dowodzi że trzeba wzigć równania

wst ? +  dos ? =  -j- \Jl wsta 
Z —

wst ? — dos ? — — \Jl — wsta ;

Więc, w pierwszym ćwiercianie, wartoci wst? i dos? sg

[ wst ? =  * V1 +  wsta — 5 \ ,t — wsta

(21) I i _____  d _____
[ dos -  =  -  \J 1-4- wsta -t- 5 yl — wsta *
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Jako zastosowanie, szukajmy wst9° i dos9°, wiedząc (9) 

że wstl8° =  i  (V B -l) .

Mamy zaraz

wst9° =  I  y /n -J (V 5 -i)  ~  l \ / ł “  \ (V* -  0  i
albo

wst9<* = 1  y / 3 +  y/ś —  ̂ — •

Tak samo

dos9° =  -  y / 3 +  yo -4- j  y / 5 — \̂ 3 •

Szukajmy teraz wstawy i dostawy połowy łuku 1024°. Wi­
dzimy że

wst ̂  =  wstot 2“ =  wst28°, i dos |  =  — dos28°, 

wata =  wst304° =  — wsto6°,
Więc

wsi ^ -+■ dos ^ =  wst28°— dos28° =  — y'l — wsta6° i 
2 2

wst ̂  — dos % =  wst28° -+- dos28° =  -+- v/l -f- wst56u;2 2 1

a ztęd

w10| - =  4 -1 \J{ -+- wstod"— ^ v̂ l — wst36° 

dos \  Vl +  wst56° — \/l — wst56u 1

60. U waga. Można otrzymać formuły (20), rozwigzujęc 
wprost równania

2wst ^ dos ̂  =  wsla wsi1 ^ +  dos8  ̂=  1 .2 2 2 -
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Jakoż, rugując wst - ,  znajdujemy równanie dwukwadra-A
towe

4dos4 -  — 4dos8 ^ -+- wst8a =  0 , 
2 2

które daje

d o s -=  ± 1  y /  o ±: V4—4wstaa =  (\/l+wsta ± j \ / l—wsta).

Zatem

wst 1 =  1 WSta ■ =  — 5 (V1 +  wsta zp — wsta)
2dos -  

2

Te wyniki pokazują że trzeba brać znaki wyższe i niższe ra­
zem w obydwóch formułach.

61. Mając daną wsta znaleźć wst ĵ. Jeśli w formule

wst3a= 3  wsta — 4w st^^»

położymy |  zamiast a, otrzymamy formułęO

wsta = 3 w st^  — 4wst3 ^ .

Uczyńmy teraz wst)j=:x i wsta =  b, będziemy mieliO
równanie
(22) X5 — -  i  +  - = 0 ,4 4

Algebra uczy (co zresztą zobaczymy w księdze IY) że to ró­
wnanie stopnia 3«° ma wszystkie trzy pierwiastki rzeczywiste, 
i że ich summa jest zero.

Nie trudno, przez samą trygonometryę, dowieśdźżete pier­
wiastki są rzeczywiste. Jakoż, jeśli nazwiemy a najmniejszy
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dodatny z pomiędzy łuków mających daną wstawę b, wszys­
tkie łuki a  będą zawarte w dwóch formułach

a =  2A-x -1- a i a  =  (2 k  -ł- i ) n  — a;

zatem wszystkie pierwiastki powyższego równania otrzymają 
się z dwóch formuł

. (‘Ikr. a\ . . f2ktz x — a\
* =W !l ( ,-3 -+ 3 )  1 I = w s t (— +  — ) ’

w których k znaczy liczbę całkowitą jakąkolwiek, dodatną albo 
odjemną i nawet zero. Owoż, podstawiając za k trzy całkowite 
po sobie idące, naprzykład 0 ,1 , 2, widzimy że każda z dwóch 
formuł daje trzy wartości różne; a gdyby za k podstawiono 
jeszcze inne całkowite, łuki będąc powiększone albo zmniej­
szone całkowitą liczbą okręgów sprowadziłyby te same linie 
trygonometryczne. Ztąd wnosimy że wartości dla x  są nastę­
pujące

wsti- w,‘ (t + ś)' wsl(t +5)’
wst(i- 1)• wst(*-i)’ '"‘(t-I)-

Ale trzy ostatnie wstawy są równe trzem pierwszym; albo­

wiem łuki x—2 i ? są spełniające, a zaś łuki ^ |  
o 3 3 3

; 2x a 5x a . 4it a . . „„
T  +  3 ’ y  — 3 1 y + 3 czyni? summy równe

nieparzystej liczbie półokręgów. Więc równanie (2) ma trzy 
pierwiastki

wsta, WSt ( !  +  ? ) ,  W S t^  +  j ) ,

zawsze rzeczywiste a ogólnie nierówne, i więcej ich mieć nie 
może.



80 K S I Ę G A  P I E R W S Z A

To wiedząc, łatwo okazać że summa trzech pierwiastków 
jest zero.
Jakoż,

I)- ^ ( £ + 1 ) = - ^ ( 5 + i);
więc

w5t i + » ' s t ( | + ? )  +  wSt ( | + ;)

=  wst “ — 2 dos 5  wst 5  = 0 .
(i u  u

Ztęd wynika że dwa pierwiastki sę jednakowego znaku, 
a trzeci znaku przeciwnego.

Szukajmy teraz między jakiemi liczbami sę zawarte pier­
wiastki równania (22). Odróżniając dwa przypadki, według 
znaku danej wsta =  6 , będzie :

1° Gdy 6 > 0 ,  wtedy <x >  0 * < 5 ; zatem trzy łuki,

których wstawy są pierwiastkami równania (2 2 ), maję za grani ce

» <  5  <  g
2z a 2:r 5it
T < 3 +  T  < 1T
4-  a 4* 3ir
T < 3 + y  < ¥

Widzimy tedy że pierwszy pierwiastek, wst * 9 jest zawarty
J

1 i  i /-między 0  i drugi między -  i - y 3 ,  trzeci mię- 

dzy — ^ 3  i — 1 .
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Q -r
2° Gdy b <  0 wtedy a > 7 : i a < ~ ;  zatem

7T ol r.
3 <  3 ^  2 ’

a 2rc
x <  3 +  T <  ¥

3tc a 4^ 117i
3 <  3 +  3 <  6

Widzimy łatwo żc pierwszy pierwiastek jest zawarty mię-
1 -  1dzy - y'3 i 1, drugi między 0 i — trzeci między

J “ |VS.
To wszystko pokazuje że wartości samoiste trzech pierwias-

1 1 r-tków sę zawarte między liczbami 0, - \/31 1, i pier­

wiastki mające ten sam znak co wsta są właśnie dwa pier­
wsze .

W szczególnym przypadku gdy wsta— ±  1, równanie ma 

dwa pierwiastki równe których wartość samoista jest i; war­

tość samoisla pierwiastku pojedyriczego jest 1.
’ /

Jeśli jest dany łuk a, wtedy wst^ ma tylko jedną wartość*
O

i można zaraz wiedzieć który z trzech pierwiastków ją wyraża; 
bo znany jest naprzód znak tej wstawy i wiadome liczby mię­
dzy które wpada. I tak, niech będzie naprzykład a =  570°;

^70°ponieważ wsto70°<0 i wst =  wstl90° <  0, trzebaU
tvziąć ten z dwóch pierwiastków odjemnych którego wartość 

samoista jest mniejsza od

62. Dowodzi się łatwo przez geometryę że summa trzech
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pierwiastków równania (22) jest zero. I w samej rzeczy, ja­
kakolwiek jest dana wsta, dodatna

albo odjemna, zawsze jeśli
O

więc, na kole promienia 1, weźmie­

my łuk AB =  ^ i wpiszemy trójkęt
U

równoboczny BCD, prostopadłe BE, 
CF, DG, spuszczone z jego wierzchołków na średnicę AA', 
i wzięte ze znakiem -t- albo — według jak wierzchołki sę 
nad albo pod tę średnicę, będę przedstawiały trzy pierwiastki 
równania. A ponieważ dwa wierzchołki trójkęta równobocz­
nego RCD muszę się znajdować z jednej strony średnicy AA', 
i trzeci wierzchołek z drugiej strony, dwa z tych pierwiastków 
maję te same znaki, a trzeci ma znak przeciwny. Zatem, aby 
dowieśdź że summa trzech pierwiastków jest zero, dość okazać 
że DG =  BE-ł-CF. Poprowadźmy prostopadłę DH do BC 
i prostopadłę HK do AA'; będzie, w trapezie BCFE, 
BE-ł-CF =  2HK. Owoż, trójkęty prostokętne ODG, OHK sę 
podobne i daję

DG _ D O  .
HK — HO ’

j
ale apotema OH =  -  DO , więc DG — 2HK i temsamem

J ś

D G = B E + C F .
Ztęd wynika znane twierdzenie geometryi:

Jeśli z trzech wierzchołków trójkąta równobocznego spuszczono 
prostopadłe na jakąkolwiek średnice koła opisanego, summa dwóch 
prostopadłych, leżących z jednej strony tej średnicy, jest równa 
prostopadłej leżącej z drugiej strony.

63. Mając daną dosa, znaleźć do£ . Jeśli w formule
u

dos3a =  4dos3a — 3dosa
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Dołożymy -  zamiastO a, otrzymamy formułę

dosa =  4dos* |  — 3dos ^ •O o

Uczyńmy teraz dos^= x  i dosa — b, będziemy mieli ró-

wnanie

(23) X3— \ x — - b  =  0 4 4

które się wywodzi z równania (22), poprzedzającego zaga­
dnienia, zamieniając x  na —x\ ztąd wnosimy że pierwiastki 
tego równania są rzeczywiste, i ich summa jest zero.

Jednakże dowiedziemy wprost tego wszystkiego. Widzimy 
zaraz że łuki odpowiedające danej dosa są wszystkie zawarte 
w podwójnej formule

a =  2k7t±a;

zatem, wszystkie pierwiastki równania wywodzą się z formuły

w której k znaczy liczbę całkowitą jakąkolwiek, dodatną albo 
odjemną i nawet zero.

Owoż, jako już wiemy, aby otrzymać wszystkie wartości 
niewiadomej x, dość podstawić za k trzy całkowite po sobie 
idące, naprzykład 0, 1, 2; co daje następujące wartości

Ale trzy ostatnie dostawy są oczywiście równe trzem
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pierwszym: więc nasze równanie ma trzy pierwiastki

doS; ,  doS( | + ? ) ,  doS( | + i )

rzeczywiste, ogólnie nierówne, i więcej ich mieć nie może. 
Rozumując jako w n' 61, znajdziemy że wartości samoislc

tych pierwiastków są zawarte między liczbami 0, 1,
-  \3

i że pierwiastki znaku przeciwnego z dosa są dwa pierwsze. 
W szczególnym przypadku gdy dosa =  -4- 1 , pierwiastek po- 

dwójny jest — - , pojedynczy -4-1; gdy zaś dosa=: — 1,A
. { 

pierwiastek podwójny jest -4--, pojedynczy —1.

Nakoniec, nie trudno dowieśdź geometrycznie, że summa 
pierwiastków równania (22) jest zero. Jakoż, biorąc ostatnią 
figurę, widzimy zaraz że dostawa OE jest dodatna, dostawy 
OF i OG obie odjemne; ale KE =  KF, a trójkąty podobne 
ODG, OEH daję 0 G = 2 0 E ; więc OE =  OF-4-OG, albo

dosi +  J o s ( j +  j )  +  d°s( ^  + j ) = 0 .

U waga ogólna. Pierwiastki równania (22) posiadają zna­
mienitą własność : są funhcyą stosunkową, jeden drugiego.

Jakoż, oznaczając wst^ , wst 4. ~ J  , wst +  y  j

przez x, x , x", mamy najpierwej

wsl(3 + l ) = - 5 ', s l i + f dos5

i r.------- :
4 = - 2  +  Y V 1—

albo
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Ale, zamieniając w równaniu (23) x l na 1 — a.--*, i dosa 
na y'1 — wst4a ponieważ wsta jest wiadoma, otrzymujemy 
równanie (22); to podstawienie daje

V r a ( i - * j - V l - w s t ’a = ° ,  zkąd =

więc
..._ x  \J3 \J\ —wst8a

'L  ~  2 +  2 (t — l/r)  '
Tak samo

_ x' \J3 Vl—wst*a
^ — +  2 (1—l / 2) ‘

a- wywodzi się także stosunkowo z a ; albowiem

wst(3 +  t )  =  - ^ slI - f d°s I
albo

_ x  \/s VI—wstsa
X  ~  2 2 (1— 4./*)

Nawzajem, a  jest iunkcyą stosunkową z a-. Jakoż,

, a /ot 2r: 2-\ 1 /¾ 2*\
3 \3 3 3 /  2 \3 +  3 /

- I dM (s+r)-
albo

x  —wsts«
2 2 ( 1 - 1 / 4)

Pierwiastki równania (23) mają taką samą własność, która 
jest bardzo użyteczna; bo, za pomocą niej, znając jeden z trzech 
pierwiastków równania otrzymuje się dwa inne. Wprawdzie 
Przypadek pierwiastków równych wymyka się, ale wtedy pier­
wiastki równania łatwo się wprost wyznaczają.



66 KSIĘGA PIERWSZA

64. Z dwóch poprzedzających zagadnień wynika że, chcąc

znaleźć ogólnie wst^- albo dos—, w fuukcyi wsta albo

dosa, trzeba najpierwej utworzyć równanie dające wstma 
albo dosma w funkcyi wsta albo dosa, i potem zastąpić a

nrzez — • Ostatnie równanie będzie dla dos— zawszesto- 
1 m m

Dnia m- azaśdla wst — , stopnia 2m albo m wedługjak m1 ’ m
jest parzyste albo nieparzyste; jako później zobaczymy w księ­
dze 1Y.

Gdy m jest potęga liczby 2, można dość łatwo, w funkcyi

wsta albo dosa, otrzymać wsty i dosy, wsU i doslctc.4 4 o o
rozwiązując tylko równania stopnia 2s°.

Jeśli jest dany kąt a, wtedy zagadnienia znaleźć wst |  albo

dos % stanowią zagadnienie trójdzielenia kąta które, rozwią- 
«3

zane takim sposobem, zależy od równania stopnia 3«°.

65. Styczna idotyczna. Rozwiążmy następujące zagadnienie: 

Mając daną stya znaleźć sty 

Jeśli, w formule

sty2a 2stya 
1 — »ty8a’

położymy - zamiast a, będzie

( 2 4 ) s t y a ;
2styI
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zkąd

sty a sty21 -+- 2sty a-  — stya =  0 .

To równanie drugiego stopnia ma dwa pierwiastki rzeczy­
wiste ze znakami przeciwnemi, których wartości samoiste są 
wzajemne.

Można łatwo przez geometryę okazać że zagadnienie powinno 
istotnie mieć dwa rozwiązania. Ja­
koż, danej stycznej AT =  stya od- 
powiedają wszystkie łuki mające 
skrajności M i M' średnicowo prze­
ciwne; połowy tych łuków kończą 
się w punktach N i N’, P i P', i 

^  mają dwie styczne AS i AS'. A że 
średnica PP' jest prostopadła do 
średnicy NN', trójkąt prostokątny 
SOS’ daje

AS. AS' =  OA2;

więc, uważaj gc że odcinki AS i AS' sg znaków przeciwnych

i znaczę sty-, — dot?, będzie — —
sty^dot^ = — I .

Dochodzi się łatwo do tego wyniku przez trygonometryę. 

Rozwiązując równanie (24), otrzymujemy dwa pierwiastki

. a  — I dz v'l -+- stv2a 
2 stya

które zadość czynią zagadnieniu.
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Jeśli łuk a jest dany, wtedy równanie (24) wyznacza sty^,

bo jest naprzód znany jej znak. Itak, przypuśćmy a = 45°; 
ponieważ sty45° jest dodatna, będzie

. 45° .sty— =  - 1 + ^ 2

Uwaga. Znalezionoby takim samym sposobem do U w fun- 

kcyi dota.

66. Dobrze jest znać sty | i dot^ w funkcyi stosunkowej 

wsta i dosa. W tym celu mamy

a  wstyd _  2wsta{ a __2wst}adosy a
s ' 2 dosyd 2wstyddosyd 2dos*{d ’

więc, na mocy wiadowycli formuł,

, a 1 — dosa wrsta
S  ̂2 wstd 1 -+- dosa'

Po czem, biorąc odwrotność, będzie

, . a wsta 1 -i- dosadot -  = -----------= ------------•2 1 — dosa wsta

Można także otrzymać sty? i dot^ w funkcyi dosa; albo­

wiem
l a  w s t |a   / i — dosa
\ s  ̂2 dos j a ~~ V 1 -+- dosa

^  / , , a /1 -+- dosa
l 4ol3 = V n = d S
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W wysokiej analizie użyteczne są formuły które dajg. wsta 

i dosa w funkcyi stosunkowej ze s ty -. Aby je otrzymać, uwa- 

zajmy że

mtl=- £ l t= ,  •

2 Vi-4-sty’ i«  2 Vt-I-stysi«

więc

i wsta =  2wst ? dos ? =  —~sl  ̂ *n— 
j 2 2 l-t-sty* |a

( dosa =  dos* - — y stł -  =  —— st-v ?—■
I 2 2 1-i-styHa

67. Mając daną sty a znaleić sty? . Jeśli w formule
O

, „ 3stya — stv3a s l)3 « =  ,

zastąpimy a przez ?, otrzymamy
O

3sty? — sty3?
stya = ----- ------------ -

l - 3 s t y ! ?

Uczyńmy teraz sty? =  x  i stya =  b, będzie

< 2 8 > +  *  =  °

albo ar* — 3bx* — 3x -+- b —  0

To równanie 3s° stopnia ma trzy pierwiastki rzeczywiste.
Jakoż,łukiodpowiedające danej stya, są zawarte w formule

a — k^-\-a;
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zatem wszystkie wartości niewiadomej x  są dane przez for­
mułę

*= s1j(t + 5)’
w której, jako widzimy, dość podstawić za k trzy całkowite 
po sobie idące jakiekolwiek, naprzykład 0, 1, 2, żeby otrzy­
mać wszystkie wartości tej niewiadomej x. Ztąd wynika że 
równanie (28) ma trzy pierwiastki rzeczywiste

s* l - ■*§+!)• + l j + i ) <

i nie ma ich więcej.
Te trzy pierwiastki są różne. Równanie (28) nie może mieć 

pierwiastków równych, ponieważ różnica dwóch którychkol- 
wiek z trzech powyższych łuków jest mniejsza od półokręgu ir.

Szukajmy teraz między jakiemi liczbami są zawarte rzeczone 
pierwiastki.

1° Gdy stya >  0 i jest skończona, wtedy a >  0 i a < i t ;

zatem trzy łuki, których styczne są pierwiastkami równania, 
mają za granice

„ . a ic
0 <  3 <  3 ’

I < B+'i < i’
2lt 2-  oir
T  <  a +  T  <  fi-’

Widzimy zaraz że pierwszy pierwiastek sty* jest zawarty3
. 1

między O i drugi między y/3 i x  , trzeci między

r  . i 
~  ^  1 “  V3 •



2° Gdy stya <  0 i jest skończona, wtedy a > 5  i « < * ;  

zatem
TZ ^ a 7C
6 <  3 <  3

ic a Tt 2-t:
2 <  3 ^ 3  < Y

5tt ^  a &r
f. <  3 +  T  <  * '

Widzimy łatwo że pierwszy pierwiastek sty 2 jest zawarty
O

miedzy i —\/3, drugi między — V§ i — x , trzeci 

między O i ----•

To wszystko pokazuje że, gdy stya jest liczby skończony, 
wartości samoiste trzech pierwiastków są zawarte między licz-

bami O, — , \/3> 00 > i pierwiastki mające ten sam znak
y3

co stya są dwa skrajne.

3° Gdy stya =  oo, wtedy a =  ^ ; w tym szczególnym przy­

padku trzy pierwiastki równania są

. n i  . n . 5n 1sty sty -  =  oo, Sty—= ----
b V3 2 b \/3

Gdy jest dany luk a, można zaraz rozpoznać który z trzech

pierwiastków równania (28) wyraża sty^; bo znany jest na-

przód znak stycznej, i wiadomo czy jej wartość samoista 
jest mniejsza albo większa od i.

Uwaga. Można łatwo oddzielić pierwiastki równania (28), nie zwa­
żając na ich trygonomelryczne znaczenie.
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Jakoż, napiszmy to równanie jako następuje

-\-h =  0,x  (3 ?  —  3 \

h r )
rozróżnijmy trzy przypadki.

1° 6 > 0 .  Jeśli podstawimy x =  0, otrzymamy wynik -j-ó; jeśli 

potem, zwiększają; x, weźmiemy a">=— , znajdziemy wynik — oo;

następnie, biorąc x  — — -(- z i czyniąc e =  0, mamy wynik -j- oo,

a na x — \J3 odpowieda wynik -)- b : gdy x rosnąc staje się oo, 
wynik stanie się odjemny i będzie — oo ; nakoniec, jeśli zwiększając x

weźmiemy x  =  — \AT a potem x =  — -p  , znajdziemy wyniki

-j- ó i oo. Więc, gdy b >  O, pierwiastki równania są zawarte

między 0 i i x ,  — v/3 i — -j-
V3 V3

2° 6 < 0 .  Gdy a: maleje od O d o ----- ,  wyniki idą od — b
V 3

do oo ; potem, gdy x  maleje od — do — 00, wyniki idą 

o d — 6 do + 00; nakoniec, gdy x rośnie od —  do ^  wyni|d

idą od -j~ 00 do — b. Więc, jeśli b <  O, pierwiastki równania są za­

warte między o i - i  — y 3 i — 00,  ~  i _ ^ .

Tym sposobem pierwiastki równania (28) zostają oddzielone, i ich

°> ~j=>V 3
wartości samoiste są zawarte między liczbami

któreśmy znaleźli powyżej.

3° b =  cc. W tym przypadku równanie (28) daje

t — 3a5* =  O; zkąd x  — ±  -X= ;
yfi

Trzeci pierwiastek jest oczywiście 00. Co już wiadome.

\/3»
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W a ż n a  u w a g a . Pierwiastki równania (28) posiadają bardzo 
ważng własność : wywodzę się s to su n k o w o  jeden z drugiego.

Jakoż, oznaczajęc sty 2, s ty (2 + ? ! j ,  s t y ( 2 + y )

przez x, x , a/', mamy

sty (2 +  - )  = -----:-------
' i  — \fź sty 2

O

albo
, ____ x  - i -  \J3

X  ~ ~  1 —

Tak samo
aL+yą .

’ $  ;
albo jeszcze

„  x  —  \fs
X  —  j z  •

1 -h x y ‘A
Następnie

x  —ł— ^  fi
X ~ ----------------7 ~ r  ’1 —  X  \ .'i

Ta własność pierwiastków równania (28), teorycznie zna­
mienita, jest użyteczna praktycznie; bo, za jej pomocę, znajęc 
jeden z pierwiastków można zaraz wyznaczyć dwa inne.

68. Zogólniajęc widzimy że,aby otrzymać sty— w funkcyi 

slya, dość jest znaleźć równanie które daje styma w funk­

cyi stya, i w niem położyć — zamiast a. Ostatnie równaniem
będzie zawsze stopnia m.

Uwaga. Zagadnienie Mając da n ą  dola znaleźć dot2- wy-
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wodzi sit! z poprzedzającego; albowiem dot— i do ta są od­ro

wrotnościaini sty— i stya.m J

Zastosujmy teraz teoryę funkeyj kołowych do kilku zadań 
które są często użyteczne.

ZAGADNIENIA.

7*i

6 9 .  Zagadnienie I . Z s u m o w a ć  w s ta w y  i  d o s ta w y  n łu k ó w  

a , a  -f- hj a  -f- 2A, a  -+- 3A, . . .  9 a  -f- (n—1) h 

t lą c y c h  w  p o s t ę p j ^ £ r y t m e t y c : n ^ M ^ /

W równaniu1 •
wst (a-h 6) — wst (a — b) =  2dosa wstA

zastąpmy b przez h, i a przez a ■+■ nh, będzie

2wst/tdos (a -+ nh) =  wst [a ■+■ (n -i- d )  A] — wst fa -i- (n — d )  A]

Jeśli teraz zamiast n położymy jedną po drugiej liczby 
0, d, 2, . . .  n — d, otrzymamy ciąg równań :

2wstA dosa =  wst (a -+- A) — wst (a — A)
2w7stAdos (a -+■ A) =  w'st (a -t- 2A) — wst a 
2wstA dos (a h- 2A) =  wst (a -+- 3A) — wst (a -+- A)
2w'stA dos (a ■+- 3A) =  wst (a -h iA) — wst (a -+- 2A)

2wstA dos [a -+- («—d) A] =  wst(a -+- nh) — wst [a -+-(n—2)A].
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Dodając stronami te równania, mamy

-wstA [dos« 4- dos(a -+- A) -+- dos(a -+- 2A) 4 - ... dos [a+(n - ł)A ]  

=  wst (a 4- nh) 4- wst [a 4- (n — 1) A] — wsta — wst (a—li) 

=  2dos ~ £wst [a 4- [n — i) A] — wst î a — ^ j

=  -idos^ dos ĵ a 4- '

^ ^ ą d  formuła

dosa -4- dos [a 4- A) 4- dos (a 4- 2A). . .  4- dos [a 4- (w — 1) A ]
- . nh , / n—1 , \w st — dos | a 4----—  h j

~7
" st 2

która jest zsumowaniem dostaw.

Jeśli w tej formule zamiemmy a na ^ — o, i li na — A, 

znajdziemy formułę ^

wsta 4- wst (a 4- A) 4- wst(a 4- 2A). . .  4- wst [a 4- n — 1A)
.nh . /  , n—I ,\wst— wst I a  4— —  A j

"  ~hw st- 2
która jest zsumowaniem wstaw.

70. Wniosek. Gdy A= —— , łuki a , a 4- A , a 4- 2A, . . .
n

a 4- (w — i) A odpowiedają wierzchołkom wielokąta foremnego 
mającego n boków, i obie summy są zero.

To pokazuje że dowiedzione twierdzenie w trójkącie ró­
wnobocznym (n° 02) jest tylko szczególnym przypadkiem 
obecnego.
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71. Z a g a d n ie n ie  II. Znaleźć bok piętnastokata foremnego wy­
pukłego wpisanego w koło promienia R.

Nazwijmy x  bok szukany, będzie (9)

a? =  2R w st-V  lo
1 1 1

0woż TB =  o - T Ó ;
więc

x =  2Rwst (~---- = 2 R  (wst — d o s --------dos-w st
\6 io )  \  b 10 ti 10/

Ale wiemy że wst (-r =  5 > i dos ^ =  ^ - ,

-^5 )= ¾ ('Z5" * ) ’ dosli)= iN/10+2' /®;
więc

x—^ [\j w -+- 2 \ d -+- \/iT—  \JTEsj ■

72. Z a g a d n ie n ie  III. DowieJ^iformuł

(1) wsta -+- wst& -+- wstc —
1 l ® b 4. b c . c a . . j \=  4 w s t  — —  w s t  — - —  w s t  —  ------ 1-  w7s t (a - f -  o - t -  c ) .

(2) dosa -t- dość -+- dose

i j a “t- b j  b -f- c , c -ł— a , , . .=  4dos —-— dos —-— dos —--dos (a +  u -+- c).

1° Mamy naj pierwej (n° 52)

(3) wsta -4- wstó =  2w'st dos -■■■■-— ,

Owoż, wst(a -+- b -hc) =  wst(a -+- b) dosc -+- dos(a -+- b) wstc ;



Z A G A D N I E N I A  77

a to równanie, z przyczynie

wst (a 4- b) — 2wst —-— dos ——

dos (a 4- b) =  dos2 — wst2̂ i ^  =  1 —2wst* i

może się pisać

wst (a-b b -bc) =  2wst dos —^  dosc -f-

4- wstc — 2wst2 "-ZlL wste 
2

albo

(4) wst (a -t- b -b c)= 2w st dos ~ ~  4- c j +  wste.

Odciągnijmy tćraz ostatnie równanie od (3), będzie

wsta -b wst6 4- wste =  2wst <—ẑ - j d o s - i^  —dos ( 4- e) J  

4- wst (a-b b -bc);

Więc, zamieniając różnicę dostaw na wieloczyn, otrzymujemy 
ostatecznie

. ł i  l CL~bb . 0~bC . b -bCwsta -t- wst6 4- wstc =  4wst ——- wst — -  wst2 2 2
-b wst (a-b b -bc).

Uwaga. Gdybyśmy, zamiast odcięgać, dodali równanie (4) 
do (3), byłoby

wsta -+- wsti — wstc—2wst j^dos 4-dos 4- cj J

— wst (a 4- b 4- e)
albo

(o) wsta 4- wst b  — w’stc =  4 wst dosĈ -  dos ——

— wst (a 4- b -b c).
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Gdyby chciano wiedzieć czemu sie równa wsta— wstó—wstc, 
dość byłoby uważać że '

w sta — wstó — wste =  — (wstó -f- wstc — wsta);
więc

(6) wsta — wstó — wstc == — 4wst - dos -  dos -
'  H '1 i

~ł- wst (a -i- b -ł- c).

2" Szukajmy teraz formuły (2). ltozumujęc jako w i', 
mamy najpierwej

(7) dosa +  dos6 — 2dos dos •

Owoż,
dos (a +  />-+- c) =  dos (a -ł- b) dość — wst (a -+- b) wstc; 

tę formułę można pisać

dos (a +  b -f- e)

=  2dos3 dosc — dosc — 2 w s t ^ ilos wstc,
2 2 2

albo

(8) dos (a -t- b -h c) =  2dos a- ^ -  dos (ę^~  +  c\  — dosc; 

a jeśli dodamy ostatnie równanie do (7), znajdziemy

dosa -f- dosó -+- dosc= 2dos Ĉ~ -1  dos U-—~  -t-dos -4- cj J  

— dos (a -+- b +  c):

Więc ostatecznie

dosa ■+■ dosó -+- dosc =  idos dos —— dos
2 2 2

dos [o. -+- b -4- c).
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Uwaga. Gdybyśmy, zamiast dodawać, odciągnęli równanie (8) 
od (7), byłoby

dosa -4- dosb  — dosc =  2dos j^dos — j —  — d o s | 4- cj | 

4- dos (a 4- b  4- c)
albo

(9) dosa 4- dosó — dosc =  4dos wst wst —~

4- dos (o, 4- b  c).

Z ostatniej formuły, uważając że
dosa — dosi — dosc =  — (dosó 4- dosc — dosa),

wynika dosiz — dos6—dosc

=  -  Mos wst^± 2  wst £±£ -  dos (a  4- 6  4- c).2 2 2

7 3 .  W niosek I. Przypuśćmy a +  b +  c =  r., wtedy

wst (a -t- b  4- c) =  0 , dos ( a  4- b 4- c) =  — 1 ,

a - h b  Ti e a + c _~ 6 ó4-c_~ a _
2 =  2 2 5 2 2 2 ’  2 2 2 ’

zatem, otrzymane wyżej formuły staję się :

M  a  M  b  j M c
wsta 4- wstó 4- wstc =  4dos -  dos -  dos -  ,

CM c to  a b wsta 4- wst6 — wstc =  4dos -  wst -  wst - .

wst* — w & lb  — wstc =  — 4dos -  wst -  wst -  •

dosa 4- dosó 4- dosc =  ł 4- 4wst -  wst - wst -  ■

dosa 4- dosó — dosc =  — ł  4- 4wstc-  dos ^ dos -  •

dosa — dos6 — dosc =  ł — iwst |  dos - dos -  •
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Te formuły są godne uwagi,i nietrudno ich wprost dowieśdź; 
ccf właśnie pokażemy później na trzech pierwszych.

74. Wniosek II. Gdy a ■+- b +  c = ~ , wtedy

wst (a b -4- ć) =  1, dos (a -i- b -+- c) =  0, i formuły (1), (2) 
stają się

wsta-H wst6-+-wstc=ł +-łwst^~ — - ) wst ( — — -jw st^ j— 

dosa +  dosa-t- dosc= idos ^  — 'jj dos ^  dos ^  | j  .

75. Zagadnienie IV. Rozłożyć, jeśli można, na czynniki wielo­
mian

j — dos*a — dos'ó — dos*c -t- 2dosa dos6 dosc. 

Zmieniając znaki, uważajmy wielomian

dos*a +  dos*ó +  dos*c — 2dosa dos£ dosc — \ ,

i, biorąc dosa za niewiadomą, uzupełnijmy kwadrat jak gdyby 
chodziło o rozwiązanie równania 28° stopnia; będziemy mieli

(dosa — dos6 dosc)8 — dos86dos8c -t- dos!6 -t- dos8c — I ;

zkąd, zastępując dos8ó dos4c przez (1 — wst4ó) (1 — wst8c), 
otrzymujemy

(dosa — dos 6dosc)8 — wst86wst*c.

Ta różnica kwadratów równa się wieloczynowi

(dosa — dosidosc 4- wstó wstc) (dosa — dos&dosc — wstówstc), 
albo

[dosa — dos (b -+- c)] [dosa — dos (ó — c)j.

Nakoniec, zamieniając różnice dostaw na wieloczyny wstaw,
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2najdziemy

, . a+6-f-c . b+c—a , a-y-b—c . a-hc—b4 wst — -—  w st-^-7- w st---- -— . w st---------2
Więc

1 — dos2a — dos2£ — dos^ -4- 2dosadosddose
, . a-t-6-ł-c , b-ś-c—a . a-\-c—b , a-f-6—c=  4wst — -— • wst---- -—  wst--------- wst ———-.

Ten znakomity wynik będzie nam później użyteczny.

76. Z a g a d n ie n ie  V. Jeśli summa luków a, b, c równa się 
liczbie dowieśdż że

dos*a -+- dos*6 4- dos4c 4- 2dosados6dose — 1 = 0 .  
Równanie

a 4- b + c  =  r.
daje

dos (a 4- b) =  dos (n — c) =  — dosc,
2tęd

dosados^ -+- dosc =  wstawsM. rj

Podnoszęc do kwadratu, będzie

dos*ados*6 4- dos*c 4- 2dosadosidosc =  wst!awst5i  
=  (1 — dos!a) (1 — dos!ó);

w ięc , uprościw szy, otrzym ujem y

dos*a dos*6 4-  dos4c 4 - 2dosados£d osc — 1 = 0 .

U waga. O statnie rów nanie je s t  to  sam o co następujące

\vstsa 4 -  w st4ó 4-  w st4e —  2dosa d o s i dosc —  2 =  0 .

77. Z a g a d n ie n ie  Vl. Znaleźć związki jakie istnieją miedzy 
trzema lukami a, b, c które zadość czynią równaniu

dos4a 4- dos*ó 4 - dos!c 4 - 2dosadosódose — 1 =
e
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Rozłóżmy ten wielomian na czynniki, sposobem któryśmy 
wyżej podali. Biorąc dosa za niewiadomą, będzie

(dosa 4- dosidosc)2 — (dos2ódos2c — dos2ó — dos2c 4- 1)= 0 , 
albo

(dosa 4- dosAdosc)2 — \vst2£ wst2c =  0 .
ztąd

[dosa 4- dos (6 4- c)] [dosa 4- dos (b — c)] =  0 ;

Zamieniając teraz summy na wieloczyny, otrzymujemy

. .  a+b+c . b~\~c—a . a + c—b . a-\-b—c ..idos — -—  dos--------- dos---------- dos---------- —0.
2 2 2 2

Owoż, aby ten wieloczyn mógł być zero, trzeba i dość jest 
żeby dostawa jednego przynajmniej z luków

a4-Ó4-c b4-c—a a 4- c — b a-\-b— c
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2

była zero; zatem każdy z łuków musi być nieparzystym wie-

lownikiem ćwiercianu, to jest (ik 4- 1) ^ ; oznaczając

przez k liczbę całkowitą dodatną albo odjemną, i nawet zero.
Więc łuki a, b, c, sprawdzające dane wyżej równanie, 

czynią zadość jednemu przynajmniej ze czterech warunków

a.4- b 4- c =  (2 k 4- 1) r. 
b 4- c — a =  (2 k 4- 1) ir 
a 4- c — b —  (2k 4- 1) r. 
a 4- b — c =  (2k 4- d) it.

78. Z AGADNiEME VII. Jeśli summa trzech łuków a, b, c równa 
się liczbie r., doicieśdi formuł

(1) s ty a 4- s ty b 4- s ty c *= sty a sty b styc

(2) y dot^ 4- dot^ 4- d o t ^ =  dot^ dot^ dot^-
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Co do 1°, równanie

daje

albo

więc

« + 4 + C = :

sty (a 4- b) =  sty (- — c) =  — styc

stya 4- sty b styc;\ — stya sty£ 

stya -t- sty4 4- styc =  stya styć styc.

Co do 2°, równanie a -+- b 4- c = tt jest to samo co

a b c. -ir
3 ^  i  +  5 ~  5  ’

zatem

albo
sty (2 +  2 ) ~  sty (2 — i )  ~  dot \  ’

, a . b sty?; -+- sty-J 9 J 9  r
-------------- — — dot - .a , b 91 — sty -  s ty -

Podzielmy teraz licznik i mianownik przez wieloczyn

sty5 sty*, będzie

dot -  +  dot-
----------- -------=  dot - ;, . a , . b , 2d o t-d o t-----i

2 2

ztęd, znoszęc mianownik, wynika

d o t | 4- dol^ 4- dot c-  =  dot 2 dot ^ dot2 2 2 9 9 9
N>
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79. Z a g a d n i e n i e  VIII. Znaleźć związek między trzema lu­
kami a, b, c które zadość czynią równaniu

stya -+- styó -+- styc =  stya styó styc.

Stosując formułę n°5I, można pisać powyższe równanie 
sposobem następującym

stya -t- styó styc — stya styó styc . , . ,
~ —  ----- 1---------------- — i----- J f  =  Sty (a  -t- b 4 - c ) ;1 — stya styc — styastyc — stya styc '

pod tym kształtem widzimy zaraz że łuki, zadość czyniyce da­
nemu równaniu, dopełniają warunku

a -+- b -4- c kn.

który jest konieczny i dostateczny.

S P R A W TD Z A N I E  F O R M U Ł  T R Y G O N O M E T R Y C Z N Y C H .

80. Czytajyc autorów spotyka się czasem formuły albo 
przekształcenia których się nie spostrzega łatwo przyczyny; 
w takim razie najlepiej jest sprawdzić te formuły, a dopiero 
potem szukać dowodzenia, jeśli potrzeba. Aby sprawdzić for­
mułę trygonometryczny, dość jest wyrazić wszystkie linie try­
gonometryczne w funkcyi jednej z n ich ; tym sposobem for­
muła powinna stać się tosamościy. Często proste wykonanie 
rachunku wystarcza. I tak, gdyby chciano sprawdzić następu­
jący formułę

wst (a — b) wstc -ł- wst (b — c) wsta -+- wst (c — a) wstó =  O

dość byłoby rozwinyć wstawy aby spostrzedz tosamość.

Żeby sprawdzić formułę

stya -+- dota == Sdosiea



dość wyrazić te trzy linie w funkcyi wstawy i dostawy; etc. 
Żeby sprawdzić formułę

. d~\-bdos——wst (a -\-b)   2
dosó — dosa , a — b 1wst — —2

dość uważać że
2w st^±*dos2±*- wst [a +  b) _ 2 2

dosó— d o s a ~ n .a-hb —b2wst——  wst——
2 2

Ć WIC ZENIA 85
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Vs

II. Dowieść ie

,ukwslv /̂ = lukstyv /i ’
j , . x  — dos? . , . x  — wstałuk sty  --------- 1---- łuk sty — :-------T- =  a

J \ —  jcwsto J dos?

III. Mając dane równanie :

wstawst2.c -t- dosados2x =  dosa
naleić styx. I

Znając stya, znaleźć sty'-^. w s t^  i d o s z ­

ły , Dowieśił&ie
' dota — stya =  2dot2a.

do.'wst (a -t- 6 )_ 2
wsta -+- wst6 , a—b

■V%i 2
stya +  styi +  stye=stya styft styl +  *

dota -t- dot/> -t- dotc =  dota dotidotc •+- ^0t>/ a +  ̂  .i wsta wsto wsta
c

Y. Dowieście

siea = 1  -t- stya sty ? •

dos«a-wst*6 =  dot»ado t»6-t.
w sraw sta
8wstla =  3 — 4dos2a -+- dos4o.

I 8dos‘a =  3 -+- 4dos2a -+- dos4a.

VI. DowieSoŁie
. „ wsta -t- wst3a -i- wstoas tv 3 a = ----------;---------- :---— ,dosa -+- dos3a -i- dosoa

zogólnić dla styna



c
VII. D o w ie śc ie

wst2a — wst2i  — wsl2e -+- 2dosa wst i  wstc
, ,^a+b-\-c , b-\-c—a . a4-c— b .a-hb— c

2 2 2 2
, » . wst (a 4- i)w st(a— b)sty*a — sty!i  ==-----; } -------'  •dos'a dos26

VIII. Jeśli a  -ł- b +  c — T:, dowieśdi ze

wst2« 4-  wst2i 4- wst2c =  4wsta wsti wstc, 
x dos2a 4- dos2i 4- dos2c =  — 4dosa dosi dosc — J, 

wst4a 4- wst4i 4- wst4c =  — 4wst2a wst24 wst2c, 
dos4a 4- dos4ó 4- dos4c =  4 dos2a dos2i dos2c — 1. 
wst2a =  wst2i  4 - wst2c — 2wsti wstc dosa

dos  ̂-t- d°s  ̂h- dos -  =  4dos - dos dos 
2 2 2 4 4 4

.12 . b . c . - — a . — b , r.—cwst -  4- wst -  4- wst -  —i +4wst----- wst —-— wst-------2 2 2 4 4 4

wst1 -  4- W'St2  ̂4- wst3 C-  4- 2wst -  wst  ̂wstr-  —  1 
2 2 2 2 2 2

dos?2a 4- dos22i 4- dos22c — 2dos2a dos2i dos2c =  I . 

wst2A 4- wst2B 4- wst2C
=  2 (wstA 4- wstB 4 - wstC) (dosA 4- dosB 4 - dosC — I)

IX. Jeśli a 4-6 4- c —  - ,  dowieśdi że

wst2a 4- wst2/! 4- wst2c 4- 2wsta wstfc wstc =  1. 
styastyi 4- styóstye 4- styc stya =  1. 

stya 4- styi 4- styc =  stya styb styc 4- siea siei siec.

X. Przypuszczając a 4- |3 <  -  i a' 4- p’ <  "

Ć W I C Z E N I A  87
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sprawdzić równanie

wst*p wst2p' 2wstp wstS' dos (a—a)
wst*(a-ł-p) +  wst2(a -I- fi') wst (a -+- p) wst(a -t~ fi')

wst*a wst!a' 2wsta wsta' dos (fi— 8')
wst2(a-f-ji) +  wst2 (a -+- 8') wst (a -+- 8) wst (a' -t- 8') ’

XI. Sprawdzić równania

wste=wst(360-i-x)—wst(36°—x) -+- wst(72°—x)—wst(72°+x) 
dosx=wst(54°-t-ar) -t- wst(54°—x)—wst(18°-l-x)—wst(18°—x)

XII. Jeśli kąty 0 i u zadość czynią równaniu
(1 -+- edos6) (1 — edosu) =  1 — e*, 

dowieśdi że wtedy
, 0  „ /1 -ł-e . u

s‘y j = V T = ; s‘y5-

Jeśli a -t- b  •+- c =  r. wst2.r=wst(a—j-)wst(4—a;)wst(c—x),
wtedy

dot.r=  dota -+- dotA -+- dotc.
Ze związku

, , dosa — idosA =   ----- -—1 — edosa

wywieśdź sty ̂  w funkcyi sty® .

Wiedząc że a +  b -+- c — 2p, z formuły

wstS =  \\vst/nvst (p—a) wst (p—A) wst (p—r) 
wywieśdź

sty | = \ /  sty |  sty ̂  sty ̂  sty



T A B L IC E  FUNK CYJ RO LO W YCH .

81. Aby można zastosować funkcye kołowe do różnych za­
dań geometrycznych, trzebaby, za pomocy małej liczby dzia­
łań prostych, umieć znaleźć wartości linij trygonometrycznych 
gdy jest danyłuk; i nawzajem, wyznaczyć wartość łuku gdy 
jest wiadoma jedna z jego linij trygonometrycznych. Ale, po­
nieważ dokładne wyrażenia tych wartości jednych przez dru­
gie sę niemożebne, ułożono tablicę która daje wartości, dosta­
tecznie przybliżone, linij trygonometrycznych, odpowieda- 
jęce wartościom łuku idęcym w postępni arytmetycznej

od 0 do - .
2

Niema potrzeby rozcięgnęć tablic poza te granice; albowiem 
linie trygonometryczne sę okresowe, i biorę w pierwszym 
ćwiercianie wszystkie wartości liczebne jakie wedle swej natury 
brać mogę.

Układanie tablic opiera się na kilku twierdzeniach, które sę 
gdzie indziej jeszcze równie użyteczne, i które teraz wyłożymy.

82. T w ierdzenie  I. Łuk mniejszy od ćwierciami jest większy 
od swej wstawy, ale mniejszy od swej stycznej.

Niech będzie AB łuk mniejszy od 
ćwiercianu; weźmy łukAB—AB, 
i, na skrajnościach cięciwy BB', 
poprowadźmy styczne BS, B'S, 
które się spotykaję na średnicy 
AA'. Jeśli weźmiemy promień OA 
zajednośćlinijnę, BC będziewsta- 

W’ęłuku AB a BS jego stycznę. Owoż, łuk B A B 'jest większy 
od cięciwy BB', ale mniejszy od łamanej otaczajęcej BSB';
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więc, uważając połowy łych ilości, widzimy że łuk AM jest 
większy od swej wstawy BG ale mniejszy od swej stycznej BS.

To wszystko, jeśli łuk AM nazwiemy a, wyraża się jaśniej 
przez nierówności

wsta <  a <  stya.

8 3 .  U waga. Różnica a — wsta jest tem mniejsza im łuk a 
jest mniejszy.

Nałuku AM, mniejszym od weźmy

jakikolwiek punkt N; poprowadźmy 
x wstawy MP, NQ łuków AM, AN, i 

równoległą NB do AA'; będzie oczy­
wiście

albo

więc

MB <  łuk MN

MP — NQ <  łuk AM — łuk AN ; 

łuk AN — wstAN <  łukAM — wstAM ;,
C. b. p. d.

Dowodzenie analityczne jest ogólniejsze. Jakoż, żeby okazać 
że różnica a—wsta maleje z łukiem, dość jest dowieśdź 
nierówności

a — h — wst (a — h) <  a — wsta
albo

wsta — wst (a — //) <[ h .

Owoż, zamieniając różnicę na wieloczyn, będzie

, /  h\ . h hd°s ( a — - j  \ v s t - < - ;
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ostatnia nierówność jest oczywista, więc twierdzenie jest 
prawdziwe.

84. T w ierdzenie II. Jeśli luk a maleje od ^ do 0, stosu­

nek —  dąży do jedności, która jest jego granicą.

Jakoż, stosunek jest mniejszy od jedności, dlatego że 

wsta <  a ; a ponieważ luk a <  stya, stosunek jest

większy od , albo, co to samo, większy od dosa.

Przedstawia się wyraźniej te*dwie nierówności pisząc

wstaI >■ dosa.

Owoż, gdy łuk a maleje aż do zera, dosa rośnie aż do 1, 
i różnica I — dosa dąży coraz bardziej do zera ; można więc

wziąć łtik a tak mały żeby stosunek zawarty między

1 i dosa, różnił się od I tak mało jak się podoba, czyli jako 
mówią, różnił się od jedności ilością mniejszą od wszelkiej 
danej; zatem

wsta
W'- ■ =  1, gdy a — 0.

85. U waga. Kie tęudno dowieśdź że stosunek wsta ro­

śnie sposobem ciągłym gdy łuk a maleje od ^ do 0. Dość 

tylko okazać że
wsta wst (a ■+- h)

a ^  a -+- h ’
7tprzypuszczając łuki a i h oba dodatne, i a h  < - •
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Znieśmy mianowniki, i rozwińmy wst(a-t-A); będzie

(a -+- A) wsta >  awsta dosA -+- adosawstA.

Jeśli teraz podzielimy obie strony przez dosa, otrzymamy

(a -t- A) sty a >  as ty a dosA -+- awstA.

Owoż, tu nierówność jest widoczna, jakiekolwiek jest a ; 
albowiem, astya >  astyadosa, i Astya >• awstA. Więc 
twierdzenie jest dowiedzione.

86. Dobrze jest wiedzieć że jest granicą wieloczynu

dos- dos - dos -  . . .  dos —
2 4 8 2"

gdy całkowita n rośnie do nieskończoności,
Jakoż, mamy

wst a — 2wst -  dos %2 2

. a Q . a , a wst 2wst -  dos -
2 4 4

, C l i fl i C lwst -  =  2wst -  dos -  
4 o o

. X  c i 4 a  J  «w st— , =  2w s t-d o s  —

Pomnóżmy te równania stronami i znieśmy spólne czynniki 
będzie

wsta =  2"\vst — dos -  dos ~ dos ̂  . dos ,77 •
2" 2 4 8  2
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albo, dzielęc przez a,

wsla wst

a
C)n

a
2n . a , a , a . a — dos -  dos- dos -  . . .  dos — . 2 4 8 2

Owoż, gdy n rośnie nieskończenie, łuk — dęży do zera

jakikolwiek jest luk a ; więc stosunek
awst

2 "

a
2 "

ma za granicę jedność, i temsamem

^ 2 = j r . d o s ^ d o s |d o s |  . . .  d o s^ j, gdy n =  ao .

87. T w ier d z e n ie  III. Gdy łuk jest mniejszy od ćwiercianu, 
różnica między tym lukiem i jego wstawą jest mniejsza od ćwierci 
sześcianu luku.

Jakoż, wiemy że

wsta =  2wst ^ dos ^ =  2sty § dos’ ̂ .2 2 2 2
albo

wsta =  2 s t y ^ l  — wst1 •

Jeśli teraz, w drugiej stronie ostatniego równania, zamiast 

w s t | i sty^ , położymy luk , zmniejszymy zarazem oba

Czynniki, i temsamem zmniejszymy drugę stronę równania; 
będzie więc

w s ta  >  a [ l  — (i)* ]
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zkęd

wsta >  a — -  ;A

a —wsta <  —

88 . W niosek. Powyższe twierdzenie pokazuje że wsta jest 

zawarta między a i a — -  . Więc, biorąc łuk a zamiast4
• Q?wsta, popełnia się błęd mniejszy od —.

Ztęd łatwo się wywodzi dwie granice między któremi jest 
zawarta dosa.

Jakoż,

dosa=  I —2wst3^ (50°, form 16);

a że, wedle lego co poprzedza, wst“ <  ^ i > 2  — |  (5 j ’ 

mamy najpierwej

i polem

albo

dosa >  1

2 _ £

a tern bardziej
, • . a2 a*d o s a < l - -  +  - .

To dowodzi że dosa jest zawarta między

. a2 . . a2 a2
'~I' ' “ T  +  le
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• Ci • •Więc, bioręc 1 — -  zamiast dosa, popełnia się błęd mmcj-

szyod — .Ib
Można znaleźć granicę wyższę. różnicy a — wsta mniejszy 

od tej klóręśmy wskazali, i temsamem wyznaczyć dla wstawy 
i dostawy dwie odpowiedającc granice, wyższę i niższę, więcej 
przybliżone do prawdziwych wartości. Oto właśnie twierdzenie 
które posłuży w tym względzie.

89. T w ie r d z e n ie  IV. Różnica między lukiem mniejszym od 
ćwierciami i jego wstawą jest mniejsza od szóstej części sześcianu 
luku.

Weźmy znane równanie

wsta =  3wst % — 4wst3 ^ ;
O u

jeśli w ostatnim wyrazie zamiast wsta położymy łuk a, otrzy­
mamy nierówność

, . „ .a  4a’wsta >  Jwst ---------3 Tl

TerAz, zastępmy wszędzie łuk a przez - ,  będziemy mieli
o

. a ^ „ , a 4a3
wst 3 >  3wst — — — ;

w ostatniej nierówności zastąpmy także łuk a przez - ,  i tak
3

następnie aż cio nteJ nierówności; będzie :

. a ^ „ , a 4a3% v s t - > 3 w s t- -  — ,
3S

. a _ „ . a  4a3 w s t ^ > 3 w s t - _ _ ,

33 278

*

, . « ^ o x a 4aw st---- - >  3wst---------- -3n—1 3" Tl"
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To uczyniwszy, pomnóżmy drugą nierówność przez 3, trze­
cią przez 32, czwartą przez 33,.. i tak dalej, ostatnią przez 3n—*; 
po czem, dodając stronami i uprosczając, znajdziemy

wsta >  3"wst ~  —Aa*_
27

W tym wyniku uczyńmy n =  oc, i uważajmy najpierwej że

. a
a &gr. 3"wst — =  agr. -------=  a ;
u  CL

3"

potem, ponieważ wyrazy w nawiasach stanowią postępnię geo-
1

metryczną nieskończenie malejącą, której stosunkiem jest - ,y

widzimy łatwo że granica ich summy równa się

Podstawiwszy te wartości, otrzymamy

, ^  Aa? 9wsta > a —  . -

1 —-
.9 

1 8
9

albo

więc

wsta >  a — -  ;O

a — wsta <  — • o

90. W niosek. Zt§d wynika źe wsta jest zawarta miedzy
. . . 

a i a — —; więc biorąc łuk a zamiast wsta popełnia się błąd o
, a8mniejszy od —.
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Wyznaczmy teraz granicę wyższy dosa. Jeśli w równaniu

dosa =  t — 2 w st-  2

zamiast ^ podstawimy ------ — , będzie2 ' 2  6.8

dosa <  ł a a'
2 48

albo

a tembardziej

, ,  . a* a’ 2a*dosa < 1 ----- h------ -------- ;
2 24 482

dosa < 4  — — -+. — • 
2 24

Owoż wiemy że dosa >  1 — 'L .

Więc, bioryc 4 — — zamiast dosa, popełniamy błyd mniej-

C L*szy od — . Znajdujemy tym sposobem granice wyższe błę­

dów, popełnionych na wstawię i dostawie, mniejsze od tych 
któreśmy poprzednio otrzymali.

91 W y r a c h o w a n ie  w s t a w  i d o s t a w . Ponieważ stya, dota, 
siea i dosiea wyrażajy się poprostu przez wsta i dosa, dość 
jest wyrachować tylko wstawy i dostawy łuków od 0° do 90°; 
albo, co to samo, wyrachować wstawy i dostawy łuków od 
0° do 45°, z przyczyny że wstawy łuków idycych od 45° do 90° 
sy dostawami łuków od 0° do 43°, i nawzajem.

Przypuśćmy tedy że chcemy wyrachować wstawy i dostawy 
łuków co 40 sekund, od 0° do 45°, i zacznijmy od wstłO”.

Gdy promień koła jest wzięty za jedność linijny, długość 
półokręgu, czyli łuku 180°, wyraża się przez

3,44459 26335 89793 2 384 6 . . .
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Ztyd, uważając że 180° zawierają 648000 sekund, wywodzi 
się łuk 10 sekund, to jest

łuk 1 0 '= — =0,000048481368110...64800

Owoż, jeśli weźmiemy łuk 10' za wstlO", popełnimy błyd 
mniejszy od ćwierci sześcianu łnku, a ten błyd jest mniej­
szy od

i  (łuk 10')’<  i. (0, 00008)’<  0. 00000 00000 00032; 

zatem będzie
wstlO' <  0,0000484813 68110 

i wsll 0' >  0,00004 84813 68072.

To pokazuje że wstlO' jest zawarta między dwiema licz­
bami które majy dwanaście pierwszych dziesiętnych spólnych; 
więc

wstl 0' =  0, 00004 84813 681

z błędem mniejszym od pół jedności dziesiętnej 13s° rzędu. 
Szukajmy teraz doslO'. Jeśli za doslO'weźmiemy

1 — J-(łuk l0')3, błyd będzie mniejszy od —(— \ = ----!—r2V z,  e v j a  16^2.107 256.10'6’
I

a tem bardziej mniejszej od ^

Ztyd wynika że 1 —^ (łuk 10")- jest wartościy doslO"

przybliżony na mniej niż pół jedności dziesiętnej 18¾0 rzędu; 
więc, zachowujyc 13 pierwszych dziesiętnych, otrzymujemy

doslO' =  0,00900 00988 248

z 13ma dziesiętnemi.
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92. Formuły Tomasza Simpson. Znając wstlO' i dosiO" mo- 
żnaby, za pomocy formuł

wst (a 4) =  wstados4 -4- dosawst4 
dos (a -t- 4) =  dosados4 — wsta wst4,

wyrachować wstawy i dostawy łuków co 10", od 0° do 45°; 
albowiem, czyniąc najpierwej w tych formułach 0 =  10’ 
i b — 10', otrzymanohy wst20" i dos20’, a potem wsU‘10' 
i <los30" czyniąc a =  20'; i tak dalej, aż do 45°. Ale nastę­
pujący sposób, podany przez angielskiego matematyka Tomasza 
Simpson, skrócą znacznie ten mozolny rachunek.

Jakoż, jeśli w znanych formułach

wst (a -(-4)-(- wst (a — b) =  2wst«dos4 
dos (a -1- b) -t- dos (a — b) =  2dosados4 ,

uczynimy a =  mb, będzio

wst (m -+-1) b =  2dos4 wslm4 — wst (m — 1) b 
dos (m -1- 1) 4 =  2dos4dosm4— dos (m — 1)4.

Widzimy teraz że łuki (m — \)b,mb, (m + \)b  twmrzy po- 
stępnię arytmetyczny której stosunkiem jest 4; zatem, znajyc 
wstawy albo dostawy dwóch łuków po sobie idycych, możemy 
zaraz otrzymać wstawę albo dostawę łuku następujycego. 
I tak, bioryc 4 =  10", i podstawiajyc za m ciyg wartoś­
ci 1 ,2 ,3 ,... znajdujemy

Wst20' =  2doslO'wstlO", 
dos20' =  2dos!0'dos!0'— 1 , 
wst30" =  2dosl0'wst20" — wstlO’ , 
dos30" =  2dosl0"dos20' — doslO', 
wst40' =  2dosl0"wst30" — wst20*, 
doslO” =  2dosl0’dos30” — dos20.
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Ten rachunek daje się jeszcze uprościć. Albowiem, uważa­
jąc że mnożnik stały 2dosl0' różni się bardzo mało od 2 je­
dności, uczyńmy

2dosl0" =  2 — k, będzie k =  0,0000 00023 504.

Przez to podstawienie dwie powyższe ogólne formuły, w któ­
rych b =  l  ()', staję się

wst(m-M)10'—wstm.lO’=wstm.lO'—wst(»n—1) i 0"—AwstmIO', 
dos(m-i-1)10’—dosm. 1O'=dos/n. 10'—dos(m— 1 )10’—Adosm.10"

Ostatnie formuły daję różnicę dwóch wstaw, albo dwóch 
dostaw, po sobie idęcych, za pomocę różnicy dwóch poprzedza- 
jęcych i wieloczynu Awstm.lO", albo Adosm.10. Jedyne dzia­
łanie dość żmudne w tym rachunku jest odnawiajęce się 
mnożenie ostatniej wstawy albo dostawy przez liczbę k. Ale 
i to działanie wielce się ułatwi, jeśli utworzymy naprzód ta­
blicę wieloczynów liczby 23504 przez cyfry 1,2, 3 .. aż do !); 
bo, tym sposobem, będziemy mieli już gotowe częstkowc 
wieloczyny każdego wieloczynu takiego jako Awstw.lO' albo 
Adosm.łO. Wszystko więc przywodzi się teraz do prostego do­
dawania i odcięgania liczb dziesiętnych; co nie wymaga wiel­
kiej pracy.

93. Wyrachowawszy tę metodę wstawy i dostawy łuków 
od 0 do 30 stopni, można otrzymać wstawy i dostawy łu­
ków zawartych między 30° i 45° przez samo odcięganie.

Jakoż, wiedzęc że wst30° =  1 , mamy

wst (30° -f :l) -+- wst (30° — x) =  2wst30°dosx =  dv.sx 
dos (30° — x) — dos (30° ■+- x) =  2wst30° wskc == wstx, 

ztęd dwie formuły, podane przez E u l e r a ,

wst (30° -+- x) =  dosx — wst (30° — x ) , 
dos (30° +  x) —  dos (30° — x) — wskc,

które daję wstawy i dostawy luków majęcych więcej niż 30°.
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gdy są wiadome wstawy i dostawy łuków między 0° i 30°.

94. Wtak długich rachunkach błędy są prawie nieuchronne. 
Trzeba więc sprawdzać znalezione wyniki, przez wyracho­
wanie wprost, z przybliżeniem dostatecznem, pewnych wstaw 
i dostaw których dokładne wyrażenie algebryczne otrzymać 
można.

Znamy już wst9° i dos9°, wst 18° i dosl8°, wst36° i 
dos36° =  wsto-4°, wst43° i dos43°. Ze wsto4° łatwo się wy­
wodzi wst27° i dos27°, albowiem formuły (20) nro 38, daję

wsŁ270= ‘ 0 + ‘ (^ + i)_ i  y/d-j(yS + d),
czyli

wst27° =  \  v/s +  \;3 -  \  y;3 -  \JE;

tak samo

dos27° =  i  y/g h- y/g +  iy/a — V5*

Mamy więc następujący obraz dokładnych wartości wstaw 
i dostaw łuków co 9 stopni.

wst9°=l y /.jZ y! -  i  y/3—y'5 tlos9 -  \  v/3 + V3 +  \  y/o-y/5 

wst 18° =  i (y/jj—1) dosl8° =  i y/lO-ł-2 y/Ś •

wst27#=iy/5-f-y/5 —|y /3 —y/o dos27°=iy/5 -t-y/g +  |y/.3—y/s 

wst36° =  ~ y/10—2 y/g dos36° =  i (y/g+i)

wst43° =  i y/2 dos43° =  I  yjj

Te wartości, które się łatwo otrzymują z lakiem przybliżeniem
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z jakiem się podoba, zapewniaj? dokładność wstaw i dostaw, 
wyrachowanych jedna po drugiej, dla łuków od 0° do 45°.

T A B L IC E  L O G A R Y T M Ó W  F U N K C Y J KOŁOWYCH.

95. W liczebnych zastosowaniach wykonywa się zwykle 
rachunki przez logarytmy; dlatego też ułożono tablice logaryt- 
mów linij trygonometrycznych. Mając wyrachowane wstawy 
i dostawy, można otrzymać ich logarytmy za pomoc? tablic 
logarytmów liczb; po czem nie trudno znaleźć logarytmy sty­
cznych i dotycznych, przez formuły

Sieczna i dosieczna, będąc odwrotnościami dostawy i wsta­
wy, rzadko są używane; niema więc potrzeby kłaśdź ich loga­
rytmów w tablicach ; zresztą te logarytmy są równe i ze znaka­
mi przeciwnemi odpowiednym logarytmom dostawy i wstawy.

Ponieważ wstawy i dostawy wszelkiego łuku, a styczne łu­
ków od 0° do 4o° i dotyczne łuków od 45° do 90°, są ułamkami 
mniejszemi od 4, ich logarytmy są odjemne; żeby w tabli­
cach uniknąć logarytmów odjemnych, dodano 10 do każdego 
z nich. Logarytmy które, po tern zwiększeniu, zostają jeszcze 
odjemne, należą do linij odpowiedających kątom tak małym 
że się prawie nigdy nie zdarzają w zastosowaniach; największy 
z tych kątów jest mniejszy od 0,0001 łuku jednej sekundy (*).

(*) Niech będzie x łuk którego wstawa jest mniejsza od
Ponieważ wstlO" >  0,00004 84813 880, 
będzie

log styo =  log wsta — log dosa
log dota =  log dosa — log wsta =  — log stya.

(
x wstlO" r  luklO" 

-'-luk 10" " 0,0000484813 ’

więc x < hiklO" ^  łnkl" 
484813 <  40000
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URZĄDZENIE TABLIC KALLETA (CALLET)

96. Pierwsza z tych tablic zawiera logarytmy, z siedmioma 
dziesiętnemi, dla ivstaić i stycznych tuków co sekunda pięciu 
pierwszych stopni, od 0 do 5°, i temsamem logarytmy do­
staw i dotycznych od 8o° do 90°. Stopnie bieżące są oznaczone 
na górze stronicy a stopnie dopełnienia na dole, minuty na 
pierwszej i ostatniej linii poziomej, a sekundy w pierwszej 
i ostatniej kolumnie. Każda stronica na lewo zawiera wslawy 
i dostawy, a stronica na prawo styczne i dotyczne.

Następujące tablice zawierają logarytmy wsław, dostaw, 
stycznych i dotycznych co 10 sekund, od 0° do 90°. Stopnie 
bieżące od 0° do 11° są napisane na górze każdej stronicy, a 
stopnie od 89° do M°, na dole. Minuty i sekundy, umieszczone 
w pierwszej i drugiej kolumnie, odnoszą się do stopni na górze; 
a zaś minuty i sekundy, umieszczone w ostatniej i przedostatniej 
kolumnie, odpowiedają stopniom na dole. Po każdej kolumnie 
logarytmów jest mała kolumna dająca różnice logarytmów po 
sobie idących. Kolumna różnic logarytmów dla stycznych i 
dotycznych jest spoina; bo, z równań

logstya =  — logdota i logsty [a -+- h) =  — logdot (a -ł- h), 
wynika

logsty (a -i- h) — logstya =  logdota—logdot (a -+- h).

Różnica logarytmów stoi na linii trzymającej środek między 
dwiema liniami logarytmów do których się odnosi; te zaś loga­
rytmy w kolumnie wstaw albo stycznych rosną z lukami, a 
przeciwnie w kolumnie dostaw albo dotycznych logarytmy 
maleją gdy luki rosną.
ił Bażda kolumna logarytmów ma dwa tytuły, jeden na górze 
drugi na dole; tytuł górny, jako naprzykład w trzeciej kołu-
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mnie s in u s  (tcstawa), odnosi się do stopni, od 0 do 44, napi­
sanych na górze stronicy; a zaś tytuł dolny tej samej kolumny, 
co.sin u s  [dostawa) odnosi się do stopni, od 89 do 44, napisanych 
na dole : tak samo tytuł dolny sin u s  (wslawa) w piętej kolu­
mnie odnosi się do stopni dolnych od 89 do 44, a tytuł 
górny co . sin u s  (dostawa) tej samej kolumny odpowieda sto­
pniom górnym od 0 do 44. Podobnie dla t a n g e n t e  (styczna) 
i co.t a n g e n t e  (dotyczna). Tym sposobem urzędzone tablice daję 
logarytmy wstaw i dostaw, stycznych i dotycznych, od 0° aż 
do 90°.

U Z \ C I E  T A B L I C  K A L L E T A

Dwa sę zagadnienia które za pomocę tablic rozwięzać trzeba.

97. Z a g a d n ie n ie  I. Mając dany kąt, icyznaczyć logarytm jednej 
z jego linij trygonometrycznych.

Jeśli kęt, albo łuk mniejszy od ćwiercianu, jest dany w sto­
pniach, minutach i tylko w dziesiątkach sekund, logarytmy 
jego linij trygonometrycznych znajduję się w tablicach.

I tak, niech będzie do znalezienia log wst30°45'50'. Szukamy 
najpierwej stronicy na której stoi liczba 30° stopni napisana 
u góry; po czem, idziemy do pierwszej kolumny gdzie jest 
liczba 43', i, schodzęc do kolumny sekund, uważamy 30'; wła­
śnie na linii tych sekund i w kolumnie z tytułem górnym 
s in u s  [tcstawa) znajduje się liczba 9,7088468, która jest szuka­
nym logarytmem powiększonym o 10 jedności. Więc, odejinujęc 
10, mamy

log wst 30° 43'30’ =  1,7088468.

Znajdźmy jeszcze logarytm sty64°26'20''. Najpierwej szuka­
my stronicy na której dole stoi liczba 64 stopni; po czem, 
udajemy się do ostatniej kolumny gdzie jest liczba 36', i prze­
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chodzimy do kolumny sekund w której, idyc do góry, napo­
tykamy 20"; nakoniec, na linii tych sekund, w kolumnie z ty­
tułem dolnym tang. (styczna), znajdujemy liczbę 0, 3233000 
która jest szukanym logarytmem. Więc mamy

log sty 04° 30' 20' =  0,3233000.

Jeśli dany kyt, albo łuk przywiedziony do pierwszego ćwier- 
cianu, zawiera jedności sekund albo jeszcze sekundy z ułam­
kiem, wtedy otrzymuje się żydany logarytm linii trygono­
metrycznej przez interpolacyę, podobny do tej który się wy­
konywa szukajyc logarytmu liczby niezamieszczonej w tabli­
cach. Ta interpolacja opiera się na tern że się uważa różnice 
logarytmów linij trygonometrycznych jako proporcyonalne do 
różnic łuków, to jest : oznaczajyc przez h przyrost łuku, 
przez 8 przyrost jego logarytmu, przez A różnicę tablicowy 
dwóch logarytmów między które wpada szukany, i wiedzyc 
że w tablicach różnica dwóch łuków po sobie idycych jest 10", 
bierzemy jakoby prawdziwy następujycy proporcją

10 _  A
h o ’

zkyd 8 hA 
10 ’

Dodajemy ten przyrost 8 do logarytmu linii trygonome­
trycznej, wziętego przez niedostatek, tak jako w logarytmach 
liczb, i mamy szukany logarytm przybliżony.

Nie trudno dowieśdź, ale sposobami które tu miejsca mieć 
nie mogy (*), że błyd pochodzycy z użjrcia powyższej propor­
cjo, i zarazem z przybliżenia logarytmów tablic, nie wpływa 
na siódmy dziesiętny wyznaczonego logarytmu; byle tylko ró­
żnica h bjda mniejsza od 10", i dany łuk był większy od 3° 
dla wstaw i stycznych, a temsamem mniejszy od 83° dla do­
staw i dotycznych.

(*) Zobacz notę na końcu dzieła.
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1°. Znaleźć kat x  którego log wst jest 1,9104902

log wstx... 9,9104902 A =  151 
Za 9,9104756 54*27' 40"
Za____________ 1460__________ 9'.66

x  =  54° 27' 49",66

W kolumnie wstaw liczba najwięcej przybliżona przez nie­
dostatek do danego logarytmu 9,9104902 jest 9,9104756, różni 
się od niego liczbę. o— 146 i odpowieda kątowi 54’ 27'40". 
Owoż, różnica tablicowa A — 151 pokazuje że, dodając 151 
do 9,9104756, powiększa się odpowiedający kąt o 10"; w ięc, 
na mocy pozw'olonej proporcyi, dodając 146 do tego samego 
logarytmu powiększy się kąt liczbą sekund wyrażoną przez

1460"
151 =  9,66.

To wszystko porządnie się wykonywa wedle powyższego 
wzoru.

2° Znaleźć kąt którego logdos jest 1,9032728

log dos* 9,9032728 A =  157
Za 9,9032819 36’ 50' 10"
Za_____________ 910__________ 5,79

x  =  36’ 50' 15",79

Ponieważ dostawra maleje gdy kąt rośnie, z dwóch loga- 
ry linów kolumny co. s i n . (dostawa), które bezpośrednio za­
wierają dany 9,9032728, wzięliśmy większy 9,9032819 aby, 
mając kąt przez niedostatek, dodawać szukane jedności 
sekund, nie zaś odciągać; po czem, wyznaczyliśmy różnicę 
5=91 między logarytmem użytym i danym; a znając różnicę
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tablicowy A =  157, otrzymaliśmy jedności sekund przez wia­
domy proporcyę, która daje

h — *0"8 910'U-----

3° Znaleźć kąt z  którego log sty jest 1,683883 i

logstyx,.. 9,6838831 A — 538
Za 9,6838398 25° 16' 30"
Za____________ 1360__________8', 10

x  =  25° 16' 38", 1 .

4° Znaleźć kąt z  którego log dot jest 1,5610770

logdoU-... 9,5610770 A =  655
Za 9,5611311 69° 59' 50"
Za____________ 5110__________ 8”. 3

z  —  69® 59’58", 3

5® Znaleźć kąt z  którego log dos jest 2,8888798
W części tablic Kalleta która daje logarytmy dostaw CO 

sekunda od 85° do 90°, szukamy liczby 8,8888798, i znajdu­
jemy odrazu z  =  85° 33' 34'.

100. U w a g a . Zobaczmy teraz z jakiem przybliżeniem można 
otrzymać kąt, gdy jest wiadomy logarytm jednej z jego linij try­
gonometrycznych na mniej niż n jedności siódmego rzędu dzie­
siętnego.

Gdy logarytm linii trygonometrycznej zwiększa się różnicy 
tablicowy A, odpowiedąjęcy kęt zwiększa się albo zmniejsza 
o 10' ; ztęd wynika że, na zwiększenie logarytmu o jedność 
siódmego rzędu dziesiętnego, odpowieda zmienność kęla 

. . .  10’' . ,równa najwięcej : więc błęd n jedności siódmego rzędu
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w 1 ogary linie sprawia w kęcie błyd którego granicę jest ■

Przypuszczając n =  i ,  widzimy żebłęd w wyznaczeniu kęta, 
danego przez logarytm jednej z linij trygonometrycznych, 
będzie tem mniejszy im większe A.

Tablice logarylmów pokazuję że we wstawach A rośnie 
gdy kęt maleje; przeciwnie w dostawach. To dowodzi że małe 
kęty obliczaję się z przyzwoitem przybliżeniem przez wstawy, 
a źle przez dostawy; przeciwnie, kęty blizkie 90° obliczaję się 
prawie dokładnie przez dostawy a źle przez wstawy; tak że, 
jeśli kęt, dany przez logarytm wstawy, przechodzi 89° 57', nie 
można go wyrachować z błędem mniejszym od jednej minuty.

W logarytmach [stycznej, A najpierwej maleje gdy kęt ro­
śnie od 0" do 45°, a potem się zwiększa przez te same warto­
ści, gdy kęt rośnie od 43° do 90°. Więc kęt jest tem lepiej wy­
znaczony przez swoję stycznę im się więcej zbliża do 90°.

Jeśli oznaczymy przez A, A', A" różnice tablicowe, oapo- 
wiedcjęce stycznej, wstawię i dostawie tego samego kęta, 
będzie zawsze

A =  A'-t-A\

Albowiem, logsty (x -+- h) — logsty#
=  logwst (x +  h) — logdos (x  -ł- h) — logwts# -+- logdos#
=  [iogwst (x  -i- h) — logwst#] 4- [logdos# — logdos f# -t- ^)],

Jeśli 'kęt ma 45°, wtedy A =  410, i błęd < 0 ' , 023.

Widzimy tedy że błęd maximum dla stycznej jest mniejszy
, \ i"

od ^ • jy ’ Odpowiedajęcy błęd dla wstawy albo dostawy jest 

mniejszy od 0'',C48 <  3 ' J y '

To wszystko stosuje się do dotycznej. Ztęd wynika że 
styczna albo dotyczna dokładniej wyznacza kęt niż wstawa
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albo dostawa; więc, gdy można, lepiej jest szukać kąta przez 
styczne niż przez wstawę albo dostawę.

Logarytmy linij trygonometrycznych od 0° do 5°.

101. Gdy łuk jest mniejszy od 5°, nie wolno przypuszczać 
że, w przedzielę 10 ', przyrosły logarytmów wstaw albo stycznych 
są proporcyonalne doprzyrostów łuków, bo błąd wynikający z tej 
proporcyi mógłby przechodzić jedność i nawet kilka jedności 
siódmego rzędu dziesiętnego. Ale, jeśli łuk jest zawarty 
między 1° i 5°, wtedy, biorąc przedział 1", można jeszcze 
użyć interpolacyi przez części proporcyonalne,to jest proporcyi

h o
r =  a ’

w której h <  1, i A znaczy różnicę tablicowy dwóch loga­
rytmów wstaw albo stycznych łuków idących co sekunda.

P ierwsze zagadnienie. I 8. Znaleźć log wst 2° 36'54", 87

W tablicach Kalleta, jakośmy na początku powiedzieli, są 
dane, dla pięciu pierwszych stopni, logarytmy wstaw i stycz­
nych łuków od 0° do 5°, idących co sekunda, i temsamem 
logarytmy dostaw i dotycznych od 8.1° do 00°. W tej części 
tablic znajdujemy

log wsi 2°38'51" =  3,6591983.

Przez odciąganie wyznaczamy A =  161; po czem, przez 
proporcyę tablicową, otrzymujemy

więc
a =  M = 1 6 1  X 0,87 =  101,07.

log wst 2°36'54",87 =  2,6392384.

2° Takim samym sposobem,wyrachuje się logarytm stycznej.
8
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Dostawa i dotyczna łuków między 85° i 00° sę wstaw? i sly- 
cznę łuków od 0° do 8°; nadto, dotyczna jest odwrotności? 
stycznej; więc 1 ogarytmy tych linij trygonometrycznych nie 
przedstawiają żadnej trudności.

Drugie zagadnienie. 1°. Znaleźć kąt x , wiedząc że 

log styx =  2,7937961

W części tablic Kalleta, która daje logarytmy wstaw i stycz­
nych co sekunda, znajdujemy

za 8,7937961 3° 33'33";

po czem wyznaczamy 3 =  113 i A =  340,
113a następnie h =  —- =  0,332. . .^  340 ’

Więc x  =  3° 33' 33', 332.

2°. Znaleźć kąt x, wiedząc że

logdosx.= 2,4931567 • 

W znajomej części tablic znajdujemy

za
potem 

a następnie 

Więc

8,4931750 88° 12'58";
o =  183 i A =  676,

A =  —  = 0 ,2 7 0 ...676 ’

x =  88° 12' 58", 270

102. Jeśli łuk jest mniejszy od 1°, wtedy nie można, nawet 
w przedziale 1 użyć interpolacyi przez części proporcyo- 
nalne. Ale, w przypadku tak małych łuków, przypuszcza się, 
z błędem prawie nic nieznaczęcym, że luki są proporcyonalne
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do swych wstaw albo do swych stycznych, i za pomoc? tej pro- 
porcyi rozwiązuje się dwa zwykłe zagadnienia.

P ierwsze zagadnienie. Żnaleić lo/j wstif'134",56.

Zamieniamy najpierwej łuk na sekundy, co daje 154 ,56; 
potem stawiamy proporcyę

zatem

wst0°2'34",56 wstO’2'24'
154,56 — 454

logwstO02 34',56 =  logwst0°2 34' — log 154 -f- logi54,56.

W części tabliey, która daje logarytmy wstaw co sekunda, 
znajdujemy

log wst 0° 2' 31" =  4,8730955 
a w tablicy logarytmów liczb

log454,56 =  2,1890971 
—logl54 =  3,8124793 

Więc log wst0°2 34,56 =4,8746719

Drugie zagadnienie. Znaleźć k?t x, wiedz?c że 

log sty u? =  3,5576432.

W tablicy która daje logarytmy stycznych co sekunda znaj­
dujemy
za 7,5571497 O" 12'24'

Zamieniamy łuk 0°12'24' na sekundy, co daje 744", i wy­
znaczamy log 744 =  2,8715729; po czem, uważamy że, na mo­
cy przyjętej proporcyi, powinno być

x  stv.r
744 — sty 0° 12’24" ’
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zkąd

log# =  log744 +  log

=  2,8715729 -+- 0,0001935 =  2 ,8 7 2 0 6 6 1.

Więc x  =  744",846 =  0° 12' 24",846.

U w a g a . Tablice Kalleta daję lógarytmy stosunków wstawy 
do luku i stycznej do luku, i liczbę sekund luku, dla trzech 
pierwszych stopni. Tym sposobem rachunek w obydwóch po­
wyższych zagadnieniach znacznie się skrócą. Ale całe działanie 
dość jest sztuczne, i wymaga pewnych ostrożności, których tu 
wykładać nie widzimy potrzeby; zwłaszcza że przypadek bar­
dzo małych łuków prawie nigdy się nie zdarza w zwyczajnych 
zastosowaniach trygonomctryi. Ciekawy czytelnik znajdzie 
szczegóły wTzmiankowych rachunków na stronicy 113 wstępu 
do tablic Kalleta.

SPOSÓB PRZEKSZTAŁCENIA FORMUŁ NA W YUACHOW ALNE 

PRZEZ LÓGARYTMY.

103. Żeby można wyrachować przez lógarytmy wyrażenie 
dane liczebne, trzeba koniecznie żeby ono zawierało same 
tylko czynniki jednoinienne. Jeśli to wyrażenie zawiera summę 
albo różnicę dwóch wstaw, dwóch dostaw, wstawy i dostawy, 
ale dwóch stycznych, dwóch dotycznycb, etc, łatwo je prze­
kształcić na inne wyrachowalne przez lógarytmy, posługując 
się wiadomemi formułami. I tak, niech będzie naprzykład

,/; — stya -1- sly//.
Mamy zaraz

__ wsbi wsti wstadosi +  dosawsti wst («-i-h)X ■ * i -.i>.— — | — ■ ■» ...———  ̂ j
dos« dos/y dosados^ dos«dos6»
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Tak samo,

x  =  stya -t- doti — dos(a—b) 
dosados6

Weźmy jeszcze 

mamy
ar =  sie« -f dosie/>;

_  1 _J____wst/> -+- wst (90°—a)
dosa wst/v dosawst/y

2wst ( t z l  +  4o°j dos -  45°j

dosawst^

Te przekształcenia są niezbędne, albowiem nie znamy zwy­
kle liczebnych wartości wstaw, dostaw,., tylko mamy ich lo- 
garytmy.

Jest ogólna metoda przekształcenia wyrażeń jakichkolwiek na 
inne wyrachowalne przez logarytmy, za pomocą kąta posiłko­
wego.

Jakoż, uważajmy najpierwej wyrażenie dwumienne 

x  =  a-h b ,

w którem liczby a i b są dodatne jakiekolwiek, i przypuśćmy 
że chcemy mieć logx.

Można pisać to wyrażenie w następującym kształcie

a?= a ( 1 + ^ ) ,

i uczynić sty cp =  ^ , ponieważ sty a może mieć wszelką war­

tość lak wielką albo tak małą jak się podoba.

Kąt ip, zawarty między 0 i | , wyznacza się za pomocą 

tablic, bo mamy
logstycp =  log// — logo;
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dodając jeśli trzeba dO jedności do tego logarytmu. 

Tym sposobem otrzymujemy

. a (doscp -+- wst®)
* = « ( ! - . - » > » ) =  l os>

Owoż,
wst® -t- dos<p =  wst® +  wst (90° — ®)

=  2wst 45° dos (o — 45°);
więc

__a\/2dos (<p—45° i
J dos® ’

ta formuła jest wyrachowalna przez logarytmy. 

Podobnym sposobem przekształci się formułę

x  =  a —  b

w której przypuszczamy a >  b.
Czyniąc a— b sty ©, otrzymamy

_  W 2wst (<p— 45°) 
dos<p

Powyższa metoda stosuje się do jakiegokolwiek wielomianu 
a ± b ± c ± d ... Jakoż, biorąc kąt posiłkowy, zmniejszamy 
jednością liczbę wyrazów wielomianu; biorąc potem drugi kąt 
posiłkowy zmniejszymy jeszcze tę liczbę wyrazów; i tak nastę­
pnie aż dojdziemy do jednomianu. Ale każdy kąt posiłkowy 
wymaga szukania logarytmów jeśli nie są naprzód wiadome, 
i przejścia do liczb; co utrudnia przybliżenia.

104. U waga. Uważając że l=sty45°, znajdujemy odrazu

a (] =  a (sty4o° stv®) a (wstdaMos® -+- dos4o°wst®)- 
dos43dos®
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więc
a\!H wst(tp +  45) a\]"2 dos(© — io°)

dos® dos<pdos^

Można jeszcze działać inaczej. Jeśli ilości a i b są dodatne,

Przypuszczając a >  b, przekształcimy dwumian a — A na 
jednomian, czyniąc i  =  awst8©; co daje

Te dwa przekształcenia wymagają mniej logapytmów niż po­
przedzające.

Są jeszcze inne sposoby w przypadkach szczególnych przy­
datne ; wyłożymy niektóre z nich w następujących zastosowa­
niach liczebnych, aby tern lepiej pokazać ważność i użytek 
przekształceń.

1 0 5 .  Z a g a d n i e n ie  I .  Uczynić wyrachowalną przez logarytmy 
summę wstA -+• icstli -t-wstC, gdy A +  B +  Q — 180°.

Mamy naj pierwej

czyniąc - =  sty8<p, otrzymujemy zaraz

« +  i  =  f l ( l +  Sty8©) =  — .dos*tp

a — b — a (1 — wst8©) =  ados8©.

.. ,Tł + A-f-B j A—B wstA -+- wstB =  2wst ■ -  dos ——- ;A a

a ponieważ G =  180° — A — B, będzie

wstC — wst (A -f- B) =  2wst

zatem, dodając, otrzymujemy

A_t-R / A—B , A-t-B\wsi A + wstH -4- w»tC =  2wst — — /dos‘ -+- dos —5— J t
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Owoż,
, A—B , A+B , ,  A , Bdos------- t- dos —— — 2dos ■— dos — ■c) C) c) o

. A+B , C wst ■■■• -  =  dos - ;

wiec ostatecznie

(1) wstA -+- wstB +  wstC =  idos dos ?  dos ^ .

U w a g a . Gdyby, zamiast dodawać, odciągnięto wstC, byłoby

wstA +  wstB — wstC =  2wstA ^ 1!

zkęul, zamieniając różnicę dostaw nawiasu na wieloczyn, wy­
nika

p ł ii
(2) wstA -t- wstB — wstC =  2dos -  wst -  wst -  •

Aby przekształcić wstA — wstB — wstC, dość uważać że ta 
summa algebryczna jest to samo co —(wstB -4-wstC — wstA); 
więc, na mocy ostatniej formuły, znajdziemy

(3) wstA — wstB — wstC =  — idos ~  wst wst ̂  •V 7 9 Q 9

106. Z a g a d n ie n ie  II. Rozwiązać równanie

( ł) awste -t- idos# =  c

w którem a,b,c oznaczają liczby jakiekolwiek dodatne albo odje- 
mne-
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Uczyńmy b — a styę, będzie

a (wstać -+- sty& dosa?) =  c
albo

wsta dosa -i- dos.r wst® =  ---0^  ,
n

więc

(2) wst(x +  ?) ~  —

/*(1 / i

Zagadnienie jest możebne jeśli ilość ^ H  czyli —
a * v ‘a1 -+- b*

mieści się między — 1 i -+- \ ; co wymaga żeby wartość sa- 
‘moista — - — nie była większa od 1.

Więc warunek konieczny i dostateczny możebności zaga­
dnienia jest e* <  a* -1- b1. Przypuszczając że ten warunek jest 
dopełniony, jeśli, za pomocy tablic, wyrachujemy łuk doda-
tny a, najmniejszy jaki czyni zadość ostatniemu równaniu (2),
wszystkie pierwiastki równania (1) będą dane przez formuły

x  —ł- ® —  2/, ot -ł- ot 
X -+- cp =  (2k -I- ł )  tc — «

albo
X  =  2/iTt -t- a — o

T

x =• (2k -f- l)ot — a — (j,,

107, Można inaczej rozwięzać dane równanie 

awstó ódosa: =  c.

Jakoż, dosa; =  ±  \J i — wstlc; podstawiając tę wartość bę­
dzie

awsUc ± h \ j i  — wsFz =  c,
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zkąd
±by j  1 — wstł"x =  c — awste,

a następnie,-podnosząc do kwadratu obie strony i redukując, 
otrzymujemy równanie

(a2 -+- Uł) wst2x — 2aewstx -f- e2 — Ir =  0
które daje

ac ±  b\'a% -+-// — c-wstx = --------y- ---- -------- 1a24-

Dla rzeczywistości w'stx, trzeba najpierwej żeby ilość pod 
pierwiastnikiem była dodatna, a*+b'- — c2> 0 , i do tego 
jeszcze trzeba żeby wartość tej w stawy była zawarta miedzy — 1 

i 4- 1, albo, mówiąc dokładniej, wartość samoista wstawy nie 
powinna przechodzić jedności, to jest musi być liczebnie

ac ±  \Jb* («?+ /ć—c1) ^  t

Tej nierówności stanie się zawsze zadość jeśli, uważając war­
tości ilczebne wieloczynu ac i pierwiastnika, jest

ac -ł-yjb* (a2 -i- b1—es) <  a2 -t- t? ;

co wymaga oczywiście żeby ac <  a2 4- bl .

Więc mamy nierówność

\V  (a2 4-b1 — cJ) <  a14- b1 — ac

której obie strony są dodatne, jakikolwiek jest wieloczyn ac. 
Podnosząc do kwadratu, znajdziemy

(al +  b'-){a — c f>  0 ;
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Ta nierówność istnieje zawsze; więc w zadanem równaniu 
wstx ma zawsze jedną albo dwie wartości różne, i temsamem 
jest nieskończona liczba wartości dla x  które rozwiązyją to 
równanie.

1 0 8 . Gdy a =  lj — i, wtedy cj < 2 ;  więc, jeśli c >  0 , bę­
dzie

To dowodzi że wartość maximum summy arytmetycznej 
wstr -i- dosa; jest ^2.

1 0 9 . Zagadnienie III. Jakie powinny być dwa łuki dodatne 
x  i y, mające summę stalą x-\-y=a, żeby wieloczyn wstxwsty 
był największy możebny ?

Zamieńmy wieloczyn wstr wst,y na różnicę, będzie 

2wstxw’sty =  dos (x — y) — dos [x -+- y)
albo

2wstxwsty =  dos (x  — y) — dosa.

Owoż, dosa jest liczbą stałą; więc, żeby wieloczyn wsŁrwst.y 
był największy możebny, musi być dos(x— y) =  l ;  co wy­
maga

wsU- -t- dos <  \J2 .

x  — y — 2 k-
Ale z założenia

x  +  y =  a

z tych dwóch równań wynika

Zastępując całkowitę k przez liczby po sobie idące 0 , 1, 2 ,.. 
dodatne albo odjemne, od zera aż do największej całkowitej za­
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wartej w , będziemy mieli wszystkie luki które dadzą

wartość maximum wieloczynowi wstx wsty.
Gdy dana summa a dwóeh łuków jest mniejsza od okręgu, 

wtedy k =  0, bo <  1. W tym szczególnym przypadku

i zagadnienie ma tylko jedno rozwiązanie.

i  10. Zagadnienie IV. Wyrachować przez logarytmy pier­
wiastki równania

a? -i- px +  q — 0 , 

przypuszczając je rzeczywiste.

Rozwiązując to równanie, mamy

Trzeba rozróżnić dwa przypadki według jak q jest dodatne 
albo odjemne.

1°. q >  0 . Ponieważ przypuszczamy pierwiastki rzeczywiste, 

musi być y <  można więc uczynić q — ^-wst8s. Kąt po- 

sitkowy o wyrachuje się przez logarytmy,

log wsttp =  ~ logę -i- log2 4- D* logyo ;

-Ł* =  (i Z+Zd°sęp)

po czem
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Nazywając x  i x  wartości dwóch pierwiastków zadanego 
równania, otrzymujemy

x  — — ^  (1 — dos?) =  — pwst* l- 9 ,

* '=  - 1 (1 -+- do*p) =  — jodos31 ? .

Jeśli p <  0, wtedy — p >  0 i wartości x',x"  są obie do- 
datne i wyrachowalne przez logarytmy. A jeśli przeci­
wnie p >  0, wartości x', x" są obie odjemne; w tym przy­
padku , trzeba wyrachować przez logarytmy wieloczyny

p wstJi  9 i /idos’^9; przejść do liczb, i położyć przed

niemi znak —.

2°. q  <  0; można więc uczynić — r/ =  łL  stv5o. 

Podstawiając tę wartość, będzie

<£ =  ̂ r  (1 =f=t— ) = ST^-(dos? rp I); 2 \ ^ d o s* / 2doso' ‘ ^  '*
Więc

2dos9x  =  —!—  (1 — dos9) _^wst2j  9
dos®

;"=  -= £ - (1 +  dos9) =
2 d O S ^  O O S -ndoso

Jeden z tych dwóch pierwiastków je t̂ dodatny a drugi od- 
jemny; pierwszy wyrachuje się bezpośrednio przez logarytmy; 
trzeba wyznaczyć przez logarytmy wartość liczebną drugiego 
i dać jej znak—.
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ĆW ICZENIA.

I. Dowieśdź że

wst*a — wst’ó =  dos*ó — dos!a =  wst (a +  b) wst (a — b).

II. Rozwiązać równania

sie# -4- dosie# =  k . 
asie# =  ódosie# 
asty# =  iwst#.

III. Rozwiązać równania

2dos#—1  2—sie#
a b 1

wst (#4-a) dos (x—a) =  wst [x—a) -+- dos (#+a) 

Rozwiązać równania

as ty# -t- ósie# =  c , 
asty# -t- ódot# =  c.

IV. Rozwiązać równania

# -+- y =  2a 
wst# +  wsty =  b .

V. Rozwiązać równania
# — y =  a 

wst*# — Wst*y =  b.

VI. Rozwiązać równania

#wst (A — y) — a , #dos (B — y) — b.

VII. Wyrugować # między dwoma równaniami

dosie# — wst# =  0 
sie# — dos# =  0 .
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VIII. Wyrugować x  i y między trzema równaniami

awst*x -+- ódossx -- m 
iwst*y -+- ados’y =  n 

<7Styjr =  bstyy.

IX. Dowieśdź że, gdy przyrost h. łuku x, dężęc do zera, 
staje się zerem, wtedy :

WSt (.£+/() — wstxur. ---- i----- i----------=  dosx
n

dos [x-i-h) — doga; wgta.
J h

StV (x+A) — stVX 1
9r - - ^ T ------- = d ^ ł

dot (.r-ł-/<) — dotx_ 1
' h wst’x

sie (x+/<) — siex wsŁr 
^ ' żi dos*x

dosie (x-t- h )  — dosie.r  dosx
‘ h wst!x

• W S tw CX. Dowieśdź że stosunek -----  maleje ciągle od 1 do 0x
gdy łuk x  rośnie od 0 do

StVtZ.‘XI. Dowieśdź że stosunek powiększa się cięgle od 1

do x  gdy łuk x  rośnie od U do ".

XII. Dowieśdź że

d o s | d o s J d o s | . . . d o s | > ( l - ^ ( l  — — j s k )
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Zt̂ id wnieść ż

gr. dos |  

a zatem

XIII. Gdyłuk

e

, x x  . , x- , dos— >  1 , gdy6

x»
x — wstx <  —.6

x  <  ~ , dowieśdź że

styx —x  >  —
u

l 2x  <  -  st,y„c +  -  wstx.
O u

n =  cc;
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TRYGONOMETRIA PROSTOLINIJNA

111. W każdym trójkącie jest sześć części do uważania : 
trzy boki i trzy kąty. Wiadomo z geomctryi że trójkąt jest wy­
znaczony, gdy trzy z jego części są dane, byle tylko między da- 
nemi był jeden bok przynajmniej; to znaczy że, znając trzy 
przyzwoite części trójkąta, można geometrycznie, to jest wy­
kreśleniem, znaleźć trzy inne.

Ale te wykreślenia, jako sposoby graficzne, nie mogę być 
dokładne, z przyczyny nieuchronnej niedoskonałości narzędzi 
użytych praktycznie. Dla uniknienia tej niedogodności starano 
się, zamiast wykreśleń, użyć rachunku który zawsze pozwala 
dosięgać takiego stopnia przybliżeń jaki mieć chcemy, Bozwią- 
zać trójkąt jestto wyrachować wartość liczebną każdej jego 
części, gdy liczba części wiadomych jest dostateczna do wy­
znaczenia tego trójkąta.

Trygonometrya prostolinijna ma za cel rozwiązywanie trój­
kątów prostolinijnych.

112. Aby wyrazić długości liczbami, odnosi się je do pewnej 
jedności Unijnej, na przykład do metra, albo do stopy, mili. 
Wielkość kąta odnosi się naturalnie do kąta prostego, wziętego 
za jedność kątową.

W zastosowaniach funkcyj kołowych kąty, mają za miarę
9
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stosunek łuku objętego do jego promienia; ale, w trygonome- 
tryi prostolinijnej, łuki i odpowiedaiące im kę.ty wyrażają się 
zwykle przez stopnie, minuty, sekundy i ich ułamki. W trójką­
cie oznacza się przez A, B, C liczby stopni trzech kątów; 
przez a, b, c liczby jedności linijnych zawartych w trzech 
bokach, przeciwległych tym kątom.

ZWIĄZKI BOKÓW I KĄTÓW W TRÓJKĄCIE PROSTOLINIJNYM.

113. T w i e r d z e n i e  I. W trójkącie prostokątnym, każdy bok 
kąta prostego jest równy przeciwprostokątnej pomnożonej przez 
wstawę kąta przeciwległego, albo przez dostawę kąta przyległego.

Niech będzie ABC trójkąt prostokątny przy A. Z wierz­
chołka B jako środka i promieniem BC, nakreślmy łukkoła CD.

Stosunek prostopadłej CA do promienia BC jest wstawę 
kęta B ; więc

-  =  wslB albo "A=fl\vstB.a

A ponieważ kąty B i C są dopełniające, wstB =  dosC;
zatem

b =  a dosC
Tak samo

c=;a\VstC, i c =  adosB.

Uwaga. Dodając stronami równania

6 =  awstB, c =  adosD
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podniesione do kwadratu, znajdujemy

łr -+- & =  a5 (wsUB -+- dos*B) =  a2.

Co sprawdza powyższe twierdzenie.

1 1 4 .  T w ier d z e n ie  II. W  t r ó j k ą c i e  p r o s t o k ą t n y m , j e d e n  b o k  

k ą t a  p r o s t e g o  j e s t  r ó u m y  d r u g i e m u  p o m n o ż o n e m u  p r z e z  s t y c z n ą  

k ą t a  p r z e c i w l e g ł e g o ,  a l b o  p r z e z  d o t y c z n ę  k ą t a  p r z y l e g ł e g o .

Z wierzchołka kęta B jako środka i promieniem BA, kre­

ślimy luk koła AD; stosunek boku AC do promienia BA jest 
styczny kęta B; więc

-  = stvB ,
c

zkęd
6 =  cstyB, albo 6 =  cdotC,

Tak samo
c =  istyC, albo c =  ó dotli.

Uwaga. To twierdzenie wywodzi się z poprzedzającego Ja­
koż, dzielęc stronami równania

6 =  awstB i c =  adosB.
otrzymujemy

=  styB,
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115. T w ier d z en iu  III. W każdym trójkącie prostolinijnym, 
kwadrat z jednego koku jest równy summie kwadratów z dwóch 
innych, mniej podwójny wieloczyn z tych dwóch boków i dos­
tawy ich kąta.

Niech będzie trójkąt ABC; z wierzchołka C spuśćmy 
prostopadłę CD na bok AB.

1°. Jeśli kąt A jest ostry (pierwsza fig.), mamy, wedle zna­
nego twierdzenia geometryi,

BC’=AC!+AB2—2AB. AD. 

Ale trójkąt prostokątny ACD daje (113)

AD = ; ACdosA;

więc, podstawiając, otrzymujemy

BC==AĆS+AB*—2AB. ACdosA 

albo, oznaczając boki trójkąta ABC przez a, b, c, 

a’ =  4* -f- c’ — Hbc dosA.

2°. Jeśli kąt A jest rozwarty (druga fig.), mamy także 
z geometryi

BCł=ACł+AB*-I-2AB. AD 

Owoż, w trójkącie prostokątnym ACD jest

AD =  ACdosCAD;
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a ponieważ kąty GAD i CAB, jako spełniające, maję dostawy 
równe i znaków przeciwnych, będzie

AD =  — ACdosCAB =  — AGdosA;

więc, podstawiając, znajdujemy jako wyżej

albo
BG!=AG34-AB —2AB. AGdosA 

a* =  b* ■+■ c5 — 2ócdosA.

i 3°. Nakoniec, to samo równanie stosuje się jeszcze do przy­
padku w którym kąt A jest prosty; bo wtedy uosA — 0, 
zatem

Widzimy tedy że trygonometrya zogólnia w jednem wyraże­
niu trzy różne twierdzenia geometryi.

W n io s e k . Powyższe twierdzenie daje trzy równania między 
bokami i kątami trójkąta prostolinijnego,

a* =  b- -+- c* — 2bc dosA,
(1) 6s =  a*+  C2 — 2acdosB,

c! =  a' ■+■ Ir — 2a6dosC ,

które są oddzielne, bo do każdego wchodzi inny kąt. Te ró­
wnania stanowią trzy fundamentalne formuły trygonometryi 
prostolinijnej. Iw  samej rzeczy, gdyby istniało jeszcze czwarte 
równanie oddzielne, zawierające boki i kąty, rugując z niego 
wszystkie kąty, za pomocą równań (i) które dają ich dostawy, 
otrzymanoby związek między samemi bokami; więc, znając 
dwa boki trójkąta, możnaby wyznaczyć trzeci; co widocznie 
niemożebne. Ale są jeszcze inne związki między bokami i ką­
tami trójkąta, które, chociaż się łatwo wywodzą z równań (1), 
stanowią wszakże główne twierdzenia, i należy ich wprost 
dowieśdź, Co też zrobimju
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116. U w a g a . Każda formuła fundamentalna dowodzi że 
z trzech linij prostych a, b, c, które jej zadość czynią, można 
zbudować trójkąt. Jakoż, weźmy na przykład pierwsze ró­
wnanie (t). Ponieważ dosA jest większa od — 1 ale mniejsza 
od -i- 1, podstawiając — 1 za dosA mamy

n'3 <  b1 -+- c- -+• Llbc albo a1 <[ (b -t- c)s ;
zatem

a <  b -+- c.

Podstawiając zaś +  1 za dosA znajdujemy

a1 >  4*-+-c* — 2bc albo a’ > (6  — c)! ;

zatem, jeśli b >  c, będzie
a >  b— e;

jeśli przeciwnie c >  b, będzie

a* >  (c— by, zkąd u >  c — b.

Więc istnieje trójkąt mający za boki trzy linie proste które 
sprawdzają jedną z trzech fundamentalnych formuł.

117. T w i e r d z e n i e  IV. W każdym trójkącie prostolinijnym 
boki są proporcyonalne do wstaw kątów przeciwległych.

Niech będzie jakikolwiek trójkąt ABC. Z wierzchołka C 
spuśćmy prostopadłą CD na bok przeciwległy AB; jeśli ta 
prostopadła pada wewnątrz trójkąta (pierwsza fig), dwa trój­
kąty prostokątne CDA i CDB dają

CD =  ACwstA =  ówstA i CD =  BCwstB =  «wstB



Jeśli prostopadła CD pada zewnątrz trójkąta ABC, jako na 
drugiej fiigurze gdzie kąt B jest rozwarty, wtedy trójkąt 
prostokątny CAD daje

CD =  AC wst A =  6 wstA.

Trójkąt prostokątny CBD daje także CD =  BCwstCBD.
Ale, ponieważ kąty CBD i CBA, jako spełniające, mają 

te same wstawy, będzie

CD =  BCwstCB A =  a wstB.

Znajdujemy więc jako wprzódy

AwstA=awstB albo - nwst A wstB

Dowiedzionoby podobnie że

b _ c
wstB wstC

Porównywając dwa znalezione równania, otrzymujemy

a b r
wstA wstB wstC

118. W niosek. Ztąd wynika że, między bokami i kątami 
każdego trójkąta prostolinijnego są trzy oddzielne równania

(-2) a _  b c
wstA wstB wstC ’

A >  B -t- C =  180°.

które wyznaczają ten trójkąt.

Zt<l<l

iwstA=awslB albo — —- r -wstA wstB
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119. I n n e  d o w o d z e n ie . Można wprost dowieśdź powyższego 
twierdzenia, i z niego wyprowadzić twierdzenia I i II.

Jakoż, opiszmy kolo na jakimkolwiek 
trójkącie ABC; jeśli poprowadzimy 
promień OE prostopadły do cięciwy 
BC, kąt A będzie równy kątowi GOE.

Owoż,

wstCOE=g5, albo wstA =  ̂ ;

a
wstA =  2K.

Ten stosunek jest stały, ztąd wnosimy że

a b c
wstA wstB wstC 2H.

Dowiedliśmy tym sposobem nie tylko że, w trójkącie prosto­
linijnym jakimkolwiek, boki są proporcyonalne do wstaw ką- 
tów przeciwległych, ale nadto że stosunek boku-do wstaw// kata 
przeciwległego jest równy średnicy koła opisanego.

Jest więcej jeszcze. To dowodzenie pokazuje przyczynę istnie­
nia twierdzenia. I w samej rzeczy, w każdym trójkącie, biorąc 
promień koła opisanego za jedność linijną, wstawy kątów są 
połowami boków przeciwległych; więc oczywiście wstawy są 
proporcyonalne do tych boków

Uważajmy teraz że, jeśli kąt A jest prosty, kąty B i C są 
dopełniające; zatem wstA =  1 i wstC =  dosB. W tym przy­
padku, powyższe równości trzech stosunków dają

b
wttfct

bi
wstB dosB ’



t r y g o n o m e t r y a  p r o s t o l i n i j n a 137

więc
£ =  awstB i ó =  cstyB.

Te równania stanowię właśnie dwa twierdzenia trójkę ta 
prostokętnego.

120. T w ie r d z e n ie  V. W trójkącie prostolinijnym, każdy bok 
jest summą rzutów dwóch innych boków.

Niech będzie trójkęt ABC; z wierzchołka A spuśćmy pros- 
topadłę AD na bok BC.

1°. Jeśli prostopadła AD pada wewnętrz trójkęta, (fig. pier 
wszd), wtedy dzieli ten trójkęt na dwa prostokętne ADB i ADC 
które daję

BD =  ABdosB =  edosB 
CD =  ACdosC =  b dosC,

Ale
BC =  BD +  CD — a ,

więc
a — AdosC -4- edosB.

2°. Jeśli prostopadła AD pada zewnętrz trójkęta jako po­
kazuje druga figura, wtedy dwa trójkęty prostokętne ADB 
i ADC daję także

BD =  cdosB,

[CD =  AdosACD =  Ados (180°— C) =  — idosC.
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OWOŻ
BC =  Iii) — CD =  a

więc
a =  idosG -4-cdosB.

U w a g a . To równanie otrzymuje się odrazu przez metodę 
rzutów (40); dość tylko zrzutować na bok a linią łamaną b +  c 
złożoną z dwóch boków przyległych.

W n iosek . Powyższe twierdzenie daje trzy, godne uwagi, 
równania

a=3ĆdosC -t-cdosB 
(3) b — c dosA -t- a dosC

c =  a dosB -l- b dosA.

121. Ponieważ między sześcioma częściami trójkąta (trzy 
Loki i trzy kąty), znaleźliśmy dziewięć równań które stanowią 
trzy układy (1), (2), (3), a trzeba tylko trzech warunków do 
wyznaczenia trójkąta, pojmuje się bez żadnej trudności że 
każdy z trzech układów musi być następstwem drugiego.

Pokażemy teraz przez jakie algebryczne przekształcenia 
można przejść z jednego układu do drugiego. I tak :

Z równań fundamentalnych (1) wywodzą się łatwo równa­
nia (2) i (3).

1°. Aby z równań fundamentalnych wyprowadzić równa­
nia (2), uważajmy że pierwsze równanie (t), daje

dosA = Ir -t-c- —  o1
Ibc

zkad
wst8A —: i — dos8A = 26V-t-2oV-t-2«2A8— et — l t—e \

W? ’

a następnie

wst-A 2 - 4 -  2«8c8 -4- 2a'-bl — rt — U- — (t 
~ 1 T  — ’Hvt/c-
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Druga strona tego równania jest symetryczna, to jest nie 
zmienia się gdy przemieniamy boki a, b, c jeden na drugi; 
więc pierwsza strona nie zmieni się także gdy w niej za­
mienimy A i a na B i b, albo na C i c ; i będzie

Ztąd, uważając że kąty A, B, C, jako mniejsze od i80u; mają 
wstawy dodatne, otrzymujemy

Teraz, ponieważ równania fundamentalne (1) są jednoro­
dne, to jest mają wszystkie wyrazy tego samego stopnia, mo­
żna wyrugować wszystkie trzy boki, i mieć związek między 
samemi kątami A, B, C. Jakoż, dwie powyższe równości sto­
sunków pokazuję że boki a, b, c są proporcyonalne do 
wstA, wstB, wstC; więc, jeśli podstawimy te wstawy zamiast 
boków w jednem z równań fundamentalnych, na przykład 
w pierwszem, otrzymamy

wst*A — wst*B -4- wstsC — 2wstB wstC dosA ,

dos*A — 2wstB wstC dosA -+- wst*B -+- wst2C — 1 =  0 .

Biorąc dosA za niewiadome, i działając jako w zay. IY n°73, 
znajdziemy łatwo że to równanie, rozłożone na czynniki, daje

wst*A wst*B wst*C
(d b‘ cs

a b c
wstA wstB wstC

albo

B+C—A A-t-B—C n

Aby ten wieloczyn był zero, trzeba i dość jest żeby jeden
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przynajmniej z czynników był zero: co wymaga (27 i 26)

A +  B +  C =  4A.ł80°± 180°.
B -t- C — A =  Al; A m ” ±  180°.
A -+- G — B =  2A.18b0.
A +  B — C =  2A\ 180°.

Żadne z trzech ostatnich równań nie stosuje się do trójkąta; 
zostaje tedy pierwsze w którem trzeba wzięć A =  0 i od­
rzucić kąty odjemne.

Więc mamy
A +  B +  C =  180°, 

a b c
wstA wslB wstC ’

co właśnie stanowi układ (2).

2°. Z równań fundamentalnych wywodzą się zaraz równa­
nia (3); jakoż, dodając na przykład dwa pierwsze równania ( iN, 
będzie

0 — 2c! — 2AcdosA — 2ncdosB , 

albo, dzieląc przez czynnik 2c który nie jest zero, 

c — a dosB -4- b dosA.

Takim samym sposobem otrzyma się dwa inne równania (3).

Nawzajem, z układów (2) i (3) można wy wieśdź równania 
fundamentalne (1), jako następuje :

3°. Biorąc układ (2), równanie
A +  B +  C =  180°

daje
wstC =  wst (A -t- B) =  wstA dosB -+- dosA wstB,

Jeśli chcemy mieć pierwsze równanie fundamentalne, trzeba
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wyrugować kąty li i C. Z równań (2) wyciągamy

wstC =  — cwstA w stB = A wstA

i następnie

dosB =  \ J i  — — ̂   ̂ ^ y/a2—6!wst*A;

po czcm, podstawiając te trzy wartości w powyższe równa­

nie, i znoszęc spoiny czynnik wstA
a , znajdujemy,

c =  \ltf — 6swst*A -4- b wstA.

Zlęd, odosobniajęc pierwiastnik i podnoszęc do kwadratu, 
wynika

ar — bl -+- c- — 26cdosA.

4°. Równania fundamentalne otrzymuję się bardzo łatwo 
z równań (3). I tak, jeśli pomnożymy te ostatnie odpowiednio, 
na przykład przez —a, -+- b, +  c, i dodamy, będzie

albo
— a- ■+■ b'~ -+• c'- — 2bcdosA , 

a* =  ó* -t- c* — 2 bc dosA.

o°. Nie trudno także przejść z układu (2) ilo (3); albowiem, 
równanie

A 4-15 -t- C — i 80°
Układu (2) daje

wstA =  wst (B •+ C) =  wstBdosC -+- dosBwstC , 

a dwa inne równania (2) dostarczają

wstB = b wstA i wstC — cwstA
a i a
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n =  b dosG -t- c dosB.

6°. Nakoniec, wyprowadźmy nawzajem równania (2) z ró­
wnań (3). Rugując dosG z dwóch pierwszych równań (3), 
znajdujemy

a* — b* == c (a dosB — b dosA);

a jeśli pomnożymy stronami to równanie pMzez ostatnie

równanie (3) c =  adosB -+- idosA ,
będzie

a1 — Ir =  a*dos1B — 6łdos*A,
albo

0=fl*wst*B — ó*wst*A;
co daje

Ztąd wnosimy

a _ b
wstA wstB

a   b   c
wstA wstB wstG

Tc dwie równości stosunków dowodzą że boki a,b, c są 
proporcyonalne do wstA, wstB, wstC.

Teraz, ponieważ równania (3) są jednorodne, podstawiając, 
na przykład w pierwszem z nich, zamiast boków wstawy które 
są do nich proporcyonalne, będziemy mieli

wstA =  wstB dosG -+- wstG dosB =  wst (B -+- C).

Owoż, temu równaniu tylko dwoma sposobami zadość uczy­
nić można w trójkącie, to je s t: biorąc

A — B *t* C, albo A-hB •+• C— 180°i
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Pierwsza równość jest ogólnie nicmożebna, bo ky.t A jest 
jakikolwiek i może przedstawiać najmniejszy z trzech kątów 
trójkąta. Zostaje więc tylko druga równość która daje wiadome 
twierdzenie, summa trzech kątów trójkąta jest równa dwom kątom 
prostym.

ROZWIĄZYWANIE TRÓJKĄTÓW PROSTOKĄTNYCH.

122. Trójkąty prostokątne nastręczają między bokami a, b, c 
i kątami B, C, dziewięć zagadnień, które się zawierają w czte­
rech odrębnych przypadkach. Do każdego z tych przypadków 
dołączamy powierzchnię trójkąta w funkcyi części danych.

P ie r w s z y  pr z y p a d e k . Mając daną przeciwprostokątnę a i kąt 
ostry B, wyrachować boki b, c i kąt C.

Mamy
i  =  awstB i e =  adosB;

ztąd
logi =  loga +  logwstB, 
logc =  loga -t- log dosB.

Uwaga- Trzeba pamiętać że w tablicach logarytmy wsław i dostaw, 
logarytm stycznej od 0° do 45°, dotycznej od 45° do 90", są powię­
kszone liczbą 10. Dlatego, jeśli logarytm tablic dodano, Irzeba od wy­
niku odciągnąć 10; a jeśli taki logarytm odciągnięto, trzeba do wyniku 
dodać 10. Więc powyższe równanie z logarytmem wstB jaki jest zwykle 
w tablicach znaczy

logi =  loga 4- logwstB — 10.

Kąt C otrzymuje się przez równanie 

C =  90° — B.
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Ale trzeba go także szukać przez formułę

stvC — 7 b
zkąd

log styC =  logc— lo g i ,

dodając iO do drugiej strony równania, jeśli odciąganie jest 
niemożebne.
Wyznaczony tym sposobem kąt G służy za próbę wykonanych 
rachunków.

Aby otrzymać powierzchnię trójkąta prostokątnego ABC, 
którą nazwiemy S, w 1'unkcyi ilości danych a i B, mamy 
podstawę b—- awst B i wysokość c =  «dosB; zatem

S =  }>4  =  ^wstB dosB =  —wst2B.

D ru g i p r z y p a d e k . Znając jeden buk b kąta prostego i jeden 
kąt ostry B, wyrachować drugi kąt ostry C i dwa boki a i c-

Mamy zaraz

a = - A _ ,  c =  b dotB, C =  90° — B;

zkąd
log a — logi -4- D* logwstB — 10 (*) 
lo g e= log i -+• log dotB.

Powierzchnia trójkąta prostokątnego, w funkcyi ilości da­
nych b i B, wyraża się przez

o 1 / . j ósdotBS=-/y.6dotB = --------•
2 2

(’) Ponieważ w tablicach logwstB jest powiększony liczbą 10, biorąc 
dopełnienie takiego logarytmu niema nic do odciągania, albow iem 
D 'logw stB =  10 — logwstB.
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T r ze c i p r z y p a d e k . Mając daną przeciwprostokąti r u ibokb, 
wyrachować bok c i kąty B i C.

Mamy
c =  \]a* — bl =  \ ( a  ■ +- b) [ a  — b ) .

wstB =  -  =  dosC ;a
albo przez logarytmy

,____ log (a+  6)-4-log (a -  6)
a ’

log wstB =  log/; — loga =  log dosG.

U w a g a . Jeśli bok b różni się bardzo mato ocl przeciwpro- 
stokątnej a, wtedy kąt B jest blizko 00°, i wstB źle go wy­
znacza: widzimy albowiem że od 89° 57'10" do 90" logarytmy 
wstaw mają te same siedem pierwszych dziesiętnych. W takim 
razie trzeba szukać kąta B przez styB, biorąc na przykład 
formułę

styB =  - c
albo

log styB =  log b  — logc , 
w której logó i logc są już wiadome.

Powierzchnia S trójkąta, w funkcyi danych boków a i b, jest

S =  t  \ja- — Ir ,

C z w a r t y  p r z y p a d e k . Mając dane dwa boki b i c kąta pros­
tego, wyrachować przeciwprostokątnę a i kąty B, C.

Do wyznaczenia kąta B posłuży formuła

styB =  |

10
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albo logstyB =  log6 — logc.
Po czem

C =  90° — B ,

146

i

zkąd

_  b 
wstB ’

loga =  log6 — logwstB, 

albo, biorąc logwstB taki jaki jest w tablicach, 

log a =  log b -f- D'logwstB.

Powierzchnia trójkąta prostokątnego, w funkcji dwóch 
boków b i c, jest

ROZWIĄZYWANIE TRÓJKĄTÓW JAKICHKOLWIEK.

123. Biorąc trzy z sześciu części a, b, c, A, B, C trójkąta,

można ułożyć dwadzieścia k jmbinacrj !' '* * =  20; odrzu-
1.2.3.

cając kombinacyę A, B, G trzech kątów, która nie wyznacza 
trójkąta, zostaje dziewiętnaście możebnych zagadnień rozwią­
zywania trójkątów. Ale te wszystkie zagadnienia stanowią 
tylko cztery różne przypadki, które rozwiążemy dołączając do 
każdego powierzchnię trójkąta w funkcyi danych części.

124. P ie r w s z y  p r z y p a d e k . Mając dany bok a i dwa kąty B,C, 
wyrachować trzeci kąt A i dwa inne boki b, c.

Niewiadomy kąt A wywodzi się zaraz z równania

A +  B +  C =  180°.
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Otrzymuje się potem boki b i c przez proporcje

a b _ c
wstA wstB wstC1

które daję
, a wstB . awstG

wstA wstA
albo

logA=loga -i- log wstB -f- U'log wstA— 10 , 
loge =  loga -t- log wstG +  DelogwstA—10.

125. Do wyznaczenia powierzchni trójkąta w funkcyi ilości

danych a, B, C, mamy podstawę b =  ' odpowieda-

jącą wysokość BE =  a wstG; zatem

Ł, _a2wstB wstG
2wsl (B+G)’

Uwaga. Jeśli są tylko dane bok a i summa B +  G dwóch 
kątów przyległych, powierzchnia trójkąta będzie maximum 
gdy wieloczyn wstBwstC będzie największy możebny; co 
wymaga, jako wiemy (109, zag III), żeby kąty B i C były ró­
wne. Ten wynik jest oczywisty geometrycznie.

126. D rugi p r z y p a d e k . Mając dane dwa boki a, b i kąt 
zawarty między niemi, wyrachować trzeci bok c i dwa kąty A, B.

Znamy summę dwóch kątów
A +  B =  180° — G ;

jeśli więc znajdziemy ich różnicę A — B, te dwa kąty A i B 
będą wyznaczone.

Owoż, z proporcji
wstA_a
wstB 7j
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wstA — wstB a  — b  

wstA -+- wstB a  -+- b ’

a, zamieniając summę i różnicę wstaw na wieloczyny, będzie

dos{ (A-+-B)wst^(A—B) s t y | (4—B) a — b
wst i  (A+B) dos |  (A—B)— sty |(A +B) "“ a + T  ’ 

nadto,

więc

sty i (A+B) =  sty (b0°— i tA =  doi IC  ;

, l r i ( A - B ) = I * d o t t c .

Ztąd, przypuszczając a j> ó,

logsty { (A—B) =  lo g (a —b) D* log(a-t-A) -+- log  d o t jC —10.

Ta formuła daje i  (A — B), a jest wiadome i(A-t-B); więc 

kąty A i B łatwo się wyrachuję.

Znając kąty A i B, można otrzymać trzeci bok c za po­
mocą formuły

a wstCc ---------- *
w stA

albo
lo g c=  loga -+- log wstC -+-DelogwstA — 10.

Ale len sposób wyznaczenia boku c wymaga trzech nowych 
logarytmów; działając jako następuje, można uniknąć jednego 
logarylmu. Jakoż, mamy

n______b _  c
wstA wstB wstC
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zkąd
CL -f- b o -ł- b

wstC wstA-f-wstB 2\vst|(A+B) dos£(A—B)
zatem

c — (a -t- b) wstC
2wst^(A+B) dos|fA—B)

Owoż,

więc

albo

wst i  (A +B) =  dosi G , 

wstC =  2 wst i  G dos i  G;A A

_(g -4- b) wst* C
C dos j  (A — B) ’

logc =  log(a -+- b) -+- log wst {■ G -+- DMogdos* (A — B) — 10. 

W tej formule log(a -4- b) jest już wiadomy.

127. Takim samym sposobem otrzymuje się formułę

Ca—b) dosiC
C ~  wst -J- (A—B)

która, z przyczyny różnicy a — b, jest użyteczna.
128. Zdarza się często w zastosowaniach że boki a i b 

są znane przez logarytmy i jest wiadomy kąt C, a chodzi 
o wyrachowanie kątów A i B. Wtedy, dla wyznaczenia

1logsty-(A — B), trz eb ab y  D ajpierw ej szukać liczb  a i b 
2

w tablicach, i dopiero potem wziąć log a — b ale można
a ■+■ b '

uniknąć tego przejścia do liczb, przez użycie kąta posiłkowe­
go, i, co ważniejsze, skrócając rachunek zmniejszyć temsą- 
mem błędy przybliżeń.



15 0 KSIĘGA D RUGA

Jakoż,

a -+- b a 
~b

1

jeśli tedy uczynimy “ = s ty ę , będzie

Więc

sty ̂  (A — B) =  sty (o — ia°) dot 1 G.

Tym sposobem jest dwa logarytmy mniej do znalezienia 
niż gdyby szukano liczb a i b.

129. Wyrachowaliśmy bok c, wyznaczywszy najpierwej 
kąty A i C; można jednak wprost otrzymać ten bok w funkcyi 
danych a, b, G. W samej rzeczy, mamy

c =  -f- 6* — 2a b dosG.

Ale ta formuła nie jest wyraehowalna przez logarytmy; aby 
ją przekształcić na taką, uważajmy że

zatem możemy pisać
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Łatwo teraz zamienić dwumian pod pierwiastnikiem naje 
dnomian, albowiem

¢=(, + J) w.ti C y/1 +  dol*|c";

więc, biorąc kąt posiłkowy y taki żeby

znajdujemy

-— |dot^C =  styf, 
n  -A- h  9  J T ’

(a -t- b) wst i C 
dosf

Ta formuła, w której kąt ? jest oczywiście ten sam 
1 ,co -(A — B), niczem się nie rożni od poprzedzającej; da­

liśmy ją dlatego żeby pokazać różne sposoby przekształceń.

Uwaga. Można wyrazić styA i styB w funkcyi ilości da­
nych a, b, C. Jakoż, mamy proporcyę

a b  b
wst A wstB wst(A-i-G)’

z której wynika
a wst A dosG -i- a dos AwstC =  b wst A ;

a ztąd
stvA: a wstC

b — a dosC

Tak samo działając, albo przemieniając tylko w ostatniej 
formule boki a i b między sobą, i zastępując kąt A 
przez B, otrzymamy

. b wstCstyB = ----- -j-j—  ■a — 6dosC

Ale te dwie formuły nie są wyrachowalne przez logarytmy.
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, 131. A hy wyznaczyć powierzchnię trójkę la w funkcyi dwóch 
hoków a, b i ich kąta C, uważajmy że, biorąc bok a za pod­
stawę, mamy odpowiedającą wysokość AD =  ówstC; zatem

S =  yib wstC.

Ważny wynik, który pokazuje że powierzchnia trójkąta równa 
się połowie wieloczynu z dwóch boków przez wstuwę ich kąta.

132. Uwaga. Przekątna liD dzieli równoległohok ABCD 
na dwa trójkąty równe; więc, nazywając S powierzchnię tego 
równoległoboku, a i b dwa boki przyległe zawierające kąt C, 
będzie

S =  ab wsin,

to jest, powierzchnia równoległoboku ma za miarę wicloczyn 
z dwóch boków przyległych przez wstawę ich kąta.

Ztąd wynika że, jeśli jest dany kąt C i summa a-\-b 
dwóch boków które go zawierają, równoległohok będzie naj­
większy możebny gdy boki a i b są równe.

Więc, między równoległobokami, mającemi równy kąt i tę samą 
summę boków które go zawierają, ukośnik jest nojioiększy możebny.

133. Trzeci przypadek. Mając dane dwa boki a, b i kąt A 
przeciwległy pierwszemu, wyrachować kąty B, C i trzeci bok c

O)

albo

Wyrachuje się kąt B przez formułę

b wstAwstB =  ■

log wstB =  logb -+- log wst \  -+- D*logn;

po czem, otrzyma się kąt C biorąc

C =  ł80° — (A 4-B),
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i rwkoniee bok c z proporcyi
flwstC
wsi A

Żeby trójkąt istniał, musi logwstB, znaleziony za pomocą 
tablic, być mniejszy od 10 a najwięcej równy 10. Jeśli taki 
jest logwstB, wtedy wstB odpowieda dwom kątom speł­
niającym. Owoż, w każdym trójkącie mniejszy z dwóch boków 
jest przeciwległy kątowi mniejszemu, i nawzajem; ztąd wynika 
że różnice a — b i A — B mają te same znaki; więc trzeba od­
rzucić wszelką wartość kąta B która nie daje różnicy A — B 
ze znakiem różnicy a —b. Ten warunek konieczny jest dosta­
teczny, to jest, jeśli wartość kąta B, wskazana przez formułę (1), 
daje różnicy A — B znak różnicy a — b, istnieje trójkąt ma­
jący części dane a, b, A i części znalezione B, C, c. Jakoż, 
z dwóch boków a, b i kąta zawartego C, można zawsze zbu­
dować trójkąt. Nazywając A', B' i ć  inne części tego trójkąta, 
będzie

(2)

Ale, w tym samym trójkącie CA'B', mamy 

A' -t- B' =  180° - C ,

a z poprzedzającego rachunku kąta C wynika 
A + B  =  180" — C ;

zatem A'-t-B = A  +  B.

Nadto, formuła (1) dająca kąt B jest to samo )

wstA a
wstB b ’

zkąd
wstA — wstB a — b
wstA -t- wstB u-\- b ’
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a następnie
sty; (A— B) a — b 

' '  sty J (A -+- B) a 6 ’

Z porównania równań (2) i (3), i ponieważ uważana war­
tość B nadaje różnicy A — B znak różnicy a — b,  wynika

Więc

A — B = A  — B.

A’ =  A i B =  B .

T , . , a wstCI następnie c =  — —  =  c.r  wstA

Go było do dowodzenia.

D ysk u ssya . W niektórych razach można wiedzieć a priori, 
nie szukąjąc kąta B, czy zagadnienie jest możebne, i ile ma 
rozwiązań ; dość tylko rozróżnić trzy przypadki.

i°. Gdy bok a >  b, zagadnienie ma zawsze jedno rozwiąza­
nie, i tylko jedno, jakikolwiek jest kąt A. Albowiem wtedy

wstB =   ̂ <  i  i wstB <  wstA :
a

zkąd, nazywając B kąt ostry i B' jego spełnienie, wynika 

B < A , i B <  180° — A albo B > A .

To pokazuje że tylko kąt ostry B czyni A — B >  0 , to jest 
daje różnicy A — B znak różnicy a — b ; więc w tym przy­
padku istnieje zawsze jeden trójkąt rozwiązujący zagadnienie.

2° Gdy a — b, wtedy formuła (1) daje wstB=wstA. Więc, 
jeśli kąt A jest ostry, trójkąt równoramienny, w którym A=B, 
rozwiązuje zagadnienie; a jeśli kąt A nie jest ostry, trójkątnie 
istnieje.

3°. Gdy a < b. możebność trójkąta wymaga żeby A<B;
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więc kąt A musi być ostry. Jeśli temu warunkowi staje się za­
dość, zagadnienie ma dwa rozwiązania albo tylko jedno, albo nie

ma żadnego, według jak < 1  albo = 1 ,  albo > 1 .

Jakoż, jeśli wstB —  ̂" s—  C l, wtedy w stB >w stA ; 
zatem, ponieważ kąt A jest ostry z założenia, mamy

B >  A , i 180°— B >  A albo IV >  A ;

Widzimy zaraz że różnice A — B i  A —B' są obie odjemne, 
mają przeto znak różnicy a — b. Więc istnieje dwa trójkąty 
rozwiązujące zagadnienie.

Jeden z tych trójkątów ma
kąt ostry B, kąt G =  180°—(A-t-B), i bok c =  ^  \ ---- ’

drugi trójkąt ma
kąt rozwarty B '=  180° — B, kąt C '= 180° — (A -t-B’) =  B — A,
i bok c'— Q wst (B — A).

> wstA
Ta okoliczność dwóch rozwiązań, zarówno możebnych, 

stanowi przypadek wątpliwy.

Jeśli —-*-L- =  1, wtedy B =  90°; więc, przypuszczając

kąt A ostry, będzie A — B <  0, i trójkąt prostokątny ABC 
rozwiązuje zagadnienie.

Nakoniec, jeśli >  1. zagadnienie jest niemożebne.
a

To co poprzedza przedstawia się jasno geometrycznie. Jakoż, 
wykreślmy kąt XAY równy danemu A, 
na ramieniu AY weźmy długość AC 
równą bokowi b, i spuśćmy prostopa­
dłą CD na AX. Jeśli z punktu C jako 

środka i promieniem równym bokowi a, nakreślimy łuk koła,
B x
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len łuk przetnie ramie AX w dwóch punktach B, B’. równo 
oddalonych od spodka prostopadłej CD, albo dotknie tego ra­
mienia w punkcie D, albo go nie spotka w żadnym, według jak 
bok a. mniejszy od pochyłej b, jest większy od prostopadłej 
CD albo jej równy, albo od niej mniejszy. Co oczywiste.

Długość prostopadłej CD wyraża się w funkcyi boku b 
i kęta A, albowiem trójkęt prostokątny ACD daje

CD =  ACwstA — b wstA .

Ta formuła istnieje zawsze jakikolwiek jest kęt A,

134. Nie trudno znaleźć wprost bok c w funkcyi części 
danych a, b, A. Jakoż, równanie

(1) a1 =  bs +  <?— 26cdosA

daje c — b dosA ±  \Ja‘ — 6?wst2A.

Aby przekształcić tę formułę na wyrachowalną przez loga- 
rytmy, trzeba użyć kęta posiłkowego; a ponieważ A wstA <a, 
ł)ez czego bok c byłby urojony, najprościej jest położyć

b wstA =  a wsttp, zkąd l 

Podstawiając te wartości, otrzymamy

a wstcp 
wst A

awstadosA , , a . , , .,' = ----- —  ± :a d o sa = -------- -w stfyztA ).wstA ' wstA vr ’

Kęt tp jest oczywiście ten sam co B; zatem 180°—(a-+-A)=C 
i a — A =  C'. Widzimy więc że powyższa formuła w ni- 
czem się nie różni od tej za pomocę której wyznaczyliśmy 
boki c i c'. Rachunek logarytmiczny jest zupełnie ten sam..

U w a g a . Możnaby, odróżniając trzy przypadki a >  i ,  

a =  b, a < b , dyskutować równanie

c* — 2 bc dosĄ -+- i 2 — a* — 0 .
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i łatwo otrzymać te same warunki możebności zagadnienia 
któreśmy innym sposobem znaleźli. Tę dyskussyę polecamy 
początkującemu czytelnikowi na ćwiczenie.

135. Znając, w funkcyi części danych a, b ,  A, podstawę 
trójkąta c= ó d o sA ± V «i — ,jt wstsA i odpowiedającą wyso­
kość CF =  b wstA, mamy powierzchnię

S =  (b dosAzt VV _  A'wst!A) •

136. C z w a r t y  p r z y p a d e k .  Mając dane trzy l/olii a, b, c, wy­
rachować kąty A, B, C.

Równanie
cr — P +  c1 — 2bc dosA 

wyznacza kąt A przez dostawę, to jest daje

dosA: h-
Ibc

Ta formuła wymagałaby dość mozolnych rachunków; dla 
znalezienia dosA, ale, uważajmy że

dosA =  1 — 2wst*  ̂A =  2dos* |  A — 1.2 2

Podstawiając w pierwsze równanie wartość

dosA — 1 — 2wstf-  A, znajdziemy 
2

a' =  b' c! — 2bc -+■ ibc wst* * A =  [b—c f  + 4 bc wst’  ̂A , 

zkąd

V ^ P = V EHEI F E5-
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Można tę formułę uprościć. Jakoż, niech będzie jako zwykle 

a  +  b -4- c  =  2/>
zkąd a-\-b — c  =  %(p — c)

a  -f- c  — /; =  2 ( p  — b ) 
b-i-c — a =  2 (/j — «);

więc

di w,.*a=v/E E 5 .
Jeśli poniesiemy drugą wartość dosA =  2dos2i  — 1 do

pierwszego równania, będziemy mieli

a1 — fr -t-c * -+- 2bc — Ąbc dos!i  A ;

ztąd

albo

(2)

dosłW (a-ł-6-t-c) (b-t-c—a)
Abc

d° 4 A = v / -
( p — a )

!>c

Dzieląc teraz stronami równanie (1) przez (2), otrzymamy

(3) sty-A  =
v/-

(p—b) (p—c) 
Pip—a)

W każdej z trzech formuł trzeba brać pierwiastnik ze zna-
4

kiem -t-, bo kąt -A  jest ostry; zatem wszystkie trzy linie try­

gonometryczne są dodatne. Sam kształt formuł jasno pokazuje 
jaką przemianą liter wywodzi się z nich podobne formuły do 

ł 1wyrachowania kątów -B  i ^C. I tak, ograniczając się
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na ostatniej, mamy

Ztąd prawidło : aby otrzymać styczne połowy kąta, odciągnij 
naprzemian każdy z boków kąta od półobwodu; podziel wieloczyn 
reszt przez wieloczyn 3 tego półobwodu i z jego przewyżki nad bo­
kiem przeciwległym kątowi; wyciągnij nakoniec pierwiastek kwa- 
dratowy z ilorazu.

Jeśli chcemy znać tylko jeden kąt trójkąta, obojętny jest rze­
czy użyć którejkolwiek z trzech formuł (1), (2), (3); bo każda 
wymaga czterech logarytmów, chociaż ściśle mówiąc, rachunek 
dostawy jest najprostszy w tym razie. Ale, jeśli trzeba wyra­
chować wszystkie kąty, wtedy, bez wątpienia, formuła (3) jest 
najdogodniejsza, albowiem potrzebuje tylko czterech logaryt­
mów; gdy tymczasem formuła (ł) wymaga sześciu, a formuła (2) 
siedmiu logarytmów.

Jest więcej jeszcze. Rachunek trzech kątów przez styczne, 
może się znacznie uprościć. Jakoż, uważajmy że

Nazywając r  wartcść pierwiastnika, który oczywiście jest 
ten sam dla wszystkich trzech kątów, i wyraża, jako później 
zobaczymy, promień koła wpisanego, będziemy mieli

s t y  ^ A = y / '
\y —/))(/>—c)

pfyi—a) 1p—a V p

p—b
r
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Więc

log  s ty -A  =  log/- —  log (//— « ), 

log sty i  B =  lo g r  — log  (p—b), 

log stJ ' c  =  logr — l°g (P~c) ■

Widzimy teraz że, tak d/.ialając, skrócą się o wiele rachunek 
kątów.

Dyskussya. W iadom o że n ie m ożna zaw sze u tw orzyć trójkąta 
z trzech boków  w ziętych  d ow oln ie . A le, jeśli trzy boki « , b, c, 
naturalnie dodatne, zadość czynię jednej z trzech  form uł 
(1), (2 ), (ii), trójkąt jest  m ożebny.

1°. Uważajm y w si * A. Aby ta lin ia  istn iała, trzeba żeby  

jej w artość była rzeczy w ista  i m niejsza od jed n o śc i; co wym aga  

żeby iloraz ^  . M / '  ') był dodatny i m niejszy od jed ności.

Owoż, p ierw szem u w arunkowi staje się zadość, jeśli czyn­
niki p  — b, p —  c są oba tego sam ego znaku; a że n ie m ogę  
b yć obydw a odjem ne, bo ich  sum m a jest a, w ięc  m usi być 
p  ;> b i p  >  c ; zkęd b a -t- c i c C ci -+- b.

Nadto, z n ierów ności (p—  b)(p — c) <  bc wynika
iP _  ^  +  c) p <  O, albo p <  b -+- c, co  daje a <  b -t- c.

Znajdujemy tym sposobem że każdy bok trójkąta, o którym 
mowa, jest mniejszy od summy dwóch innych; więc ten trój­
kąt istnieje.

2°. Dla rzeczywistości dos ^A, trzeba najpierwej żeby

p — a>  0, co daje a < b - t -c ;  a potem  trzeba żeby  
p (p — a) <  bc to jest (a -t- b -+- c) (ó -t- c —  u) <C. 4bc, albo  
(6 +  c)s — a1 <  4bc, albo jeszcze u1 >  (6 -  c)1.

Więc bok a powinien być mniejszy od summy dwóch in­
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trójkąta.

3°. Żeby sty5 A. była rzeczywista, wszystkie trzy czynniki

p — a,p — b,p — c powinny być dodatne, albo jeden dodatny 
i dwa odjemne. A ponieważ ostatni przypadek nie może mieć 
miejsca, jakośmyjuż widzieli, musi tedy być

a < b -± c , b<.a +  c i c < a -h b .

Co właśnie dowodzi że trójkąt istnieje.

Uwaga. Mnożąc formuły (1) i (2) między sobą, znajdujemy 
następującą, często użyteczną

(4) wstA _  2 y/p{p—a)(p—b)(p—c)
bc

i  37. Do wyznaczenia powierzchni trójkąta w funkcyi trzech 
boków, mamy

R 0 Ź W I4 Z Y W A N 1 E  T R Ó J K Ą T Ó W  101

Owoż, formuła (4) poprzedzającej uwagi daje
2  

wstc — —b \P (P -« )  ip—b) (p—c) ;

więc, podstawiając, otrzymujemy

S =yjp {p—a) (p—b) [p—c).

ZASTOSOWANIA LICZEBNE.

138. Dla pokazania jak, w rozwiązywaniu trójkątów, wyko­
nywa się liczebne rachunki przez logarytmy, dajemy przy­
kład jednego przypadku trójkątów prostokątnych, i przykład 
każdego ze czterech przypadków trójkątów jakichkolwiek, do: 
łączając ich powierzchnie.

11
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Ogólnie mówiąc, w zastosowaniach liczebnych dogodniej jest 
brać logarytmy takie jakie sę w tablicach, to jest zwykle powię­
kszone liczby 10. Nie trzeba się obawiać błędów któreby po­
pełniono zapominając o tem powiększeniu; bo błęd 10 jedno­
ści na logarytmie liczby wprowadza albo znosi czynnik 10'°, 
a oczywiście tak znaczny błęd nie może zostać niepostrzeżony.

P i e r w s z y  p r z y k ł a d . Sn dane

A =  90°, B =  54°36'29'',48 , a =  1869,363 

wyrachować b, c, G.

Mamy zaraz C =  90°—13 — 35° 23' 30'', 12. Rachunek
boków b i c wykonywa sę  wedle następujących wzorów.

Rachunek boku b. Rachunek boku c.

i= a w stB  c =  adosB

logo . . . .  3,2710942 log« . . . .  3,2710942
logwstB . . . 9,9112698 logdosB . . _. 9,7628008

logi . . . .  3,1829040 logc . . . .  3,0344950 
0 =  1323-,926 c =  1082",667.

Sprawdzenie. .Można ze zna- Rachunek powierzchni 
lczionych wartości logi, logc s
wyprowadzić kętG. • S =  -wst2B

s1vq _ £  logwsl2B albo
b logdos(2B—90°). . 9,9751019

lonc . . . .  3.0344949 o log a . . . .  0,3433884 
logi . . .  . 3,1829639 —log4 . . . .  1,3979100

logslyd . . . 9,8313310 logS . . . .  3,9164303
G=35° 23'30,24 S =  824 933”*,1
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D r u g i  p r z y k ł a d . Są dane

a — 10795-,88 B =  fo8° 25'44", 6 G =  33° 22' 55', 4

wyrachować Ij ,  c, A.

Mamy najpierwej A =  180°—B—G =  38“ 11'20'

Rachunek boku b. Rachunek boku c.

, awstB a wslG
o —   r r -  C —  ---------wstA wsi A

lo g a .................... 4,033418!)
logwstB albo loga . . . .  4,0334189
log dos (B—90°) . . .  9,9771302 logwstC . . 9,7405338
DMogwstA . . . 0,2088317 D'logwslA . . 0,2088317

logi . . . . . 4,2193808 logc . . . . 3,9827864
b — 10572™,43. c — 9011™, 397

Sprawdzenie. Biorąc for- Rachunek powierzchni
mulę (n° 127) Ł, _  «VstH wslG

/B—G\ _  (/.—c) dos { A ' 2wstA
\ 2 ) ~~ a 21oga . . . .  8,0008378

logwstB . . . 9,9771302
można mieć próbę powyż- ,ogwstC 9,7*05338
szych rachunków. —logwstA . . 0,2088317
log dos A A . . . 9,9754229 — log2. . . . F,0989701
log ( i - c )  . . . 3,8420748 logS . . . .  7,0923110
D*logq . . . .  5,9003811 S =  49239272™*
logwst 2 (B — C). . 9,7846788 na mniej niż dekainetr kwa- 

(B—G) =  37° 31' 24",43 dratowy.

T rzeci p r z y k ł a d . Są dane

0 =  4567^,89 b =  3579", 24 C =  45° 36' 28'', 7



161 K S I Ę G A  D H U G A

ivyrachować c i A, B.

Rachunek kąta i  (A — B)

st̂ A- B> = ^ d<4G
° — b ..................... 988,65 logdotĄC . . . 0,3762927
n +  b ........................8147,13 log [a— b) . . . 2,9950426
■i-C . . . . 22°48° 14",35 D'log(a-+-ó) . . 6,0889954

log sty £(A—B) . . 9,4603307

; (A — B) =  16° o' 57", 66

Rachunek kątów A i B

i  -  |(A  -ł-B) =  67°ll'45",65
} (A — B )=  16° o '57", 66

A =  83° 17'43", 31 
B = 31° 5'47", 99.

Rachunek boku c

_(a-t-6)wsl{C
dos Ą (A—B)

l o g ( « + i ) ..................... 3,9110046
lo g w stĄ C ..................... 9,5883611
D*logdosi(A—B) . . . 0,0173750

logc . ............................  3,5167407
c =  3286*, 554

twAGA, Trzeba sprawdzić rachunki, szukajęc naprzykład

k^ta C przez formułę dos-C =  .ff) .
2 V bc
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r* Rachunek powierzchni.

ab wstG

loga . . 
log 6 . •

3,6597157
3,5537909

logwstC . . . .  9,8540287 
— ]0g 2 .................... 1,6989701

lo g S ......................... 6,7665054
S =  5 841244m*

na mniej niż metr kwadratowy.

C z w a r t y  pr z y k ł a d . Są dane 

a =  9876“, 54 6 =  10701“,25 A =23° 27'25", 46

wyrachować c i B, C
Ponieważ a <  b, i A <  90°, zdarza się właśnie przypadek 

wątpliwy; może więc być dwa rozwiązania albo tylko jedno, 
a nawet może nie być żadnego, według jak wstB jest rzeczy - 
wislą albo urojona.

Rachunek kata Ti

a
logwstA . .
log* . . .
D*log« . .

. . . .  9,5999506 
. . . . 4,0294345

6,0053951

logwstB 9,6347802.

Są więc dwa rozwiązania 

B =  25° 33' 0", 5 i B' =  la4° 26' 59", 5
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Pierwsze rozwiązanie. Drugie rozwiązanie.

A =  23° 27' 23", 46 K — 23° 27'25", 4f>
B =  25° 33' O",o B'=:454° 26’59",a

A -f- B =  49l O' 25", 96- A -t- B' =  177“ 54' 24", 96

G =  130° 59’ 34", 04 C' =  2° 5' 35", 04

Rachunek boku c. Rachunek boku c'.
awstC , awstC'c — -------  c = --------wstA wstA

log a .. 3,9946049 log a . . . . •• 3,9946049
logwstC . . . .  9,8778274 logwstG' . . . .  8,5625638
I)'log wstA . . . 0,4000494 D" log wstA . . . 0,4000494
logc . . . " . 4,2724817 loge' . . . . . 2,9572181

c=18727™,58 c' =  906", 1875

Spraiudzenie. W trójkącie równoramiennym BCB' pod­
stawa BB' równa się różnicy c — c', a połowa tej podstawy

jest —  = a d o s B ;  owoz, mamy

lo g a .....................  3,9946049
logdosB . . . .  9,9552975

log — . . . . 3,9499024;

więc — =8910,5 a znalezione wartości dają 
c — cr
—— =8910,6. Te dwa wyniki, prawie równe, sprawdzają 

rozwiązania.

U w a g a . Gdy zagadnienie ma jedno ty lk o  rozwiązanie, wtedy 
na sprawdzenie można wziąć formulę

^_(a — c) dosJB
wst}(A — C)
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Rachunek powierzchni.

s =  Y wst(B±A)
Powierzchnia S /derwszego Powierzchnia S' drugiego

trójkąta. trójkąta.

log a ....  3,9946049 lo g a ...  3,9946049
logi . . , . . 4,0294343 l o g i ...  4,0294343
IogwstC . . . .  9,8778274 logwstG' . . . .  8,3623638
— log2 . . . .  T,6989701 | — log2 . . . .  1,6989701

lo g S ....  7,6008369 lo g S '... 6,2853733

S =  39 887 504"* S' =  1930 071“*

na mniej niź dekamelr kwa- na mniej niż metr kwadra- 
dr; ;owy. towy.

P i ą t y  p r z y k ł a d . Są dane.

a =  1502”,809 i  =  1728”,348 c =  1932,441

wyrachować kąty i powierzchnię.

Rachunek przedwstępny.

p — n^ ll~ ( . 2581,799 log(p — o) . . . 3,0330174

4078,99
....................  833,451 ■ ■ ■ %X' - m U

, - c ....................  049,358 P-'°8>» . . .  «■»!«"■«
log/>.................... 3,4119224 log r ~ ...................  5,3647576

logr — log ̂ / -  =2,6823788.

I
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Rachunek kąta A. Rachunek kąta C.

sty|A =  —-—  styic =  ——J 2 p—a 2 p—c

l o g r .. 2,6823788 l o g r .................... 2,6823788
log [p — a') . . . 3,0330174 log(/> — c )  . . . 2,8124840

logstyĄA . . . 9,6403614 logsty{C . . . 9,8698948
j A . . . . 24°2'17',42 |C  . . . . 36°32' 35',80 

A =  48° 4' 34', 84 G =  73°5' 11',61

Rachunek kąta B. Sprawdzenie. A+lS-t-C= 180°.

j r Rachunek powierzchni,
sty-B = ----

2 P ~ b S = p r

l o g r .. 2,6823788 lo g p ...................  3,4119224
log[p — Ij) . . . 2,9311786 l o g r ...................  2,6823788
logsty{ B . . . 9,7312002 lo g S ...................  6,0943012

? B • • • • 29“25'6',77 S =  1242310"*,9
B =  38° 30'13", 34

139. Z agadnienie. Wyznaczyć promień koła, wiedząc że ró­
żnica między wycinkiem mającym kąt 30° i odpowiedającym trój­
kątem czyni metr kwadratowy.

Nazwijmy R szukany promień. Powierzchnia wycinka ma­

jącego kęt 30° równa się ^ t:R2, a powierzchnia odpowic-

dajęcego trójkęta wyraża się przez Rwstla0. Rdosla0 albo 
R* Rsprzez — w st30°= — . Więc mamy

A 7rR!_T = i  alb0 (* -3 )R ł = « ;
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zkjd

R = V i 0 , 14 15 9 . . .

Działając. przez logarylmy, znajdujemy R =9™, 20600..

140. Z a g a d n ie n ie . Jaki powinien być promień koła, ieby ró­
żnica miedzy lukiem długości 1™ i jego cięciwa, była mniejsza 
od 0--,001 ?

Jeśli oznaczymy przez R szukany promień, przez 2a k§t 
odpowiedajęcy łukowi długości Im, ten łuk wyrazi się przez 
2Ra a jego cięciwa przez 2Rwsta; zatem, podług warunków 
zagadnienia, będzie

2Ra — 2Rwst« <  0,001
albo

a — wsta < --------
2rl. lu

Owoż (<S9)
a'a — wsta <  — ;
6

a ponieważ z założenia

Więc, żeby rozwiązać zagadnienie, dość jest wziąć

albo

1 —  1
0.8R* <  2K.103
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zky.d

_| m ____ \ Q«*
R >  yy-\ 375 >  ' ,{ >  6™, 454.

Więc, jeśli promień koła ma O'", 435, albo więcej, różnica 
między łukiem długości 4” i jego cięciwę jest mniejsza od 1 
millimetra.

ZDEJMOWANIE PLANÓW

141. Działania na gruncie wymagaję żeby umiano 1°, wy­
tykać linię prosię między dwoma danemi punktami, i wymie­
rzać odległość tych dwóch punktów; 2°, wymierzać kęt 
dwóch linij prostych które łęczę punkta leżęce na gruncie.

O tyczkach i łańcuchu metrycznym. Wytyka się linię prostę za 
pomocę tyczek mierniczyeh. Tyczkę mierniczę jest cienka żerdź 
kształtu yraniastonnego, zakończona krańcem żelaznym, żeby ję 
łatwiej w ziemię utkwić można.

Do wytknięcia kierunku linii prostej, trzeba przynajmniej
dwóch ludzi;jeden z nich 
staje tak żeby jego oko 
znajdowało się na płasczy- 
znie pionowej przechodzę-

.... .....^  cej przez punkta A i 11;
a drugi wtyka, w pewnych 
odległościach między A 

i B, tyczki A, C, C,.. będęce na tej samej płasczyznie piono­
wej AB. Te tyczki, na wierzchołkach których powiewaję 
zwykle choręgiewki, wskazuję kierunek linii prostej AB.

Do wymierzenia odległości AB, używa się zazwyczaj łańcu- 
Ĵ aAczicA Jł/c&yczny cha metrycznego długościq     ■>-—« — - — — «— ■   o

10 metrów. Ten łańcuch 
Cyępci składa się z ogniw pros­

tych, długich na 2 decymetry; każdy jego metr zawiera pięć
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ogniw i jest oznaczony kółkiem mosiężnym. We środku łańcu­
cha widać mały kawałek żelaza który wskazuje odległość pięciu 
metrów. Z przyczyny że nie można nigdy wytężyć łańcucha 
zupełnie w linii prostej, daje się łańcuchowi 0m. 2 więcej niż 
JO metrów. Tak sporządzony łańcuch bierze nazwisko deka- 
metra.

Dwóch ludzi idzie z wyciągniętym łańcuchem w kierunku 
wytkniętej linii prostej od A do B. Ten który postępuje 
naprzód niesie dziesięć czopków żelaznych, które wtyka 
w ziemię, jeden po drugim, za każdym razem jak łańcuch jest 
wyciągnięty i ma obie skrajności na jednej linii poziomej, jakie­
kolwiek są nierówności gruntu. Po czcm, łaricusznik który idzie 
wtyle podejmuje te czopki w miarę jak do nich przychodzi, 
i, ile ich ma na końcu działania, tyle razy było dziesięć metrów 
wymierzonych. Linia tak zmierzona na gruncie nazywa się 
podstawą.

Gdy chodzi o wymiar małych odległości, liniał drewniany 
długości dwóch metrów może korzystnie zastąpić łańcuch.

Wymierzenie podstawy jest jedną z najgłówniejszych rzeczy 
w działaniach trygonometrycznych, i dodajemy, jedną z naj­
trudniejszych; bo mnóstwo okoliczności fizycznych jest na 
przeszkodzie. Aby mieć wartość podstawy z zapewnionem 
przybliżeniem, powtarza się kilka razy jej mierzenie, robi się 
summę znalezionych wyników i dzieli się przez ich liczbę; 
tym sposobem otrzymuje się średnią wartość podstawy, dosta­
tecznie przybliżoną.

Narzędzia do wym;aru kątów. Główne narzędzia służące do 
mierzenia wielkości kątów są : grafometr, bussola, teodolit, 
sextan, koło powtarzające i reflektor kołowy.

Samo proste widzenie tych narzędzi, mniej więcej zawile 
złożonych, daleko lepiej nauczy niż ich opis, choćby nawet naj­
drobniejsze zawierał szczegóły. Dlatego też odsyłamy czytel­
nika do dzieł spccyalnych, jako astronomia, geodezya, żegluga.
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w których trikowe narzędzia, grające ważną rolę, są przedsta­
wione dokładnym i szczegółowym rysunkiem.

Przechodzimy teraz do zagadnień na gruncie, przypuszcza­
jąc znajomość grafometru.

Z a g a d n ie n ie  I. Zmierzyć wysokość AB wiety.

1°. Przypuśćmy najpierwej że podstawa wieży jest dostępna
i grunt płaski, a przynaj­
mniej taki że można popro­
wadzić na nim linię prostą 
poziomą BE. Wtedy, wy­
mierzywszy długość BE tej 
poziomej, stawia się grafo- 
metr w punkcie E, tak żeby 
jego koło stopniowane było 

na płasczyznie pionowej która przechodzi przez punkt B ; 
to koło daje kąt utworzony przez promień oczny DA z po­
ziomą DC. Znając, w trójkącie prostokątnym ADC, bok DC 
i kąt ADC, łatwo się wyznaczy bok AC; po czem,dodając do AG 
wysokość DE narzędzia, otrzymuje się wysokość wieży.

Niech będzie na przykład DE =  i™, 1; BE =  68^,92 
i kąt ADC-=46° 19'30'.

Mamy
AC =  CDstyD.

logCD =  1,8383433 
log styD =  0,0200938

log AC =  1,8584391 
AC =  72,18369.

Więc wysokość AB wieży jest 73™, 283.
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Jeśli stopa wieży jest niedostępna, ale grunt pozwala pro­
wadzić linię prostą pozio- 

BCH która przechodzi 
przez oś wieży; wtedy obie­
ramy na tej poziomej dwie 
stacye C i H; mierzymy 
podstawę CH, i, stawiając 
grafometr w punktach C 

i H, wymierzamy kąty ADE i AKE. To uczyniwszy, mamy 
wiadome, w trójkącie ADK, bok DK, kąt K i kąt A — ADE—K.

Zatem
»r,_DKwstK

wstA '

Po czem, trójkąt prostokątny ADE, w którym znana jest 
przeciwprostokątna AD i kąt ADE, daje

AE= AD wstADE.

Nakoniec, dodając wysokość narzędzia do znalezionej wyso­
kości AE otrzymamy wysokość AB wieży.

3°. Jeśli stopa wieży nie jest dostępna, i giunt nie pozwala 
prowadzić linii prostej poziomej, przechodzącej przez oś wieży, 
wtedy wymierza się Wysokość wieży sposobem który pokażemy 
w następującem zagadnieniu.

144. Uwaga. W działaniach na gruncie trzeba unikać kątów 
zbyt ostrych, albo blizkich 180°; bo, na ich boki błąd nawet 
mały, popełniony na jednym z dwóch innych kątów trójkąta, 
sprowadza bardzo znaczne błędy; a punkt przecięcia się dwóch 
linij prostych pod kątem bardzo ostrym, albo bardzo rozwar­
tym, źle się wyznacza. 2eby to jaśniej pokazać, weźmy powyż­
sze zagadnienie, i przypuśćmy że popełniono błąd na samym 
tylko kącie D =  ADE; oznaczając przez h prawdziwą wartość
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wysokości AE, przez D + a  kg.t wymierzony ADE, będzie: 

A =  DEstyD, AE =  D E s ty (D - ł-a )= ^ ^ 5 ± f ll .

Więc błąd o, popełniony na mierzeniu wysokości AE, jest

J _  foty (D +  a) _^ __ Awsta
styD dos(D +  n) wstD

zląd błąd względny
o _ 2wsta
7i wst (2D -+- a) — wsta

Przypuszczając że błąd a grafometru jest stały, widzimy że

błąd względny j- będzie minimum gdy wst(2D +  a) będzie

masimum; co się zdarzy jeśli 2D-f-a =  00°. A ponieważ a 
jest bardzo małą ilością, więc, żeby błąd względny w mierze­
niu wysokości wieży był najmniejszy możebny, trzeba żeby 
kąt zmierzony ADE miał blizko 45°.

143. Z a g a d n ie n ie  II. Zmierzyć wysokość góry nad poziomem 
równiny.

Na równinie bierzemy jakąkolwiek linię prostą CD której

wyznaczamy długość, i przy obydwóch jej skrajnościach C i D 
mierzymy kąty SGD i SDC, utworzone przez tę prostę CD i



Z D E J M O W A N I E  P L A N Ó W 175

przez promienie wodzące które łączą punkta C i D z wierz­
chołkiem S góry; nadto w punkcie G mierzymy kąt SCZ, 
utworzony przez wierzchołkową CZ i promień wodzący CS. 
To uczyniwszy, otrzymujemy bok GS za pomocy trójkąta CSD, 
w którym znamy bok CD i dwa kąty przyległe G i D; po­
czerń, trójkąt prostokątny ACS, w którym wiadoma jest 
przeciwprostokątna CS i kąt S =  SCZ, daje AS=rCSdosS. 
Bok AS jest wzniesieniem wierzchołka góry ponad poziom 
grafometru; więc, dodając wysokość narzędzia, będziemy mieli 
wysokość BS góry nad poziomem punktu C.

144. Z a g a d n ie n ie  III. Wyznaczyć odległość punktu niedostę­
pnego A od dostępnego B, czyli, co to samo, zmierzyć szerokość 
rzeki.

Mierzymy, nad brzegiem rzeki, jaką­
kolwiek podstawę BC i dwa kąty przy­
ległe ABC, ACB. Trójkąt ABC daje szu­
kaną odległość

. „ _BCwstC
wstA

145. Z a g a d n ie n ie  IV. Wyznaczyć odległość dwóch punktów 
niedostępnych ale widzialnych.

Niech będą dwa punkta A i B, 
leżące na przykład z jednej 
strony rzeki aobserwatorz dru­
giej. Aby wyznaczyć odle­
głość AB, trzeba wymierzyć 
jakąkolwiek podstawę CD, kąty 
jej przyległe ACD, BCD, ADC, 

BDC, i do tego jeszcze kąt ACB. Trójkąty ACD i BCD dają 
długości AC i BC; więc, znając w trójkącie ABC dwa boki 
CA, CB i kąt zawarty C, można będzie wyrachować bok AB. 
W tem zagadnieniu boki AG i BC są dane przez ich logaryt-
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my; aby uniknąć przejścia do liczb, trzeba użyć sposobu wska­
zanego w n° 128, który daje

po czem, znając kąt BAC, otrzymuje się odległość AB przez 
proporcyę

U waga. Jeśli kąt ACB równa się różnicy kątów ACD i BCD, 
cztery punkta A, B, C, D leżą na jednej płasczyznie.

146. Z a g a d n ie n ie  Y. Mając dane trzy punkta A, B, G na 
gruncie płaskim, znaleźć na nim czwarty punkt D z którego wi­
dać odległość AB i BG pod kątami wiadomemi a i p.

Przypuśćmy zagadnienie rozwiązane, i niech będzie, we­

wnątrz kąta ABC, szukany punkt D. Widzimy zaraz że ten 
punkt D jest na przecięciu się dwóch odcinków kół, obejmu­
jących kąty a, p i nakreślonych na cięciwach BA, BG.

Uczyńmy AB =  a, BC=ó, kąt ABC=B, a za niewiadome 
weźmy kąty BAD =  z: i BCD=y.

Trójkąty BDA i BDG dają

sty i  (A -  B) =  sty (? -  45») d o tic  ;

BCwstACB
wstBAC

i

c

W Sta
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zatem

zkyd

a  w s t e  / /w s ty
W Sla WStfi

w s  ta1 b w s ta
w  s t y  a w s t j ł

Weźmy kyt posiłkowy f  laki żeby

będziemy mieli

zkyd

albo

sty®:

wste
wsty

b wsta _ 
a wst 3 ’

= sty? 5

ws te — ws ty s tys. — 1
wste -t- wsty l-l-  sty o

sty j  (x— >/) _  
sty  ̂(x-f-y) sty (?—45°).

Teraz, jeśli punkt D jest wewnytrz kyla ABC, jako figura 
pokazuje, mamy czworobok ABCD, wypukły albo wklęsły, 
w którym summa kątów wewnętrznych czyni 1 kyty proste, 
to jest

j ; + y  +  5H-? +  D =  360°;
zkyd

x  -i- y _, U(1o__a -f- [j +  Jf
2 ' 2

Więc

siy  |  (x -  y) =  Sty (? -  43") sty  ^ 180" -  — | ± Bj  .

] j
Ta formuła daje —y); a że znamy -  (a; -i-y), więc 

kyty x  i y sy wyznaczone i temsamcm punkt D.
12
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D y skussya . Druga strona powyższego równania może b y ć  

0, 0. oo , albo oo ; zobaczmy tedy co znaczą te symboliczne 
wyrażenia.

1°. Jeśli styfo — 45°) =  O i sty ̂ 180° — - + ^ + B  ) zostaje

ilością skończoną, wtedy 0=45° co daje w s tx =  wsty. 
Zatem, albo x —y, albo x-+-y= 180°. Owoż, drugie przypusz­
czenie jest niemożebne z przyczyny założenia a-f-3-i-B ^180°; 
więc kąty x  i y  są równe. Nadto, z warunku o =  45° wynika

iw sta — awstfi albo —a To równanie po-
wsta wstfl

kazuje że koła, których odcinki nakreślone na cięciwach a, b 
obejmują kąty a, (ł, są równe.

2°. Jeśli sty [l80° — | -+ B j = 0 ,  wtedy a-i-p-i-B=3600;

to znaczy że, gdy cięciwa spoina BD maleje aż do zera, 
odcinki kół obejmujące kąty a i p stają się stycznemi zewnę­
trznie w punkcie B, jako na fig. 1. Więc punkt D schodzi się 
z B, i czworobok ABGD staje się linią łamaną ABC; w tym 
przypadku x = 0  i y = O, jakikolwiek jest kąt ® między 0° i 90°.

3°. Jeśli sty ^180°— -  ^  =  ac i sty(<?— 4o°i =  0.

wtedy a -+- jj +  B =  180° i ? — 45°. W tym przypadku 
zagadnienie jest niewyznaczone. Jakoż, pierwsze równanie
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pokazuje że a -+- ,8 -+- B 180°; co dowodzi że odcinki kół, nakre­
ślone na cięciwach BA, liC i obejmujące kęty a i fi, sy. styczne 
wewnętrznie w punkcie B, {fig 2) Ale drugie równanie daje

b wsta . ,,-------=  1 alboawstfi

i trójkęt ABC daje także

a b 
wsta wstfi ’

AB _ BC a b
wstC wstA ' wslC wstA ’

więc
w sta_wstfi
wstC wstA ’

zkęd

(1)
sty ‘ (oc—,¾) _  sty |'C —A) 
styl fa-t-3) styJ(C-t-A)

Nadto, z dwóch równości
a -ł- p y- B — ISO0 i A +  11 +  C =  180°

wynika

(2) a +  fi =  A-t-C,

temsamem
styi(a-i-p) =  sty i(A  +  C).

Więc na mocy równania (1) będzie

sty |  («— P) — sty |  (G— A) ;
ztęd

(3) a — fł =  C — A.

Równania (2) i (3) daję

a =  C i fi =  A.

Ten wynik pokazuje że odcinki kół, styczne wewnętrznie
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w punkcie B, należy do jednego koła; czyli innemi słowy, 
czworobok ABGD jest wpisałny, i szukany punkt D jest ja­
kimkolwiek punktem łuku AC koła opisanego.

Jeśli sty ( W  —S ± | ± - ? j =  *  i sty(? — 4o°)> 0,

zagadnienie jest niemożebne; bo, pierwsze równanie pokazuje 
że odcinki kół, obejmujące kąty a i (8, są styczne wewnętrznie 
w punkcie B (fig. 2); a drugie że te odcinki, nie mając pro­
mieni równych, nie należą do jednego koła.

147. Uwaga. Można szukać punktu D w kącie A'BC który

A

jest wierzchołkiem przeciwległy kątowi ABC, fig. 1. Jeśli taki 
punkt istnieje, ponieważ kąt ADC musi być mniejszy od 
kąta ABC, trzeba dla możebności zagadnienia żeby a -4- fi <B . 
Ten warunek jest oczywiście dostateczny.

Żądany punkt D może się jeszcze znajdować zewnątrz trój­
kąta ABC w kącie A, fig. 2. Jakoż, przypuszczając że tak jest, 
będzie kąt ADB =  a i kąt BDC =  Ji; zatem kąt ADC =  8— i. 
Więc zagadnienie przywodzi się do następującego :

Znaleźć punkt D ; którego widać odległości AB i  AC pod 
kątami wiadomemi a i ,3 — a.

Możebność nowego zagadnienia wymaga żeby było:

p >  ot i a +  (£t— a)-t-A <3G 0“ albo (ł-t-A<360°. 

Pierwszy warunek jest oczywiście dostateczny.
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Rozumując jako wyżej, łatwo zobaczymy że ostatnie zaga­
dnienie jest niewyznaczone jeśli p +  A =  180° i <p =  4a°;
a niemożebne, jeśli [ł-t-A =  180° i o^4o°.

Żeby punkt D mógł się znajdować w kącie wierzchołkiem 
przeciwległym kątowi A, powinno być

P > «  i (ł <  A.

Nakoniec, jeśli znaleziono rzeczony punkt D zewnątrz trój­
kąta ABC w kącie A, niema już potrzeby szukać podobnego 
w kącie G; bo nie istnieje, dlatego że trzebaby a >  S ; co się 
sprzeciwia powyższemu.

Gdy a =  6, w tym szczególnym przypadku, zewnątrz trój­
kąta AGB i na linii AG są dwa punkta D, albo tylko jeden, 
albo niema żadnego, według jak kąt a jest mniejszy od oby­
dwóch kątów A i G, od jednego tylko, albo większy od każde go

TRÓJ KATO W ANIE.

148. Miary ziemskie mają za przedmiot wyznaczenie wzglę­
dnych odległości między punktami leżącemi na powierzchni 
ziemi. Niech będą A, B, G, D... punkta których trzeba wymię.

rzyć odległości względne AB, AC, GE,.. 
Aby otrzymać te odległości, łączy się 
dane punkta po dwa liniami prostemi 
które tworzą sieć trójkątów (sieć geode­
zyjną). Po czem, wymierzywszy tylko 
jedną z tych linij, i w każdym trój­
kącie dwa kąty, można, idąc od jednego 

trójkąta do sąsiednich, wyznaczyć wszystkie ich części. To dzia­
łanie nazywa się trój katowaniem. Wykonawszy je, nie trudno 
otrzymać odległość dwóch którychkolwiek punktów A, B, C,.. 
albo długość linii prostej idącej od jednego z nich w kierunku
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wyznaczonym; dość obliczyć, jedną po drugiej, wszystkie czę­
ści tej linii zawarte w różnych trójkątach.

Trójkątowauie służy zwykle do utworzenia mappy albo do 
zdjęcia planu danej okolicy. W tym celu, ponieważ pun- 
kta A, B, C, D ... nie leżą na jednej płasczyznie poziomej, 
rzutuje się je na takiej płasczyznie w punktach A', B', C'... 
i uważa się sieć utworzoną przez rzuty A'B', A'C', C'D '... Kąt 
dwóch boków AB' i AC' tej sieci, jako B'A'C', jest kątem 
płasezyzn pionowych poprowadzonych przez te boki; otrzy­
muje się go za pomocą narzędzia zwanego teodolitem. Kąt BAC 
jest to, jako się mówi, kąt BAC przywiedziony do poziomu. Jeśli 
bok sieci który się wymierza na gruncie nie jest poziomy, 
trzeba go przyprowadzić rachunkiem do poziomu, albo wprost 
wymierzyć trzymając łańcuch poziomo.

149. Tworząc sieć geodezyjną, naturalnie nastręcza się 
zaraz pytanie : jaki jest trójkąt najkorzystniejszy w którym błędy, 
popełnione na kątach, wpływają ile być może najmniej na dwa 
boki wyrachować się mające ?

Aby odpowiedzieć na to pytanie, nazwijmy a bok służący 
za podstawę, wymierzony z takiem przybliżeniem żeby go 
można uważać za dokładny; niech będą a, (ł, y błędy popeł­
nione na kątach A, B, C obserwowanych. Wartości wyracho­
wane boków b i c będą

ZatenAbłąd popełniony na wyrachowanym boku b jest

awstB
wstA wstA ’

a wstC _

zaś prawdziwe wartości tych dwóch boków są

awst(B-ł-p) ; ^__owst(C-t-Y)
wst (A -l- a) wst (A -t- a)



Owoż, doświadczenie pokazało że błędy a i !}, popełnione 
na kątach, nie zależą od ich wielkości, i są niemal ściśle 
te same, to jest równej wielkości i jednej natury. Biorąc 
tedy p — a, znajdziemy że błąd popełniony na boku b jest

,/wstAdosB — dosAwstBN  nwstawst(A—B)
\ wstA wst (A -+- a) /  wstA wst (A-t-a)

Widzimy teraz łatwo że, im mniejsza jest różnica między 
kątami A i B, tem mniejszy będzie błąd wyrachowanego 
boku b. Więc ten błąd będzie prawie żaden jeśli A =  B. Ra­
chunek boku c wymaga żeby A =  C. Więc trójkąt najko­
rzystniejszy dla sieci geodezyjnej jest równoboczny.

150.. U w a g a . W działaniach geodezyjnych na wielkie roz­
miary, wierzchołki trójkątów sieci są zwykle punktami wznie- 
sionemi wysoko, jako naprzykład kopuły kościołów, szczyty 
wież, albo wierzchy gór, na których utkwiono tyczki ze zna­
kami widzialnemi zdaleka. W takich trójkątach, nie mogąc 
postawić koła powtarzającego na wierzchołku kąta który 
zmierzyć wypada, stawia się je na miejscu dogodnem, ile można 
najbliższem. Mierząc więc, nie sam kąt ale kąt przybliżony, 
trzeba dodać pewną poprawkę która się nazywa przywiedze- 
niem kąta do środka stanowiska.
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Niech będzie ABC jeden z trójkątów sieci, C kąt którego 
chcemy znaleźć wielkość, i w pobliżu wierzchołka C punkt O 
na którym stawiamy narzędzie. Chodzi o to jak, z wymierzo-
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nego kąta 0, wyprowadzić kąt C z przybliżeniem doslateez- 
nem. Oznaczmy przez a i (i kg ty GAC i OBC, przez I punkt 
przecięcia ramion AC i BO.

Biorąc punkt O zewnątrz kąta C (fig. pierwsza), mamy 
w dwóch 'trójkątach IAO, 1BC,

kąt A IB =  0 -t-a  =  C-t-tJ,
zkąd

C =  O -I- a — fi.

Więc, żeby wyznaczyć kąt C, trzeba do wymierzonego ką­
ta O dodać popraw kę

e =  a  —  fi

która może być dodatna albo odjemna, i nawet zero gdy 
punkt O znajduje się na okręgu opisanym na trójkącie ABC.

Jeśli wzięto punkt O między przedłużonemi ramionami ką­
ta C (fig. druga), będzie

kąt AIB =  O -ł- a =  ACB — fi,
zkąd

C =  O 4- a —1- fi.

w tym razie poprawka kąta O jest dodatna i równa summie 
kątów a i [3.

Nareszcie, gdy kąt O leży wewnątrz trójkąta ABC, po­
prawka jest odjemna — (a -t- (3) ; co wynika z ostatniej ró- 
wmości, w której litery C i O przemieniają się jedna za 
drugą.

Szukajmy teraz kątów a i fi. Nazwijmy, dla skrócenia, a, b, c 
boki trójkąta ABC, r małą odległość CO; będziemy mieli, 
w dwóch trójkątach OCA, OCB,

W Sta W StA O C wslfi_wslBOC
r h i a
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Owoż, różnica między lukiem bardzo małym i jego wstawą 
jest ilością bardzo maki względem wielkości tego kąta; można 
więc, z błędem zaniedbalnym, zastąpić wsta i wstfi przez 
łuki « i [3. Tym sposobem powyższe proporeye dają

rwstAOCa =  — i-----5 ?-■
rwstBOC

W zastosowaniach praktycznyh, kąty wyrażają się, nie przez 
długość łuków objętych, ale przez stopnie, minuty i sekundy; 
a gdy łuki są bardzo małe, bierze się sekundę za jedność. Nie 
trudno, mając dany kąt w sekundach, znaleźć długość luku od­
powiadającego; i nawzajem. Jakoż, jeśli weźmiemy promień 
koła zajedność Unijną, długość łuku jednej sekundy będzie ró­

wna liczbie ; a ponieważ, jako wiemy (n° 91), ta dłu­

gość różni się od wstl" dopiero w trzynastej cyfrze dziesiętnej,

można zamiast - ; położyć wstl", tern bezpieczniej że
bioUUJ

log łuki” i log wstl' mają siedem pierwszych dziesiętnych spól- 
nycli, a rachunki trygonometryczne wykonywają się przez lo- 
garytmy. Więc, oznaczając przez a długość łuku, przez a, 
liczbę sekund zawartych w tym luku, będzie

a =  wstl". a, afbo <*,= wstl"

Ztąd wynika że wymierzone kąty a i fi przedstawiają się 
w sekundach przez

_rwstAOC
a‘ Awstl" ’ P .=

rwstBOC
awstl"

zatem poprawka, któręśmy nazwali e, wyraża się w sekundach 
przez

_rwstAOC rwstBOG t
£| 4 wstl" awstl"
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Kęty AOC i TiOC wymierzają się kołem; za sprawdzenie 
służy kąt O. Trzeba z ’. ierzyć długość r  z największą dokła­
dnością możebną. Co do boków a i A, jeden z nich przynaj­
mniej jest już wiadomy, jako bok trójkąta ABC należący do 
sieci; drugi wyrachuje się z przybliżeniem.

Inne szczegóły zdejmowania rozległych planów i mierzenia 
wielkich długości należą do geodezyi, do której odsyłamy.
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151. Promień koła opisanego na trójkącie. Nazywając B ten 
promień, będzie (119)

A jeśli chcemy mieć promień R w funkcyi boków trójkąta, 
dość pomnożyć oba wyrazy ułamka przez wieloczyn Ac; co 
daje

152. Można łatwo otrzymać powierzchnię trójkąta w funk­
cyi promienia koła opisanego i kątów.

Jakoż,

nhc

nAwstC

Ale
a =  2RwstA A =  2RwstB;

więc

(3) S =  2 R ’ w s tA  w s tB  w s tC .
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Uwaga. Z ląd wynika formuła

V 2wstAwstBwstC

która daje promień koła opisanego na trójkącie w funkcyi 
powierzchni i kątów.

153. Promień koła wpisanego. Niech będą I), E, F punkta 
zetknięć koła wpisanego którego 
promień RF oznaczamy przez r. 
Ponieważ summa trzech odcinków 
AF, BD, GD równa się półobwo- 
dowi p trójkąta ABC, mamy

AF-+-BD+CD albo AF -t- a =  p. 
zkąd

AF — p — a.

Więc trójkąt prostokątny AFK 
daje

(4, ,.= ( ^ )sly<A = v / f c S S O .

wynik zapowiedziany w n°. 136.

Promień r może się wyrazić w funkcyi półobwodu i kątów 
trójkąta. Albowiem, mnożąc między sobą równania

i i |
r = [ p —a) s ty -A , r =  {p—b) s ty -B , r= {p—c) sty-C ,

otrzymujemy

r* =  (P - C) (P--P {P - r) . p stylĄ 8tyIb  sty * C ;



154. Mnożąc obie strony równania (4) przez p ,  będzie

pr =  \jp (p—a) (p—b) (p—c) ;
więc

(6) S = p r .

Ta powierzchnia trójkąta, w funkcgi półobwodu i promienia koła 
wpisanego, łatwo się wprost otrzymuje.

Jakoż, trójkąt ABC składa się z trójkątów KBC, KAC, KAB,

chnia S tego trójkąta jest

0 a -ł- b 4* c S = ----- ------ . r = p r .

Jeśli pomnożymy obie strony pierwszego równania (3) 
przez p, a drugiego przez r, znajdziemy dw ie formuły

które dają powierzchnią trójkąta w funkcgi pilobu odu i kątów, 
albo w funkcgi promienia kola wpisanego i kątów.

155. Promienie kół zawpisangeh. Oznaczmy przez r„. rt , r, 
promienie kółzawp s iny< h .. kąty A. B, C tnjkąta. Widzimy

, . ,  . , . , . ar brKtóre mają odpowiedne miary —, — , —; więc powierz-cr

( ')

 ̂ S = p , sty iA sty lB  s ty ic

f S8 K S I Ę G A  D R U G A

więc
! r = p  sty ~ A sty i  B sty ^ C 

albo

p =  rd o t-  A dot- Bdotl- C 
| r 2 2 2
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zaraz że trójkąt prostokątny LBII, w którym LII — r„. 
AH=/?, daje

(8) ,„=ps,ylA= v/E i£35H ).

Uważajęc koła zawpisane w k§ty B i fi, znajdziemy także

(9) r , = p StyiB  =  y f r |y- y - g>

(10) y. =  pst? l  C =  v/ / l (y -» K f-« )

Każda z powyższych formuł prowadzi do powierzchni trój­
kąta.

I tak, z formuły (8) wynika

yjfj (p—a) (p—b) (p—c) (p—a) ra =  S .
Więc

( S =  (p — a) ra 
( t i )  j S =  {p— b) rb

( S — (p— c) rc

Można w prost otrzymać te wyrażenia pow ierzchni trójkęta. 
Jakoż,

trój. ABC =  t r . LA B +  t r . LAC — t r . LBC;
więc

Tak samo dla dwróch innych.

Jeśli z formuły (7) wyrugujemy p, kolejno za pomocy for-

q   Cl a  b r a  a r  a  / \

S T +  2---- -2- =  (p— ) •'
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muł (8), (9) i (19), będziemy mieli trzy formuły

I c _  >’ł»sty ) I> Sty {  C 
1 sty} A ’
I ,  r^ s ty iA s ty iC

(12) ) S -  styTB ’
/ c r*cstv i  Astv {  1?O---------:---- ----:--=--  •)
\ sty { U

które dają powierzchnia ti ójkąta w funkcyi promienia kola zawpi- 
saneyo i kątów.

Nakoniec, mnożąc stronami równania (6) i (11), i reduku­
jąc za pomocy powierzchni trójkąta w funkcyi trzech boków, 
otrzymamy formułę

(13) S z=\Jrran,rc ,

która daje powierzchnie trójkąta w funkcyi promieni koła wpisa­
nego i zawpisanych.

Uwaga.Między promieniami kół opisanego, wpisanego i zawpisanycli 
są dwa związki godne uwagi, 

ło .  Formuły (0) i (11) dają

S S S . S-  =  P, - = P - h«, - = P- k ,  -  =  p -c

Ztąd, odciągając pierwsze równanie od summy trzech następujących, 
mamy

(14)  1 + 1 + 1 = : 1 . 
ra ri, rc r

T .  Wiemy że

4R =  ę .
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Owoż, z formu! przytoczonych w 1°, wywodzimy

a_p 1 __1 I
Sś Ś r a r r„ ’ S — r ib ’

c _1 1
S“ r rc’

zatem
abr.
"s»

albo
i \  i  , P  i J __i J _ \  1

Srrarbre r* \r„ ' n  ' >c/ r* ' r<trc 'rbr>) r
i

Tâ b̂ e

Ale dwa pierwsze wyrazy drugiej strony niszczy się z przyczyny (14); 
więc, mnożęc przez r ra rb rc> będzie

~  albo 4 R =  ra -}-n - f - r c — r.

CZWOROBOK WPISALNY.

157. Niech będzie czworobok ABCD wpisany w koło, któ­
rego boki AB, BC, CD, DA oznaczamy przez a, b, c, d.

Ponieważ kęty B i D sę spełniające, 
ich dostawy sę równe i znaków przeci­
wnych; zatem trójkęty ABC, ACD daję

AC3 — a}-\- b1 — 2ab dosB 
i A Ć W  +  fP-^cddosB,

(') dosB = 2 (ab -t- cd)

Podstawiając tę wartość w jednem z powyższych równań,
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znajdziemy łatwo :

AC = y '
iac-\-bd) (ad-\-bcj . 

ab -i- cd

Otrzymamy podobnie 

HI) =

Więc

AC.BD =  oc-t-W AC ad -1- be
HD ab ■+■ cd

Te dwa równania wyrażają dwa wiadome twierdzenia geo- 
metryi.

158. Formuła (1), która daje kąt B, nie jest wyracliowalna 
przez logarytmy; ale można z niej wywieśdź inną do tego ra­
chunku dogodną.

Jakoż,
ł „ \ — dosBwst8 -  B = ---- ------5 dos*l B = -9

dosB

a jeśli za dosB podstawimy wartość (1), otrzymamy

. I . _  (c+df — (a—h f  (b+c+d—a) (ft-t-r-t-rf—b)
WS 9 \{ab-\-cd) i  [ab -+- cd)

, , ł . ._(q-i-6)ł — (r—d)'__(a+b+d—c) (a-j-b-hc—d)
° ' 2  i  (ab -i- cd) -4 (ab -+- cd)

Oznaczmy teraz przez 2p obwód a-ł-4 +  c +  rf czworobo­
ku, będzie b +  c +  d — a —2 (p—a), etc; zatem

wst* B =  

dos IB  = s /

\)>—a) (p—b) 
ab -+■ cd

(p—a) (l>~d) 
ab -+- cd
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Ztęd, dzieląc stronami, wywodzimy żędanę formułę

(2 )
/ (p— a){p— b). 

V  (p —c)(p—d)

Znajęc kęt B, wyrachuje się łatwo przekętnę AC, rozwią­
zując trójkęt ABC.

Tak samo otrzyma się kęt A, i następnie przekętnę BD.

159. Powierzchnia czworoboku wpisanego składa się z trój­
kątów ACB i ACD, zatem

Jeśli przypuścimy bok d =  o, czworobok zamieni się na 
trójkęt. Znajdujemy tym sposobem już wiadomę formułę po­
wierzchni trójkęta w funkcyi trzech boków.

Nakoniec, można wyrazić promień łt koła opisanego na 
tym czworoboku w funkcyi boków. Albowiem, jako już wiemy, 
w trójkęcie ABC

S =  i  [ab -+- cd) wstB.

O woź,

wstB =  2wst i  B dos \  B =
2 2

2 \hp—o) {p—b) [p—c i (p—d) _ 
ub ■+■ cd

więc

S =  \j(p—a) {p—b) {p—c) (p—d).

2 wstB ’
więc, podstawiając wartość przekątnej AC i wstB,

łt — \  /(ab-ł-cd){ac-hbd){ad-t-bc) 
l  V  (jj—u) [p - b) (p—c) {p—d)

13
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160. Powierzchnia czworoboku jakiegokolwiek. Znając obie 
przekątne czworoboku i ich kąt, można mieć powierzchnię 

Jakoż,

pow. ABE =  i  E A. EB wstE,

pow. BEC =  -  EC. EB wstE;
M

Ztąd, dodając, wynika

Tak samo

pow. AGB =  -  AC. EB wstE.

pow. ACD =  |  AC. ED wstE.

Biorąc summę tych dwóch trójkątów, otrzymujemy 

pow. ABCD =  |  AC.BDwstE.

Więc powierzchnia czworoboku równa się połowie wieloczynu 
z przekątnych przez wstawg ich kąta.

161. Własności figur zależące od kątów dowodzę się łatwo 
przez trygonometryę. I tak. wiemy że dwa trójkąty mające kąt 
równy albo spełniający są proporcyonalne do wieloczynów z boków 
ego kąta. /  nawzajem. Nazywając S i S' powierzchnie dwóch 
trójkątów których kąty A i A' są zawarte między boka­
mi b,c i b’,c ;  mamy

zatem

S = ifowstA
2

S' =  j-6'c'wstA';
m

S bc wstA
S' 6'c'wstA"

Owoi, jeśli kąty A i A' są równe albo spełniające, ich



wstawy są równe; więc
S _  bc_
S b'c"

To dowodzenie pokazuje, na samo spojrzenie, dlaczego twier 
dzenie istnieje, i czyni jego wzajemnicę przez się oczywistą.

Weźmy jeszcze kilka twierdzeń geometryi których dowodze­
nia przez trygonometryę są równie jasne jak ogólne.
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POPRZECZNE I PĘKI.

162. T w ie r d z e n ie . W  trójkącie ABC, wszelka poprzecz­
na abc wyznacza na bokach sześć odcinków takich że wieloczyn 
stosunków odcinkowych róumu sic jedności dodatnej.

W trójkącie ABC (fig. 1) poprzeczna abc tworzy z boka­
mi trzy trójkąty Abc, Bac, Cab, które dają

cA wst b aB__ wstc bC__wsta
bA wste ’ eB wsta ’ aG wstń

Mnożąc te równania stronami, i uważając że liczba stosun­
ków odjemnych jest zawsze parzysta, 2 albo 0, otrzymamy

aB tę  c_a . _
aC ‘ bA ' cB ~  +  1
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163. T w ierdzenie. W  trójkącie ABC, trzy poprzeczne 
0a ,0b ,0c, poprowadzone z jednego punktu płasczyzny do 
wierzchołków, wyznaczają na bokach sześć odcinków takich że 
wieloczyn stosunków odcinkowych równa się jedności odjemnej.

Jakoż, trójkąty aOB i aOC dają

aB OB j r' 'aC. _ OC . 
wstaOB wsta wstaOC wsta ’

ztąd
aB OB wstaOB _ 
aC OC wstaOC

Tak samo

bC OCwstóOC . cA OAwstcOA
b\~~"OAwstAOA * cB OBwsteOB

Jeśli teraz pomnożymy te równania stronami, uważając że 
wstaOB =wstM)A, etc. i wiedząc że liczba stosunków odcin­
kowych odjemnych jest zawsze nieparzysta, znajdziemy

aB iC cA 
aC 4A cB

Ważne wzajemnie tych dwóch twierdzeń są obie prawdziwe; 
byle tylko uważano trzy poprzeczne równoległe jako spotyka­
jące się w jednym punkcie w nieskończoności.
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164. u w a g a . Geometrya mało posiada sposobów wyraże­
nia że trzy punkta sę w linii prostej; w tym względzie po­
przeczne trójkąta mogę być użyteczne. Ale ich zastosowanie 
rzadko się zdarza, z przyczyny że owe trzy punkta muszę być 
na kierunkach boków pewnego trójkęta który nie zawsze 
istnieje.

Dajmy jedno zastosowanie. Trzy środki podobieństwa prostego 
trzech kół O, O,'O', są w linii prostej ; i każde dwa środki podo­
bieństwa odwrotnego z nieodpowiednym środkiem podobieństwa 
prostego są takie w liniiprostej.

Na dowodzenie tego, nazwijmy R, R', R" promienie trzech 
kół, S, S', S' i T, T, T' ich środki podobieństwa prostego 
i odwrotnego które leżę na kierunkach boków 0 0 ", 00", 0 0 ' 
trójkęla 00 '0"; będzie

S 0 '_  R S W _ R ' R O _ R .
SO— R' 5 S'0 — R ’ S'0' — R ’

zkęd
SO' S'0' S'0 _
SO"' S'0 ' S'0' — + 1 •

Więc trzy punkta S, S', S" sę w linii prostej.

2°, Bioręc na przykład T, T' i S', znajdziemy podobnie
TO' T O' T'0 __
TO'’ TO T"0' +  1 ’

więc trzy punkta T, T', S' sę w linii prostej.

165. O k r e ś l e n i e . Nazywa się stosunkiem nieharmonicznym 
czterech punktów A, B, C, D w linii prostej, iloraz stosunków 
odległości dwóch którychkolwiek z tych punktów od dwóch 
innych. I tak, weźmy na przykład punkta B i C; ich odległo­

ści BA,BD i CA, CD daję iloraz ~  ; który jest jednym
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z dwudziestu czterech stosunków nieharmonicznych, i pisze 
się symbolicznie (ADBC).

T w ie r d z e n ie . Gdy poprzeczna spotyka cztery proste OA,OB, 
OC, OD przechodzące przez jeden punkt, stosunek nieharmonicz- 
ny czterech punktów przecięć a, b, c, d jest stały, niezależny od 
kierunku poprzecznej.

Jakoż, uważając na przykład stosunek nieharmoniczny {acbd), 

mamy
ba wst^On bc  wstbOc_ da wstrfOa dc wstdOe
aO wstó ’ cO wstó ’ aO wstrf ’ cO wstrf

Więc, dzielęc iloraz dwóch pierwszych stosunków przez 
iloraz dwóch ostatnich, otrzymujemy

(acbd) — ̂  ^  wstóOa wstrfOa
bc ‘ dc wstóOc ' wst</Oc

166. U w a g a . Wyraża się czasem powyższe twierdzenie 
mówięc : stosunek nieharmoniczny czterech punktów w linii pro­
stej zachowuje się w perspektywie.

Taki stosunek nazywa się harmonicznym, gdy jest równy — 1; 
wtedy układ czterech prostych OA, OB, OG, OD, przechodzą­
cych przez cztery punkta układu harmonicznego, stanowi pęk 
harmoniczny.

Dowodzi się podobnie przez trygonometryę twierdzenia ;
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Gdy pęk czterech płasczyzn, przechodzących przez jedną linię 
prostą, jest przecięty płasczyzną poprzeczną, stosunek nieharmo- 
niczny czterech linij przecięć jest stały, niezależny od położenia 
plasczyzny poprzecznej.

(Czytelnik znajdzie więcej szczegółów tej teoryi w naszej 
Geometryi, wyd. 1869).

RZUTY POWIERZCHNE.

O k r e ś l e n ie . Rzutem jakiejkolwiek powierzchni na płasczyznie 
jest miejsce rzutów jej punktów na tej płasczyznie.

Jeśli ze wszystkich punktów obwodu figury płaskiej spuści­
my prostopadłe na płasczyznę, utworzymy na tej płasczyznie 
inną figurę która będzie rzutem pierwszej.

167. T w ie r d z e n ie . Rzut trójkąta na płasczyznie równa się 
wieloczynowi jego powierzchni przez dostawę kąta jaki płasczyzna 
tej powierzchni czyni z płasczyzną rzutów.

Przypuśćmy najpierwej że trójkąt ABC ma jeden ze swoich 
boków BC na płasczyznie rzutów MN. Jeśli z wierzchołka A 
spuścimy prostopadłę AA' na płasczyznę MN, trójkąt A BC1 $9*' ' »*......-~r 1 * m *»»r****będzie rzutem tFÓjkęta ABC. Poprowadźmy prostopadłę AD
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do BC, i połączmy AD. Prosta AD, jako wiadomo, jest prosto­
padła do BC, i kąt ADA' mierzy nachylenie płasczyzny ABC 
na płasczyznę MN; zatem, nazywając a ten kąt, będzie 
A D =  AD dosa. Owoż, trójkąty A'BC i ABC, mające tę samą 
podstawę BC, są proporcyonalnc do wysokości A D i AD; 
co daje

A'BC
ABC

AD
AD dosa; więc A'BC =  ABC dosa.

Jakikolwiek jest trójkąt ABC w przestrzeni [fig. druga), mo­
żna zawsze sobie wyobrazić że płasczyzna rzutów MN przecho­
dzi przez jeden z jego wierzchołków C; bo wolno przypuścić 
że ta płasczyzna przenosi się równolegle do siebie samej aż do 
punktu C; przez co wielkość rzutu trójkąta ABC bynajmniej 
się nie zmienia. Niech będzie tedy AB C rzut trójkąta ABC. 
Przedłużmy AB aż do spotkania O z płasczyzną MN ;, punkt 
O będzie na prostej A'B', i trójkąty A'OC, B OC będą rzutami 
trójkątów AOC, BOC. Owoż, na mocy tego co poprzedza,

AOC =  AOC dosa i B OC =  BOC dosa; 

więc, biorąc różnice, otrzymujemy

A'B'C =  ABC dosa.

168. W n io se k . Ztąd łatwo się przechodzi do rzutu wielo­
kąta. Jakoż, niech będą T, T, T ',. . .  trójkąty składające wie­
lokąt jakikolwiek, i t, rzuty tych trójkątów; mamy

f — T dosa , ć' =  T'dosa, =  T'dosa , . .  . 

zkąd, dodając, wynika

i ‘+ f . . .  =  (T +  T'-+-T"-t- . . . )  dosa.



Więc, jeśli oznaczymy przez A powierzchnię wielokąta, 
przez a powierzchnię jego rzutu, będzie

(1) a =  Adosct.

Ten wynik stosuje się do powierzchni płaskiej, zamkniętej 
jakąkolwiek linią krzywą; można albowiem uważać tę po­
wierzchnię jako granicę powierzchni wielokąta wpisanego, 
o nieskończenie wielkiej liczbie boków nieskończenie male­
jących.

169. Formuła (t) pokazuje że związek między powierzch­
nią płaską i jej rzutem na płasczyznie jest taki sam jaki między 
linią prostą i jej rzutem na osi. Owoż, wiadomo z geometryi, 
że dwie proste odpowiednio prostopadłe do dwóch płasczyzn 
czynią kąty równe kątom tych płasczyzn; więc, jeśli do po­
wierzchni płaskich A, A', A"... leżących w przestrzeni, popro­
wadzimy prostopadłe, i na nich weźmiemy długości /, 1' . . .
proporcyonalne do A, A', A"... a potem zrzutujemy te wszyst­
kie powierzchnie na jedną płasczyznę, i te wszystkie długości 
na jedną oś prostopadłą do tej płasczyzny, rzuty prostolinijne 
będą proporcyonalne do rzutów powierzchnych. Wynika ztąd 
ważne następstwo, to jest, rzuty powierzchni płaskich przywo­
dzą się do rzutów linij prostych; trzeba tylko, zamiast tych po­
wierzchni i ich rzutów, podstawić linie proste któreby do nich 
były prostopadłe i proporcyonalne.

Zatem, wszystkie własności rzutów prostolinijnych przeno­
szą się do rzutów powierzchnych. I tak, stosując jedną z tych 
własności, powiemy : aby zrzutować powierzchnię płaską na 
daną płasczyznę, dość jest zrzutować ją najpierwej na trzy 
płasczyzny prostokątne, następnie zrzutować te trzy rzuty na 
daną płasczyznę, i potem zrobić summę trzech nowych rzu­
tów.

ZASTOSOWANIE DO GEOMETRYI 201
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170. T w ie r d z e n ie . W każdym, wielościanie zamkniętym, sum­
ma rzutów wszystkich ścian, na płasczyznie jakiejkolwiek, jest 
zero.

Niech będzie wielościan zam­
knięty ABGDEFGH. Wyobraźmy 
sobie że patrzymy na ten wielościan 
z punktu w nieskończoności, wzięte- 

v  go na przykład na prostopadłej HO 
do płasczyzny ściany ABGF; zo­
baczymy zaraz że summa rzutów, 

na tej płasczyznie, wszystkich ścian widzialnych, jest ta sama 
co ścian niewidzialnych; bo każda z dwóch summ stanowa ten 
sam wielokąt którego obwód jest rzutem obwodu widzial­
nego DCBGFE. Owoż, uważajmy że rzuty dwóch ścian przy­
ległych, które mają spoiny krawędź, są albo przytykające jako 
rzuty ścian HGFE i HGBC, albo zakraczające jako rzuty 
ścian GB AD i GBGH; więc, jeśli damy jednakowe znaki 
dwom rzutom przytykającym a znaki przeciwne dwom zakra- 
czającym, przechodząc po kolei wszystkie ściany wielo- 
ścianu i bacząc na znaki rzutów, znajdziemy łatwo że summa 
algebryczna wszystkich rzutów jest zero na płasczyznie 
ściany ABGF, i tak samo na wszelkiej płasczyznie.

171. Nazwijmy A, A', A",..* ściany wielościanu zamknię­
tego; jeśli poprowadzimy proste /, T, f , . . .  prostopadłe i pro- 
porcyonalne do tych ścian, tak żeby, czyniąc kąty równe ich 
odpowiedającym nachyleniom, tworzyły linię ciągłą, ta linia 
będzie wielokątem zamkniętym. Albowiem, jeśli tak nie jest, ozna­
czmy przez x  bok który zamyka wielokąt. i zrzutujmy ten wie­
lokąt na oś jakąkolwiek, a wielościan na płasczyznę prostopadłą 
do tej osi. Ponieważ kąty ścian A, A', A",... zpłasczyzną rzutów 
są równe kątom boków l, l, /"... zosią, a summa rzutów po­
wierzchnych z A, A', A"... jest zero, summa rzutów prostolinij­
nych, z l, l', jest także zero. Ale, w wielokącie zamknię­
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tym przez bok x, summa rzutów wszystkich boków 
jest zero (40); więc rzut boku x  byłby zero na osi jakiejkol­
wiek; co niemożebne, chyba że # = 0 ,  Więc proste /, t, 
tworzę wielokąt zamknięty.

172. To ważne twierdzenie pokazuje że wszystkie związki 
między bokami i kątami wielokąta stosuję się do wielościanu. 
Aby dać przykład użytku zadania, szukajmy zwięzku między 
ścianami i kętami czworościanu. Nazwijmy ABCD czworobok 
którego boki AB, BC, CD, DA sę prostopadłe i proporcyo- 
nalne do ścian A, A', A', A" czworościanu. Ten czworobok nie 
jest płaski, bo jego płasczyzna musiałaby być prostopadła zara­
zem do wszystkich ścian czworościanu, i temsamem do wszys­
tkich krawędzi. Zatem, jeśli dopełnimy równoległoboku ABCE, 
i poprowadzimy krawędzie AF, BG, EH, równe bokowi CD ido 
niego równoległe, utworzymy równoległościan w którym znamy 
zwięzek między przekętnę AD, trzema krawędziami AB, AE, 
AF i ich kętami BAE, EAF, BAF. Owoż, te kęty sę spełnie­
niem kętów ABC, BCD, ECD ; więc, podstawiajęc w formule (2) 
nru 41, za boki i- kęty czworoboku odpowiedajęce ściany i kęty 
czworościanu, otrzymamy szukane równanie

A'"’ =  A! -+- A's -+- A"5 — 2A A'dos (A, A') — 2AA" dos (A, A')

— 2A'A'dos(A'A').

Wniosek. Gdy w czworościanie kęt trójścienny przeciwle­
gły ścianie A"' jest trój prostokątny, wtedy

A"2 =  As -t- A'2 -t- A'2.

Dajemy teraz kilka zagadnień, nietylko jako potrzebne ćwi­
czenia, ale jeszcze żeby tem wyraźniej pokazać że trygonome- 
trya jest koniecznem i niezbędnem dopełnieniem geometryi.



504 K S I Ę G A  D R U G A

173. Z a u a d n ie n ie  I. Rozwiązać trójkąt prostokątny, znając 
przeeciwprostokątne a i summo b -\~c albo różnice b— c dwóch 
innych boków.

Równania

Znajdujemy tym sposobem różnicę B — C; a ponieważ 
15 -f- C =  90°, mamy ky.ty B i C. Po czem, łatwo wyracho­
wać bok b i następnie bok c, znając przytem summę b -j- c.

Reszta jako wyżej.

174. Z a g a d n ie n ie  Ii. Rozwiązać trójkąt prostokątny, znając 
summę h +  c boków kąta prostego i wysokość h odpowiedającą 
przeciwprostokątnej.

Mamy

b =  a wstB , c =  a wstC
daję :

1°. b +  c =  a (wstB -i- wstC)= 2n wst-^~j- dos— t - 

ztęd
, B —G b-\-c dos —-— — — =■.

2 a f i

2°. b — c — a (wstB — wstC) — 2a dos -* j~(‘ wsi - * ‘

z ląd

dosB wstB
zatem

(b -i- c) wstB dosB =  h (wstB -+- dosB).

Wynosząc do kwadratu, będzie

' (b -i- c f  wstsB dos2B =• h8 (1 2wstB do % B)
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albo
(b -+- cf wst’2B — 4#wsl2B — Air =  0 .

Więc
_ 2h* ±  2h \Jhl -+- (ó-t-c)s

(b -+- c)*

Pierwiastek odjemny nie stosuje się do tego zagadnienia; 
żeby je dodatny rozwiązywał, powinno być

2h1 +  2h yj/i* -1- ( 6 -+- c)* (6 -ł- c f ;

zkęd b -\-c > 2h\J%-

Jeśli temu warunkowi staje się zadość, zagadnienie ma je­
dno tylko rozwiązanie.

U w a g a . Można wprost otrzymać przeciwprostokętnę. Jakoż,

albo
a* =  b1 -i- c* -+- 2bc — 2bc — (b-+- c f — 2ha. 

nl -+- 2ha — {b -+- c f =  0

To równanie ma tylko jeden pierwiastek dodatny, który nie 
trudno znaleźć geometrycznie ; albowiem powyższe równanie 
jest to samo co a (a -f- 2h) =  (b-\- c f, a to ostatnie przywodzi 
zagadnienie do już wiadomego. Ale, żeby rozwiązanie stoso­
wało się do trójkąta prostokątnego, musi być

~ a > h ,  albo — h +  yj/f -t-(ó+c)2 >  2li;

zkęd wynika b c > 2h \JŹ, jako wprzódy.

175. Z a g a d n ie n ie  III. Rozwiązać trójkąt, znając bok a, kąt 
przyległy 11, i summę albo róinicę dwóch innych boków.

1°. Jeśli summa b-hc  jest wiadoma, mamy zaraz p i p—a.
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Owoż, 

s ty -B ; .. / (p—a) (p—ć) 
V p{p — b)

sty ic  =  l / £ S I 3 ;  * 2  V  p ( p - c )  '

ztęd, mnożęc stronami, otrzymujemy

stv^B s t y i c =  -—-•- 2 J 2 p

Ta formuła daje kęt C; po czem wyznaczy się boki b i e 
przez proporcye, znajęc przytem summę b -t- c.

2°. Jeśli różnica b — c jest wiadoma, znamy temsamem 
p — b i p  — c ; a następnie formuła

sty |  G_p—b
s ty |B  — p ^ c

daje kęt G, i rozwiązanie dokończą się jako wyżej.

176. Z a g a d n ie n ie  IY. Rozwiązać trójkąt, znając bok a, kąt
przeciwległy A, i summę b-+- c dwóch innych boków.

1°. Jeśli summa b -f- c jest wiadoma, trzeba wzięć formułę

_(b +  c) wst|A
dos j(B — G)

D_ri n , n »
która da pół-różnicę —-—; a ponieważ —-— = 90°——,

2 2 2
kęty B i C będę wyznaczone; po czem, otrzyma się boki b i c
przez proporcye, znajęc przytem summę b -+- c która posłuży
za próbę.

2° Jeśli różnica b — c jest wiadoma, trzeba wzięć formułę

„  (b—c) dos^A ,
a~  wst*(B — G) ’

znajęc kęty B i C, wyznaczy się boki b i c jako wyżej.
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177. Z a g a d n ie n ie  V. {zag. P a s k a l a ) . Rozwiązać trójkąt ABC, 
znając podstawę a, kąt przeciwległy A, i stosunek różnicy b— c 
dwóch innych boków do wysokości h.

Formuły nów 124 i 127 dają

nwstB wstC 
wstA

b— c. . awstj(B—C) 
dos-J-A

zkąd, czyniąc  ̂ c- — m, wynika

wstA wst i  (B — C) =  m dosi A wstB wstC 
JL j*

albo

(1) m wst*i (B—C) -t- 2wst i  A wst i  (B—C) — m dos! -  A =  0 . 2 ** ■— 2

Pierwiastki tego równania są rzeczywiste, jeden dodatny 
drugi odjemny; ostatni odrzucić należy. Pierwiastek dodatny,

1jako wyrażający wstawę kąta -(B —C), musi być mniejszy od

jedności; ale na tem niedosyć, trzeba jeszcze żeby ten kąt, wy­
znaczony przez powyższe równanie, stosował się do trójkąta. 

{
Owoż, wiadomo że kąt -(B —C) równa się nachyleniu dwój-

siecznej kąta A na wysokość h, albo, co to samo, równa się 
nachyleniu dwójsiecznej kąta A na strzałę odcinka koła który

j
go obejmuje; więc, żeby kąt -(B—C) rozwiązywał zagadnienie,A
powinno być

-(B—C) -t-^jA <  90°; ztąd wsti(B—C )< d o s iA ,2 2 a Jt

warunek konieczny i dostateczny.
Temu warunkowi staje się zawsze zadość w obecnem zaga-
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dnieniu; bo, równanie (I) dowodzi żc 

mwst*i(B—(',) <  »h1os'^A. albo wsl-i(B—C) <  dos^A,

Więc zagadnienie jest zawsze możebne i ma jedno rozwiąza­
nie. Można to było przewidzieć a priori; albowiem, gdy bok a

1) _ci kąt przeciwległy A są dane, stosunek — — bierze taką war­

tość jaka się podoba między 0 i oc .

178. Z a g a d n ie n ie  YI [zag. F e r m a t a ) .  Rozwiązać trójkąt ABC, 
znając bok a, kąt przeciwległ y A i summę s wysokości h i ró­
żnicy b — c dwóch innych boków.

Stosując formuły użyte w poprzedzająccm zagadnieniu, 
otrzymujemy

a wstB wstG a wst |  (B—G)_
wstA dos { A

albo

(1) awstl-(B—G)—2awst~Awst^(li—C)-MwstA—ados8̂ A=0-

Jeśli pierwiastki tego równania są rzeczywiste, to obydwa 
są dodatne, albo jeden dodatny a drugi odjemny : więc zaga­
dnienie może mieć dwa rozwiązania albo tylko jedno, albo na­
wet nie mieć żadnego.

Dyskussija. Natura zagadnienia wymaga żeby pierwiastki 
były nietylko rzeczywiste i dodatne, ale jeszcze mniejsze od 
jedności, i stosowały się do trójkąta; a wiadomo z poprzednie­
go zagadnienia że się dopełnia dwóch ostatnich warunków

jeśli wst|(B  — C) <  dos^A.

Warunek rzeczywistości pierwiastków równania (ł), które
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jest drugiego stopnia, wyraża się przez
1 ia2wst*-A — aswstA -4- a2dos2-A > 0 , albo a — sw stA >052 2 — —

zkąd
^  as < ---- -.— wstA

Co do znaku pierwiastków równania (d); ponieważ mąją 
summę dodatną te pierwiastki, przypuszczając jc rzeczywiste, 
są oba dodatne albo jeden dodatny a drugi odjemny, według 

s A. •jak ich wieloczyn -wstA—dos5-  jest dodatny albo odjemny, 
c l £

czyli według jak

>  a ,  , A s -d o t— • < 2  2

Może być także $ = ^ ' d o t ^ ;  co się zdarza gdy mniejszy 

z dwóch pierwiastków jest zero.

Owoż, wiemy że ——  wyraża średnicę koła opisanego na trój- wslA
CL \kącie ABC; a nie trudno spostrzcdz że -  do t ozna c z a  strzałę

odcinka koła obejmującego kąt A. Te geometryczne wyniki
ci Ajasno pokazują że każda z ilości a i - d o t -  jest mniejsza

od ■■■” ■; co zresztą widoczne. Więc, jeśli summa s jest 
wstA

mniejsza od jednej z tych trzech ilości albo jej równa, równa­
nie (i) ma pierwiastki rzeczywiste.

Równanie (ł) rozwiązane daje

. 1 ™ awst i A ±  \Ja- — as wstAwst-(B—C) = ------ --------------------------2 a
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Jeśli przypuścimy pierwiastki rzeczywiste nierówne, i \ve-
I

źmiemy k§t -(B—C) zadość czyniący nierówności
w

i(B — C) -+- -A <  90°, wtedy, aby pierwiastek większy odpo- 
2 2
wiedał zagadnieniu, trzeba i dość jest żeby

1 / s j
wst-A 4-. V /1-----wstA <  dos-A .2 V a 2

Ta nierówność wymaga

1 1wst -A  <  dos -  A ;
2 2

musi przeto być A <  90°, i następnie

o / 1  1 \*1---- wstA <  (dos -A—wst-Aj  ; więc a < s .

Jeśli pierwiastek mniejszy jestdodatny, to powinien jeszcze 
dopełniać warunku

wst^A — \ / 1 — -  wstA <  dos^A;2 V a 2

więc, jeśli A <90°, ten drugi pierwiastek rozwiązuje także 
zagadnienie.

Ale, jeśli A >  90°, pierwiastek większy nie stosuje się do 
trójkęta; żeby się drugi stosował, powinno być

wst^A — \ / i  — i  wstA <  dos^A,2 \  a 2
zkęd

1 — -  wstA >  (wst^ A — dos i  Â  ; więc a >  s . 
a \ 2 2 1



Z A G A D N I E N I A 211

To ustaliwszy, łatwo wiedzieć czy zagadnienie jest możebne 
i ile ma zawiązali; dość tylko odróżnić trzy przypadki.

1°. Gdy summa s zawiera się między bokiem a i strzałą
o, A.- dot— , zagadnienie ma zawsze jedno rozwiązanie, jakikol-J,
wiek jest kąt A. Jakoż,

albo a < s < - d o t  —, albo przeciwnie a > s > - d o t  — •2 2 2 2

W pierwszem przypuszczeniu musi być

a < | dot! ’ zk?d sty | A < | ;

co dowodzi że kąt A <  90. A ponieważ s <  ^ d o t|, równa-

nie ma tylko jeden pierwiastek dodatny; więc, dlatego że 
a < s  i A <  90", ten pierwiastek rozwiązuje zagadnienie.

W drugiem przypuszczeniu, równanie ma dwa pierwiastki 
dodatne; ale, z przyczyny a >  s, pierwiastek większy nie przy­
daje się do trójkąta. Zostaje tedy drugi dodatny, ten zaś powi­
nien sprawdzać nierówność

w sti A — \ / ł  — -  wstA <  dos i  A,2 \  a 2

która tu właśnie ma miejsce z kątem A >  90.

2". Gdy s ^ -^ d o t^  i s >  a> a ê s < ~ tt i A<90°, 2 2 wstA

zagadnienie ma dwa rozwiązania. Albowiem, nierówności 

s < —— i s > ^ d o t — dowodzą że pierwiastki równa- 

nia (1) są rzeczywiste, nierówne i oba dodatne, a nierówności
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a <  s i A <  90° pokazują że te pierwiastki rozwiązują za­
gadnienie.

W szczególnym przypadku gdy s =  — , pierwiastki ró­

wnania są równe, co daje

wst^(B — C )=  wst^A ;2 2
zkąd

ł(B — G)—^A albo B =  A -p C.

Więc, w tym razie, byle tylko kąt A był ostry, zagadnienie 
ma jedno rozwiązanie, trójkąt prostokątny przy B. Ten trój­
kąt przedstawia okoliczność godną uwagi; w nim summa s, ró­
wna średnicy koła opisanego, dosięga wartości największej mo- 
żebnej, czyli jako się mówi, jest maximum.

Ale, jeśli s =  « i A =  90°, szukany trójkąt nie istnieje.
CL A3°. Gdy s = - d o t - ,  jeden z pierwiastków równania jest

zero; wtedy zagadnienie ma najpierwej za rozwiązanie trójkąt 
równoramienny w którym B =  C, i może jeszcze mieć dru­
gie rozwiązanie.

Jakoż, podstawiając wartość dla s w równanie (1), będzie 

wst^(B—C) £wst|(B — C) — 2wsti a!  = 0 .

Pierwszy czynnik tego wieloczynu zrównany do zera, to 
, \
jest wst-(B—C )= 0, rozwiązuje zawsze zagadnienie jakikol­

wiek jest kąt A, i wyznacza trójkąt równoramienny mający 
podstawę a. Drugi czynnik, zrównany także do zera, daje 

\ 1wrst-(B •—G) =  2wst-A; żeby ten pierwiastek mógł rozwią­
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zywać zagadnienie, powinno być

2wst y A <  dos i  A czyli sty y A <  y •

Więc, jeśli kąt ostry A dopełnia tego warunku, zagadnienie 
ma dwa rozwiązania; inaczej ma tylko jedno. 

a A.Nakoniec, gdy s <  -  d o tL— i s <  a , m zagadnienie jest

niemożebne; albowiem wtedy równanie (I) ma jeden tylko 
pierwiastek dodatny, który się nie stosuje do trójkąta.

179. Z a g a d n ie n ie  VII. Rozwiązać trójkąt, znojąc obwód i kąty.

Równania
a b _  c ______a - i -6 -t-c

wstA wstH wstC wstA -+- wstB -t- wstG
__________ P________

2dos^Ados|Bdo? J C
dają

yjwst{A p  wsty B_ ywstjC
a~  dosĄBdosĄC ’ ' dos-j AdosjG ’ dosi AdosiC

180. Z a g a d n ie n ie  VIII. Rozwiązać trójkąt, znając powierz­
chnię i kąty.

Formuła

daje

a*wstB wstC 
2wstA

więc
wstA V wstAwstltB wstC- =  2R ;

a =  2R wstA 
4 =  2RwstB 
c =  2R wstC
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181, Zagadnienif IX. R o z m a z a ć  t r ó jk ą t ,  z n a ją c  p r o m ie ń  k o ła  

w p is a n e g o  i  k ą t y .

Formuły n* 153 dają
1 1 1

p —a  — r  dot-A, p —ó =  rd o t-B , p —c =  rdo t-G ;

dodając p  — a ,  p  — b , p  — ć, znajdziemy p ,  a potem a ,  b ,  c.

Uwaga. Gdyby, zamiast promienia r ,  był wiadomy pro­
mień Ta jednego z kół zawpisanych, wtedy znajoma formuła

4
r0= p s ty -A  dałaby obwód p, i zagadnienie przywiodłoby 

się do już rozwiązanego.

182. Zagadnienie X. R o z w ią z a ć  t r ó jk ą t ,  z n a ją c  t r z y  to y s o -  

k o ś c i.

Oznaczmy przez a ' , b ' , &  wysokości szukanego trójkąta ABC, 
odpowiedające bokom a ,  b ,  c ;  będzie

a a  =  b b ' =  cc =  2 p r  ,

zkąd
a  b  c  2 p

(i) T = T = T =  T
a ' b ' c  r

Ta równość stosunków dowodzi że trójkąt ABC jest podo­

bny trójkątowi A'BC', mającemu za boki odwrotności i ,  -
a! b &

trzech wysokości; można więc łatwo wyznaczyć kąty przez 
czwarty przypadek rozwiązywania trójkątów. I tak,

1 1 1 2czyniąc 2, +  1. +  * =  4
a  b c  p

V/EZĘSH=.,
V  p
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znajdujemy

s t y | A :

Podobnie dla dwóch innych kętów.

Wyrachujmy teraz boki. Trójkąty ABC, ABC' s§ podobne;
1 1zatem ich powierzchnie pr i -  ■ maję się jako kwadraty 

z boków odpowiednych, to jest

p r_a* _
T ~ T ;
pV a'2

ztęd, ponieważ pr =^-1 wynika

(2)

Więc

aa' =  bb'— c ć =  —  • 2

a —PL b—PL r —  EL.
2a' 2b' ’ 2^

Uwaga. Nie trudno otrzymać powierzchnię trójkęta, promienie kół 
opisanego i wpisanego, w funkcji trzech wysokości.

Jakoż, równanie (2) daje

2S =  aa' =  ę .

Więc, podstawiając wartość dla r1, będzie

V'

( h k h k h )
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(O' —  p W  —  0 W — p )

a'b'd

Co do promienia R kola opisanego, mamy

więc

R = S[a!—p')(b' — p')(c' — p') ‘

Nakoniec, uważajęc że 2p =  a - f - 6 -( -c, zrównania (1) wyprowa­
dzamy promień r kola wpisanego

183. Zagadnienie XI. Dwie proste XX', YY przecinają się 
tu punkcie O pod kątem 0; mając dane dwa punkta A i B 
na OY, znaleić na XX' punkt M taki, żeby proste AM i BM 
tworzyły kąt AMB maximum.

Oznaczmy odległości OA, OB, OM przez a, b, x, kęty AMX 
i BMX przez a i p; będzie

sty AMB =  sty (a—p) — stya — styp 
1 -t- stya styp
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Owoż, trójkętyj AOM i B£)M daję

x  wst (a—6) , , , .
- = ------i------ =  dosO —  dota \vst6a wsta

x  \\ &t </—(>) == dos© -— dot3 wst0.
b wstp

Aby wyrugować kęty a i a dane przez dotyczne, uwa­
żajmy że

stya — styp _ dotjł — dota
1 -+- stya styp dota dotp -+-1

Owoż, z dwóch poprzedzających równań, przez odciąganie 
i mnożenie, wynika

dotp — dota = (b—d)x  
ab wst6

dota dotp = (x — n dos0) (x — b dos0) . 
ab wst*0 ’

więc, podstawiając te wartcści, znajdziemy

styAMB — (b — a) x  wst0 
xr — (a-Ą- b)x dos0 -+- ab'

Żeby kęt AMB był maximum, trzeba i dośćjest żeby war­
tość algebryczna jego stycznej była maximum. Owoż, tę war- ' 
tość można pisać

(b — a) wst0

x  -t- — — {a+b) dosO
x

Teraz licznik jest ilościę stałę, dość więc dla maximum 
styAMB żeby tylko mianownik był minimum; co się zdarzy

jeśli część zmienna x  +  — tego mianownika będzie minimum,
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A panieważ wieloczyn x. — ^ a b  jest ilości? stał?, sum­

ma x  -+- — będzie minimum jeśli weźmiemy
x

x  =  — -, zk?d x  =  ± \fcb .
x

Te dwie wartości dla x, równe i znaków przeciwnych, 
niezależne od k?ta 8, pokazuj? że, jeśli przez dwa dane pun- 
kta A i B na OY, poprowadzimy koła styczne do XX', 
te koła dotkn? prostej XX' w dwóch punktach M i M' 
równo oddalonych od O, które hęd? wierzchołkami dwóch 
k?tów AMB i AMB rozwi?zuj?cych zagadnienie. Co wido­
czne geometrycznie

Pierwiastek odjemny x  —  — \-nb daje dla sty(a—p) war­
tość odjemn?, która jest algebrycznera minimum jej wartości 

(b — a)a;wst0 
x~ — (a -+- b) x  dos 8 + ab'

ale trzeba uważać że

sty AM'B =  sty (BM'X — AM'X) =  — sty (a — p);

więc wartość odjemna x  =  — \fab =  — OM' czyni maximum 
styBM'A i daje k?t AM B maximum.

Uwaga. Można było przewidzieć a priori że s? dwa k?ty 
maximum, jeden AMB, drugi AM'B. Jakoż, gdy punkt M 
pada w punkcie O, k?t AMB jest zero; a gdy punkt M 
oddala się od O, w kierunku OX albo w kierunku OX', 
k?t AMB najpierwej rośnie cięgle a potem maleje i d?ży 
znowu do zera. To pokazuje że od średniego zera do każdego 
skrajnego jest jedna wartość maximum k?ta AMB; więc wierz­
chołek jednego k?ta maximum przypada na kierunku OX 
w punkcie M, a wierzchołek drugiego na kierunku OX' 
w punkcie M'.
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184. W n io s e k . Mając dane dwie proste XX', YY' przecina­
jące się w punkcie O, i punkt A na YY'; znaleić dwa punkta M
• ON* N na XX' takie, żeby stosunek ich odległości od O ró­

wnał się danej liczbie, i kąt MAN był maximum.

Przypuśćmy że kąt MAN jest szukanym kątem maximum; 
jeśli przez punkt N poprowadzimy równoległą NB do MA, 
bedziekąt ANB =  MAN.

, ONOwoż, oznaczając odległość OA przez a i stosunek —

przez k, mamy
OB O N ,  
OA OM ’

zkąd OB =  ka ;

więc obecne zagadnienie przywodzi się do powyższego.
185. Z agadnienie XII. Przez punkt A płasczyzny koła O po­

prowadzono do jego okręgu siecznę ABC. Doicieśdź że, łącząc punkta

przecięcia B i C ze środkiem O koła, wieloczyn sty sty2 2
jest stały, niezależny od kierunku tej siecznej.
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Spuśćmy ze środka koła O prostopadłą OP nasiecznę ABC, 
oznaczmy promień koła przez R, odległość AO przez a 

kąty AOH i BOH przez a i p; będziemy mieli

B t y ^ s t y ^ ± S =
wst (S L i) wst dosS—dosa

dos f c £ )  dos ( i i i )  d»sP+d»“  

Ale, w trójkącie AOB,

OA_wstB
OB wstA

albo a dosp
R dosa

zkąd
dosp — dosa a—R .
dosp -t- dosa a-+-R ’

więc
sty sty a + p albo stv AOB„,..AOC a—R 

a + R ' 
C. b. d. d.

Zakończymy te zagadnienia następującem zadaniem które 
tu będzie na swojem miejscu.

186. T w ie r d z e n ie . Objętość czworościanu ma za miarę szóstą 
część icieloczynu z dwóch krawędzi przeciwległych przez ich naj­
krótszą odległość i przez wstawę ich kąta.

Niech będzie czworościan ABCD; na jego 
podstawie BCD i krawędzi AD zbudujmy 
graniaston trójkątny BCDAEF, który będzie 
trzy razy większy od danego czworościanu. 

Owoż, objętość tego graniastonu równa się 
c połowie wieloczynu ze ściany BCFE przez 

jej odległość od krawędzi przeciwległej AD; 
bo rzeczony graniaston jest połową równoległościanu który ma
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za podstawę ścianę BCFE, i za wysokość odległość krawędzi 
AD od płasczyzny BCFE. Ale równoległobok BCFE ma za 
miarę i

BC.BEwstCBE,

a odległość krawędzi AD od płasczyzny BCFE jest oczywiście 
równa najkrótszej odległości dwóch krawędzi przeciwległych 
AD, BC, czworościanu ABCD; więc, nazywając 3 tę odległość,

objętość graniastonu BF wyrazi się przez iBC.BEowstCBE. 

Zatem objętość Y czworościanu ABCD równa się

V= i  BC. BE8 wstCBE.6

W niosek. Ztęd wynika że, jeśli na dwóch prostych, nie leżą­
cych na jednej płasczyznie, wzięto dwa odcinki, jako AD i BC, 
na dwie krawędzie przeciwległe czworościanu, objętość tego 
czworościanu zostaje ta sama jakiekolwiek maję położenia te 
odcinki na dwóch liniach.

! $ $  ĆWICZENIA.

I. Znaleźć prawd z iwę wartość

boku c— â ~ ^ gdy a — b. wst i  (A—B) ° 3
i

II. Oznaczajęc przez A, B, C kęty trójkąta, dowieśdź żc :

wstA +  wstB -t- wstC =  | |  

wst2A -t- wst2B -+- wst2C =  iwstA wstB wstC = K

wst i  A wst -  B wst ~ C =
2 2 2 4R
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dos £ A dos - B dos -  C =  —2 2 2 4R

wst* i  A+w^t3i  B-f-wst3i C =  I -  ̂

sty X-  A+sty i  B+sty |  G -sty  i  A sly * B sty |  G =  ~

dot ^ A+dot  ̂B+dot ̂  C=dot i  A ^ot i  B dot -  C =  ^  2 2 2 2 2 2 r1
wst (A — B ) a3 — i 3
wst (A +  B) _  c3

wst3A -t- wst3B -4- wst*C
=  2wstB wstG dosA -+- 2wstA wstC dosB -t- 2wstA wslB dosC,

a3 +  bl +  c* _
4(dotA-t-dotB+dotG) ’

a3 -+- 63 — c3 _„
4sty^(A-i-B—C) ’

ab -+- ac -f- bc =p* -+- r3 ■+- 4Rr 
abc =  AprR.

III. Dowieśdź że trójkąt w którym

wstA
wstB =  2dosG

<,(» ••

jest równoramienny, B =  C.

Trójkąt w którym styB_wstżB
styG wst3C

jest równoramienny albo prostokątny.
Trójkąt w którym

dosA dosB dosG = wstB -+- wstC 
sieB -+- sieC

jest prostokątny.
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Trójkąt w którym zarazem

1 — styC
2

jest równoramienny i prostokątny.

IY. Jakiekolwiek są łuki A, B, C, dowieśdź że zawsze

wstA wstB wst (A — B) -t- wstB wstC wst(B—C)
-l- wstC wstA (G—A) -+- wst(A—B) wst(B—C) wst(G—A) =  0 .

V. Jaki jest związek między trzema lukami A, B, C, które 
zadość czynią równaniu

wstA wst (B—C) wstB wst (C—A) wstC wst (A—B) n>
wst2Bwst2C +  wst2Gwst2A wstżAwst2B

VI. Oznaczając przez K środek koła wpisanego w trójkąt 
ABC, przez A', B', C punkta w których dwójsiecznc kątów 
A, B, C spotykają boki przeciwległe; dowieśdź że :

KA .KB .KC' _ (a+ó)(a+c)(6+c) _ 
abc -iltr8

VII. Nazywając d długość dwójsiecznej AA', dowieśdź że:

, 2ócdosiA d —  — • b +  c

(b +  cy  rf-*_4 (b +  c f !rc-di -+- 4#c4wstsA =  0 .

VIII. W trójkącie ABC oznaczając przez O, K, L, M, N 
środki kół opisanego, wpisanego i zawpisanych, przez R, r,

KA =  -d o s ^ A
p  2
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ra) rb') r9 promienie tych kół, dowieśdź że :

i°, OK2 =  R(R — 2r), 
ÓM *=R(R4-2r4),
UL2 =  R (R 4 -  2r„) ,

ON* =  R(R +  2rc).

2U |l  -+- wst^A^ wst^A — r =  0 

2 R ( l  4- w sti Aj wst^A— ra =  0.

3°, ? W ’c =  a4edos^ A dosiBdos-C.2 2
A° KL — a . KM — b KN— Cdos3 A ’ dosĄB’ dos{C

0°, MN — a , LM — b LN — Cwst |  A wst jB  ' wst J- C
6°, KL2 KM2 4 -  KN2 4- MN2 4 -  LM2 4 -  LN2 =  48R5

7°, w trójkącie prostokątnym przy A,

S =  rr. =  n r . ~ ( p  — b)(p — c). 
r„ — r  —  r . - ł - r c —  a .

IX. Oznaczając przez H punkt spotkania trzech wysokości 
trójkąta ABC, przez P, Q, R spodki tych wysokości na bo­
kach a, b, c, dowieśdź że :

1°,
2"

AH =  ndotA =2RdosA .

AH. HP =  BH. HQ =  CH. HR = ar/rć
4S— dos AdosBdosC.

3°, a3 +  AH5 =  i3 4 -  BH2 =-. c3 4- CH2 =  4R’ 
4°) pow. tr . PQR =  2SdosA dosB dosC.

o°, obwód trójkąta PQR jest minimum między obwodami
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trójkątów mających wierzchołki na bokach trójkąta ABC.
X. Dowieśdź że powierzchnia trójkąta jest rówma wieloczy- 

nowi z promienia koła opisanego przez połowTę obwodu trój­
kąta który się otrzymuje łącząc spodki trzech wysokości.

XI. Rozwiązać trójkąt, znając:

1°, odległość wierzchołków od środka koła wpisanego.
2°, podstawę, wysokość i różnicę kątów przy podstawie.
3°, bok, kąt przyległy i powierzchnię,
•t°, bok, różnicę kątów przyległych i powierzchnię.
o \ kąt i summę boku przeciwległego z każdym bokiem tego 

kąta.
6°, bok, kąt przeciwległy i wieloczyn dwóch innych boków.
7°, powierzchnię, promień koła wpisanego i jeden kąt.
8°, bok, wysokość mu odpowiedającą, i summę dwóch i 

nych boków.
9°, jeden bok, kąt i jego dwójsiecznę.
10°, trzy którekolwiek z pięciu promieni R, r , ra, rb, rc.
I i0, trzy ośrodkowe,
12°, trzy dwójsieczne.
13°, znając dwa kąty A, R, i wiedząc że trójkąt, obraca­

jąc się około równoległej do boku BG poprowadzonej przez 
wierzchołek A, tworzy daną objętość V.

XII. W czworoboku, mającym dwa kąty przeciwległe pro­
ste, Sany jest jeden kąt pochyły i dwa jego boki; wyznaczyć 
dwa inne boki i obie przekątne.

XIII. Znaleźć związek między czterema bokami a, b, c, d 
i dwiema przekątnemi x, y  czworoboku.

XIV. Znając liczbę n boków, wielokąta foremnego i pro­
mień R koła opisanego, wyznaczyć w funkcyi ilości n i R :

1°, bok tego wielokąta, i bok wielokąta podobnego opisa­
nego.

15
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2°, boki wielokątów foremnych, wpisanego i opisanego, 
podwójnej liczby boków,

XV. Znając powierzchnie dwóch wielokątów foremnych, 
wpisanego i opisanego; wyznaczyć w funkcyi tych powierz­
chni, powierzchnie dwóch wielokątów foremnych, wpisanego 
i opisanego, podwójnej liczby boków.

XVI. Znaleźć promień koła, znając różnicę między lukiem 
n stopni i jego cięciwą.

XVII. Na średnicy AOB koła O wzięto punkt K, przez 
który poprowadzono jakąkolwiek cięciwę KDE; dowieśdź że

stosunek
styKOD

styKOE jest stały.

XVIII. Cztery punkta niedostępne A, B, C, D, leżące w li­
nii prostej, są widzialne z punktu O na którym stoi miernik; 
znając odległości AB i CD, wyznaczyć odległość BC.

XIX.- Dwie proste XX', YY' przecinają się w punkcie O. 
Mając dany punkt A na YY', znaleźć na XX' dwa pun­
kta M,N takie, żeby różnica ON — OM równała się danej 
linii, i kąt MAN był maximum.

XX. Na dwóch prostych, nie leżących na jednej płasczyznie, 
wzięto dwa odcinki i zbudowano czworościan. Wiadomo że 
objętość tego czworościanu nie zależy od położenia wziętych 
odcinków. Ale, jakie powinno być położenie tych odcinków, 
żeby powierzchnia czworościanu była najmniejsza możebna?

XXI. Jeśli z punktu O płasczyzny wielokąta ABC... popro­
wadzono promienie do wierzchołków, wieloczyn stosunków 
wstaw kątów które każdy promień tworzy z dwoma bokami 
przyległemi, idąc w jedną stronę, równa się +  1 albo — I 
według jak liczba boków jest parzysta albo nieparzysta*
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XXII. Dwójsieczne kątów pod któremi widać z jednego 
punktu płasczyzny wielokąta ABC... jego boki AB, BC,. . .  
spotykają te boki w punktach a, b, c... tak że wieloczyn sto­
sunków odcinkowych jest zawsze równy jedności dodatnej 
albo odjemnej,

aA b B ___|_ .
«B‘ óC -- - - 1 i

trzeba brać znak -+- albo — według jak liczba boków jest pa­
rzysta albo nieparzysta.

XXIII. Jeśli, biorąc punkta a,b,c... na bokach po sobie 
idących wielokąta ABC.., zrobiono perspektywę figury na 
jakiejkolwiek płasczyznie, wieloczyn stosunków perspektyw

odpowiedających stosunkom odcinkowym ^ ... będzie
oB dC

stały,

XXIV. Dowieśdź że wielokąt jakikolwiek, płaski albo spaczo­
ny, jest zamknięty jeśli jego rzuty, wyznaczone przez płasczy­
zny równoległe do trzech ścian trójścianu, są zero na każdej 
ze trzech krawędzi tego trójścianu.

XXV. Bzut linii łamanej jest największy możebny, gdy oś 
rzutów jest równoległa do wynikowej tej łamanej (to jest do 
linii prostej która ją zamyka).

XXVI. Rzut linii łamanej zostaje ten sam na wszystkie 
osiach które czynią kąty równe z wynikową tej łamanej.

U w a g a . Trzy powyższe twierdzenia stosują się do układu 
linij prostych rozłączonych w przestrzeni; byle tylko brano za 
wynikowę tego układu linię prostą któraby go zamykała, 
gdyby te linie proste, przeniesione równolegle do siebie sa­
mych, tworzyły linię łamaną.
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XXVII. Na jakiej płasczyznie summa rzutów powierzchni 
płaskich, danych w przestrzeni, jest maximum?

XXVII. W trójkącie ABC poprowadzono przez każdy wierz­
chołek jednę linię prosty takę żeby czyniła z bokiem przeciw­
ległym kęt a skierowany w te sarnę stronę. Dowieśdź że trój­
kąt utworzony przez te trzy proste jest podobny danemu.

Jaki powinien być kęt a żeby utworzony trójkęt był maxi- 
mum albo minimum?

XXIX. Zagadnienie excentryka starożytnych. Punkt ru­
chomy M przebiega okręg O ruchem jednostajnym; ruch 
punktu M jest obserwowany z punktu O' różnego od O, 
j czas liczony od punktu A w którym 00' spotyka okręg O; 
wiadome sę czasy w których promień OM opisuje dwa kęty 
AOM, AOM', i wiadomy czas T całego obrotu. Wyrachować 
stosunek odległości 00 ' do promienia koła O.

Starożytni mniemali że ruch ciał niebieskich odbywa się 
około środka ziemi, że jest kołowy i jednostajny'. Ale, przeko­
nawszy się że słońce nie porusza się wedle tej ustawy, przy­
puszczali że ziemia znajduje się poza środkiem ruchu świata; 
ztęd nazwisko excenłryl:a.

XXX. Znaleźć pierwiastki równania

I — dosx =  \ x  w sU’,



K S I Ę G A  T R Z E C I A
c

T R Y G O N O M E T R Y A  S F E R Y C Z N A

189. Niech będzie, na sferze promienia R, trójkąt sfery­
czny ABC. Jeśli połączymy jego wierzchołki ze środkiem O 
sfery, utworzymy trójścian OABG, którego kąty dwójścienne 
będę kątami A, B, G tego trójkąta; a jeśli nadto weźmiemy 
promień sfery za jedność linijną, ściany czyli kąty płaskie 
trójścianu będę miały za miary boki trójkęta sferycznego któ­
rych długości wyrażę się przez a, b, c. W  zastosowaniach, ozna­
cza się zwykle przez A, B, G liczbę stopni zawartych w kętach 
trójkęta sferycznego, przez a, b, c liczbę stopni zawartych 
w bokach przeciwległych. Każda z tych sześciu części trójkęta 
mieści się, jako wiadomo, między 0° i 180°.

Trójkęt sferyczny jest wyznaczony, gdy sę dane trzy które­
kolwiek z jego sześciu części : niema potrzeby, jako w trój- 
kętach prostolinijnych, żeby między częściami danemi znajdo­
wał się jeden bok przynajmniej; bo trójkęt sferyczny jest na 
sferze promienia \. Rozwięzać trójkęt sferyczny jestto wyra­
chować liczbę stopni, minut, sekund... zawartych w jego bo­
kach i kętach, gdy liczba danych wielkości jest dostateczna 
do wyznaczenia tego trójkęta. Znajęc liczbę stopni wyrażają­
cych boki trójkęta sferycznego, nie trudno znaleźć długość 
tych boków względnie do promienia sfery; i nawzajem.
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Trygonometrya sferyczna ma za cel rozwiązywanie trójką­
tów sferycznych.

Ogólne zagadnienie trygonometryi sferycznej zależy na tem 
żeby, znając trzy z sześciu ilości a, b, c, A, B, G, wyznaczyć 
trzy inne. Trzeba więc m;eć równania między czterema któremi- 
kolwiek z tych ilości. Owoż, sześć ilości, kombinowane po 

6 5cztery, dają ^ - = 1 5  kombinacyj. Ale te piętnaście kombi- 

nacyj stanowią tylko cztery następujące związki istotnie różne.

ZWIĄZKI MIĘDZY BOKAMI I KATAMI TRÓJKĄTA SFERYCZNEGO;

190. Z  wiązek między trzema bokami i jednym kątem. Niech bę- 
E dzietrójkątsferyczny ABC, nakre­

ślony na jakiejkolwiek sferze ma­
jącej środek w O. Do łuków AB

i
\  i AC kąta A poprowadźmy sty-

1---- ^  czne AD i AE. Przypuszczając
- że łuki AB i AG są mniejsze od 

ćwiercianów, te styczne spoty­
kają w punktach D i E promienie OB i OC przedłużone; 
zatem, biorąc promień sfery za jedność, mamy

AD =  styc, AE =  styb , OD =  siec , OE =  sień.

Nadto, kąt DAE stycznych jest właśnie kątem A trójkąta 
sferycznego ABC, a kąt DOE ma za miarę bok a tego trój­
kąta.

To ustaliwszy, uważajmy że trójkąty prostolinijne DAE 
DEO dają

D E ^ A D ’ I AE* —2AD.AEdosA 

DE* ÓD* l OE* —20D.0Edosa
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zkąd, odciągając te równości stronami, wynika 
0 — Ó F — AD* -4- OE*— AE* — 20D.OEdosa-t-2AD. AEdosA 
albo, z przyczyny OD' — AD5 =  1, OE' — AE* =  1, 
i dzieląc przez 2,

i — sie6 siec dosa-l-stj6styedosA =  0.
Ale, 

sie& = i

’ dosA ’ siec = dosc ’ sty6 = wsti
dosó styc = wstc.

dosc’
więc, podstawiając te wartości i znosząc mianowniki, będzie 

dosa =  dos6 dosc -t- wsta wst6 dosA.
Taki jest związek między trzema bokami i jednym kątem 

trójkąta sferycznego.
191. Powyższe dowodzenie zostawia wiele do życzenia; da­

liśmy je dlatego jedynie że się opiera na prostej wiedzy trygo- 
nometryi płaskiej. Ale nie jest ogólne, bo przypuszcza że boki 
b i c są mniejsze od- ćwiercianów. Trzebaby więc jeszcze oka­
zać że formuła obejmuje przypadki w których jeden z boków 
b i c albo obydwa są większe od ćwiercianów albo im równe. 
Zamiast wchodzić w tę szczegółową dyskussyę, wolimy dać 
ogólne dowodzenie samej formuły przez metodę rzutów.

Niech będzie trójkąt sferyczny ABC. Popi o w dżiny koło



K S I Ę G A  T R Z E C I A

wielkie DHD' mające oś OA, które przetnie koła wielkie AC 
i AB w punktach D i H; poprowadźmy jeszcze osie OE i OF 
dwóch ostatnich kół, i promienie OD, OH.

Owoż, względnie do trzech osi prostokątnych, OA, OD, OE 
formuła nr“ 44, daje

dosBOC =  dosCOA dosBOA -+- dosCOD dosBOD 
-t- dosCOEdosBOE.

Ale dosCOE =  0; zatem, podstawiając łuki które mierzą 
kąty, będzie

dosa =  dosó dosc -t- wstó dosBOD.

Teraz, aby wyrazić dosBOD wfunkcyj ilości b, c, A, weźmy 
trzy osie prostokątne OA, OH, OF; uważając że dosDOA =  0, 
dosBOF =  0, dosDOH =  dos A, znajdziemy

dosBOD =  dosBOA dosDOH =  wstc dosA.
Więc, podstawiając tę wartość, mamy ogólną formulę

dosa =  dosó dosc -+- wstówstcdosA.

Z ostatniego równania wywodzimy, prostą przemianą liter 
dwa inne. Są tedy, między bokami i kątami trójkąta sferycz­
nego, trzy oddzielne równania

dosa =  dosó dosc +  wstó wstc dosA 
(1) dos/y == dosa dosc -+- wsta wstc dosB

dosc =  dosa dosó -+- wsta wstó dosC.

które należy uważać jako trzy fundamentalne formuły trygono- 
metryi sferycznej. I w samej rzeczy, nie może istnieć żadna 
inna formuła oddzielna, zawierająca boki i kąty; bo, rugując 
z niej wszystkie kąty za pomocą równań (1), otrzymanoby zwią­
zek między samemi bokami; więc, znając dwa boki trójkąta 
sferycznego możnaby wyznaczyć trzeci; co oczywiście niemo- 
żebne.

232
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192. Uwaga. Formuły fundamentalne dowodzę że trzy 
łuki a, b, c kół wielkich, mniejsze od półokręgu, które zadość 
czynię jednej z nich, sę bokami trójkąta sferycznego. Jakoż, 
weźmy na przykład pierwszy formułę. Ponieważ dosA jest 
zawarta między — 1 i 4- 1 , podstawiając — 1 za dosA 
będzie

dosa >  dosi dosc — wstó wstc, albo dosa — dos(ó-t-c) >  0;
zkęd

wst- ■c .b -ą- c— a . n — wst----- ------ >  0 .

Ta nierówność pokazuje że obydwa czynniki maję jedna­
kowy znak. Owoż, nie mogę one być oba odjemne; albowiem, 
jeśli jest

a ci -4- b 4- c .. 
2* > -----3-----> " 2 r . >

b -+- c — a

ztędby wynikało 
a jeśli

o a 4- b -+- c 2ir >  •

b 4- c >  2ir;

a — b — c 02 2 
byłoby a  >  r .  .

Obydwa następstwa sprzeciwiaję się założeniu. Więc musi być 
(t +  4 +  c<2- t  i a < Ó 4 - c .

Podstawmy teraz 4-1 za dosA, będzie 
dosa <  dos6 dosc 4 -wsti wstc albo dos(ó—c) — dosa>0,  
zkęd

.a -hb  — c .a +  c — b wst----- ------wst------ ------>  0 .2 2

Rozumujęc jako wyżej, znajdziemy łatwo że musi być

i < 0  4-c c <  a 4- b.
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To wszystko razem dowodzi że trzy łuki a, b, c zadość czy­
nią czterem nierównościom

a - ł - i + e < 2jr, a < b  +  c, b < a  +  c , c < a  +  b.

Więc istnieje trójkąt sferyczny mający za boki trzy łuki kół 
wielkich, mniejsze od półokręgów, które sprawdzają jedną 
z trzech fundamentalnych formuł.

193 . Związek między dwoma bokami i dwoma kątami przeciw le- 
głemi. Jeśli chcemy mieć związek, na przykład między bo­
kami a, b i kątami przeciwległemi A, B, trzeba wyrugować 
bok c i kąt C między równaniami (1). Ponieważ C nie wchodzi 
do dwóch pierwszych równań, dość jest wyrugować c między 
niemi. W tym celu, dodając i odciągając te równania i rozkła­
dając na czynniki, otrzymujemy

(dosa -+- dosó) (1 — dosc) =  (wstó dosA -+- wsta dosB) wstc 
(dosa — dosi) (1 -t- dosc) =  (wstó dosA — wsta dosB) wstc;

jeśli teraz pomnożymy stronami, i opuścimy czynniki równe 
1 — dos2c, wst2c, c wyruguje się i będzie

dos*a — dos26 =  wst86 dos*A — wst2a dos2B;
Zkąd wynika

wst2a wst2B =  wst26 wst2A. 

albo, ponieważ wstawy są dodatne,

wsta_wsti
wstA wstB

Ztąd wnosimy że

¢9) w sta__wstó wstc
wstA wstB ~ wstC'

Więc w trójkącie sferycznym, zostawi, boków są proporcyonalne do 
wstaw kątów przeciwległych.
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Tego ważnego twierdzenia można wprost dowieśdź. W trój­
kącie sferycznym ABC, spuśćmy z wierz­
chołka C prostopadłą CH napłasczyznę 
AOB, a ze spodka H prostopadłe HK, 
HL na OA, OB, i połączmy CK, CL, CO. 
Na mocy twierdzenia trzech prosto­
padłych, proste CK i CL są prostopa­
dłe do OA i OB; zatem kąty CKH i CLH 

mierzą kąty dwójścienne A i B.
Owoż, trójkąty prostokątne CHK i CHL dają

zkąd
CH =  CK wstK =  CL wstL,

wstó wstA =  wsta wstB albo wsta
WStA

Więc
wsta w stó wstc
wstA wstB wstC

wsti
wstB

194. Związek między dwoma bokami, kątem zawartym i kątem 
przeciwległym. Aby mieć związek między bokami a, b i ką­
tami C, A, trzeba wyrugować c i B.

Rugując najpierwej dose między pierwszem i ostatniem ró­
wnaniem (1), mamy

dosa =  dosados8A -f- wstowstó dosAdosC -+- wstó wstc dosA; 

po czem, zastępując wstc przez ^ j ^ wsta, i znosząc spoi­

ny czynnik wstA, będzie

dosa wstA =  wsta dosA dosC -t- wsta wstC aotA;

nakoniec, jeśli podzielimy przez wsta, znajdziemy żądany 
związek

dota wstA =  dosA dosC -ł- wstC dotA.



236 K S I Ę G A  T R Z E C I A

Z tego równania, prosty przemianą liter i bacząc na kąt za­
warty i kąt przeciwległy, wywodzimy pięć innych podobnych; 
co razem daje sześć równań :

dotawstA =  dosAdosC -+-wstCdotA 
dotA wsta =  dosa dosG -4- wstC dotB 
dota wstc =  dosc dosB 4- wstB dotA 
dotc wsta dosa dosB 4- wslB dotC 
dotA wste =  dosc dosA 4- wstA dotB 
dotc wstA =  dosA dosA 4- wstA dotC.

Można wyrazić te równania w innym kształcie, łatwiejszym 
do spamiętania. Dzieląc pierwsze równanie przez dosAdosC, 
otrzymujemy

dota i _j dotA I
dotA dosG dotG dosA

to jest : stosunek dotycznych dwóch boków, podzielony przez do­
stawę kąta zawartego, przewyższa jednością stosunek dotycznych 
dwóch kątóio podzielony przez dostawę boku zawartego, a bok 
i kąt, znajdujące się w licznikach tych stosunków, są sobie przeciw­
ległe.

195. Związek między jednym bokiem i trzema kątami. Mo- 
żnaby otrzymać związek między a. A, B, C, rugując A i c 
z równań (1); ale prościej jest użyć trójkąta biegunowego. Ja­
koż, jeśli zastosujemy równania (I) do trójkąta biegunowego 
z danym ABG, uważając że odpowiedne boki i kąty tych 
trójkątów są nawzajem spełnieniami, będzie

dos(it— A)=dos(ir—B)dos(*—G)4-wst(it—B)wst(r—C)dos(*—a) 
albo

dosA =  — dosB dosC 4- wstB wstC dosa.
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Mamy więc trzy nowe równania

dosA =  — dosB dosC -+- wstB wstC dosa
(4) dosB =  — dosA dosC -+- wstA wstG dosb

dosC =  — dosAdosB -+- wstAwstB dosc.

196. W ł a s n o ś c i t r ó jk ą t ó w  s f e r y c z n y c h  p r o s t o k ą t n y c h . W trój­
kącie sferycznym kąty ostre albo rozwarte nazywają się kątami 
pochyłemi. Wiadomo że trójkąt sferyczny może mieć jeden, 
dwa, a nawet i trzy kąty proste. Gdy ma dwa kąty proste, 
wtedy boki im przeciwległe są ćwiercianami, i trzeci bok mie­
rzy kąt odpowiadający; a gdy trójkąt ma trzy kąty proste, na­
tenczas wszystkie jego boki są ćwiercianami. Trójkąty tego 
rodzaju nie mogą, jako widzimy, dać żadnego zagadnienia, 
i tworzą tylko przypadki szczególne.

Trójkąt sferyczny mający tylko jeden kąt prosty nazywa o. pro­
stokątnym, a bok przeciwległy temu kątowi przeciwprostokątną.

W trójkącie sferycznym prostokątnym summa kątów pochy­
łych jest większa od kąta prostego, ponieważ summa wszys­
tkich trzech kątów jest większa od dwóch prostych.

Aby otrzymać formuły dotyczące trójkątów sferycznych 
prostokątnych, dośćjest w znalezionych równaniach uczy­
nić A =-• 90°; te które zawierają kąt A stają się

(1) dosa =  dos6dosc

(2)
( wsti =  wsta wstB 
l wstc — wstawstG

(3)

I styć =  stya dosC 
\ slyc =  stya dosB 
j styi =  wstc styB 
\ styc =  wstóstyC

( dosa =  dotBdotG
(4) ] dosB =  dosówstC 

[ dosC =  dosc wstB
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197. Jest pamięciowe prawidło obejmujące wszystkie dzie­
sięć formuł.
ą Jakoż, jeśli w trójkącie sferycznym prostoką­

tnym ABC, na bokach b, c kąta prostego A 
¢£.6 napisze na y ich dopełnienia i  z — b, i  z — c,

i, nie licząc kąta prostego, będziemy uważali za
1 1c części trójkąta pięć ilości <z,C, - z —b, - z —c, BJt A

jakoby tworzyły ciąg zamknięty na obwodzie; zobaczymy łatwo 
że, biorąc trzy którekolwiek z tych części, jest zawsze między 
niemi jedna średnia, której są przyległe dwie inne albo od niej 
oddzielone. Otóż, wszystkie powyższe formuły są zawarte w tern 
jednem prawidle, spostrzeżonem przez N e p e r a , które stanowi 
niejako ogólne twierdzenie trójkątów sferycznych prostoką­
tnych :

D o st a w a  części ś r e d n ie j  jest równa wieloczynowi dotycznych  

dwóch części pr z y l e g ł y c h , a wieloczynowi w s t a w  dwóch części
ODDZIELONYCH.

I tak, 1°, szukajmy związku między a, b, c. Ponieważ na 

obwodzie trójkąta ilość a jest oddzielona od ilości - z — b

i - z — c, mamy
A

albo

dosa =  wst ^ |z  — b̂ j wst ^ |z  — c j

dosa =  dos6 dosc.

2°. Znajdźmy związek między b, c. B. Ilość i z — c jest
A

przyległa ilościom B i -n b; więc__ A

dos ^iir — cj =  dot ^ |z  — bj dotB
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albo
sty b =  wstc styB.

198. U w a g a . Równania poprzedzającego numeru wskazują 
niektóre własności trójkątów sferycznych prostokątnych, go­
dne uwagi.

1°. Równanie dosa =  dosi>dose dowodzi że, w trójkącie 
sferycznym prostokątnym, jest zawsze jeden bok mniejszy od ćwier­
ciami, a dwa inne oba mniejsze albo oba większe od iwiercianów.

2°. Równanie styó=w stc styB pokazuje że, w trójkącie sfe­
rycznym prostokątnym, kąt pochyły i bok przeciwległy są oba je­
dnego rodzaju, to jest oba mniejsze albo oba większe od 90°.

3°. Nakoniec, równanie w stó=w sta wstB jest podobne do 
równania ó =  awstB w trójkącie prostokątnym prostolinij­
nym.

rozwiązywanie trójkątów sferycznych prostokątnych.

199. Trójkąty sferyczne prostokątne przedstawiają, między 
bokami i kątami, dziesięć zagadnień, których rozwiązywanie 
przywodzi się do sześciu różnych przypadków.

P ierwszy przypadek. Mając daną przeciwproslokątnę a i bok b 
kąta prostego, wyrachować trzeci bok c i dwa kąty pochyłe B, C.

Wyrachuje się bok c przez formułę

dos( dosa 
dosó ’

a zaś kąty B i C przez formuły

wstó =  wstawstB i dosC =  dota styó , 
napisane wedle prawidła N e p e r a  ;

wstó j  _styózkąd wstB =  - dosC : sty«wata
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Możebność zagadnienia wymaga żeby bok a był zawarty 
między b i n — b; warunek konieczny i dostateczny. Albo­

wiem, figura pokazuje że wszelki 
łuk koła, jako GB, poprowadzo- 

A ny z punktu C do okręgu koła 
wielkiego ABA’, jest większy od 

prostopadłych sferycznych CA i CA', ale mniej­
szy od drugiej; więc, jeśli bok a czyni zadość temu warunko­
wi, łuk koła nakreślony z punktu C jako bieguna i promieniem 
sferycznym a, przecina okręg koła wielkiego ABA' w dwóch 
punktach symetrycznych względem CA, i wyznacza dwa trój­
kąty symetryczne, majęce bok CA spoiny. Ale te trójkęty 
stanowię tylko jedno rozwięzanie zagadnienia.

U waga. Powyższe formuły, wyznaczaję niewiadome części 
trójkęta przez wstawy; co niezawsze daje dostateczne przybli­
żenie. Można wy konać rachunek tych niewiadomych przez sty­
czne. Jakoż,

. c . / i  — dosc /dosó—dosa , /  , a-hb , a—b
S '  2 V 1 4- dosc V  dosi 4- dosa V  S ' 2 "s  ̂ 2
Tak samo

, tvl c . A — dosC / stya —sty/y / wst(« — ć»)
 ̂2 V  1 4- dosC V  stya 4- sty6 V  w'st(a 4- b)

Ponieważ wstB =  dos(90° — B), mamy także

»tv f.io» -  h )= ±  i/l3 W5llj= ± J l
* \  2 / V  14-W StB V  W

wsta—wsto 
sta-ł-wstA

=  ± V /:sty —6) 
sty j (a 4- i)

W ostatniej formule trzeba wzięć znak 4- albo mniej, według 
jak dany bok h jest mniejszy albo większy od ćwiercianu.
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D r u g i p r z y p a d e k . Mając dane dica boki b i c kąta prostego, 
wyrachować a i B, C.

Trójkąt jest oczywiście zawsze możebny, i formuła

R O Z W I Ą Z Y W A N I E  T R Ó J K Ą T Ó W  S F E R Y C Z N Y C H

dosa =  dosó dosc

daje przeeiwprostokątnę a.
Do wyrachowania kątów B i G użyje się formuł

styB - styft
wstc styG styc

wst6

Jeśli przed w p ro s t o k ą t n a a jest źle wyznaczona przez swoją 
dostawę, trzełia najpierwej wyrachować kąt B albo C, po 
czem otrzyma się a przez jedną z formuł

dota =  dotcdosB albo dota =  dot6dosC.

T r z e c i p r z y p a d e k . Znając przeeiwprostokątnę a i kąt pochy­
ły B, wyrachować b, c i C.

Formuły
wstó =  wrsta wstB , styc =  stya dosB , styC =  -j— ■

rozwiązują zagadnienie, które jest zawsze możcbnc, i ma tylko 
jedno rozwiązanie; bo bok b, otrzymany przez wstawę, powi­
nien być lego samego gatunku co wiadomy kąt B.

Jeśli bok b jest źle wyznaczony przez swoją wstawę, trzeba 
najpierwej znaleźć c albo G, i potem wyrachować b przez 
jedną z formuł

sty6 =  wstcstyB, styi =  stya dosC.

C z w a r t y  pr z y p a d e k . Mając dany bok b kąta prostego i kąt 
przyległy C, wyrachować a, c i B

Szukany trójkąt jest zawsze możebny, i niewiadome otrzy­
mują się przez formuły

stya =  , styc =  wstb styC , dosB — dosi wstG.
dosG

10
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Ale kęt B może być źle wyznaczony przez swoję dostawę; 
dla uniknienia tej niedogodności, trzeba najpierwej znaleźć a 
albo c, i potem wyrachować kęt B przez jednę z formuł

styB dotG
dosa ’

styB = styó
wstc

P ią t y  p r z y p a d e k . Mając dany bok b i kąt przeciwległy B, 
wyrachować a, c i C.

Jeśli trójkęt istnieje, można szukać niewiadomych bioręc 
formuły

wsta = wst6 
wstB ’ wstc = styó 

styB ’ wstC dosó 
dosB ’

Ale lepiej jest użyć następujących:

(* ho a\ _  /s ty | (Ii b)
y \  2/ ~  V  sty |(B-t-6) ’

sty L s ° - C- ) = ±  i / y . stl B~ 6) , \  2/ V  wst(B-ł-ó)

sty ^45° — |  c j  =  ±  \ J sty|(B-ł-6) sty i  (B—b) ■

które wyznaczają trzy niewiadome przez icb styczne.
Te dwa układy formuł daję dla każdej niewiadomej dwie 

wartości' spełniające. Więc zagadnienie może ogólnie mieć 
dwa rozwiązania, i trzeba wiedzieć które ze znalezionych war­
tości powinny iść razem. Przede wszystkiem wartości dla c i C 
muszę być tego samego gatunku. Co do przeciwprostokętnej a; 
ponieważ w trójkęcie sferycznym prostokętnym wszystkie 
trzy boki sę mniejsze od ćwiercianu albo tylko jeden, zatem:

jeśli b < £ , trzeba wzięć wartości dla a i c obie mniej­

sze albo obie większe od ćwiercianu; jeśli zaś wtedy
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wartości dla a i e powinny być jedna mniejsza a druga wię­
ksza od ćwiercianu.

Ale, w szczególnym przypadku gdy li — b, formuły dają dla 
każdej niewiadomej jedną tylko wartość

wsta =  wste =  wstG =  1 , zkąd a — c — C =  90°;

wtedy trójkąt dwójprostokątny jest jedynem rozwiązaniem za­
gadnienia.

Zobaczmy teraz 
Jt

pod jakiemi warunkami zagadnienie jest 
możebne. Niech będzie najpierwej trój­
kąt sferyczny ABC mający kąt B ostry. 
Poprowadźmy koło wielkie DED' prosto­
padłe do średnicy BB'; to koło przecina 
boki trójkąta ABC, przedłużone jeśli 
trzeba, w punktach D, E, P. Punkt P 
jest biegunem boku AB, ałuk DE miarą

kąta B. Owoż, PD =  PA, i w trójkącie prostokątnym PCE 
P E < P C ; ztąd wynika DE >  AC. Więc, w trójkącie sfery­
cznym prostokątnym BCA mającym kąt B ostry, jest B >  b. 
Przeciwnie, w trójkącie sferycznym prostokątnym BCA' mają­
cym kąt B rozwarty, jest B <  b. Te warunki konieczne są do­
stateczne ; albowiem, jeśli kąt B tego samego gatunku co bok 
przeciwległy b dopełnia tych warunków, można zawsze wy­
znaczyć wierzchołek C kreśląc małe koło z bieguna P łuku BA,

promieniem sferycznym PC =  ^ — b albo PC =  ^ -+■ b

według jak kąt B jest ostry albo rozwarty.

Jest dwa rozwiązania; figura jasno pokazuje że dwa trójkąty 
ACB i ACB' zadość czynią zagadnieniu. Ale, gdy B = b , te 
trójkąty są równe i trójkąt dwójprostokątny BDE jest jedy­
nem rozwiązaniem.
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Szósty przypadek. Mając dane dwa kąty pochyle B i C, 
wyrachować trzy boki a, b, c.

Istnienie trójkąta sferycznego wymaga żeby summa trzech 
kątów mieściła się między dwoma i sześcioma kątami pros- 
temi, i każdy kąt powiększony dwoma prostemi był większy 
od summy dwóch innych. Ztąd wynika że, w trójkącie sfery­

cznym prostokątnym ABC w którym A = £ , powinno być

y > ,j+c>§ 1 B~ G < r

przypuszczając B >
Jeśli tym warunkom koniecznym zadość uczyniono, zaga­

dnienie ma jedno tylko rozwiązanie.
Niewiadome wyrażają się przez formuły

dosa =  dotBdotC, dosó =  ̂ - ^ ,  dosc =  -̂ ">(,' ;wslC wslB ’

ale do rachunku lepiej jest użyć następujących :

v /
— dos(B+C) 

dos(B—C)

s t y |= y / W

sty | =  \ f s t y

które potrzebują tej samej liczby logarytmów, i dają przybli­
żenia zawsze dostateczne.

Uwaga. W rachunkach logarytmicznych linij trygonome­
trycznych, zdarza się nieraz pewna trudność którą uprzątnąć 
powinniśmy. I tak, na przykład w pierwszych formułach, 
niewiadoma « jest dana przez dostawę. Owoż, jeśli ta dostawa

-  U)°'j sty

(2 + £ -4 B « ) .ty  ( £ = “  +  « • )
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jest odjemna, nic można do niej stosować logarytmów. W ta­
kim razie trzeba wziąć spełnienie łuku a, i szukać dos(-^—a) 
która będzie dodatna i wyrachuje się przez logarytmy; znając 
wartość ze — a ,  łatwo z niej wyprowadzić niewiadomę a .

Jeśli trzeba wyrachować wartość dosG =  a oba łukistya
a  i b są większe od ćwiercianów, wtedy dość wzięć styczne 
spełnień łuków a i b -  tym sposobem, nie zmieniając bynaj­
mniej wartości dosG, uczyni się możebnym rachunek loga­
rytmiczny.

200. Nim przedsięweźmiemy rozwiązywanie trójkę Łów sfery­
cznych jakichkolwiek, wyłożymy najpierwej formuły Delambra 
i Nepeka, dowodzenie oprzemy na naslępującem zagadnieniu.

ROZWIĄZYWANIE T RÓJKĄTÓW SFERYCZNYCH

W ij zn a c z y ć  k ą t  t r ó jk ą ta  s fe ry c zn e g o  w  fu n k c y i  trze c h  boków .

Szukajmy naprzykład kęta A. Pierwsza z fundamentalnych 
formuł daje

dosA dosa — dosódose 
wstówslc

„ , 1 . . /1 —dosA j 1 . . /1-t-dosAOwoz, wst-A =  y ---- -----  i d o s -A =  y ---- - ----;

więc, podstawiając, będzie

1 _ /wst b wstc -f- dosA dosi
" S 2 V 2wstbwste

dosńdosc— dosa

J/: , « + c — b . a-f-ó— cwst---- -—  wst-----—2 2
wstbwstc

dos§A = V ~
;s tb  wstc — dosó dosc -+- dosa

2wstówste

J/ ,a -+ -b - \-c  , b + c — awst---------wst----------
2 2
wstó wstc

«
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zkęd, czynięc a -t-ó-ł-c =  2p, w ynika

* * i A =  l /w s t  (p — ó)w st(p  —  r)
V wstó w stc

(1) dos^A =  t
/w stp  w stfp— a) 

V w stów stc

v s t y | A = t
/w s t (p — 6)w st(p—c) 

V w stp w st(/j—a)

Prosty przemiany liter, wywodzi się z tych formuł trzy po- 
1 1dobnedlakęta -B, i także trzy dla kęta - C ; we wszystkich

pierwiastnik powinien być wzięty dodatnie, albowiem linie
1 ł 1trygonometryczne kętów ostrych -A , -B , -C sę wszystkie 

dodatne.
U waga. Z m n o żen ia  m iędzy  so b ę  d w ó ch  p ie rw szy ch  r ó ­

w n ań  (1) w y n ik a  n a s tę p u ją c a  fo rm u ła  n ie raz  uży teczna ,

WStA =  wst/JwsU' \/'vstP wst (p—a) wst (p—b) wst (p—c)
2A

wstówstc

nazywając A pierwiastnik \\vstp wst [p—a) wst(p—ó) wst(p—c)

FORMUŁY DELAMBRA.

201. W formułach

wst|(ArhB) — w sti A dos-B ±  dos^A wst^ B ,
2 2 2 2 2

dos^(A±B) =  dos~ A doslB q iw stiA w stiB ,
—  2 2 2 2
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l  . i  1 1zastąpmy wst-A i dos-A, wst-B i dos-B przez ich war­

tości w funkcyi boków, dane w poprzedzającym numerze; 
będzie

wstifAzhBl =  'vst^~/>)±wst(p—«) / wst/jwst(p—'7)
2' wstc V  wstawst* ’

do-4 f Ą±Bł — wst/) +  wst (p~ C) \  Ayst(p-a) wst(/;—/;),
2 ' wstc V  wstawstó ’

zlęd, bioręc osobno każdę ze czterech formuł, i zamieniając 
summy na wieloczyny, otrzymujemy

, 2wst^dos-—-dos-C
wsti(A-ł-B) — ----- -------- f ----- 1 -

2 wstc

2dos-wst-—-dos-C1 9 9 9
wst i  (A—B)= ------r-------- i ----- £ _

2 wstc

2dos^ i^ v /st-w stic1 9 0 9dosi (A+B)  ------- r------ r— £_
2 wstc

2wst^i^dos-wst-C •
dosi(A—B) = r-------- ------- j

2 wstc
Te równania, uproszczone za pomocę formuły 

1 iw stc = 2 w st-c  dos-c, daj§ następujące formuły Delambra

wst|(A -f- B) dos * (a—b)
dos{G dos^c

w si(A  — B) wst i (a—b)
dos|C wstfe

dos J (A -t- B) dosf(a-t-£)
wstĄC dos-jC

dos i  (A — B) wst-ł-(a-4-t>)
wst{C w st|c
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Uwaga. Jeśli, w trójkącie sferycznym ABC, przedłużymy 
dwa boki jednego kąta aż do ich spotkania, na przykład 
boki AB i AC kąta A aż do punktu spotkania A', utwo­
rzymy trójkąt BCA' który się nazywa spełniającym, trój­
kąta ABC. W trójkącie BCA', bok BC — a, RA'—i: — c, 
CA' =  tt— b; kątCBA' =  7c — B, BCA' =  :r — C. Otóż, za po­
mocą trójkąta spełniającego BCA' pierwsza formuła Delambra 
daje czwartą a druga trzecią.

Formuły Delambra przypisują błędnie Gaussowi.

202. Jeśli z formuł Delambra wyrugujemy po kolei

przez trzecią i drugą przez czwartą, potem czwartą przez trze­
cią i drugą przez pierwszą, znajdziemy cztery następujące 
proporcye, znane pod nazwiskiem analogij Nepera.

ANALOGIE NEPERA.

sty |  (A -+- B)

styI(A — B) — wstrfn—b) , . -----j------r-dot-Cwstj(a-t-ó) 2
(3)

sty |  (o+4) =
d o s j(A -B l: e 
dos|(A -+- B) ' 2
wst‘ (A — B) c 
wst 4 (A -i- B) ‘ 2

Każda z analogij N e p e r a  zawiera tylko pięć części trójkąta 
sferycznego, gdy tymczasem każda z formuł D elambra zawiera 
je wszystkie sześć.
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U w a g a . Druga proporcya N e p e r a  czyli analogia jest podo­
bna do formuły n° 120. Ta proporcya daje pierwszą przez trój - 
kąt spełniający BCA'; dwie ostatnie wywodzą się z dwóch pier­
wszych przez Lrójkyt biegunowy.

Nie trudnoby nawzajem zanalogij N e p e r a  wyprowadzić for­
muły Delambra.

ROZWIĄZYWANIE TRÓJKĄTÓW SFERYCZNYCH JAKICHKOLWIEK.

203. Rozwiązywanie trójkątów' sferycznych jakichkolwiek 
może się czasem uskutecznić przez trójkąty prostokątne.

I tak. 1°. Jeśli między danemi częściami trójkąta sferycznego 
jest bok równy 90°, kąt odpowiedający w trójkącie bieguno­
wym będzie prosty; i nadto, będą wiadome dwie z pięciu in­
nych jego części. Więc będzie można łatwo rozwiązać ten trój­
kąt prostokątny, i z niego wyprowadzić niewiadome części za­
danego trójkąta.

2°. Jeśli między danemi częściami trójkąta znajdują się dwa 
boki a i fi równe, albo dwa kąty A i B także równe; wtedy 
prostopadła CD, spuszczona z wierzchołka C na bok AB dzie­
li ten trójkąt na dwa prostokątne symetryczne CDA i CDB; 
w każdym z nich, oprócz kąta prostego, wradonie są dwie czę­
ści. Rozwiązawszy jeden z tych trójkątów prostokątnych roz­
wiąże się temsamem zadany.

3°. Jeśli między danemi częściami znajdują się dwa boki a i b 
spełniające, albo dwa kąty A i B spełniające, przedłużając 
boki a i c aż do ich spotkania B', utworzy się trójkąt CAR' 
równoramienny w którym bok GA=CB', i kąt CAB'=B'=B. 
Więc, na mocy tego co poprzedza, rozwiązanie trójkąta CAB 
daje rozwiązanie trójkąta zadanego.

Trójkąty sferyczne jakiekolwiek przedstawiają, między bo­
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kami i katami, dwadzieścia zagadnień, których rozwiązywanie 
przywodzi się do sześciu następujących przypadków.

204. P i e r w s z y  p r z y p a d e k . Mając dane trzy boki a, b, c, wy­
rachować trzy kąty.

Kęt A jest wyznaczony przez formułę

dosa — dosidosc
wst6 wstc

Ale, ponieważ ta formuła nie jest wyrachowalna przez loga-
rytmy, wywiedziono z niej 
które już znamy, to je s t :

inne, temu rachunkowi dogodne.

wst^A — y /wst (p—b) wst (p—c)
' wstćwstc

do4 A= Y
/wstp wst(/>—a)

wst b wstc

st4 A= Y
/  wst(p—b)\\sl(p—c)

wst/J wst(/>—a)

Powyższe formuły sę podobne do tych któreśmy w trygono- 
metryi prostolinijnej otrzymali, z tę różnicę ze tu zamiast bo­
ków i półobwodu sę ich wstawy. Z tych formuł otrzymuje się 
zaraz trzy inne do rachunku kęta B, i także trzy do rachunku 
kęta G.

Jeśli chodzi o wyrachowanie trzech kętów trójkęta, trzeba 
użyć stycznej; bo jej formuła wymaga tylko czterech logaryt- 
mów dla wszystkich trzech kętów, i daje zawsze dostateczne 
przybliżenie.

U w a g a . Dyskutujęc te formuły, jako w trygonometryi pros­
tolinijnej, nie trudno znaleźć że, dla istnienia trójkęta sfery­
cznego majęcego trzy dane boki, trzeba i dość jest żeby summa
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tych boków była mniejsza od 2ir, i każdy z nich był mniejszy 
od summy dwóch innych.

Można także skrócić rachunek kątów trójkąta sferycznego 
przez styczne, działając jako w trygonometryi prostolinijnej. 
Jakoż, mamy

_tvi  * _  i . / wst( p — a)  wsi.[ p — b ) wst( p ^ j _ 
y2 wst (/>—«) V  wstp

■ ... . . /wst(»—a)wst(/>—ó)wst(«—c)jeśli więc uczynimy y  —  ------— ----1-----— sty r,

oznaczając przez r promień sferyczny koła wpisanego jako 
później zobaczymy, będzie

. 1 . styr , i T> styr . I „ styr
* > iA= s 5 = ^ ’ s tI2c = ^

Tym sposobem rachunek logarytmiczny znacznie się uprości.

205. D r u g i  p r z y p a d e k . Mając dane dwa boki a, b i kąt za­
warty G, wyrachować c, i A, B.

Formuły (3) nrn 194 wyznaczają kąty A i B.

dotA = dot« wstó — dosó dosG 
wstC

dotB = dotó wsta — dosa dosC 
wstC

Można, za pomocą kąta posiłkowego, przekształcić formuły na 
wyrachowalne przez logarytmy. I tak, biorąc pierwszą i czyniąc

dota =  dosCdoto czyli styp =  stya dosG,
znajdziemy

(1) StyA= - tyCwst? ■ 
wst(ó—tp)
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Ten rachunek kąta A wymaga pięciu logarytmów. O wicie 
jest prościej użyć dwóch analogij Nepiera:

stVtj(A ■ dos^(a -4-6) 2

. i , .  jj. w stifa— b) s t y -(A — B) =  — - f ) -----9 ' W«t.4-r/l -4- h\ d o t ln .

które daję i(A -t-B) i I(A —B), a zatem A i B-

Znalazszy kąty A i B, możnaby szukać boku c przez pro- 
porcyę

wstc wsta _
wstC wstA ’

ale pewniej jest wyznaczać len bok przez jedną z dwóch osta­
tnich analogij Nepera.

Jeśli chcemy znaleźć wprost bok e, nie przechodząc przez 
kąty A (i B, zwłaszcza gdy potrzebujemy samego tylko boku c, 
trzeba wziąć formułę

dosc =  dosa dosi -t- wsta wst6 dosC

i, posługując się kątem posiłkowym ®, uczynić

wsta dosC =  dosa stycp albo sty® =  stya dosC ;

podstawiając tę wartość, będzie

(2) dosc = dosa dos [b — ®) _ 
dosep

formuła wyrachowalna przez logarytmy.
Zdarza się czasem żc bok c jest źle wyznaczony przez swoją 

dostawę; w takim przypadku trzeba najpierwej wyrachować
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kąty A i B, po czem będzie można otrzymać bok e przez 
stycznę. Jakoż, dzieląc formułę

wTstc = WSlG WStrt 

wstA

przez formułę (2), znajdujemy równość]

_wstC stv« dosep
S ^L wstA dos(6—y)

\
która, podzielona przez formułę (1) i uproszczona za pomocą 
równości sty® =  styadosC, daje ostatecznie

styc = sty (i — ?) 
dosA

206. T rzec i p r z y p a d e k . Mając dane dwa boki a, b i kąt A  

przeciwległy pierwszemu, toyrachować c i B, C.

Kęt B wyrachuje się przez formułę

wstB wstówstA.
WSta ’

po czem, najlepiej będzie wryznaczyć kąt C i bok c przez 
analogie Nepera, bioręc na przykład drugą i czwartą :

1 p _  wstH« — i)doti(A — B)
■ 2 °  wst l {a  -ł- b) ’

. r£ _\vst|(A 4- B)sty-]-(« — b)
' 2 wstf(A— B)

Aby szukany trójkąt istniał, log wstB znaleziony za pomocą 
tablic musi być mniejszy od 10 a najwięcej równy 10; jeśli 
tak jest, wstB wyznacza dla kąta B dwie wartości spełniające. 
Owoż, w trójkącie sferycznym, mniejszy z dwóch boków jest 
przeciwległy mniejszemu kątowi, i nawzajem; ztąd wynika że
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różnice a — b i A — B maję te same znaki. Więc trzeba od­
rzucić wszelką wartość kąta B która nie nadaje różnicy A—B 
znaku różnicy a— b. Ten warunek konieczny jest dostate­
czny; albowiem, każda wartość kąta B, dopełniająca warunku,

daje sty-C i sty- obiedodatne, atemsamem kąt G i bok c

takie jakie być powinny. Dowiedziemy zaraz że istnieje trój­
kąt sferyczny mający znalezione części B, G, c i dane a, b, A. 
W samej rzeczy, można zawsze zbudować trójkąt sferyczny 
mający dwa boki a, b i kąt zawarty G. Nazywając c , A', B' 
trzy inne części tego trójkąta, będzie

. 1 „  _____w st;(a— b)_____
h '  2 wst-J-(a -+- b) sty (A' — Bj

Owóż, poprzednio znaleźliśmy

wst^ia — //)
' 2 wst, [a -t- b) sty ̂ (A — B) ’

W tym samym trójkącie mamy także

. wstA'__wstB'
wsta wst6 ’

zkąd
st,y|(A' B ')_sty {(a -f- b) _
sty i (A — B j  — sty |  (a — b) ’

ale rachunek kąta B daje

wstA wstB 
wsta wstó

zkąd
styl fA B )_styi(a -+- b)
sty |  (A — B) sty | (a — b)
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Z tych równali, ponieważ A' — B’=  A — B, wynika

A'-t-B' =  A +  B.
Więc

A '= A  i B '= B .

Nadto

więc ć =  c.

207. D y s k u s s y a . Są przypadki w których, nic szukając 
kąta B, można wiedzieć czy zagadnienie jest możebne i ile ma 
rozwiązań; następująca dyskussya wskazuje do tego sposób

Na sferze wykreślmy wielkie kolo AB; zróbmy kąt BAG 
równy danemu A, wćźmy bok AC =  O, i przedłużmy go aż 
do przecięcia A' z okręgiem AB; po czcm, z punktu C jako 
bieguna i promieniem sferycznym równym bokowi a, nakreśl­
my luk kola, który spotka półokrąg ABA' w dwóch punktach 
albo tylko w jednym, albo nie spotka w żadnym. To pokazuje 
że zagadnienie może mieć dwa rozwiązania, jedno tylko, albo 
nie mieć żadnego. Owoż, z punktu G spuśćmy na okrąg AB 
obie prostopadłe sferyczne GD i CD. Wiadomo że, w trójką­
cie sferycznym prostokątnym AGD, bok DC kąta prostego D 
jest mniejszy albo większy od ćwiercianu, według jak kąt prze-
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ciwlcgły A jest ostry albo rozwarty; więc, w pierwszym razie 
prostopadła CD jest najmniejszym lukiem, a zaś w drugim ta 
prostopadła jest największym Jukiem kola wielkiego jaki z pun­
ktu C dopółokręgu ABA' poprowadzić można. Na tej prostej 
uwadze opiera się cała dyskussya zagadnienia; dość tylko roz­
różnić trzy przypadki.

1°. Jeśli bok a jest zawarły, między bokiem h i jego spełnie­
niem x — b, zagadnienie ma zawsze jedno rozwiązanie, jakikol­
wiek jest kąt A. Albowiem okręg, nakreślony z punktu C jako 
bieguna i promieniem sferycznym a, przecina jeden z łu­
ków CA albo CA' i przedłużenie drugiego; więc przecina 
półokrąg ABA' w jednym punkcie i wyznacza trójkąt sfery­
czny.

2°. Jeśli bok a nie jest zawarty między b i x — li, i nie jest 
tego samego gatunku co kąt A, zagadnienie jest niemożebne. Jakoż, 
przypuszczając bok a większy od b i od x — b, albo równy

większemu z tych dwóch łuków, musi być a >  ^ ; przypusz­

czając przeciwnie bok a mniejszy od b i od r  — b, albo ró­

wny mniejszemu z tych łuków, musi być a < ^ .  Więc, gdy

kąt A < ^ , prostopadła C D < ^ , ale bok wtedy

bok a, większy od pochyłych CA, CA' i temsamem większy 
od prostopadłej mniejszej CD, nie może mieć spodka na pół-

okręgu ABA'. Gdy kąt A >  ^, jest także C D >^, ale a < ^ ;

wtedy bok a, mniejszy od pochyłych CA, CA' i temsamem 
mniejszy od prostopadłej większej CD, nie ma spodka na pół-

okręgu ABA'. Nareszcie, gdy A =  jj, bok a jest mniejszy

albo większy od obydwóch prostopadłych CA i CA', albo 
równy jednej z nich; wtedy spodek boku a znajduje się oczy­
wiście na okręgu który nic przecina koła wielkiego AB, albo
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je spotyka w jednym tylko z dwóch punktów A, A'. Z lego 
wszystkiego wynika że, jakikolwiek jest kyt A, szukany trój­
kąt nie istnieje.

3°. Jeśli bok a niejest zawarty między b i r. — b, ale jest tego 
samego gatunku co kąt A, zagadnienie może mieć dwa roziciązania 
albo tylko jedno, albo nawet nie mieć żadnego. Jakoż, przypusz­

czając i a < -  — b będzie a < £ ,  i A < ^  ponie­

waż z założenia kyt A jest tego samego gatunku co bok prze­
ciwległy; wtedy CD jest prostopadły mniejszy. Przypuszczajyc

zaś a>b i a>i:—b będzie a > g ,  i A > ^ '; wtedy CD jest

prostopadły większy. Więc, jeśli bok a, w pierwszym razie 
mniejszy od pochyłych CA i CA', jest większy od prostopa­
dłej mniejszej CD, a zaś w drugim razie, jeśli ten bok, większy 
od pochyłych CA i CA’, jest mniejszy od prostopadłej wię­
kszej CD, okryg nakreślony z punktu C jako bieguna, pro­
mieniem sferycznym a, przecina półokryg AB'A' w dwóch 
punktach B, B' równo oddalonych od spodka D, i dwa trój- 
kyty ACB, ACB' rozwiyzujy zagadnienie. Ta okoliczność sta­
nowi tak zwany przypadek wątpliwy.

Gdy bok o, mniejszy albo większy od obydwóch pochyłych 
CA i CA', jest równy prostopadłej sferycznej która odpo- 
wieda kytowi A, wtedy trójkyt prostokytny ACD jest jedy- 
nem rozwiyzaniem zagadnienia.

Nareszcie, gdy bok a jest mniejszy albo większy od oby­
dwóch prostopadłych sferycznych, zagadnienie jest niemo- 
żebne.

Wielkość prostopadłej sferycznej CD otrzymuje się łatwo 
przez trójkyt sferyczny prostokytny ACD, w którym

Więc
wstCD =  wst6 wstA.

lt) wstCD wstB -- ---------wsta
17
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Ostatnia formuła pokazuje że, w obecnym przypadku, liczba 
rozwiązań zależy od liczby wartości kąta B które dają ró­
żnicę A — B ze znakiem różnicy a— b.

Do tego paragrafu należę dwa szczególne przypadki a — b 
i a =  zt — b, z kątem A tego samego gatunku co bok a.
W pierwszym z tych przypadków trójkąt równoramienny roz­
wiązuje zagadnienie, w drugim trójkąt mający kąty A i B 
spełniające. Ale,gdy szukany trójkąt ABC jest równoramienny,

1 . c 0sty-C i sty- przedstawiają się w kształcie symbolicznym - .

Żeby znaleźć ich prawdziwą wartość, dość wziąć trójkąt pros-
tokątny ACD, w którym (197)

1
dosa=  dotA dot-C , zkąd

|
dot-C =  dosa styA;

dosA =  dota sty^ zkąd
Q

sty- =  styadosA.

Nakoniec, trzeba uważać przypadek osobliwy a = 7c— 6= ^ ,

w którym, jeśli kąt A jest prosty trójkąt jest dwójprostoką- 
tny i zagadnienie niewy znaczone; a jeśli kąt A jest pochyły 
trójkąt nie istnieje.

208. Można otrzymać wprost kąt C przez równanie (nu194) 

dota wstó =  dosó dosC -t- wstC dotA
albo

dosC -i- w stC ^ ^ - =  dotastyó, 

biorąc tylko kąt posiłkowy <? taki żeby

sty? = dotA
dosó
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Podstawiając tę wartość, mamy

dosG dos? -+- wstC wst? =  dota styć dos?
albo

dos (G — ?) =  dota styb dos?.

Ta formuła wyznacza G — o, zkąd C.

209. Jeśli chcemy znaleźć także wprost bok c, trzeba wziąć 
równanie

dosa — dość dosc -+- wsti wstc dosA
albo

dos6(dosc -+- wstc styi dosA) — dosa, 

i użyć kąta posiłkowego <]/, czyniąc

styĄ =  styó dosA;

kąt •} będzie mniejszy albo większy od 90°, według jak wie- 
loczyn styódosA jest dodatny albo odjemny.

Z podstawienia kąta Ą, wynika

zatem

— d o s(c -* ) =  dosa,

d o s ( c - ^  =  ^ sat!os’ł .

Ta formuła daje wartość c — Ą, zkąd c.

210. Uwaga. Jeśli, w trójkącie sferycznym ABC, spuści­
my z wierzchołka C proslopadłę sfe­
ryczną CD na AB, będzie kąt ACD=cp, 
i odcinek AD='j/.

Jakoż, w trójkącie sferycznym ACD 
prostokątnym przy D, mamy

dos6 =  dotAdotACD; ztąd styACD sty?
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Podobnie

dosA — dotóstyAD ; ztąd styAD =  styódosA =  sty{'.

Teraz uważajmy że kąt BCD = C — ?, i odcinek BD=c—-i, 
a trójkąt prostokątny BCD daje

dosBCD =  dota styCD, i dosn=dosBDdosGD.

Owoż, w trójkącie prostokątnym ACD,

dos? =  styCD doti i dosi =  dosCDdos^;

więc, podstawiając wartości styCD i dos CU wyciągnięte 
z tych dwóch równań, znajdujemy

dos(C—<?) =  dotasty6dos? i doś(c—t) — ^ •

To pokazuje że działać przez kąty posiłkowe ? i |  jest to 
rozwiązywać trójkąty prostokątne ACD i BCD, na które 
prostopadła CD rozkłada trójkąt sferyczny ABC. Ale użycie 
kątów posiłkowych wymaga zwykle wielu logarytmów, i jes t 
wtedy korzystne gdy trzeba wyznaczyć wprost jedną tylko 
z szukanych części trójkąta.

211. Czwarty przypadek. Mając dane dwa kąty A, B i bok 
zawarty c, wyrachować a, b i C.

Najprościej jest wyznaczać boki a i b przez analogie Ne- 
pera,

, 1 ,  ,, dosi(A — B) . csty-(a -t- b) =  — fi----- stv-1J 2V dos|(A +  B) ^2

. 1 ,  ,, wsti(A — B) . c
S*ys (» -  ») = ^ 4 [aT b) ty a '

Po czem, wyrachuje się kąt C przez jedną z analogij Nepera,
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na przykład przez d rugą

„tv* r  _ wsH(a — 6)dot-|(A —B)_
' 2 wst j(a -+- b)

Ale, jeśli chodzi o wyrachowanie samego tylko kęta G, 
trzeba wzięć formułę

dosC =  wstA wstB dosc — dosA dosB, 

i wyznaczyć kęt posiłkowy <? taki żeby

wstB dosc =  dosB dot?, zkęd doto =  styB dosc;
zatem

dosC = dosBwst(A — ?) 
wst?

Można także wyrachować wprost bok a albo b, bioręc 
przyzwoicie jednę z formuł (3) n° 194, i posługujęc się kętem 
posiłkowym, jakośmy to już widzieli.

212. P iąty przypadek. Mając dane dwa kąty A, I’S i bok a 
przeciwległy pierwszemu, wyrachować b, c i C,

Bok b otrzymuje się przez formułę

wstó = wsta wstB
wstA

która daje dla b dwie wartości spełniające.

Po czem, otrzyma się c i C przez analogie Nepera

c _  wstf(A -+- B)styi(a — b)
S " 2 ’ wsti(A —B)

s ty ic : wsti(a — /z)doti(A —B) 
wst}(« +  b)

Jeśli chcemy mieć wprost bok c, trzeba wzięć formułę 

dotaw ste=  dosc dosB -+- wstBdotA ,
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albo

i uczynić 
będzie

dota wstc — dosc dosB =  wstB dotA 

dota =  dosB dot<p;

^^ (w stedos?  — doscwst?) =  wstB dotA

zkęd
wst (c — ?) — styB dotA wst?.

Do wyznaczenia wprost kęta G użyje się formuły 

dosA =  wstB wstC dosa — dosB dosG, 

czynięc w niej

wstB dosa =  dosBdoty, albo doty =  styB dosa.

Po dstawiajęc tę wartość, będzie

U w a g a . Ten przypadek, podobny do trzeciego, może mieć 
dwa rozwiązania albo tylko jedno, a nawet nie mieć żadnego. 
Dyskussya taka sama jak w trzecim przypadku do którego się 
zresztę przywodzi przez trójkęt biegunowy.

213. S zó sty  pr z y pa d e k  . Mając dam trzy kąty A, B, C, wy­
rachować trzy boki a, b, c.

Bok a jest wyznaczony przez równanie

d os A =  (wstC dostf — d osC wsty);
wsty

więc

dosA =  — dosB dosC -t- wstB wstC dosa
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które daje
dosa: dosA -+- dosBdosC

wstB wstC
Ztęd, za pomocy wiadomych przekształceń, otrzymujemy

wstI = \ /
wstB wstC — dosB dosC—dosA 

2wstB wstC

= \
—dos(B-ł-G)

2wstB wstC 
Podobnie

—dosA \ /
ZTr r

- d o s A + B + C dosg +C~ A

wstB wstC

a 4 / ’
S2 =  V '

V :

wstB wstC -(- dosB dosC -+- dosA
2 wstB wstC

, A—B-+-C , A-hB—C dos---- ------dos----------

wstB wstC

Jeśli, dla skrócenia, uczynimy A -t-B + C  — tt =  2S (*), 
będzie

^ ± |± G  =  |  +  S, ® ± j p i : = |  +  S - A ,  etc; 

zatem

Zkęd

wrst

dos

i-v«stS wst(A—S)
wstB wstC

a_ /wst(B—S)wst(C—S)
S2 V wstB wstC '

, a_ / wstS wst (A—S)
* ^2 V wrst(B—S)wst(C—S)

Pros tę przemianę liter otrzymuje się z tych formuł sześć

(*) Liczba A -|- B -f- C — r., oznaczona zwykle przez 2S, nazywa się 
zbytkiem sferycznym, albo przewyżkę sferyczny. Ś n i a d e c k i ,  w  swojej 
Trygonometryi kulistej, nazwał ję przepełnieniem,
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innych które służą do rachunku boków b, c.
U w a g a . Te wszystkie formuły mogą się wywieśdź z pier­

wszego przypadku przez trójkąty biegunowe.

20)4 ,

ROZMAITE WYRAŻENIA ZBYTKU SFERYCZNEGO.

214. Wiemy że, jeśli wzięto za jedność powierzchni trójkąt 
trójprostokątny, i za jedność kątową kąt obejmujący łuk ró­
wny swemu promieniowi, powierzchnia trójkąta sferycznego 
ma za miarę zbytek sferyczny A +  B +  C —

Owoż, czyniąc A +  13-ł-C — n: =  2S , 
1 1 1wartość -  (A -+- B) =  -n  -+- S —-C podstawmy w 1» i 2» 

formułę Delambra, będzie

O)

(2)

dosf-C— ,  a—b dos-----
\2 ! 9

dosic dosi
2

wsi i -  C— dosa+A
\2 ) 2

wsUC2 d0S2

Teraz, równanie (1) daje

d c g o - e ) dos-G dos- 
2 2

■ dos-9

d o s f J c - S dos^C dos-—--t-d o s-  2 0 9
albo, zamieniając summy na wicloczyny, 

sty C—S , S , p — a , p — b
— sty o =  sty — u-—  •2(3)
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Równaine (2) daje także

wst^C— wst 1f i c - s ) dos- — dos——2 12 ) 2

wst-C +  wst |
d c - s )

dos-
2

i d-\-b +  d o s _

zkąd
(4) do t^ p -s ty  |  =  s ty |s ty fc £ .

§ Więc, mnożąc stronami równania (3) i (i) i wyciągając 
pierwiastek kwadratowy, otrzymujemy

(5 )
S , /  , p .»V— a p—b . p—c

S ty 2  =  V  - 2  - 2  s t y  s t J —  •

Ta, jako mówią, elegancka formula( znaleziona przez S ymona 
L huiler , nastręcza łatwy sposób wyznaczenia powierzchni 
Irójkąta sferycznego którego wiadome są trzy boki.

215. Jeśli, zamiast mnożyć, podzielimy stronami równania 
(3) i (4), będziemy mieli

sty^(C -S ) sty j fp—a) sty Hp—IĄ 
styi/z styĄ {p—c)

Więc, wyciągając pierwiastek kwadratowy i przemieniając 
litery jedne na drugie, znajdujemy trzy ważne formuły :

(6)

sly i(A -S) =  \ J  

s ty i(B -S  ) =  s j

sty i(C —s ) =  y /

styj(p—6)sty}(p—c) 
sty ii> sty i  {p-ci)

styj(p—n)sty{(p— c)
Sty Sty a (p— b )

sty {p—g) Sty j ky—h) 
sty sty j (/>—c)

1

9
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Rozwiązując cztery równania (5) i (6), względnie do ilości 

sty2 , s t y ~ ^ ,  s t y ^ i ,  s ty ^ j—, otrzymujemy nastę­

pujące formuły które także s§ przydatne.

sty Ę- — \ / ■— r- 
J 2 V stylsty i  (A—S) styl (B—S)sty | (C—S)

(V
etTP ~ a __. / styl s sty I  (B—S) sty |  
' J 2 V styl (A—S)

|  (G—S)

»—ó _  /sty \ S sty|(A—S)sty|(C-^Ś)
• 2 V sty|(B—S)

ztv P ~ c t  Ą ty |S  sty |(A —S) sty |(B ^S) 
J 2 - V  sty|(G—S)

}
216. Z rozwinięcia równań (1) i (2), wynika

dosS -t- sty j-C wstS =  d°S 2 ,2 dos|c

dosS — dot-C wstS =  doSa ■2 dos|c

ztęd, mnożęc pierwsze równanie przez dos2-C drugie przez
J

wst2̂ C, potem dodajęc, wyrugujemy wstS i będzie

dosS =
d o s ^  dos2~C -t- d o s ^  wst2i c  

J  J  J J t

, c '
d0S2

4 1a jeśli wyrazimy dos2-C i wst2-C przez dosG, i za-
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mienimy summy na wieloczyny, znajdziemy

(8) dosS =
dos^dos^ -+- wst^wst^dosC

dos^-

Rugując dosS z tych samych równań, otrzymamy podobnie

(9) wstS =
wst-wst-wstC 

2 2

dos^

Można łatwo wyrugować dosG i wstC z równań (8) i (9); 
dość tylko pomnożyć oba wyrazy ułamków, które stanowią

drugie strony, przez dos^ dos^, i użyć formuł nru 191 i 200,
Jt

będzie:

(10) dosS =  - -+- dosa -+- dosb dosc 
2dosęadosyódos|c

( H )
„  y/wst/?wst(p—a)wst(y—6)wst(rf—c)

WS 2dos-^a dos^ó dos|c

Te dwie formuły wyznaczają powierzchnię trójkąta sfery­
cznego w funkcyi trzech boków; pierwsza jest stosunkowa, 
druga jest wyrachowalna przez logarytmy; ale obie nie są tak 
proste jak formuła Lhuilera.

Nie trudno teraz wyrazić wst(A—S), wst(B—S), wst(C—S) 
w funkcyi boków. Jakoż, formuły nru 213 dają

sty § st4
wstS

wst(A—S)’
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więc, podstawiając waetość wslS znalezioną wyżej, i prze­
mieniając litery jedne na drugie, otrzymamy

,,  _\Jwstp wst(p—a) wst(p - b) wst(p—c)
ws ( ) 2dos£awst£4wst\c

(12) ) .... t / L, g s _  Vwstp wst (p - a )  wst jp—b) wst jp—c)
'  ̂ * 2dos£6wst?awstfc

wst (C—S) _\J wst p wst (p—a) wst (n—b) wst (p—c)
2dos|e wst jawst^ó

217. Jeśli podzielimy stronami równania (8), (9), wyrugu­

jemy dos^i i otrzymamy formulę

(13) . d o t ia d o t i i -+-dosCdolS — ---- 1 ^ ---------wstC

która daje powierzchnię trójkąta sferycznego w funkcyi dwóch 
boków i kąta zawartego.

Z tej formuły wynika kilka ważnych następstw:

1°. Dwa trójkąty sferyczne ABC, A'B'G', mające kąt równy C 
są równowarte jeśli styczna połowy łuków zawierających ten kąt są

odwrotnie proporcyonalne, to jest jeśli . a , b . a , b'
sty2 styi.= s ty 2 sty2 ‘

2. Trójkąt sferyczny ABC, w którym dwa boki a i b za­
wierające dany kąt C czynią summę a-\-b stałą, jest maxi~ 
mum gdy te boki są równe.

Jakoż, wedle formuły (13), maiimum powierzchni trójkąta 
ABC odpowieda wartości minimum dla dolS; a ponieważ

kąt C jest dany, dość więc żeby tylko wicloezyn dol^dot

"C IG'!



R O Z W I Ą Z Y W A N I E  T R Ó J K Ą T Ó W  S F E R Y C Z N Y C H  269

był minimum. Owoż ten wieloczyn równa się

. a , b i a-\-b , a—btlos-dos- cios—-— h dos-----9 0 9 9

wst? wst^ 2 2
dos a—b dos a - t-6 =  1 +

dos

2dos 

a—b

a-Ą-b

dos a—1— b

a ostatni wyraz, w którym dosffl jest stała i dosa  ̂ -

zmienna, jasno pokazuje że trzeba i dość dla minimum dotS 
żeby a — b. Co było do dowodzenia.

3°. Aby zbudować, z koleni C, trójkąt sferyczny równo­
ramienny CDE i równowarty danemu ABC, trzeba wziąć

styij^ średnią proporcyonalną między s t y ^  i s t y ^  •

PROMIENIE SFERYCZNE KÓŁ, OPISANEGO, WPISANEGO I ZA WPISANYCH.

218. Promień sferyczny koła opisanego. Niech będzie O 
biegun koła opisanego na trójkącie sfe­
rycznym ABC; połączmy go z wierzchoł 
kiem B kąta wewnątrz którego się znajduje, 

ispuśćmy prostopadłę sferyczną OD na 
bok BC. Trójkąt sferyczny prostokątny BDO 
daje

dosOBD- styBD dotOB;

albo, oznaczając przez R promień sferyczny OB, przez a 
bok BC,

s ty ̂ dotR=dosOBD.

Aby znaleźć kąt ÓBD, uważajmy że trójkąty słeryczne ró-
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wnoramienne OAB, OBC, GAC dają, 

OBD =  C — OGA
B — OBD =  A — OAG; 

ztąd, odciągajcie stronami, wynika

o b d = 5 ± | _ ^ = ^  +  s - a ,

Na figurrze biegun O jest wewnątrz trójkąta ABC; ale, gdy 
ten biegun przypada zewnątrz, kąty OCA i GAC mają oba 
znak -t- i wyrażenie wartości kąta OBD zostaje to samo- 

Podstawiając wartość kąta OBD, znajdujemy formułę

(1) styR = sty^a 
wst(A—S)

która daje R w funkcyi jednego boku, kąta przeciwległego 
i zbytku sferycznego.

Jeśli teraz zastąpimy wst(A—S) przez jej wartość wskazaną 
w nrze 216, otrzymamy formułę

styR = 2wst |  a wst 16 wst { c 
\J wstp wst (/i—a)  ws t (p—b)wst(p—c) ‘

która daje R w funkcyi trzech boków.
Nnakoniec, jeśli w formule (1) podstawimy za sty2 jej 

wartość znalezioną w nrze 213, będziemy mieli formułę

wstS
ws t (A—S) wst (B—S) wst (G—S)

która daje promień R w funkcyi trzech kątów.



219. W n io s e k . Ztego co poprzedza wynika :

1°. dosOBC =  wst(A— S), dosOAC =  wst(B — S),
dosOAB =  wst (C — S ).

Te równania pokazują co kąty A—S, B—S, G—S przed­
stawiają w trójkącie sferycznym.

. a . b c
2». Sty2 Sty2 • Sty2

wst(A—S) =  wst(B—S ) ~  wst(G—S ) ~  StyR'

220. U w a g a . Z a po m o cy  fo rm u ły  ( ł )  p o p rzedza jącego  n u ­
m e ru  ła tw o  się  dow odzi n as tęp u jąceg o  tw ie rd zen ia  k tó re  p o ­
d a ł L exell,

Miejscem geometrycznem icierzchołków trójkątów sferycznych spól- 
nej podstawy i tej samej powierzchni jest okrąg, który przechodzi 
przez dwa punkta średnicowo przeciwległe skrajnościom podstawy.

Niech będzie ABC jeden z trójkątów mających zbytek sfe­
ryczny 2S stały; oznaczmy przez B' i C' punkta średnicowo 
przeciwległe skrajnościom B i C podstawy, przez 2S' zbytek 
sferyczny trójkąta AB C' i przez R' promień sferyczny koła opi­
sanego. Wiadomo z geometryi że summa powierzchni dwóch 
trójkątów sferycznych ABC, AB'C', wierzchołkiem przeciw­
ległych, równa się wrzecieniu którego kątem jest A; ma­
my więc

2S-t-2S' =  2A, zkąd A — S' =  S.

Padstawiając wartość różnicy A—S w formule (1), będzie
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styR':
* a 

Sty2 
wstS

a ponieważ ilości a i S są stałe, promień R' jest także stały; 
co dowodzi twierdzenia.
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221. Promienie sferyczne kół wpisanego i zairpisany eh. Niech 
będę F i II punkta zetknięć kół wpisane­
go i zawpisanego; rozumujęc jako w try- 
gonometryi prostolinijnej, znajdujemy 
AF — p — a, i A II= p . Zatem

1°. Trójkęt sferyczny prostokątny AFK 
daje (197)

albo

wstAF =  styKFdot-A

sty r  =  wst (p — a) sty -  A,A

nazywajęc r promień sferyczny koła wpisanego. 
1

Więc, rugujęc sty-A, będzie 

(1) styr
/ wst [p—a) wst (p—b)wst(p-e) A _

V  wstp wstp

2°. Jeśli oznaczymy przez Ta. r>j, r*. promienie sferyczne 
kół zawpisanych w kęty A, B, G, trójkęt sferyczny prosto­
kątny AHL da

wstAH =  styLH dot-A ,

albo
sty ra=  wst/? sty-A;

więc

(2) styr« =  y /wstp wst [p—b) wst [p—c) A
' wst (p—a) wst(p—a)

Otrzymamy tak samo

s ty n = y /wstp wst(p—a)wst(p—c) A
/  wst [p—b) wst(p—b)

styrc =  ^
/wstp wst [p—o) wst (p—b) A

V  wst (p—c) wst(p—c)
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222. W niosek. Zląd wynika

A — wstp sty r =  wst(p—a) sty ra =  wst (p—b) styrj 
=  wst (p—c) styn.

A! — styr styr„ styr6 styrc.

2 2 3 . Na zastosowanie rozwiązywania trójkątów sferycznych 
weźmy jeden przykład liczebny.

Sn dane trzy boki
a =  H0° 24' 36", 48 
b =  89° 36' 2", 84 
c =  44° 12’48", 76

wyrachować kąty A, B, C, i  zbytek sferyczny.

PIERWSZA METODA.

styr = s /
wst (p—a) wst (p—b) wst (p—c) 

wstp

p—±(a+b+ć)=  422° 16' 29',04 
p — a =  41° 5 i '52',56 
p — b —  32° 20'26’,20 
p — c =  78° 4’ 10’,28

log wstp =  1,9271123

log wst (p — a) =  4,3130222 
Iogwst(p— 6) =  1,7283142 
log wst (p— c) =  4,9905460 

— log wsip =  0,0728877

log sty5?’ — 4,1047401
log styr =1,5523704

Rachunek kąta A. 

tvd V Slyr

Rachunek kąta B.
styr

J 2 wst (p -a ) 

log sty r =  4,5523701 
log wst(p — a) =  r ,3130222

* 2 wst(p—b)

logstyr =  4,5523701 
log wst (p—b) =  1,7283143

log sty J A =  0,2393479 log sty l B =  1,8240558

|A  =  60° 2 41’, 83 ifi =  33" 41 56’, 40
A =  120° o’ 23’, 66 B =67° 23’ 52’, 98

18
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Rachunek kąta G. 

s l y i c -  styr
2 wst(p—c)

log sty r  =  1,5523701 
log\vst(p—c) =  4,9905160

Rachunek zbytku sfery­
cznego 2S.

A =120° 3'23”, 66 
B =  67° 23'52', 98 
G =  40° 4' 0", 79

log styiC =  1,3618341
•J G =  20° 2’0', 397 

G =  40° 4' 0", 79

A -t- B G =  227° 33' 17', 43 
zkgd

2S =  47° 33'17", 43

DtlUGAj METODA.

A  _ .  /stył(p—a) sty i  (p—b) styifp—c)

{p =  6i° 814",32 
i(1p -a )  —  5° 33'36", 28 

A) =  16° 10'43", 10 
|(p —c) =  39° 2' o", 14 
log sty j p =  0,2387073

sty bp

log sty i  (p -  a) =  1,0166362 
log stv{(p—b) =1.4623455 
logsty|(p—c) =  1,9089079 

— log sty jp  =1,7412927

logA2 =  2,1292023

log/i =  1,0646011

Rachunek zbytku sfery­
cznego 2S.

sty |S  =  Asty jp

log A =  1,0646011 
log sty ?p =  0,2587073

Rachunek kąta A.

s ty i(A -S )— - J -  .2 styi(p—fl)

log A =1,0646011 
log sty j  (p—a) =  1, 0166362

1 ogs ty }S =  T,3233084
$S =  H° 33' 19", 338 
2S =  47ff3317",43

log sty Ą( A—S) =  0,0479449
i  (A—S) =  48° 9'22", 476 

Ą A = 60° 2' 41", 834 
A =  120°5'23", 60
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Rachunek kąta B. Rachunek lenta C.

„1,-1 fT} C\--  ^ stv1 (C S — ,l
y2( S) sty|(p—b) J 2 l s ty |(p -c)

Jog h =  1,0640011 log /<=7,0646011
log sty j (p—b) =  1,4623455 los sty | (p-c) =1,9089079

log sty |  (B—S) =  1,6022556 logsty|(C—S) =1,1556932
|(B —S) =  21°48'37",H4 (C—S) =  8°8'41T,032

IB =  33° 41' 56", 972 J C =  20° 2' 0”, 390
B =  67“23' 52", 94 C =  40°4'0',78

Sprawdzenie
i  (A-S) -t-1 (B -S) 4 -1 (C -S) -+ |  S =  89° 59'59”, 98 

na mniej niż O', 02.

R O Z W I Ą Z Y W A N I E  T R Ó J K Ą T Ó W  S F E R Y C Z N Y C H  K T Ó R Y C H  BOKI  

S Ą  B A R D Z O  M A Ł E  W Z G L Ę D E M  P R O M I E N I A  S F E R Y .

224. Gdy boki trójkąta sferycznego są bardzo małe wzglę­
dem promienia sfery, ten trójkąt bardzo się mało różni od 
trójkąta prostolinijnego mającego boki tej samej długości. 
Sławny L egendre dał ważne twierdzenie dotyczące takich 
trójkątów i wielce użyteczne w geodezyjnych działaniach.

Niech będzie na sferze promienia R trójkąt sferyczny ABC; 
jeśli oznaczymy przez a, b, c długości jego boków odniesione 
do jedności linijnej' jakiejkolwiek, ten trójkąt daje

dosA —

, a . b , cdo s— —  d os — d o s -łt IL H
, b .c

'V!lu " s ,u

Ale można wyrazić wstawę i dostawę W lunkcyi luku, za 
pomocą szeregów, o których będzie mowa w księdze IV) zwa-
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żając że boki a, b, c są bardzo małe względem promienia R. 
\

i zaniedbując potęgi z -  wyższe od czwartej, mamy

d o s ^ 1
a2 a'

2R2 1.2.3.4R4

dos^ =  1 b1 y
2R2 +  1.2.3.4Rł

u » 4 = : c2 c*
2RS+  1 .2 .3 .4R*

wstI
b y
It 1.2.3R3 ' ' '

WSt£ c c3
R 1.2.3R3' ' '

Podstawmy tak przybliżone wartości. Opuszczając zawsze
1 , . . 1potęgi z — wyższe od czwartej,i znosząc spoiny dzielnik —,

otrzymamy
y+ c5—a2 i4-t-c4—ał+ G 62c2

dosA:
bc[ 1 —

24R! 
/y2+ c5\ 
Git2 )

a jeśli pomnożymy przez I //■
6R2

oba wyrazy ułamka wy-
\

rażającego drugą stronę, i przestaniemy na potęgach z — 

niższych od czwartej, znajdziemy

dosA=
26e

2 4 s c2 -+- 2a2 c- +  2 a - Ir—a 4—bK — c’4 
2bbclV

Owoż, w trójkącie prostolinijnym A'B'G' mającym boki
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a, (i, r i kąty A', B', C', jest

/>* -t- es — a5 : dosA',2 bc
26* c* +  2a*c* -+- 2a*6* — a‘ — 6‘— c‘

w -e —  wst* A'

więc
bcdosA =  dosA' — — , wst!A'.on."

Uczyńmy teraz 

będzie
A =  A' -t- x  

dosA =  dosA'dos.r — wstA'wste;

a ponieważ kęt a; jest bardzo mały, można wzięć dosx =  l
1

i wsU =  a:, z błędem mniejszym od —; zatem 

dosA =  dosA' — a? wst A'.

Porównywajęc tę wartość dosA z wyżej otrzymanę, wi­
dzimy że

* =  A " S tA -.

Ale i/icwstA' wyraża powierzchnię trójkęta prostolinijnego 
2

A'B'G'; nazywajęc S' tę powierzchnię, mamy x = -an2

z błędem czwartego rzędu względem 

Więc

' i :

A =  A'-t- 

G =  G' -+-

_S_
3R-

3R-*
_S_
3R2

%
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Jeśli dodamy te równania stronami, uważając że 
A -t-B -4- C -f = «  -4-2S i A'-f- B' -t-'C'=Tt, otrzymamy

■K -ł-2S— TT

zkąd wynika
S' =  2R2S,

z błędem drugiego rzędu względem 1
11'

Podstawiając tę wartość S' w równania (ł), znajdujemy 
ostatecznie

A =  A' +  f
o

(2) B =  B 2S
3

9«
C =  C '4 - ^ .o

Otóż teraz na czem zależy twierdzenie Legendra.
Jeśli boki trójkąta sferycznego są bardzo małe względem pro­

mienia R sfery, "powierzchnia tego trójkąta jest równa, z błędem
4

drugiego rzędu względem —, powierzchni trójkąta prostolinij­

nego mającego boki tej samej długości; a zaś kąty trójkąta sfery-
4

cznego są równe, z błędem czwartego rzędu względem - ,  katomR
trójkąta prostolinijnego powiększonym trzecią częścią zbytku sfery­
cznego.

2 2 5 . Zobaczmy teraz użytek twierdzenia L e g e n d r a  w  roz­
wiązywaniu trójkątów sferycznych na powierzchni ziemi.

Boki tych trójkątów są dane w metrach, i wiadomy logarytm
9 10’romiema ziemskiego, logR =  log.^— ■ =6,8038801.
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Aby miećws topn iach kąty A, B, C, trzeba znać w sekun­

dach liczbę

Owoż, poprzedzająca jedność kitowa, to jest k^t obejmujący 
łuk koła równy swemu promieniowi, wyraża się w stopniach

przez więc liczba A .  znaczy — =  AS' ,
T. «K __ 10 R

nazywając A spółczynnik

3R2 
108 
104R ’ Mamy IogA =  9,2295437.

Nie trudno teraz rozwiązać następujące zagadnienia.

1°. Są dane trzy boki a, b, c trójkąta sferycznego.

Wyrachowawszy powierzchnię S' i kąty A', B', G' trójkąta 
prostolinijnego mającego- boki a, b, c w metrach, otrzyma 
się kąty A, B, C trójkęta sferycznego za pomocą formuł (1).

2°. Są dane dwa boki a, b i kąt zawarty C.
1 S'Mamy S '= - a i  wstC'; ale, z przyczyny C '= C -------,
^ 3R*

wstG' różni się od wstC dopiero w wyrazach rzędu A ;

można więc wzięć
1 1 ’S' — -ab wstC, a zatem AS' =  - kab wstC.C) 9

Znając AS', otrzymamy C przez trzecią formułę (1); po 
czem, rozwiązawszy trójkąt prostolinijny w którym wiadome 
są części a, b, C', będziemy mieli c i A', B'; następnie for­
muły (1) dadzą kąty A i B.

3. Są dane dwa boki a, b i kąt przeciwległy A.

Mamy
\

S' =  -  b wstA (b dosA' dr sja*— //wstA').

Uczyniwszy tę formułę wyrachowalną przez logarytmy, i
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zastąpiwszy w niej A' przez A, będziemy mieli] AS', i następnie 
kg.t A' za pomocy pierwszej formuły (1); poczem, rozwią­
zawszy trójkąt prostolinijny z wiadomemi częściami a, b, A', 
wyznaczymy kęty B i G przez formuły (1).

4°. Są dane dwa kąty A, B, i bok zawarty c.

Mamy
_c*wstA'wstB'

2wst(A' +  B') ’

ale można wzięć
_c*wstA wstB
~2w st(A -t-B )'

Znajęc AS', wyznaczamy A' i B' przez formuły (!); a roz­
wiązawszy trójkęt prostolinijny z wiadomemi częściami e,A',B’, 
znajdujemy a, b, C', i potem C.

5°. Są dane dwa kąty A, B i bok przeciwległy a.

Można wyrachować S' bioręc

c,  ai wstB wst(A-t-B) _
2wstA ;

otrzymuje się potem A' i B' przez formuły (1), i zagadnienie 
przywodzi się do rozwiązywania trójkęta prostolinijnego z wia­
domemi częściami a, A', B .

Objaśnijmy to co poprzedza jednym przykładem liczebnym.
Niech będą dane :
loga =  4,3678901 log b =  4,9876332 C =  120° 43'36', 8

Znajdujemy logS '= 9 ,1887019, dodajemy logA=9,2293437, 
i mamy logAS' =  0,4182436; zatem AS' =  2',G1. Trzeba teraz 
rozwięzać trójkęt prostolinijny majęcy boki a i b jako wyżej 
i kęt zawarty C =  120°45'34", 19. W tym celu użyjemy me­
tody wskazanej w n° 128.
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log b =  4,9876532 
Joga =  4,3678901

log sty? =  0,4197631 
® =  69° 10' 24", 03

, |-(B' 4- A') =  29°37' 12", 90 
‘ (B’ — A') =  14° 43° 3’, 66

A' =  14° 34' 9", 24 
B'=  44° 20'16', 36

Do wyznaczenia boku c trzeba wziąć formułę c =  Qws^ ‘ .
wstA'

log« =  4,3678901 
log wstG' — d ,7088004 

— log wstA' =  0,3897694 

log c —  4,8664396 
c =  73329“, 130

Więc szukane części trójkąta sferycznego są

£ =  73529^450 A =  14° 54'6", 63 B =  44°20'13", 95.

2 2 6 . Twierdzenie L e g e n d r a  • może służyć do rozwiązywania 
trójkąta sferycznego w którym dwa boki a i b różnią się mało 
od 180°; przedłużając albowiem te dwa boki aż do ich spotka­
nia, utworzymy trójkąt sferyczny mający dwa boki bardzo 
małe 180° — a i 180°— b. Rozwiązawszy drugi trójkąt, znaj­
dujemy zaraz części pierwszego.

Nakoniec, można zastosować to twierdzenie do rozwiązywa­
nia trójkąta sferycznego w którym dwa kąty A i B mało się 
różnią od 180°; albowiem wtedy trójkąt biegunowy ma dwa 
boki bardzo małe ISO9— A i 180° — B.

log sty (cp — 45°) =  1,6521660 
log dotĄC' =1,7547661

log sty ‘ (B' — A') =  T,4060321 
KB' — A'j =  14° 43'3", 66
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ZASTOSOWANIA TRYGONOMETRVI  S F E R Y C Z N E J .

227. Z a g a d n i e n ie  I. Znaleźć objętość równoległościanu iv funk- 
cyi trzech kraioędzi przyległych i ich kątów.

Niech będą OA,OB,OG trzy krawę­
dzie przyległe równoległościanu; na­
zwijmy /, g, h długości tych krawę­
dzi, A, B, G kąty dwójścienne trójścia- 
nu OABC, i a, b, c jego ściany. Jeśli 
z punktu G spuścimy prostopadłę CH 
na podstawę OABD, i prostopadłę CK 

na krawędź OA, kąt CKH będzie mierzył kąt dwójścienny A, 
i trójkąty prostokątne CKO, CKH dadzą

CK =  Awstó, CH =  CKwstA =  h wstó wstA.

Równoległobok OADB ma za miarę /g'WstAOB =  /jw stc. 
Zatem objętość V równoległościanu wyraża się przez

Y — fgh wstA wstc wstA .

Owoż, trójścian OABC, odpowiedający trójkątowi sferycz­
nemu mającemu boki a, b, c i kąty A, B, C, daje (200

wstA wstc wstA =  2\/wst/i wst(/>—a) wst(/>—A) wst(/>—e);

więc szukana objętość równoległościanu jest

V =  2 fgh \/ wst/J wst (p—a) wst (p—b) wst ip—c) , 
albo (75)

Y =  fgh \/l—dos2a—dos*A—dossc-i-2dosa dosA dosc .
228. Wniosek. Piramida trójkątna OABC jest szóstą częś­

cią równoległościanu OADBC; więc objętość piramidy trójką­
tnej, io funkcyi trzech krawędzi przyległych i ich kątów, jest

V =  2 fgh \jwst/i wst{p—a)wst[p—b) wst[p—c) i



albo

V =  j; fgh V1 — dosaa — dos2ó — dos2c-ł- 2dos« dos/y dosc.

229. Zagadnienie II. Mając dane sześć krawędzi piramidy 
trójkątnej znaleić jej objętość.

W piramidzie trójkątnej OABC, oznaczając trzy krawędzie 
przyległe OA, OB, OG przez f ,  g, h. uczyńmy jeszcze kra* 
wędź BC =  /", AC =  g', AB =  h'. Tym sposobem krawę­
dzie f ,  g, h  podstawy piramidy są odpowiednio przeciwle­
głe krawędziom f, g, h, wierzchołka.
Nazywając a,b,c ściany trójścianu OABC, widzimy łatwo że
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ciosa = f + y - r -
Hgh

dos
2/¾ dos c =  £ - + ? - K2, 

2/9

Więc, jeśli podstawimy te wartości dostaw w drugiej for­
mule nru 228, czyniąc dla skrócenia

g* +  hi - r  =  F% r  +  h * - g '  =  G*, f* -bg* — A4 =s H*, 

otrzymamy żądaną objętość piramidy

V =  i j  /-‘F2—gm1—, F  !G!HS.

230. Zagadnienie III. Przywieśdi kąt do poziomu
Niech będzie kąt BAC leżący na płasczyznie pochylonej do

poziomu. Z wierzchołka A tego 
kąta, i z punktów B i C wzię­
tych dowolnie na jego ramio­
nach, spuśćmy prostopadłe BE, 
CE na płasczyznę poziomą MN, 
i połączmy DE, DF. Otóż, kąt 
EOF, będący rzutem kąta BAC 
na płasczyznie poziomej, nazy­
wa się kotem przywiedź omjm do
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poziomu-, chodzi więc o wyznaczenie tego kąta gdy są wiadome 
kąty BAC, BAD, CAD.

Aby rozwiązać zagadnienie, z wierzchołka A jako środka 
i promieniem jakimkolwiek, nakreślmy sferę. Płasczyzny 
BAC, BAD, CAD wyznaczają na tej sferze trójkąt PQR, któ­
rego boki są wiadome jako miary danych kątów, i kąt QPR 
jest równy szukanemu kątowi EDF. Można więc wyrachować 
ten kąt przez jedną z formuł pierwszego przypadku rozwią­
zywania trójkątów sferycznych.

Biorąc na przykład formułę dostawy

d o sU2 V wstA wstc

trzeba w niej uczynić kąt P=A , bok QR=a, PR—b, PQ=c.

Niech będą na zastosowanie liczby 
a =48° 59°'37", b —  71°45'23\ c=82°16'36\

Mamy 2/5 =203° 1'36', p=101°30'48', p - a — 52°31'lł\

log wst 101° 30' 48' =  log dos 11° 30' 48' =  1,9911722 
logwst52°31'H* =  1,8993813

— log wst 71*45'23' =  0,0223980
— log wst 82° 16' 36' =  0,0039370

log dos8|  P =  T,9171083 

logdos|P  =  7,9385542

Więc kąt P =  49° 16' 13', 95,

To zagadnienie służy w zdejmowaniu planów, gdy punkta 
które chcemy wyznaczyć znajdują się, jako zwykle, w różnych 
wysokościach nad płasczyzną poziomą.

Teodolit daje odrazu kąt dwójścienny P z przybliżeniem 
często dostatecznem.
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231. Z a g a d n ie n ie  I V .  Mając dane szerokości i długości 
dwóch punktów globu, znaleźć odległość tych punktów.

Niech będą A i B dwa dane punkta na sferze ziemskiej;
N biegun północny, ECE' równik; 
NAS i NBS południki punktów A 
i B. Przypuśćmy że długości, które się 
liczę, na równiku, maję za początek 
punkt O ; łuk OC jest długością 
wschodnią punktu A, a zaś łuk OE'C 
jego długością zachodnią względem O. 

Różnica długości OD i OC, czyli łuk CD, jest miarą kąta N 
zawartego między dwoma południkami NAS i NBS, a łuki 
AN i BN są dopełnieniami danych szerokości AC i BD. 
Jeśli więc poprowadzimy łuk koła wielkiego AB, będziemy 
mieli trójkąt sferyczny ABN, w którym wiadome są dwa 
boki NA, NB i kąt N zawarty między niemi; chodzi o wy­
rachowanie boku AB. Ten bok AB=n otrzymuje się wprost 
przez jedną z formuł nru 205.

Jako przykład, szukajmy odległości Warszawy od Paryża.

W dziele pod tytułem Connaissance des temps (znajomość 
czasów) na rok 1869, wydawanem corocznie przez biuro dłu­
gości astronomicznych w Paryżu, czytamy :

Paryż (obserwatorium) szerokość północna ż =  48050'lł" 
długość L=0°0'0".

Warszawa (obserwatorium) szerokość północna a =  52°13'5", 
długość L' =  18041'42\

Zatem mamy:

kąt N czyli L'=18°41'42' 
bok BN czyli <7 =  90° — 52° 13'o' 
bokAN czyli 6 =  90° — 48°50'11'.
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Rachunek kala posiłkowego o. 
styo =  sty« dosN

logstya =1,8893997
logdosN =1,9764593

los stya =  1,8658589
<p =  36°17'20 

b—? =  90°—85° 7' 31 *

Rachunek odległości n.
^ _dosa dos(£—z)

dosą

log dosa =4,8978184
logdos(6— y) =1,9984277 
— logdoscp =0,0936417

logdosa =1,9898878
Ti =  12° 19'ł".

Żeby wyrazić w metrach luk AB =  n, który mierzy w sto­
pniach odległość między Paryżem i Warszawą, trzeba pamiętać 
że ćwierć południka ziemskiego zawiera 10000000 metrów;

. . , . 100000C0 . . , .zatem jeden stopień zawiera ---- — — metrów, a następnie

odległość
12° 19' 1*

a b = i o o o o o o o - .

Zamieniając stopnie na sekundy, znajdujemy

AB =«341^X 10000 =  1 3 ^  kilometr.
324

albo prawie 274 mil, liczęc o kilometrów na milę.

z  F O R M U Ł  T RY G O N O M ET R YI  S FER YCZNEJ  W Y WI E ŚD Z  

FORMUŁY T R YG O N O M E T R Y I  P R O S T O L I N I J N E J .

232. Wiadomo że, na sferze promienia 1, boki trójkęta sfe­
rycznego; wyrażone przez liczby a, b, c, sę. miarami kglów ma­
jących wierzchołek we środku tej sfery. Dla ogólności wyników
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które otrzymać chcemy, biorąc jakakolwiek linię za jedność, 
uważajmy na sferze promienia 11 trójkąt sferyczny ABC, 
i oznaczmy długości jego boków przez a', b', c ; będziemy 
mieli

Jeśli teraz przypuścimy że promień It zwiększa się nieo- 
graniczenie, ale długości a, V. ć  zostają stałe, liczby a, b, c 
będą coraz więcej 'dążyły do zera, i trójkąt sferyczny ABC 
będzie się coraz mniej różnił od trójkąta prostolinijnego A B C' 
który ma boki a, b\ c i kąty A', B', C'; tak że, gdy promień 
staje się nieskończenie wielkim, trójkąt sferyczny ABC staje 
się trójkątem prostolinijnym A'B'C'. Owoż, formuły dotyczące 
trójkąta sferycznego są niezależne od wielkości promienia 
sfery; a ponieważ one mają ciągle miejsce na wszelką wiel­
kość tego promienia i nie przestają być prawdziwe gdy R =  x ,  
więc się stosują do trójkąta prostolinijnego A'B'C'.

233. To przekształcenie formuł trygonometryi sferycznej 
na odpowiedne w trygonometryi prostolinijnej otrzymuje się 
za pomocą następującej zasady :

Boki ci, b', d są granicami wieloczynów M.wsta,W.testb,\lwstc, 
i takie granicami wieloczynów Rstya, listy b, R styc, gdy R = x  .

Jakoż, z przyczyny a' =  aR, mamy
%

1°. ilwst« =  -' , zatem flr.llWsta =  a'grt 5!!^* a a

Ale, gdy R =  ae, wtedy a =  0, i gr. ——- =  1;

więc
yr.Rwsta =  a'i

a wstaRstya = dosa a28. Mamy także
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zatem

Owoż, gdy R =  x  , wtedy a =  0 i następnie

----- ------- = « ’, gr.
1—2wstł|

1 wsta
a

więc
gr. Rsty a =  a

Ustaliwszy te zasady, łatwo przekształcić formuły trygono- 
metryi sferycznej na odpowiedajęce w trygonomelryi prosto­
linijnej. I tak, bioręc na przykład równania

Pod tym kształtem, widzimy zaraz że, gdy IŁ =  x ,  liczniki 
stosunków staję się a, U, c' na mocy dowiedzionej zasady, 
i kęty A, B, G staję się kętami A', B', G'; więc otrzymujemy

znane proporcye trygonometryi prostolinijnej.

Przekształcone takim samym sposobem analogie Nepeka , 
daję wszystkie cztery formuły rozwięzywania drugiego przy­
padku trójkętów prostolinijnych. Co usprawiedliwia ich na­
zwisko,

w sta wstó wstc
wstA wstB wslG

możemy je pisać jako następuje

Rwsta  R w sti Rwstc
wstA wstB wstC

wstA' wstB' wstC'
d b‘ c
~rrr= — »



Uważajmy teraz fundamentalny formulę trygonometryi sfe­
ry czuej

dosa =  dosódosc wstó wstcdosA.

Aby wiedzieć co ona przedstawia w trygonometryi prosto­
linijnej, wyraźmy dostawy boków, to jest dosa, dos6, dosc,

w funkcyi wstaw bioryc dosa =  1 — 2wst*£, etc. Podsta­

wiwszy te wartości, będzie

wst!? =  wst!- +  wst’|  —2wst*^wst!5 — |wstiwstcdosA ,i) 2 2 2 2 2

albo
. 4\!
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( « w st|)  =  (Rwst^) +  (Rwst£) - ^ (R w s t|j- (R w s l§ ) ' 

\
— -  R wstó. Rwstc dosA ; 

więc, gdy R =  ae , otrzymujemy

albo
u ‘ =  b‘ -+- c1 — 2b c dosA .

Co jest właśnie fundamentalny formuły trygonometryi pros­
tolinijnej.

Zobaczmy jeszcze jakiej własności trójkyta prostolinijnego 
odpowieda formuła

dosa— dosi dosc.

Jeśli zamienimy dostawy na wstawy, bioryc po prostu 
dosa =  \/ł — wsfa, etc; znajdziemy

wst!« =  wsl’ć +  wsl*c — wsPówsUc.
i 19
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albo, co to samo,
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(Rwstft)2 =  (Rwstć)2 4- (Rwstc)2 — ^(Rwst6)2(R\vstc)!. 

Więc, gdy 11 =  oo , będzie

która daje zbytek sferyczny 2S w funkcyi trzech boków. 
Nazywając S' kwadraturę trójkęta sferycznego, to jest stosu­
nek jego powierzchni do kwadratu zbudowanego na jedności 
linijnej, mamy

2S =  A +  B -t-C — it i S = 2 R 2S; 

na mocy tej równości, zadanę formułę można tak pisać

więc, gdy R — x , będzie

S' =  Vp ' (P — a ) {p — b') (P — c ) .

Znajdujemy tym sposobem powierzchnię trójkąta prostoli­
nijnego w funkcyi trzech boków.

a 1 -  b* -4- c

Go wyraża znane dobrze twierdzenie geometryi.

Szukajmy nakoniec przekształcenia formuły

2R2 sty | =
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ZASTOSOWANIE TRYGONO.METRYI DO FIGUR SFERYCZNYCH.

234. Szukajmy najpierwej jakim sposobem można rozcią­
gnąć własności figur płaskich do figur sferycznych, aby otrzy­
mać odpowiedające twierdzenia.

Jeśli twierdzenie wyraża opisowy własność figury płaskiej, 
wtedy, idąc za jego dowodzeniem przyzwoicie dobranem, mo­
żna zwykle znaleźć podobne twierdzenie na sferze. Niech bęr- 
dzie na przykład twierdzenie : W  trójkącie OAB dwójsieczna OC 
kąta AOB dzieli bok przeciwległy AB na dwa odcinki propor- 
cyonalne do boków przyległych. Dowiedźmy tego twierdzenia 
jako następuje.

Trójkąty OGA i OCB dają

GA OA j GB OB 
wst .y(J wstC wstfO wstG ’

więc
CA _ O A  
GB ~  OB'

To dowodzenie stosuje się do trójkąta sferycznego OAB; 
dość tylko zamiast odcinków CA, CB i boków OA, OB, wziąć 
ich wstawy, i będzie

t
wstCA_wstOA

' wstGB wstOB

Więc w trójkącie sferycznym, dwójsieczna sferyczna kąta dzieli 
bok przeciwległy na dwa odcinki których wstawy są proporeyo- 
nalne do Wstaw boków przyległych*

Dowiedzie się tak samo że : w trójkącie sferycznym OAB, 
dwójsieczna sferyczna OD kąta zewnętrznego O wyznacza na boku 
przeciwległym AB dtCo. odcinki DA i DB, których wstawy są
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proporcyonałne do wstaw boków przyległych, to jest

wstDA_wslOA
wstDB wstOB

Wzajemnice tych dwóch twierdzeń sę prawdziwe

235. Z dwóch proporcyj (1) i (2) wynika trzecia

wstCA wstDA 
wstCB wstDB ’

Z ostatniej proporcyi, majęc względ na znaki stosunków, 
wywodzimy stosunek nieharmoniczny

wstCA, wstDA 
wstCB' wstDB

który można pisać symbolicznie (wst. ABCD) =  — 1.
Mówi się że cztery punkta A, B, C, D, leżęce na jednym 

luku koła wielkiego i dajęce stosunek nieharmoniczny w-staw’ 
odcinków równy — 1, to jest (wst.ACBD)=— t, stanowię 
układ harmoniczny w którym punkta B i D są sprzężone har­
moniczne względem łuku AC; i nawzajem punkta A i C są 
sprzężone harmoniczne względem łuku BD.
Dla tej samej przyczyny układ (0 . ACBD) czterech łuków kół 
wielkich OA, OB, OC, OD, które się przecinaję w punkcie O 
i przechodzę przez cztery punkta A, B, C, D układu harmo­
nicznego, nazywa się pękiem harmonicznym.

2 3 6 . Można niekiedy łatwo przejść z twierdzenia geometryi 
płaskiej do podobnego twierdzenia na sferze. I tak, w czworo­
boku wpisanym w koło, i° wieloczyn przekątnych jest równy 
summie wieloczynów z boków przeciwległych; 2° przekątne mają 
się jako summy wieloczynów z boków które się schodzą w ich skuaj- 
nośeiach. Aby przeprowadzić to twierdzenie Ptolemeusza do



geometryi sferycznej, uważajmy czworobok sferyczny ABCD 
wrpisany w małe koło, i niech będą a, b, c, d, e, f  jego boki 
i obie przekątne. Widzimy zaraz że cięciwy tych linij są bokami 
i przekątnemi czworoboku płaskiego ABCD wpisanego w to 
samo koło. Owoż, jeśli weźmiemy promień sfery za jedność, 
wstawy boków' i przekątnych czworoboku sferycznego będą 
połowami odpowiedających cięciw'; więc, na mocy rzeczonego 
twierdzenia, znajdujemy

,e . f  ,a .c .b ,d  wst- w s th =  W’St- W'St- -+- wst- wst- 2 2 2 2 2 2

wst{-e wst, a wstyd -4- wTst{6 w st|c
w st|7 wstyd wstyd -+- wstycwstjd
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1°.

2°.

237. Oto jeszcze inny sposób często użyteczny. W geome­
tryi płaskiej, jeśli z punktu A płasczyzny koła poprowadzono 
sieczm? ABC do okręgu, wieloczyn odcinków AB, AC jest stały, 
niezależny od kierunku siecznej; temu twierdzeniu odpowleda 
następujące w geometryi sferycznej :

Jeśli przez punkt A na sferze poprowadzono do koła O sieczne
AB AGsferyczną ABC, wieloczyn sty— sty-—- jest stały.

Abydowieśdź ostatniego twierdzenia, zróbmy rzut stereo- 
graficzny figury na płasczyznie stycznej do sfery w pun­
kcie A, biorąc za punkt widzenia punkt A' średnicowo prze­
ciwległy punktowi A. W tym rzucie, jako wiadomo, koło rzu­
tuje się wredle koła; więc, nazywając b i c rzuty stereografi- 
czne punktów B i C, ponieważ z wykreślenia sieczna sfery­
czna ABC ma za rzut stereograliczny siecznę prostą Abc, wie- 
wieloczyn A b . Ac jest stały. Owoż, odcinki Ab i Ac są

proporcyonalne do s t y ^  i s t y ^ ,  bo trójkąty prosto-
A 2,
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Więc wieloczyn s t y ^  sty — jest stały.

Zt§d wynika twierdzenie : Jeśli przez punkt A na sferze po- 
rowadzono do małego koła BGD dwie sieczne sferyczne ABC, 

ADE, będzie
AB AC , AD , AE sty— *ty— = s t y— sty— .

I n a w z a je m , cztery punkia B, C, D, E na sferze, zadość czy­
niące temu równaniu są na okręgu małego koła BCD.

238. W n io s e k . Gdy jedna z dwóch siecznych, na przy­
kład AD, staje się stycznę, wtedy

s t v ^ s t y ^  =  stv5—  •

Gdy punkt A jest wewnęlrz małego koła, poprowadziwszy 
przez ten punkt cięciwę sferycznę minimum KAK', będzie

. AB . AC . „AK sty— sty- ^ - = sty!
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239. U w a g a . Wieloczyn sty —  s l y ^  może się wyrazić

w innym kształcie. Jakoż, oznaczmy przez O biegun małego 
koła BCD, przez R jego promień sferyczny, otrzymamy

albo

. AB , AC , AO +  R , A O -R
sty ~  sty  ~  s ty— 2 st-y — —

, AB . AC dosR—dosAOstv —  sty —  =  ------------------; 2 J 2 dosR+dosAO

Wieloczyn sty—  sty—  jest dodatny albo odjemny, we­

dług jak odcinki AB i AC idę oba w jednę stronę albo w stro­
ny wprost przeciwne, to jest, według jak punkt A leży ze­
wnętrz albo wewnętrz krymki sferycznej OBC. Co się zgadza 
z geometryę płaskę.

240. Czasem samo podobieństwo dowodzeń nastręcza spo­
sób odkrycia w trójkęcie sferycznym własności odpowiedajęcej 
twierdzeniu geometryi płaskiej. I tak, w trójkęcie prostolinij- 
nym ABC, nazywajęc a ośródkowę boku BC, i posługujęc się 
fundamentalnę formułę a*— bl -+- e8 — 2ócdosA. znajdujemy

a8łatwo twierdzenie b1 -+- <? —  2a8 -+- — . Owoż, w trójkęcie sfe­

rycznym ABC. nazywajęc także a ośródkowę sferycznę AD 
boku a, i stosujęc fundamentalnę formułę trygonometryi 
sferycznej, mamy najpierwej w trójkętach sferycznych ADC 
i ADB

dosó=  dos^dosa -t- wst^wstadosADC, 

dose =  dos^ dosa — wst^wsta dosADC;
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ii potom, dodając te równania, otrzymujemy szukaną własność 

(I) dosó-4-dosc = 2dos?dt sa.

241. Uwaga. Ostatnie równanie pokazuje że, Miejscem 
punktu A na sferze, którego odległości b i c od dwóch punktów 
niezmiennych G i B czynią summę dosb -t- dosc stałą, jest okrąg 
małego koła mający za biegun środek D odległości BC.

Nie trudno także znaleźć twierdzenie odpowiedające temu 
które, w trójkącie prostolinijnym, daje rzut ośrodkowej boku na 
jego kierunku. Jakoż, niech będzie DH rzut ośrodkowej sferycz­
nej AD na kierunku boku BG; rozumując przez podobieństwo 
dowodzeń jako wyżej, w przypuszczeniu że dosc <  dosó od­
ciągamy przedostatnie równanie od poprzedzającego, i mamy

dosó — dosc =  2wst^ wsta dosADC.Jś

C9G

Ale trójkąt sferyczny prostokątny ADH daje 

dosADH =  dolastyDH.

Więc, ponieważ dosADC =  dosADH z powyższego przy­
puszczenia, rugując dosADC, będzie

dosó- • dosc =  2wst^ dosa styDH;Jd

zkąd, dzieląc stronami przez równanie (ł), wynika żądany 
związek

(2) s ty ̂  styDH dosó — dosc . b-hc , b—c-------------- =  stv—— stv----- 5dos6 -i- dosc * 2 ' '1

który odpowueda twierdzeniu gemnelryi 

2ff. DH =  b1 — c’.
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POPRZFCZNE SFERYCZNE.

242. T w ie r d z e n ie .  W trójkącie sferycznym ABC. poprzeczna 
abc wyznacza na lokach sześć odcinków takich że 

A A

wstaB wslAC wstcA_ |
wstaC wstAA wstcB

Jakoż, w trójkącie sferycznym acB (fig. 1), mamy

wstaB_wstc
wstcb wsta’

tnk samo, w trójkątach sferycznych abG i bcX,

w stiC  wsta wst&A wstc
wstaC wst/i ’ wstcA wst6

Mnożąc te trzy proporcje stronami, i uważając na znaki 
stosunków, otrzymamy zwiastowane równanie.

243. Opierając się na ostatniem twierdzeniu łatwo dowieś !ź 
następującego

T w ie r d z e n ie .  W  trójkącie sferycznym ABC (fig. 2) , trzy po­
przeczne sferyczne OA, OB, OC, poprowadzone przez jeden punkt 
sfery do wierzchołków, wyznaczają na bokach sześć odcinków 
takich te

wstaB wst/iC wsleA  (
wstaC wstóA wsteB
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Uwaga. Ważne wzajemnice obydwóch twierdzeń są praw­
dziwe, i dowodzą się jako w geometryi płaskiej.

ŚRODKI PODOBIEŃSTWA DWÓCH KÓŁ NA SFERZE.

244. Twierdzenie. Sieczne sferyczne, przecinające dtca koła 
na sferze pod kątami równemi, spotykają sic na linii biegunów 
w dwóch tych samych punktach

Można zawsze wyobrazić koło X, styczne zewnętrznie albo 
wewnętrznie do dwóch kół O, O' danych na sferze, i przez 
punkta zetknięć poprowadzić siecznę sferyczną która przecina 
te koła pod kątami równemi. Niech będzie ABA' jedna z ta­
kich siecznych, spotykająca linię biegunów 00' w punkcie S. 
Poprowadźmy promienie sferyczne OA, 0'A', i nazwijmy je 
R, R'. Ponieważ kąty A i A' są równe, trójkąty sferyczne 
SOA i SO'A' dają

wstSO_wstSO'.
wstR wstR ’

zkąd
styi(SO+SO') sty j(R+R') 

sty Ą 00 sty |(lt—R') ’
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albo, oznaczając przez K środek łuku 00',

(1)
styj£g __ styl (R +R )stv|00 . 

J styi(R—R')

Ten wynik dowodzi że sieczne sferyczne zewnętrzne, prze­
cinające dwa koła pod kętami równemi, spotykaję się wszys­
tkie na linii biegunów, w dwóch tych samych punktach z któ­
rych jednym jest punkt S bliższy koła mniejszego.

Uważajmy teraz sieczne sferyczne wewnętrzne, które jako 
CD, przechodząc przez punkta zetknięć koła różnie stycznego 
do kół O i O', przecinają te koła pod kętami równemi i linię 
biegunów w punkcie S'. Rozumujęc jako wyżej, znajdziemy

Ta formuła pokazuje że sieczne wewnętrzne spotykaję się 
także wszystkie na linii biegunów, w dwóch tych samych pun­
ktach, z których jednym jest punkt S' leżęcy między biegu­
nami O i O'.

Punkta S i S' nazywaję się środkami podobieństw dwóch kół 
na sferze; pierwszy S jest środkiem podobieństwa prostego, 
drugi S' środkiem podobieństwa odwrotnego.

Wynika z twierdzenia że 1°, Wszelka sieczna sferyczna dwóch 
kół na sferze, przechodząca przez jeden ze środków podobieństwa, 
przecina te koła pod kątami równemi.

2°. Styczne sferyczne spólne dwom kołom przechodzą przez 
ich środki podobieństwa. Zatem, gdy dwa kola na sferze sę 
styczne między sobę, punkt ich zetknięcia jest środkiem po­
dobieństwa, prostego albo odwrotnego według jak te koła sę 
styczne zewnętrznie albo wewnętrznie.

2 4 5 . Środki podobieństwa dwóch kół na sferze dzielą harmoni­
cznie linię biegunów. Jakoż, trójkęty sferyczne SOA, SO'A’

(2) stvKS' = sty|(R—ROstylOO' 
styi(R-t-R')
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mające kąt, S spoiny i kąty A, A' równe, a trójkąty sferyczne 
SOD, S OD' mające kąt S spólny i kąty D, D' równe, dają

wstSO_wstSO . wstS'0 wstS'0'

246. T w ie r d z e n ie . Jeśli, przez jeden ze środków podobień­
s tw a  dwóch kół na sferze, poprowadzono dwie sieczne sferyczne. 
styczne połowy ich odcinków odpowiednych są proporcyonalne.

Niech będą dwie sieczne sferyczne SA'A i SCO; popro­
wadźmy prostopadłe sferyczne OH i OH do cięciw AB i AB, 
i połączmy OA, 0'A'. Trójkąty sferyczne prostokątne SOtl 

AOH dają

wstSH — styOH dotS i wstAH =  styOH doi A ;
zkąd

Trójkąty sferyczne prostokątne SOH' AOH dają także

wstlt wstlt wstłt wstlt'

r

w stSH_dotS
wstAH dotA

wstSH' _  dotS 
wstAH dotA'



Z tych dwóch proporcyj, ponieważ kęty A i A1 sę równe, 
wynika trzecia
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wstSH_wstSH
wstAH wstAH' ’

która jest to samo co
. SA

slyT sty SB

, SA"
sty sty SB'

Uważając siccznę sferyczny SC'C, znajdziemy podobnie

stv SC sty SD

Owoż (237)

. SC"
s ty—

, SA , SB sty-s-sty—

' , SD'
sty-2-

, SC , SD

, SA . SB' sty— sty— , SC' . SD'’
sty — sly -5~

więc
. SA

sty-y
. SC 

styT
. SB

sty-^-
. SD

sty-g-
, SA'

styT
. SC'

sty—
. SB

sty t
, SD'

sty—

Dowiedzie się takim samym sposobem że sieczne sferyczne 
wewnętrzne S"EF' i SHH daję proporcye

. SEsty-2-
. SH

styT
. SF

styT . SK
s ty - -

. SE'
sty-2-

. SH"
styT"

. SF'
sty-5-

. SK' 
sty-g-

247. Punkta A i B', B i A',... nazywaję się przcciwodpo-
wiednmi względem środka podobieństwa S'. punkta E i F',



302 K S I Ę G A  T R Z E C I A

F i E',... przeciwodpowiedne względem środka podobień­
stwa S'. Cięciwy dwóch kół O i O', jako AC i B D', łączące 
każda punkta przeciwodpowiedne skrajnościom drugiej, nazy­
wają. się cięciwami przeciwodpowiednemi.

T w ie r d z e n ie . Dwa dwojany punktów przeciwodpowiednych, 
leżące na dwóch siecznych, przechodzących przez jeden środek po­
dobieństwa, znajdują się na jednym okręgu koła małego; takiemi 
są dwojany A, B iD,G'; E, F' i F, E.

Dowodzenie jako w geometryi płaskiej.

248. U w a g a . Formuły (I) i (2) nn 244 są ogólne, i do­
wodzą że dwa koła na sferze mają zawsze dwa środki podobień­
stwa. Ale, gdy dwa koła są spółbiegunowe, ich środki podo­
bieństwa schodzą się w spólnym biegunie; a gdy dwa koła są 
równoległe, te środki schodzą się w biegunie koła mniejszego.

Styczne sferyczne spólne dwom kołom wyznaczają poprostu 
ich środki podobieństwa. Można łatwo wykreślić te dwa środki 
innym sposobem, który służy wtedy szczególniej gdy styczne 
sferyczne spólne nie istnieją. Dość tylko wyznaczyć biegun koła 
stycznego do dwóch kół danych, połączyć ten biegun z ich bie­
gunami, prowadząc łuki kół wielkich które przetną owe okręgi 
w punktach przeciwodpowiednych; sieczna sferyczna prze­
chodząca przez te punkta da odpowiedny środek podobień­
stwa. I tak, przypuśćmy że, mając dane koło O' wewnątrz 
koła O, chcemy znaleźć środek podobieństwa prostego S. 
Z biegunów O i O', promieniami R — x  i x — R' kreśli­
my dwa łuki kół przecinające się w punkcie X ; prowadzimy 
łuki kół wielkich XO i XO' które dają dwa punkta przeciw­
odpowiedne; i nakoniec przez te ostatnie prowadzimy sieczną 
sferyczną która wyznacza środek podobieństwa S. Możebność 
tego wykreślenia wymaga tylko żeby x  zadość czyniło dwom 
nierównościom

00 '

22 2
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249. T w ie r d z e n ie . Trzy koła na sferze, uważane po dwa, 
mają sześć środkówpodobieństwa, takie że: 1% trzy środki podobień­
stwa prostego leżą na jednym okręgu koła wielkiego które się nazy­
wa OSIA. p o d o b ie ń s t w a  p r o s t e g o ; każde dwa środkipadobieństica 
odwrotnego z trzecim nieodpoiciedmym środkiem podobieństwa pro­
stego leżą także na jednym okręgu koło tuielkiego który się nazywa
OSI^ PODOBIEŃSTWA ODWROTNEGO.

Łatwe dowodzenie przez poprzeczne sferyczne.

2 5 0 . B ie g u n o w a  sf e r y c z n a  w z g l ę d e m  k o ła . Jeśli przez 
punkt A dany na sferze, poprowadzono do małego koła O sie­
czne sferyczne jako AEP, miejscem geometrycznem punktu M 
sprzężonego harmonicznego z punktem A względem cięciwy sfery­
cznej EF, jest okrąg koła wielkiego MB prostopadły do średnicy 
sferycznej AO małego koła przechodzącej przez punkt A.

Jakoż, cięciwa EF i środnica CD małego koła O, leżące 
na płaszczyznach które się przecinają wedle promienia TA 
sfery, spotykają ten promień w punkcie G; a z założenia układ 
(wst.AMEF) albo, co to samo, pęk(T.AMEF) jest harmoni- 
czny. Więc, oznaczając przez H punkt przecięcia promienia 
sfery TM i siecznej EF, układ prostolinijny punktów G,E,M,F 
będzie harmoniczny; i miejscem punktu H będzie bieguno­
wa HK punktu G względem koła CDF* prostopadła do jego

i



/

średnicy CD. Ztyd wynika że miejscem punktu M jest prze­
cięcie MK sfery przez płasczyznę TUK prostopadły do płas- 
czyzny ACD, to jest okręg MB koła wielkiego prostopadły do 
średnicy sferycznej AG koła O.

Ten okręg koła wielkiego MB nazywa się biegunową 
(sferyczną) punktu A, i nawzajem, punkt A jest bieg u nem  

[sferycznym) okręgu MB względem koła 0 na sferze.
Własności biegunowej prostolinijnej stosujy się do bieguno­

wej sferycznej. I tak, biegunowa sferyczna punktu leżycego 
zewnytrz koła jest cięciwy punktów zetknięć stycznych sfery­
cznych które przez ten punkt przechodzę. I nawzajem.

Biegunowe punktów leżycych na jednym okręgu koła wiel­
kiego przechodzę przez biegun sferyczny tego okręgu. I na­
wzajem, bieguny sferyczne okręgów kół wielkich, przechodzy- 
cych przez jeden punkt, leży na biegunowej tego punktu; etc.

251. Punkta A i B sprzężone harmonicznie względem 
średnicy slerycznej CD=21t koła 0 sy określone przez pre-
porcyę

wstBC wstAC 
wstBD — wstAD ’
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z której wynika równanie
styOA styOB =  styMt.

To równanie, służyce zarazem za określenie dwóch punk­
tów harmonicznie sprzężonych, dowodzi że, gdy punkt A 
leży na okręgu koła małego O, jego biegunowa względem tego 
koła jest styczny w punkcie A; a gdy punkt A przypada w bie­
gunie O, jego biegunowy jest okręg koła wielkiego majycy 
punkt A za biegun.

252. Oś p ie r w ia s t n a  kół n a  s fe r z e . Miejscem geometry- 
cznem punktu M k'óry daje teieloczyny równe

, MB , MA ,
sly~2~= s ty ~2~ sty

MB

t



względnie do dwóch kół O, O' na sferze, jest okrąg koła wielkiego 
prostopadły do Unii biegunów 00'.
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Jakoż, nazywając 11 i R' promienie sferyczne kół O, O 
wiemy (239) że powyższe równanie jest to samo co

dosR — dosOM_dosR' — dosO'M
dosR -t- dosOM dosR' -+- dosO M ’

albo
dosOM dosO M. 
doslt dosR' ’

z ląd wynika

dosOM—dosOM dosR — dosR' ct r II—R' R+R'
dosOM+dosOM dosR -t- dosR' ‘ 2 2

Owoż, w trójkącie sferycznym MOO', oznaczając przez D 
środek boku 00', przez DH rzut ośrodkowej sferycznej DM 
na linii 00', pierwsza strona ostatniego równania wyraża wie-

loczyn sty^-styDH; więc

styDH =
. R—R' .sty—- _ s t y R-f-R

2

2
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Co dowodzi że miejscem punktu M jest prostopadła sfery­
czna MH do linii biegunów 00'. Ta prostopadła MH nazywa 
się OS14 p ie r W ia s t n ^  dwóch kół 0, 0' na sferze.

U w a g a . Gdy dwa koła dane na sferze są sieczne, ich osią 
pierwiastną jest sieczna sferyczna spoina ; a gdy te koła są sty­
czne, osią pierwiastną jest styczna w punkcie spólnym. Nako- 
niec, gdy dwa koła są spółbiegunowe ale nierówne, ich osią 
pierwiastną jest okręg koła wielkiego odpowiedający temu 
biegunowi; a gdy są spółbiegunowe i równe, wtedy ich oś pier- 
wiastna przechodzi przez spoiny biegun i jest niewyznaczona.

2 5 3 . Oś pierwiastna na sferze jest podobna w swoich wła­
snościach do osi pierwiastnej na płasczyznie, i wykreśla się 
podobnie. Pojmiemy więc łatwo następujące twierdzenia:

Trzy osie pierwiastne trzech kół na sferze, branych po dwa, 
przecinają się w jednym punkcie który mianowano Ś r o d k iem  

p ie r w ia s t n y m  tych kół.
Oś pierwiastna dwóch kół na sferze jest miejscem środków kół 

które je przecinają prostokątnie.
Miejscem punktów z których można prowadzić styczne równe do 

dwóch kół na sferze jest oś pierwiastna tych kół.
Cięciwy przeciwodpowiedrle dwóch kół na sferze spotykają się na 

ich osi pierwiastnej.

254. K ola  st y c z n e  do  t r z e c h  kól na  s f e r z e  . Rozumując ja­
ko w geometry i płaskiej, nie trudno, po tern co poprzedza, 
rozwiązać wprost zagadnienia kół stycznych na sferze, opiera­
jąc się na następującem twierdzeniu :

Gdy dwa kuła, styczne do trzech kół na sferze, należą do jednego - 
dwojanu, wtedy: 1°, cięciwa sferyczna kół danych przechodzi przez 
ich środek pierwiastny; 2°, ta cięciwa zawiera, względem swego 
koła, biegun jednej osi podobieństwa trzech kół odpowiedającej 
uważanemu dwój ano w i ; 3°, lima biegunów kół stycznych jednego 
dwojanu jest prostopadła do tej osi. (Po szczegóły odsyłamy do 
naszej geometryi, wydanie 2sie 18611 r.)



Z A S T O S O W A N I E  DO F I G U R  S F E R Y C Z N Y C H 307

ĆWICZENIA.

I. Dowieśdź że, w trójkącie sferycznym ABC,

\vstJ^ £  wst2|  A +  wst2̂ ^  dos2 i  A =  wst2- .2 2 2 2 9
1 1 1w st-(6+c—a ) wst-(a-ł-c—1>) \v st-(a+ i—c)2 _ -  2
dot^A do ti U dot^C2 2 2

II. Dowieśdź żc w trójkącie sferycznym prostokątnym

sty2|  =  sty2̂  +  sty2̂  -  s ty | s ty | s t y | . 

s ty S = = sty |s ty |.

III. W trójkącie sferycznym ABC, nazywając R, ra, rb, re 
promienie sferyczne kół opisanego, wpisanego i zawpisanych, 
i czyniąc jako zwykle A -(- B -+- C — ^ =  2S, dowieśdź że

1 — dos2A — dos2B — dos2C H- 2dosA dosB dosC 
=  4wstS wst(A — S) wst(B — S) wst(C — S).

r   y/wstSwst(A—S)wst(B—S)wst(C— S)
2dos^Ados|Bdos|C

_  \/wstS wst(A—S) wst(B—S) wst(C—S)
S 2dosĄAwst aBwst A C

styr„ styrt __ styr,,________ styr
sty J A sty *B sty Ą C — sty a A sty i  B s ty Ą C'

styr:
2wstS dos £jdos ̂  dos- ,

- 2 2  wsti wsttf wstA
w s tp 2 w s tp
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2\vst (A—S) dos {a w st| 6 wst j c wstA wstc wstA
wst (p — a) 2wst(p — a)

styR w stS=sty | sty^ sty^.
jL Z Jt

_styR styr„ styr6 styrc wstp styR
2dos|a dos^Ados|e 2dos{a dos|A dosjc

IV. W trójkącie sferycznym, oznaczając przez a ośródkowę 
boku a, przez D, E, F środki boków a, b, c, przez EF, DF, DE 
luki kół wielkich; dowieśdź że

dosEF dosDF dosDE t+dosa-l-dosA-t-dosc ^ g
dos^a dos^A dos|c 4dos^ados* Ados-śe

V. W trójkącie sferycznym ABC, oznaczając przez d dwój- 
siecznę kgta A, dowieśdź że

VI. Nazywając A, A', A' trzy wysokości trójkąta sferycznego 
odpowiedaj§ce bokom a, b, c, dowieśdź że

wsta wst/i — wstA wst A' =  wstc wstA"

=  2 \Jwstp wst (p—a) wst {p—b) wst (p—c).

wsta wst A =  wstA wstc wst A =  2A.

wsta wstA_wstc _  wstb wstc__wstawstAwstc
wst A wstB wstC — wst A 2 A

VII. W trójkącie sferycznym ABC, nazywając O i K bie­
guny kół opisanego i wpisanego, R i r promienie sferyczne

dosSdos2 =  dosEF 
2



Z A S T O S O W A N I E  DO F I G U R  S F E R Y C Z N Y C H 30 9

c dosKO 
2 wstrwstR

C dosKO 
2 wstr wstR

VIII. Niech będzie H punkt przecięcia się trzech łuków kół 
wielkich AA', BB' CC' z których każdy dzieli trójkąt sfery­
czny ABC na dwa trójkąty równowarte; dowieśdź że

IX, Wierzchołki trójkątów sferycznych tej samej podstawy 
i równej powierzchni są na okręgu małego koła, a środki bo­
ków zmiennych znajdują się na okręgu wielkiego koła równo­
ległego do tego małego koła.

X. Na bokach AB i AC trójkąta sferycznego ABC wzięto 
punkta P i E takie żeby

dowieśdź że ; 1°, łuk AO koła wielkiego, łączący wierzcho­
łek A z punktem przecięcia się O łuków kół wielkich BE i CF, 
przechodzi przez środek D boku BC; 2°, prostopadłe BH,CK 
spuszczone na EP są równe; 3°, nazywając P punkt spotka­
nia łuków kół wielkich BC i EF, odległość DP jest równa 
ćwiercianowi.

XI. W trójkącie sferycznym ABC, przedłużając boki, utwo­
rzono trójkąty spełniające BCA', ACB', ABC' i na nich opisano 
koła; dowieśdź że styczne promieni sferycznych trzech kół są 
proporcyonalne do stycznych półboków trójkąta ABC które 
odpowiedają tym kołom.

sty |  HA'_sty{HB'__sty^HC'
styl HA styJ-HB styfHC

wstFA_wstEA
wstFB wstEC
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XII. W trójkącie sferycznym ABC, przedłużono łuk koła 
wielkiego EF, przechodzący przez środki boków AC i AB, 
aż do spotkania w L z bokiem a; po czem, zaczynając od 
punktu L, wziętonałuku LE długość LM=EF, inałuku LB

długość LN =  2; dowieśdź że trójkąt sferyczny LMN jest 
2

prostokątny przy N i bok MN równy połowie zbytku sfery­
cznego.

XIII. Przez trzy wierzchołki trójkąta sferycznego ABC, po­
prowadzono do boków przeciwległych trzy łuki kół wielkich 
AA', BB', CC' które się przecinają w punkcie O wewnątrz 
trójkąta; dowieśdź że

wstO A dosOA' wstOBdosOB wstOC dosOC' .
wstAA' +  wstBB' +  wstCC' ’

Uwaga. Co się staje z tern równaniem, gdy punkt przecię­
cia O pada zewnątrz trójkąta?

XIV. Niech będzie trójkąt sferyczny ABC mający boki a, b, c; 
oznaczając przez A', B', C kąty trójkąta prostolinijnego ABC 
którego bokami są cięciwy boków a, b, c, dowieśdź że

wst2̂  -4- wst*~ -r wst’£ =  2wst s wst- dosA'2 2 2 2 2

-4- 2wst^ w sti dosB' -4- 2wst^ wst^ dosC'.
2 2 2 2

XV. Rozwiązać trójkąt sferyczny prostokątny, znając prze- 
ciwprostokątnę i promień sferyczny koła wpisanego.

XVI. Bozwiązać trójkąt, sferyczny, znając

1°, podstawę, wysokość i kąt przy wierzchołku.
2°, podstawę, wysokość, i summo albo różnicę dwóch 

innych boków.
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3°, bok, kąt przeciwległy i summę albo różnicę dwóch 
innych boków.

4°, bok, kąt przyległy i summę albo różnicę dwóch in­
nych boków.

5°, promień sferyczny koła opisanego, jeden bok i po­
wierzchnię.

6°, powierzchnię, jeden kąt, i punkt przez który ma 
przechodzić bok przeciwległy.

7°, znając summy a-l-A , ó-t-B, c-t-C.
8°, znając trzy wysokości.
9°, znając trzy ośrodkowe.

XVII. W trójkącie sferycznym, znaleźć odległości bieguna 
koła opisanego od boków, i odległości bieguna koła wpisanego 
od wierzchołków.

XVIII. W czworoboku sferycznym ABCD, oznaczając przez 
a, b, c, d, e, f  boki i przekątne, przez g odległość sferyczną 
środków' tych przekątnych, dowieśdź że

dosa -i- dos4 -4- dosc ■ £ fdosc/ =  4dos-  dość dosj-. 2 2

XIX. W czworoboku sferycznym równokątnym i mającym 
dwa boki przeciwległe równe, oznaczając przez a i b dwa 
boki przytykające, przez 2S zbytek sferyczny, dowieśdź że

. S . a . b
s‘y 2 = s ty 2 sty2 '

XX. Znając liczbę i wielkość ścian kąta wielościennego fo­
remnego, wyrachować jego kąt dwójścienny, i kąty stożków' 
opisanego i wpisanego.

XXI. Są dane na sferze koło O i dwa punkta A. B; popro­
wadzić przez te punkta koło któreby przecinało koło O tak 
żeby cięciwa łuku odciętego miała długość daną.
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XXII. Gdy trzy koła na sferze przecinaj? się po dwa, ich 
cięciwy sferyczne spólne spotykaj? się w jednym punkcie.

[XXIII. Na powierzchni sfery promienia R, nakreślono 
małe koło promienia r, podzielono jego okr?g na trzy części 
proporcyonalne do liczb 4,2,3, i poł?czono punkta podziału 
A, B, G łukami kół wielkich. Znaj?c te ilości, wyrachować boki 
trójk?ta sferycznego ABC w metrach, powierzchnię w me­
trach kwadratowych, i k?ty w stopniach, minutach, sekun­
dach.

Dane s? R =  6366198 metrów i r  =  Rdos4805i'13\

XIV. Znaj?c długości i szerokości trzech punktów A, B, C 
eż?cych na powierzchni ziemi, wyrachować powierzchnię trój- 
k?ta sferycznego ABC.

nn i; -<i:t »
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ZASTOSOWANIE FUNKCYJ KOŁOWYCH DO ALGEBRY- 

ILOŚCI UROJONE.

255. Rozwiązywanie równań stopnia drugiego prowadzi do 
wyrażeń kształtu

a +  b\j — l

które nazwano ilościami urojonemi. Litery a i b oznaczaj? 
ilości rzeczywiste, dodatne albo odjemne, a wyrażenie \J— 1 
przedstawia pierwiastnik którego kwadrat jest — 1. Trzeba 
dobrze zrozumieć tę fundamentaln? zasadę że, ponieważ ilość 
urojona sprawdza równanie z którego pochodzi, to jest przywo­
dzi do tośamości 0 = 0 ,  jeśli, podstawiając j? za niewiadomę, 
wykonano wskazane działania jak gdyby pierwiastnik \J—1 
był istotn? ilości?, i wszędzie zamiast kwadratu z tego pier- 
wiastnika położono — ł , wolno uważać symbol \J — t jako 
ilość samoist? której kwadrat równa się — ł.

Ilości urojone graj? wielk? rolę w matematyce, dlatego 
przez skrócenie kładzie się zwykle literę i zamiast \J— li 
i pisze się a +  bi, pamiętaj?c że P — — i.

Żeby te wyrażenia urojone, nazwane ilościami urojonemi,
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mogły być użyte jako ilości, trzeba ściśle określić co należy 
rozumieć przez ilości urojone równe, i co znaczą ilości urojone 
większe albo mniejsze.

Otóż, mówi się że dwie ilości urojone a 4- bi i a 4- bi 
są równe gdy a =  d  i b =  b‘, to jest gdy części rzeczywiste 
są równe między sobą, i części urojone także równe między sobą; 
tym sposobem równanie

(1) a -+- bi— a +  b'i 
znaczy dwa równania

a — a' =  0 i b — ó '= 0 .

Ztąd wynika że równanie (1) jest to samo co

a — a' 4-(b — b ji=  0.

Uważane pod tym względem, ilości urojone zogólniają ma­
tematyczne wyrażenia.

256. Można dać inny kształt ilości urojonej. Jakoż,

więc, jeśli weźmiemy liczbę dodatną r= y ja * -b ‘, i łuk a 
a b

taki żeby d o sa = -7 = = = , i w s t a = 7 = = ,  co zawsze 
\a *+ ó2 \a  +  b

możebne ponieważ summa kwadratów tych dwóch ułamków 
równa się jedności, otrzymamy

(2) a 4- bi =  r (dosct 4- i wsta).

Liczba dodatna r nazywa się modułem, a łuk oc argumen­
tem ilości urojonej. Moduł jest liczbą wyznaczoną; argument, 
będąc dany przez swoją wstawę i dostawę, ma także jedną 
tylko wartość od 0 do 2~, ale można go zwiększyć albo



zmniejszyć wielownikiem okręgu; co bynajmniej nie zmienia 
ilości urojonej.

Wszystkie powyższe wyrażenia złożone z części rzeczywistej 
i części urojonej nazwano ogólnie ilościami wielorakiemi.

Wszelka liczba dodatna albo odjemna może być uważana 
jako ilość wieloraka, mająca za moduł swoją wartość samoi­
stni, a za argument liczbę parzystą albo nieparzystą półokrę- 
gów. 1 tak, oznaczając przez A liczbę dodatną, będzie

•4- A =  A(dos2A'Tt -4- «wst2Au)
— A =  A [dos(2A -i- 1):r •+- i'wst(2A +  1)t:]

W tem ogólnem pojęciu ilości i ich wyrażeniu, ilości rzeczy­
wiste i ilości czysto urojone są szczególnemi przypadkami 
ilości wielorakich.

257. Geometrya daje sposób przedstawienia ilości urojo­
nych, czyli wielorakich, co do wielkości i co do znaku. Obierz­
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my punkt stały O na płasczyznie, i poprowadźmy przez niego 
dwie osie prostokątne XX' i TY'. Jeśli weźmiemy kąt albo 
raczej łuk koła Ali równy argumentowi a, i długość OI3M 
równą modułowi r, prosta OM będzie przedstawiała ilość wie­
loraką r (dosa -4- i wsta).

1 w samej rzeczy, zmieniając a od 0 aż do 2-, albo, jeśli 
chcemy, od 0 aż do ±  x  , i biorąc przyzwoitą długość OM, 
można otrzymać wszelką ilość wieloraką a -4- hi.
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Gdy a =  0, ilość wieloraka ?'(dosa -t- iwsta) staje się ilo­
ścią rzeczywisty dodatną r , który przedstawia część osi OX, 
równa długości r  wziętej w kierunku OX. Gdy u =  r., ilość 
wieloraka staje się ilościy rzeczywisty odjemną — r; przed­
stawia jy część osi OX' równa długości r wziętej w kie­
runku OX'.

Gdy * = 5 . ilość wieloraka staje się r i ; tę ilość wyraża

część osi YY' równa długości r  wziętej w kierunku OY pro-

stopadłym do XX'. A gdy a =  , ilość wieloraka staje

się — r i ; wyobraża jy długość r  wzięta na osi YY' w kie­
runku OY' wprost przeciwnym kierunkowi OY.

Nakoniec, gdy się dodaje -  do argumentu a, czynniki dosa 
i wsta zmieniajy tylko znak ; zatem wtedy ilość wieloraka 
r(dosa-t-jwsta) zmienia sam tylko znak swojej wartości.

To pokazuje że dwie ilości wielorakie róicne przedstawiają 
się geometrycznie przez dwie długości równe i w tym samym 
kierunku; a zaś dwie ilości wielorakie równe i znaków przeciwnych 
przedstawiają się przez dwie długości równe ale w kierunkach 
wprost przeciwnych, jako OM i  OM'.

Pojmujemy teraz jasno że moduł ilości wielorakiej wyraża 
jej wielkość geometryczny, a zaś argument oznacza kierunek 
tej wielkości na płasczyznie. Ztyd wynikajy następujące ważne 
wnioski.

Ilość wieloraka może być zero tylko wtedy gdy jej moduł 
jest zero. Żeby dwie ilości wielorakie były równe, trzeba i dość 
jest żeby ich moduły były równe i argumenta także równe albo 
się różniły wielownikiem okręgu. Z dwóch ilości wielorakich 
mających równy argument, albo argumenta różniące się wielo­
wnikiem okręgu, ta jest mniejsza której moduł mniejszy.

Z punktu M spusćmy prostopadłe MP na oś XX', będzie

316
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a =  r dosa =  O P i 4 =  rwsta =  MP.

Widzimy tedy że część rzeczywista ilości wielorakiej jest 
równa rzutowi prostej OM na osi 0X, a spółczynnik ilości i 
rzutowi tej samej prostej na osi OY.

Prosta OM przedstawiająca wielkość i kierunek ilości wie­
lorakiej nazywa się ilością geometryczna.

Przechodzimy teraz do czterech działań na ilościach uro­
jonych.

258. Można rozciygnyć do ilości urojonych prawidła czte­
rech działań algebrycznych, byle tylko, uważajyc literę i  ja­
koby ona oznaczała ilość rzeczywisty, zaslypiono wszędzie 
i- przez — 1. Na mocy tej ugody, dodaje się ilości urojone 
a -t- bi i a -+- b i zbierajyc razem części rzeczywiste i także 
razem części urojone. Tym sposobem otrzymuje się summę

(a -4- bi) -+- (a -+- b'i) =  (a +  a) -+- (b -4- b')i

Ta summa łatwo się przedstawia geometrycznie. Popro­
wadźmy proste OA =  r i O A ^ r' tak żeby czyniły z osiy 0X

prosta OB, zamykajęca trójkyt OAB, będzie summą geome­
tryczną dwóch ilości urojonych. I w samej rzeczy, rzut prostej 
OB na każdej z dwóch osi 0X i OY jest równy odpowie- 
dajycemu rzutowi a+d  i b-t-b' łamanej OAB na tych osiach; 
więc prosta OB przedstawia geometrycznie summę

DODAWANIE.

‘ prostę OA' równolegle do niej 
samej, tak żeby zaczynajyc od 
punktu A wzięła położenie AB;

kyty a i Jeśli przeniesiemy

(a -t- a) +  {b 4- ó") i .
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259. W trójkącie OAB, bok 013 jesl mniejszy od summy 
boków O A i AB, ale większy od ich różnicy. Więc moduł 
summy dwóch ilości urojonych jest mniejszy od summy ich modu­
łów ale większy od różnicy tych modułów.

Gdy dwie ilości urojone maję argumenta równe albo różnięce 
się wielownikiem półokręgu, wtedy trójkęt OAB jest linię 
prostę, i moduł summy tych ilości równa się summie albo ró­
żnicy ich modułów.

260. Takim samym sposobem jako dla dwóch, znajduje 
się summa wielu ilości urojonych, i moduł snmmy ilukolwiek 
ilości wielorakich, nie przewyższa summy modułów tych ilości.

odciąganie.

261. Od jednej ilości urojonej a-ł-bi odcięgnęć drugę 
urojonę d  -+- bi jestto znaleźć trzecię ilość która dodana do 
drugiej wydaje pierwszę. Więc różnica tych dwóch ilości jest

(a -+- bi) — (a -t- hi) — (a — a) -+- (b — b)i.

Ta różnica otrzymuje się łatwo geometrycznie. Niech pro­
ste OB i OA' (fig. powyżej) przedstawiaję dwie ilości uro­
jone a ■+■ Oi i a -hbi. Żeby odcięgnęć drugę ilość od pier­
wszej, dość poprowadzić, przez punkt B, prostę BA równole- 
głę do prostej OA i jej równę ale w kierunku przeciwnym; 
prosta OA zamykajęca trójkęt OBA będzie różnicę geome- 
trycznę wielkości OB i OA. Albowiem dodana do wielko­
ści OA' czyli AB wydaje wielkość OB.

Uwaga. Moduł różnicy dwóch ilości urojonych jest zawarty, 
mówięc ogólnie, między summę i różnicę ich modułowi
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MNOŻENIE. •

2 6 2 .  Wykonywając mnożenie dwóch ilości urojonych 
a-\-bi i a ■+b'i, wedle prawideł mnożenia wielomianów, 
otrzymujemy wieloczyn

u -I-bi){u -4- bi) — (aa -f- bb) -4- (ab -4- bu )i 

który jest ilościę. urojony.
Dwie ilości urojone, a +  bi i <2' -4- b'i, które się różnij sa­

mym tylko znakiem spółczynnika ilości i nazywają, się sprzę- 
ionemi; ich wieloczyn jest rzeczywisty

(a -h bi) (a — bi) =  a* -4- W.

Jeśli damy ilościom urojonym a -+- bi i d -hbi kształt 

r(dosa-ł-ńvst«) i r'(doscć -4- iwsla'),

znajdziemy powyższy wieloczyn w postaci
rr (dosa dosa' — wsta wsta') -i- rr (wsta dosa' -4- dosa wsta')i , 

albo prościej

(3) rr [ dos (a -4- d) -+- i wst (a -4- a ') ] .

Więc wieloczyn dwóch ilości urojonych jest ilością urojoną któ­
ra ma za moduł wieloczyn modułów i za argument summę argu­
mentów.

To prawidło jest ogólne, i stosuje się do jakiejkolwiek liczby 
czynników. Ztąd wynikają dwa ważne twierdzenia, takie same 
jak w ilościach rzeczywistych, które stanowią cechującą wła­
sność wieloczynu.

1 ° Wieloczyn czynników urojonych nie zmienia wartości, gdy 
się przemienia miejsca tym czynnikom. Co oczywiste na mocy 
powyższego prawidła.

2° Aby wieloczyn czynników urojonych był zero. trzeba żeby



320 KSIĘGA C Z W A R T A

jeden z tych czynników był zero. Albowiem, moduł wieloczynu 
jest równy wieloczynowi modułów czynników : więc, żeby 
wieloczyn był zero, trzeba żeby jeden z tych modułów, a tem- 
samem jeden z czynników urojonych, był zero.

263. Nie trudno okazać to wszystko geometrycznie. Niech

r-
proste OA i OA' przedstawiają dwie ilości urojone a +  hi 
i a -4- b'i. Wiadomo że przez wieloczyn dwóch linij prostych 
należy rozumieć wńeloczyn dw óch liczb które je mierzy. Żeby 
więc pomnożyć ilość geometryczny OA przez ilość geometry­
czny OA', trzeba najpierwej mnożyć długość OA przez liczbę 
oderwany która mierzy długość OA', co daje długość OC; 
potem, trzeba obrócić OC, około punktu O, pod kytem COB 
równym kytowi XOA', co sprawia ilość geometryczny OB. Ta 
wielkość OB jest wieloczynem czynników geometrycznych 
OA i OA'; albowiem jej moduł jest równy wieloczynowi 
modułów i argument rówmy summie argumentów tych 
czynników'.

Mnożenie ilości geometrycznych jasno pokazuje że ich wie­
loczyn składa się z mnożnej tak jako mnożnik składa się z je­
dności Unijnej. To się właśnie zgadza z określeniem mnożenia 
ilości rzeczywistych.

Zastosujmy wyłożone prawidła do wieloczynu i.i. Ilość 
urojona i, jako wiemy, jest przedstawiona przez długość OB 
równy jedności i wzięty na osi OY w kierunku prostopadłym 
do XX'; żeby więc otrzymać wieloczyn ilości geometry­



cznej OB pomnożonej przez siebie samy, trzeba najpierwej 
mnożyć długość OB przez jedność, co daje wielkość OB, i 
potem obrócić tę wielkość pod kytem prostym około punktu O, 
co daje ilość geometryczny O A' w kierunku OX; więc wie- 
loczyn i.i =  — \ .  Ten wynik sprawdza fundamentalny 
ugodę P =  — 1 .

DZIELENIE.
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2 6 4 .  Dzielić jedny ilość urojony a +  bi przez drugy uro­
jony a +  b'i jestto znaleźć trzeciy ilość któraby mnożyć dziel­
nik wydała dzielnę. Stosujyc to określenie do dwóch ilości 
urojonych, wyrażonych w kształcie

r (dosa -4- i wsta) i r'(dosa' -4 - j wsta'), 

mamy zaraz iloraz

W
r (dosa -hi wsta) 
r (dosa'4-?wsta') [ dos(a — a) 4- i wst(a — a')].

Więc iloraz dwóch ilości urojonych jest ilością urojoną, która 
ma za moduł iloraz modułóiu i za argument różnice argumentów 
dzielnej i dzielnika.

Ztyd łatwo się wywodzi iloraz w funkcyi algebrycznej. Jakoż, 

d̂0Sa doSa 'ł' wsta wsta'4-(wsta dosot—dosa wsta')?];

więc, podstawiajyc wartości wstaw, dostaw i modułów, będzie

a + b i _  a d 4 -  bb'-1- (b d — ab')i 
a + b i  n'2 + !/-

Iloraz dwóch ilości urojonynh znajduje się łatwo geometry­
cznie. I tak, żeby podzielić ilość geometryczny OB przez 
ilość geometryczny OA, trzeba najpierwej podzielić dłu-

21
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gość OB przez liczbę oderwany która mierzy długość OA', i tak 
otrzymaną wielkość obrócić około punktu O w stronę odje- 
mn;ti, pod kątem BOA równym kątowi A'OX; co daje iloraz OA.

POTĘGI.

265. Wieloczyn m  czynników równych nazywa się po­
tęgą m‘» jednego z nich. Więc, przypuszczając ilości urojone 
równe, z prawidła mnożenia wynika następujące prawidło 
potęg :

Żebij p o d n ie ś ć  ilo ś ć  u r o jo n ą  r  (dosu. 4- i  w s t a )  d o  p o t ę g i  

t r z e b a  p o d n ie ś ć  m o d u ł  d o  t e j  p o t ę g i  i  p o m n o ż y ć  a r g u m e n t  p r z e z  

w y k ła d n i k  m ;  co daje

(o) j>(dosa 4- i wsta)]m =  rm(dosma -t- iwstffla).

To prawidło stosuje się do potęg ułamkowych i odjemnych, 
byle tylko uważano samą jedną wartość liczebną pierwiastnika. 
Jakoż, mamy

| >" ^ d o s ^  4- i  w s t ^ j ]  =  rm(doswa 4- iwstma) 

=  [ r(dos« 4- i  wsta) ]m;
więc

(6) (dosa 4- i w sta) J » =  r« ^ d o s—  4- i  w st — j

Jeśli wykładnik m  jest liczbą odjemną całkowitą albo ułam­
kową, będzie

I[r(dosa 4- 2wsta)] m = rm (dosma 4- twstma) 
_  r~m (<]osmC! — {wstma);

więc
[ r(dosa 4- i  wsta)]- '“ =  r ~ m [ dos (—ma) 4 - i  wst(—ma) ].
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Gdy wykładnik jest niespółmierny, potęga nie przedstawia 
wyraźnego znaczenia; chyba że, uważając taki wykładnik jako 
granicę liczb spółmiernych nieskończenie przybliżonych, za­
stępujemy go przez jedną z tych liczb i przechodzimy do gra­
nicy.

Jeśli wykładnik m jest urojony, potęga nie ma żadnego 
sensu a priori, i może istnieć tylko jako symbol naprzód okre­
ślony.

U w a g a . Druga strona równania (6 ) ma jedną tylko wartość, 
gdy tymczasem pierwsza, wyrażając pierwiastnik wskazu n, 
ma n wartości algebrycznych. Więc formuła (6) byłaby fał­
szywa, gdyby brano wartości algebryczne pierwiastnika nie 
zaś samą jedną wartość liczebną, jakośmy już powiedzieli. Damy 
później formułę ogólną.

2 6 6 .  Prawidło wykładników, Niech będzie ilość 
a — r (dos a -t- i wst a).

Mamy
am _.rra(dosma -4- źwstma), a" =  rn (dosn« ■+■ źwstna);

zatem
am. an =  T +" [ dos (m +  n) a -+- i wst (m +  n)a ].

Ale właśnie
am+n =  tJh+n [(]0S(OT -4- M)a +  j'wst(w ■+■ ń)«];

więc
am.an =  am+n. I

I następnie
am _ .— =zam~n. anI »

Więc w mnożeniu i dzieleniu potęg ilości urojonymh, pra­
widło wykładników jest to samo co dla ilości rzeczywistych.

Ztąd wynika że, jakakolwiek jest ilość a, rzeczywista albo 
urojona, będzie zawsze
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Na zastosowanie, twórzmy potęgi po sobie idęce ilości uro­
jonej i. Mamy najpierwej t’ = — ł;poczem

»*={*.» =  — i
=  =  — 1.« =  — t* =  — (—!) = -h /

=  =  — i .

Ponieważ potęga pojmujemy łatwo że te same wy­
niki powtórzę się okresowo co cztery; więc ogólnie

t ln= ł ,  i‘"+1 =  j, t ‘n+I =  — 1, t*"+, =  — i.

Potęgi parzyste ilości i sę rzeczywiste, potęgi nieparzyste 
sę urojone.

267. Szukajmy teraz czemu się równa ilość urojona yj—A*, 
To wyrażenie znaczy to samo co y'A!(d os -  i wst*)- Owoż,
ilość pod pierwiastnikiem jest kwadratem zupełnym

J^A^dos^-f-t w s t ^ J  ; ztęd, uważaj ęc sarnę tylko wartość

liczebnę pierwiastnika, otrzymujemy

V.V (dosTr “  iwstjr) =  A ̂ dos| -4- i wst ̂  =  A i.

Więc
y/^A5 =  A \ ^ T .

Możemy teraz łatwo wiedzieć czemu się równa wieloczyn 
Trzeba tylko rozróżnić dwa przypadki.

ł \  Jeśli oba pierwiastniki sę wzięte liczebnie, to jest z do­
myślnym znakiem + ,  wtedy V

V — a — \ a y — 1 i \ — yj— 1;
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zatem
\! — a ■ \J — V — IX  \[b yj — \ = \ J a ( \ ' — i )* = —\^ab.

2°. Jeśli pierwiastniki yj—a, yj — 6 wyrażają wartości alge- 
bryczne, trzeba je uważać jako mające podwójny znak ± ;  
co daje

=  ±  \ J a  y j — i  X ± y / b  \ —7 = ±  y f i b  (y C j)’ 
=  ±  y f a b .

2 6 8 .  Ilościndjemne. Teorya ilości urojonych zawiera, jako 
przypadek szczególny, teoryę ilości odjemnych. I tak, niech 
będą A i B dwie ilości rzeczywiste jakiekolwiek, dodatne 
albo odjemne. Nazywając a i b wartości samoiste tych ilości, 
możemy je wyrazić w kształcie ilości urojonych

A — a(dosAz 4- iwstAir), B =  i(dosfc'x 4 - t wstftr).

Biorąc wieloczyn, mamy

A. B =  ab [ dos (k -ł- k')it 4- i wst(A 4- Jfc')*].

Zt§d wvnikaj§, co do znaków, cztery możebne wieloczyny :

1°. Jeśli k =  0 i k '= 0 , będzie A = 4 - a  i B =  4-ó; 
więc

-4- a X -+- b =  ai(dosO 4- i wstO) =  4- ab,

dlatego że ilość geometryczna ab, mająca argument 0, jest 
przedstawiona na osi OX w kierunku od O do X.

2°. Jeśli A- =  i , i A '=0, wtedy A =  — a i B =  +  i ;  
więc

— « X + 4  =  ab(dosir 4 - i wstar) =  — ab,

ponieważ ilość geometryczna ab, mająca argument w, jest 
przedstawiona na osi OX' w kierunku od O do X'.

3°. Jeśli A- =  0 i k' =  i ,  wtedy A =  4-a i B =  — b;
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• więc
-+- a X — ó =  ffJ(dos- -+- iwsti:) =  — ab.

4°. Jeśli k — Tt i k' — it, wtedy A =  — a, i B =  — b; 
więc

— a X — b==ab(dos2ir -+- i wst2ic) — -t- ab.

Jako widzimy, otrzymuje się tym sposobem prawidło znaków 
wieloczynu dwóch ilości jakichkolwiek, dodatnych albo odje- 
mnycb. Ale nie trzeba sobie robić złudzenia. Mnożenie jakiej­
kolwiek ilości przez ilość odjemną nie ma samo przez się 
żadnego sensu, i jest tylko symbolicznym wynikiem poprze- 
dniczych działań. Powyższa teorya nie dowodzi prawidła zna­
ków, bo go nic dowodzić nie może, ale je tylko sprawdza; co 
właśnie być powinno.

ROZWIĄZYWANIE RÓWNAŃ DWUMIENNYCH.

269. Niech będzie równanie dwumienne 

(t) xm — A = 0

w którem A oznacza ilość jakakolwiek rzeczywisty albo uro­
jony. Wiemy że wszelka ilość A wyraża się ogólnie przez 
R(dosa-t-i wsta); jeśli więc dane równanie ma piarwiastek 
rzeczywisty albo urojony, to jest, jeśli istnieje wyrażenie które 
podniesione do potęgi m wydaje R(dosa 4- i wsta), to musi 
być kształtu r  (dos<* -t- iwsta); zatem, żeby sprawdzało ró­
wnania (1), trzeba i dość jest żeby było

^(dosma -1- iwstma) =  R(dosa -ł- i wsta).

To równanie znaczy że części rzeczywiste obydwóch stron sy 
równe między sobą i części urojone także równe między sobą, 
to jest

/"doswia =  Rdosi? i /""wslwia =  Rwsta;
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zkąd

r — R̂ - a -+- 'ikr.
«  = --------------5m

oznaczając przez k liczbę całkowity dodatną albo odjemną, 
i nawet 0.

Więc, wszystkie pierwiastki równania (i) są zawarte w for­
mule]
/Q. n - / j  a-t-2for . .a-t-2for\(2) a ;= R "‘ dos----------- M wst--------- ■ ) .'  \  m m )

Owoź, żeby dwie wartości k‘ i k" całkowitej k dawały 
dwa pierwiastki równe, trzeba i dość jest żeby różnica argu­

mentów była wielownikiem z 2r, albo in­ni m
nemi słowy, żeby różnica k' — k" była wielownikiem z m; 
więc formuła (2) daje m pierwiastków różnych, i tylko m, 
które się otrzymuje kładąc za k m całkowitych po sobie idą­
cych między — oo i +  oo, jako na przykład

0, 1, 2, 3, . . .  m — 1.

Zwykle przywodzi się rozwiązywanie równania xm — A =  0 
do rozwiązywania równania xm— 1 = 0 . Jakoż, nazywając xn 
jeden z pierwiastków pierwszego równania, uczyńmy

będzie
x  =  x„y,

xm — xrnym =  A;

zkąd, ponieważ xmn — A, wynika

ij" =  \ .

Więc znajdzie się wszystkie pierwiastki równania 3f —A=0, 
mnożąc jeden z nich przez każdy z m pierwiastków jedności;
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2&x ° kr.te zaś ostatnie są dane przez formułę y — dos—- +  i wst —^,m m
którą się wyprowadza z formuły (2) czyniąc R = ł  i a =  0. 
Wyznaczywszy pierwszy pierwiastek x0 równania xm—A = 0 , 
otrzyma się wszystkie za pomocą formuły

(3) x  =  R™ (dos — -t- iwst —\ ("dos— -t-iw st—\  m m) \  tn m

Własności pierwiastków równania xm — 1 = 0 .

270. Równanie dwmmienne x m — 1 = 0  ma m pierwiast­
ków, z których pierwszy x0, odpowiedający wartości k =  0, 
równa się 1 ; a jeśli m jest parzyste, wtedy równanie ma
drugi pierwiastek rzeczywisty x m —  dosTi -+- twstrc = — 1.

>
Wszystkie inne pierwiastki są. urojone, i są po dwa sprzężone 

i wzajemne. Jakoż,
1°, jeśli weźmiemy

. 2nit . 2n«x n — dos----- b iw st— ,
m m

będzie także

=  dos!^L- .ŵ  +  ,-wst2^ - - ”)”m m
albo

xm_ n =  dos—  — f w s t^ ^ .
m m

2°, Wieloczyn xn xm_ n —  1.

Ztąd wynika że pierwiastki równania x<» — 1 = 0  są dane 
przez formułę

(4)
, 2k r .  , .  2A 'rX =  dos----±  x wst— ,

m m
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lYlw której za k trzeba położyć wartości 0 ,4 ,2 ,3 ,.. aż do —

albo do m , według jak rn jest parzyste albo nieparzyste.

Tym sposobem formuła (3), która daje pierwiastki równa­
nia xm — A =  0, może się wyrazić przez

x =  R”* (dos— -4- i wst—̂ (dos^-^d; i wst— ) •
\  m  m j  \  m  m  )

271. Gdy m jest liczbę nieparzystą 2 n -M , równanie
t • 772 ■— 1

x m— 4=0 m oże się zniżyć do stopnia —- — . Jakoż, dzieląc 

to równanie przez (x — l)xm, otrzymujemy

Uczyńmy teraz

x  +  -  =  y i - + - =  V*;

ponieważ

mamy formułę
V „= yV „_1- V n_ ł .

Owoż, V0 =  2, V, = y ;  więc, posługując się tą łormułą, 
znajdujemy zaraz wartości

V ,= y > - 2 ,

V* =  y‘ — 4y* +  2 ,

które podstawione dają równanie

? (y )= o
stopnia n. Pierwiastki tego równania, będąc summami pier­
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wiastków urojonych równania x m — 1 = 0 ,  wyrażają się 
przez formułę

c, 1 2&TCy =  2dos— , m

w której za k trzeba podstawić całkowite 0 ,1 ,2 ,3 ,.. rn — 1

272. Twierdzenie. Wieloczyn albo iloraz dwóch pierwiastków 
równania xrn «—1 = 0  jest pierwiastkiem tego równania

1°. Niech będ£ dwa pierwiastki jakiekolwiek

, 2?itc . . 2 mc: dos------h tw st—m m i #p =  d o s^2 -t-iw st— ;m m
ich wieloczyn

* . „ = do, + . • w t a m ł *
m m

jest pierwiastkiem który odpowieda wartości w + p  danej 
dla k.

2°. Iloraz tych dwóch pierwiastków

^  =  dosglw. - . ^ + i w s t ^ - - ^xp rn m

jest także pierwiastkiem odpowiedajęcym wartości n — p da­
nej dla k.

273. W nio s ek . Potęgi pierwiastków równania xm — 1 = 0  
są pierwiastkami tego równania. I tak (x„y — xnp.

274. T w ier d z e n ie . Jeśli n jest pierwsze do m, pierwiastek x„ 
przez swoje potęgi po sobie idące, wydaje wszystkie pierwiastki 
równania dwumiennego x 'n— t = 0 .

Mamy pierwiastek
, 2 nr. . . 2 nr.x„ — dos------1- x wsi— ;m m
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aby otrzymać jego potęgi po sobie idące 0, 1,2, . . .  w/ — 1,

trzeba mnożyć argument Z—  przez wykładniki 0,1,2, ,.m — 1

tych potęg. Owoż wiadomo że, dzieląc przez m wielowniki 
po sobie idące

On, 1«, 2», jSn, . . .  (m — l)n

liczby n pierwszej do m, otrzymuje się, w pewnym porząd­
ku, reszty

0, 1, 2, 3, . . .  m — 1;

więc znajdujemy tym sposobem wszystkie rn pierwiastków 
równania z m  —1= 0 .

275. W n io s e k . Jeśli liczby n i m mają największy spólny 
dzielnik d, wtedy pierwiastek x„, przez siuoje potęgi, wydaje tylko

wszystkie — pierwiastków równania x d — 1 = 0 .

Jakoż, niech będzie rn =  dni i n =  dn'-, pierwiastek x„ 
wyraża się przez

, Inr. . On- a,,'_ a„'_
xn— dos----- h i wst---- — dos^—- -t- z" wst—— :

m m m m

więc xn zadość czyni równaniu x m' — 1 = 0 ;  a ponieważ R 
jest pierwsze do ni, pierwiastek x„ przez swoje potęgi po 
sobie idące, wydaje tylko wszystkie pierwiastki równania

./;"*• — i — n albo x d — 1 = 0 .

Określenie. Nazywa się pierwiastkiem pierwotnym równania 
dwumiennego x m — 1 = 0  wszelki jego pierwiastek który, 
przez swoje potęgi, wydaje wszystkie inne pierwiastki. Wynika 
z twierdzenia że 1°, równanie dicwmienne x m— ł = 0  ma tyle 
pierwiastków' pierwotnych ile jest liczb mniejszych od m i pier­
wszych do m ; 2 ’, pierwiastki, pierwotne równania x "— 1 = 0
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posiadają to cechującą własność, że nie są pierwiastkami pierwo- 
Inemi żadnego równania stopnia mniejszego od m; a zaś pierwiastki 
niepierwotne są pierwiastkami pierwotnemi równania dwumiennego 
którego stopień jest podwielownikiem wykładnika m.

276. T w ie r d z e n ie . Summa jednakowych potęg pierwiastków 
równania dwumiennego xm — 1 = 0  jest zero, wyjąwszy tylko 
gdy wykładnik potęgi jest wielouĄikiem z m. Jakoż, na mocy 
twierdzenia, pierwiastki tego równania są potęgami po sobie 
idącemi pierwiastku x x, to jest wyrażają się przez

jeśli więc podniesiemy je do potęgi n, otrzymamy postępnię 
geometryczną

więc summa wyrazów postępni jest zero.
Gdy n jest wielownikiem z m, każdy wyraz postępni staje 

się 1, i summa wyrazów równa się m.

277. T w ie r d z e n ie . Gdy n i p są pierwsze między sobą, 
otrzymuje się wszystkie pierwiastki równania xnp — 1 = 0  mno­
żąc każdy pierwiastek równania xn—1 = 0  przez każdy pier­
wiastek równania x*— 1 = 0 .

Niech będzie

jeden z pierwiastków równania xnp — 1 = 0 .  Ponieważ n i p 
są pierwsze między sobą, można zawsze znaleźć dwie liczby 
całkowite X i u. takie żeby było

rpO -pti m in •••Sn rjn nim I)
M/ MS | ̂  U/ j J W  9 0 0 IV J ’ .

której stosunkiem jest xnt, a summą

Owoż x imH =  (x,m)" =  1;

wa -4- na =  k 2 1 t . 2 ; a t t  _  2  kr,

n p npalbo
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więc mamy
/ ,  2Xr . , 2Xit\ j ,  2u.tr . . 2ix  =  dos----- hewst—  dos-i—+  iwst-i
\  « « ) \  P 1

2(«i
P

To dowodzi że wszelki pierwiastek równania xnf —1 = 0  
jest wieloczynem jednego pierwiastku równania x n— 1 = 0  
przez jeden pierwiastek równania a?— 1 = 0 ;  zatem, otrzyma 
się wszystkie pierwiastki równania x"r—1=0 mnożęc, po dwa 
między sobg pierwias/ /̂ ' równań xn — 1 =  0 i x? — 1 =  0.

278. W niosek. Gdy n i  p są pierwsze między sobą, otrzy­
m u je  się pierwiastki pierwotne równania x ne— 1 = 0 ,  mnożąc 
każdy pierwiastek pierwotny równania xn—1 = 0  przez każdy 
pierwotny równania — 1 =  0.

To wynika z formuły

a- =  ( dos—  +  ń v s Ą  (d o s?^  +  iw stS“  
V « « / \  P  P

Albowiem, jeśli X jest pierwsze do n, i p. pierwsze do p,

summa dwóch ułamków niezredukowanych, ^ + ^  jestułam-

,.  . . , p\ “ł- n u _ kkiem mezredukowanym ------- - =  —;np np
co daje

, 2Xn • .2Xir\ / ,  2u.it . , 2u.tt\dos------H iwst—  dos-!----p i wst ———n n ) \  p o j

, 2&tr . . ,2kr,— dos------t- iwst—  ;np np

więc
, 2/wr . . ' ż k i z

X —  dos—  -4-1 wst------n n

jest pierwiastkiem pierwotnym równania x ”f — l = 0 .
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279. W n io s e k . Powyższe twierdzenie i jego wniosek są 
bardzo ważne, bo przywodzą rozwiązywanie równania 
a:"w — 1 = 0 ,  w którem n, p, q,.. są liczbami pierwszemi 
albo potęgami liczb pierwszych, do rozwiązywania równań pro­
stszych xn — 1 = 0 ,  uf —1 = 0 , xi — 1 = 0 ,... Dość wyzna­
czyć jeden tylko pierwiastek pierwotny każdego z tych osta­
tnich równań, ich wieloczyn będzie pierwiastkiem pierwotnym 
zadanego równania; a ten pierwisstek, przez swoje potęgi, 
wyda wszystkie inne pierwiastki tego równania.

WIELOKĄTY FOREMNE.

280. Niech będzie m punktów leżących na okręgu w ró­
wnych przedziałach. Łącząc te punkta po kolei, tworzymy 
wielokąt foremny wypukły mający m boków. A jeśli je połą­
czymy biorąc po k przedziałów, byle k było pierwsze do m, 
utworzymy, jako wiadomo, wielokąt foremny gwiaździsty, ma­
jący także m boków i którego obwód podpasuje k razy okrąg; 
biorąc po m — /« przedziałów tworzy się ten sam wielokąt. 
Ale, jeśli k i rn mają spoiny dzielnik d, tak utworzony wie­

lokąt gwiaździsty posiada tylko — boków i obiega ^ razy 

okrąg. Istnieje więc tyle wielokątów foremnych mających m

334

Zagadnienie podziału okręgu koła na rn części równych 
przywodzi się do rozwiązyw ania równania dwumiennego r —1. 
i każdy pierwiastek pierwotny tego równania odpowieda wieloką­
towi foremnemu który ma rn boków.

Albowiem, jeśli podzielimy okrąg na m części równych
2A-rci weźmiemy k przedziałów, łuk — , zawierający te prze­

działy i podpasany przez bok wielokąta foremnego, jest argu­
mentem pierwotnego pierwiastku równania xm — 1 = 0 .
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Więc, bioręc promień koła za jedność, i nazywając bi bok tego 
wielokęta, będzie

‘ikr:Owoż, 2dos—  jest właśnie summa dwóch pierwiastków m
pierwotnych sprzężonych, ponieważ k jest pierwsze do m 
z założenia. Do wyznaczenia tej summy może, w stosownym 
przypadku, służyć równanie <?(y)=0 któreśmy dali w n° (271). 

Zastosujmy te zasady do kilku przykładów.

281 . T r ó jk ą t  r ó w n o b o c z n y . Podział okręgu na trzy części 
równe zależy od równania

a? — 1 =  0.

Odejmując pierwiastek 1, mamy równanie wzajemne 

-4- £ -+- 1 =  0 ,
1

które, czymęc x - h -  =  y, daje

y - 1-1 =  0, zkęd 2 d o s ^ =  — I .
o

jest więc jeden tylko trójkąt foremny, i jego bok i= \/2 + I= \/3 .

S zescio k^ t  f o r e m n y . Pierwiastki równania a.-6 — 1 = 0  za­
leżę od pierwiastków równań .r2— 1 = 0  i x3— 1 = 0

jS-_
Owoż, równanie :----- -  =  a -+- ł  ma jeden tylko pierwia-X 1

stek pierwotny — 1, a równanie 

daje dwa pierwiastki mer wolne

a? —  1
x — 1

z z z  X ~  -f- X  -4- 1 —— 0

i ±  ,-Va.
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mnożęc te ostatnie przez — 1, znajdujemy dwa jedyne pier­
wiastki pierwotne

1 zh i \/3

równania x6 — 1 = 0 .  Jest więc jeden tylko sześciokęt fore­
mny, i jego bok równa się 1.

282. P ię c io k ą t  f o r e m n y . Równanie x5— 1 = 0  ma cztery 
pierwiastki pierwotne; co dowodzi że jest dwa pięciokąty fo­
remne. Odjęwszy pierwiastek 1, zostaje równanie wzajemne

x > -+- ar1 -+- x* -ł- x -f-1 =  0 ,

albo ? (y) =  y5- t - y - H l = 0
które daje

— 1 zh v o
y = — 2—

Więc mamy pięciokąt wypukły którego bok jest 

V /ó_V o  =  y / l  +  i  (yg _  i ) 5, 

i pięciokąt gwiaździsty którego bok jest

D z ie s ię c io r o  f o r e m n y . Pierwotne pierwiastki równania 
x'° — 1 = 0  sę wicloczynami pierwotnych pierwiastków ró­
wnań x1— 1 = 0  i x5— 1 = 0 .

Odejmujęc pierwiastek 1, będzie

x - ) - l = o  i x, + x , +  x! -l-x +  l = 0 .

Pierwiastki tych dwóch równań s§ wszystkie pierwotne; aby 
więc otrzymać pierwiastki pierwotne równania x10— 1, dość
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jest pomnożyć przez — 1 pierwiastki ostatniego równania 
które staje się

—x3-hx~ — x-t- 1 = 0 .

Ow'oż, to równanie jest wzajemne; więc czynięc x  -+- - = y ,  

będzie
x

— U — 1 = 0 , zkęd y _ l ± v / 3

albo
a ,  2 ir  1 4 -  V 3  . ,  3 r  1 —  v/o2dos— = — —■— i dos— = ------

10 2 10 Z

To dowodzi że istnieje dwa dziesięciokęty foremne, co zrc- 
sztę widać a priori, dziesięciokęt wypukły którego bok jest

4 ( vś- o.

i dziesięciokęt gwiaździsty którego bok równa się

Piętnastok̂ t foremny. Otrzyma się wszystkie pierwiastki, 
pierwotne równania a;15 — 1 = 0 ,  mnożęc, między sobę, po
dwa, cztery pierwiastki pierwotne równania x5 1 = 0  przez
dwa pierwotne równania a-3—1 =  0. Sę więc cztery dwojany 
pierwiastków pierwotnych sprzężonych które daję cztery 
piętnastokęty foremne. I tak, bioręc summę dwóch takich 
pierwiastków sprzężonych, znajdujemy naprzykład

+  V;3 +  V;30 -  0 \ .'i .
1 o j ’

2 2
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1
4

albo

Wyznaczone podobnie boki trzech piętnastokątów gwiaździ­
stych są:

283. U waga. Opierając się na twierdzeniu 
Pierwiastki równania dwumiennego xm — 1 = 0 ,  gdy m jest 

liczbą pierwszą, wyrażają się algebrycznie przez formuły zawiera­
jące same pierwiastniki wskazu m — 1,

dowiedziono że, jeśli m — 1 jest potęgą z 2, czyli jeśli 
liczba pierwsza m równa się 2"-+-1, te pierwiastki przywodzą 
się do kształtu A 4- B \J—1 w którym ilości A i B, zawiera­
jące same tylko pierwiastniki kwadratowe, wykreślają się za 
pomocą liniału i cyrkla.

Ztąd wynika że można wpisać w okrąg wielokąty foremne 
których liczba boków wyraża się przez 2" -t- 1, jeśli ta liczba 
jest pierwsza, jako

Ale dowodzenie powyższych twierdzeń wymaga rozwinięcia 
rachunków, które raczej do algebry wyższej nie do trygono- 
metryi należą; i dlatego ich tutaj nie umieszczamy.

3, 5, 17, 257, 63337, . . .
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284. Za pomocy równań dwumiennych rozwiązuję się ró­
wnania trójmienne kształtu

(1) xim 4- pxm 4- <7 =  O.

Jakoż, to równanie, rozwiązane jako równanie drugiego sto­
pnia, daje

i tym sposobem przywodzi się do rozwiązywania dwóch ró­
wnań dwumiennych

- ^ j  — 9 =  0, ^  +  1 +  ^ - 5 -  =  0 ,

które już znamy.

285. Uważajmy szczególny przypadek w którym spółczyn- 

niki p i q sę liczbami rzeczywistemi, ale ^ <  q ; wtedy

xm — — ^ ±  y / y — q — R (dosa ±  twsta).

Zatem równanie (l) staje się 

(xm — U dosa — Riwsta) (xm — Rdosa 4- IUwsta) =  0
albo

(2) xim — 2Ramdosa4-R 2= :0 .

Pierwiastki równań

af — R (dosa 4- i wsta) =  0, x"‘ — R(dosa — i wsta) =  0
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sę zawarle (269) w formułach

x — Rm ^ 

x  — R~* ^

* 2 kit -4- ct • , 2/i7t —t— zzdos----------- h z wst-------m m

, 2A;tc — a . . 2ftu — n\dos--------- + 1 wsi----------  ,
m  m

w których za k trzeba podstawić m liczb całkowitych po so­
bie idących jakichkolwiek. Owoż, podstawić w drugiej formule 
za k liczby 0, — 1, — 2. — 1) jest to samo co pod-

,  , r>1 / i 2A« +  « t 2Atc -4- a\ .stawie w formule Rm dos-------------1 w st----------  za h\  m m J
liczby 0, 1, 2, . . .  (m—i); więc wszystkie 2m pierwiastków 
równania trójmiennego

xim — 2Rajn dosa -4- R* =  0 

sę dane przez formułę

u ( a ^zc =  Rm dos----- . . 2 kit -4- a\: iwst--------- | ,

w której za k trzeba podstawić m całkowitych po sobie idę- 
cych jakichkolwiek.

TWIERDZENIU MOAWRA I kOTESA (*).

286. Na mocy tego co poprzedza, dzielniki pierwszego sto­
pnia dwumianów

xm — R(dosa -(- zwsta) i xm— R(dosa — zwsta)

(*) Moivre i Cotf.s spółcześni rodacy Newtona, przy końcu  w ieku xvn 
i na poczęlku xvnr.
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n - l A 2liiz +  a . , 2 ^ 4 - ax  — n m dos---------- -t- i wst-------

n -  (A 2for ■ x — R™ dos- m ■ i wst 2  kr.

m

w których k  bierze m wartości 0 ,1 , 2, ... m — d.
Owoż wieloczyn dzielników które odpowiedaję tej samej 

wartości k  daje trój mian rzeczywisty di ugiego stopnia

y? _  2R.mxdos 2 kr. ■ 4- R”

więc, wieloczyn wszystkich trójmianów otrzymanych kładęc 
za k  wartości 0, d, 2 , ... m—1, który to wieloczyn oznaczamy 
przez

nl = m - l  /  1 ZkTt +  Cl[a:5 — 2Rm;rdos---------
is=o \ m

jest równy wieloczynowi dwóch uważanych dwumianów

[ar” — R(dosa 4- i wsta)] [xm— R(dosa — t wsta)] 
_  xim _  2Ra?*dosa 4- R2.

Mamy więc tosamość

n[* =  m —1
1=0 xi — 2R "‘jrdos--" +  a ■ 

m r «ł )

— x -m — dosa 4- R2,

która daje wszystkie dzielniki drugiego stopnia trójmianu

x-m — 2Ramdosa 4- R2.
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Żeby mieć także wszystkie dzielniki drugiego stopnia trój- 
mianu

x ,jm +  2R£”‘dosa 4- R2, 

dość jest uważać że ten trójmian można pisać 

xim — 2Ra,m dos (it 4- a) 4- R2;

więc, zamieniając a na i 4 - «  w ostatniej tosamości, znaj­
dujemy drugą tosamość

342

] £  (*■ _  2 R i z d o s B ± ± L ± £  +  B i)

=  x2m 4- 2Rx™ dosa 4- R2, 
która daje żądane dzielniki

Pierwsze i drugie dzielniki przedstawiają się geometrycznie. 
Żeby znaleźć ich wyrażenie, trzeba najpierwej, dla jednorodno­
ści, uczynić R =  rm; tym sposobem dwie powyższe formuły 
stają się

(1 )

=  x 2m — 2rmxm dosa 4- r2m.

nr x2 — 2nrdos 2/ct. ■
m 4- r

(2)

— xim 4- 2rm.rm dosa 4- r?ra.
Niech będzie teraz okrąg O promienia r, podzielony na 2m

części równych w punktach 
A0, A„ A2 Aj*, Asfc+i; wy­
znaczmy, począwszy od A0,
łuk A0B =  —, i na pro_ 

m
mieniu OB weźmy długość 
OP = x m, po czem połącz - 
my'punkt PJze wszystkie-
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mi punktami podziałów. Trójkąty POA2/,, POA2lt+1 daj?

PA\4 =  a3 — 2 rx dos—~ +  a +  r9,
m

PAW , =  2  rx d o s ^ i ± i h ± £  +  r9;
m

Więc, na mocy formuł (1) i (2), będzie 

PA*0. PA3, . PA\ •. • PA2„,_2 =  xim — <2.i'mxm dosa -4- rim, 

PA3, • PA*, • 1W5...  PA a,,-, =  x-m 4- 2r"'xm dosa 4 -  rim.

To dowodzi że trójmian xim — 2rm x m dosa 4 - rlm 
jest równy wieloczynowi kwadratów odległości punktu P 
od punktów rzędu parzystego A0, A,, A4 . . .  , a zaś trójmian 

’±rmxn Aom 4 - rim równy wieloczynowi kwadratów 
odległości tego samego punktu P od punktów rzędu niepa­
rzystego A,, A„ A5,..

Te dwa równania stanowi? twierdzenie Moawra.

2 8 7 .  Gdy k?t a  jest zero, punkt P. leży na promieniu OA0; 
wtedy obie drugie strony powyższych równań s? kwadratami 
zupełnemi; zatem

xm — rm =  ± P A 0.PAs.PA4 . . .

x"' +  rm =  PA,. PA3. PA, . . .

Na tych  dw óch  rów naniach  zależy tw ierdzen ie Kotesa [Co- 
łes).  W pierwszem  rów naniu trzeba w zi?ć znak 4-  albo —  
w ed łu g  jak punkt P znajduje się zew nętrz albo w e w nętrz  

okręgu.

ROZWIĄZYWANIE RÓWNAŃ TRZECIEGO STOPNIA

2 8 8 ,  Niech będzió równanie zupełne trzeciego stopnia
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mające spółczynniki a, b, c rzeczywiste. Jeśli zastąpimy x 

przez x  — , przywiedziemy to równanie do kształtu
O

(1) x3+ p x -b q  — 0;

w którym litery p i q oznaczają ilości rzeczywiste jakiekol­
wiek, dodatne albo odjemne.

Szukając pierwiastków tego równania, uczyńmy

x  — y - ł- z ,
będzie

y% +  z3+{3yz -+- p){y z) +  q —  0.

A ponieważ dwie niewiadome y i z są związane jednem 
tylko równaniem, można jeszcze rozporządzić jedną z nich 
czyniąc

3yz +  p =  0;

tym sposobem mamy do rozwiązywania dwa równania

(2) yz =  — |* i y3-hz3 =  — q.

Widzimy zaraz że y3 i z3 są pierwiastkami równania dru­
giego stopnia

f b °
które daje

! + \
/ ? ’ , f
/ 4 27

£  4 /V  . P3
2 '/ 4  27

Rozwiązując te równania dwumienne, znalezionoby trzy 
wartości dla y  i trzy wartości dla z; coby dało dziewięć war­
tości dla x \  gdy tymczasem równanie (I), trzeciego stopnia,
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nie może mieć więcej niż trzy pierwiastki. Ten zbytek warto­
ści pochodzi ztąd że, zamiast równań (2), rozwiązaliśmy układ

Tak działając, otrzymujemy dla y  i z nietylko te wartości 
które zadość czynią układowi (2), ale jeszcze i takie które mu 
są obce i sprawdzaj? tylko ostatnie dwa równania.

Aby rozeznać prawdziwe wartości od obcych, uważajmy że,

na mocy warunku yz — —j j , trzeba dodawać, dla utworze­

nia pierwiastku x, te tylko wartości y  i z których wie- 
loczyn jest rzeczywisty. Co właśnie zrobimy, rozróżniając trzy 
możebne założenia dotyczące wartości 1/,  z3 danych przez 
formuły (3).

1°. Przypuśćmy najpierwej

Ta nierówność pokazuje że p jest odjemne, i wartości y’, 
są urojone; zatem, w równaniach (3) można uczynić

j  +  —  ~  rswst*a i r  dos*

co daje

W

Za pomocą tych dwóch ilości, przekształcamy równania (3) 
na dwa inne

y* =  r(dosa-f-twsta)

«s =  r (dosa — i wsta),
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i z nich dopiero wywodzimy wartości

II . . 2 lin  -4- a \

V 3 •* /
U II ^ 

1 (  .  2A*ir -4- a

r s 3
' . . 2 # ir  - t-  a \

n v s t  3  •

mające część urojoną wydatną której równania (3) nic wy­
kazują.

Żeby teraz mieć wieloczyn yz rzeczywisty, trzeba kombino­
wać między sobą pierwiastki sprzężone, odpowiedające tej 
samej wartości dla k ; tym sposobem część urojona znika, i 
zostaje

ar =  2y/rdos— ------

Ztąd, podstawiając za k wartości 0, i , 2, otrzymujemy trzy 
pierwiastki równania (1),

2 ^ d o s | , 2 ^ d o s 2^ a , 2^rdos4^ a ,

albo

V = r d o s i ’

Więc, gdy ilość (^ \  +  jest odjemna, równanie

a? +j/X  -+ -^= 0  ma wszystkie trzy pierwiastki rzeczywiste i 
nierówne. Te pierwiastki są wyrachowalne przez logarytmy.

2° Gdy =  0, równanie ma dwa pierwiastki ró­

wne; bo ten przypadek tem się tylko różni od poprzedzającego 
że w nim, na mocy równań (4), argument a jest zero; co 
właśnie czyni dwa ostatnie pierwiastki równe.
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3°. Gdy >  0, drugie strony równań (2) s? rze­

czywiste; oznaczając przez A i B dwie wartości rzeczywi­
ste y i z które zadość czyni? tym równaniom, będzie

X-\J

Jeśli teraz nazwiemy j  jeden z pierwiastków sześciennych 
urojonych jedności, drugi będzie f  (274), i wartości niewia­
domych y  i z wyraź? się przez

A, A j, A /  i B, B/, B / .

A ponieważ wartości dla y i z powinny czynić wieloczyn 
yz rzeczywisty, s? tylko trzy możebne summy tych wartości 
które daj? x, to jest

A +  B, Aj +  B f ,  V + B / ;

zt?d, podstawiaj?c za j  i j i ich wartości

—l_+/y^ Vi _  — 1 — i\fi
J c)  ̂ J 2 '

otrzymujemy
a i n A +  B . . A — B /—A - t - B , ------

Więc, gdy ilość jest dodatna, równanie

x* + p x  +  q =  0 ma tylko jeden pierwiastek rzeczyioisly i dwa 
urojone.

Nie trudno, za pomoc? k?ta posiłkowego, wyrachować przez 
logarytmy pierwiastek rzeczywisty i spółczynnik ilości i; trzeba
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tylko rozróżnić dwa przypadki, p dodatne i p odjemne.

1°. Jeśli p <  0, ponieważ z założenia można

uczynić

\ Ę Ź .= %  WSto>.V 27 2

Podstawiając tę wartość, będzie najpierwej

A =  +  |dosw =  y / — ? wst! i  h

B = y / ~ 2 ~ — | dos“ = y / — * dos,| “ 5

po czem, zastępujęc y przez jego wartość

otrzymamy

Weźmy teraz kęt posiłkowy ? taki żeby

-w ,

1 stycp i B =  y —̂  dot?;

sty < p =  W s t y i o

będziemy mieli

f ■

zatem znalezione pierwiastki równania wyrażę się przez 

\ j~ ~ -  (sty? -+- dot?),

— £ \ f ^  (sty? +  dot?) ±  i  yJZTp (Sty? — dot?).
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albo

wst2®
- > / ?

wst2<3> =  l V—v— p dot2®.

Te wartości, jako widzimy, łatwo się wyrachuję za pomoc? 
logarytmów.

2°. Jeśli p  >  0, uczyńmy

I K sl^
będzie najpierwej

A = v 7 = i 9 + _ j _ = v y ^ iV  2 2dosw V  dosw

B = V ^ - 2 d k : = V :
■<7dos3Jw _ 

dosw ’

po czem, zastępujęc q przez jego wartość y  

przychodzi

A= v W sty ! w’ 1 b = ~ \ Ą  \ / d ó t p -

Bioręc ten sam k?t posiłkowy 9 co poprzednio, mamy

więc uważane pierwiastki równania przedstawiaj? się przez 

\ / |  'slytp —  d ot® ),

I S / I  (dot? ~  (sty ? +  dot )̂
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—  2
¢ .

|dot2:f ± jy]p
wst2?

Te wartości sę także wyrachowalne przez logarytmy.

Uwaga. Rozwiązując układ (3) algebrycznie i rozumując 
jako w 3°, otrzymuje się zaraz trzy pierwiastki równania 
x3 -t- px  +  q —  O, to jest:

Te trzy pierwiastki zawieraję się w jednej formule. Jakoż, 
uważajmy że bioręc za y każdę z wartości pierwszego pier-

—pwiastnika, mamy dla z odpowiedajęcę wartość więc
ó'J

wszystkie trzy pierwiastki zadanego równania sę przedstawio­
ne, bez żadnej wątpliwości, przez formułę

W której pierwiastnik sześcienny ma trzy wartości.

289. Uwaga. Te formuły ('), jakkolwiek ważne teorycznie, nie sądogo-

(*) Znaleziona w r. 1534 przez matematyka włoskiego Tartagi.U, 
a podstępnie ogłoszona przez jego spólczesnego ziomka Kar dana (Gardan).
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dne w zastosowaniu, z przyczyny dwóch pierwiastników położonych jeden 
na drugim; a co gorsza jeszcze, gdy równanie ma wszystkie pierwiastki 
rzeczywiste, wtedy właśnie formuły daj? je wszystkie trzy w kształcie 
urojonym. Jest więc niedorzeczność, któraby się usunęła gdyby można 
było zawsze wyciągnąć algebrycznie pierwiastek sześcienny z dwumianu

-j- , tak żeby część urojona została oddzielona od rze-

q2 pZ
czywistej w przypadku - f  - ̂  <  0. Czego dotąd zrobić nie potrafio­

no, i ten przypadek nazwano niezredukownym. Wprowadzenie ilości 
moduł i argument znosi całą trudność, i poprawia główną wadę powyż­
szych formuł.

Gdy jeden z pierwiastków równania x3 px Ą-q =  0 jest spólmier-
— (! /flf*

ny, wtedy dwumian  ̂ +  V  4 "r 127 ^  sztócianem zuPeinł'm- 
Jakoż, nazywając a ten pierwiastek, mamy

a3 +  p a + g  =  0, zkąd — g =  a(a2+ p ) ;

zatem

£
4

albo

p3 S»7<z2 {a'-+p)2 +  4p3 /  3as +  4p \ /  3a2 +  p \  3 
27 — 4.27 \  3 ) \  0 )

>/g! +  P l ^ ? a i+ J ? V/q»+ iP .V 4 ^27 (i V ^ 34  1 27  6

Podstawiając te wartości, znajdziemy

. / a 3 -j- po , 3a2 +  p . /„ ,  , 4p _  a 1, , 4p .
V  2 ć \ / a + T - 2 + 2 V a + T

co łatwo sprawdzić można.

Więc

Przykład
«3 — 2 icc-}-10 =  0*
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Stosując powyższy rachunek, otrzymujemy 

więc

* =  (2 4- +  (2 -  \ l ~ ż ) =  i  •

Daliśmy len przykład jedynie dla pokazania możebności rozwiązywania 
równań trzeciego stopnia, nie zaś jako sposób wyznaczenia pierwiastku 
spólmiei nego, bo ten pierwiastek znajduje się poprostu za pomocą teoryi 
pierwiastków spólmiernych.

FORMUŁA MOAWRA.

290. Podnosząc do potęgi mlei ilość urojonę dosa-t-i wsta 
której modułem jest jedność, ctrzymyjemy ważne równa­
nie (265)

(1) (doso +  ńvsta)m — doswia -+- iwstma.

znane pod nazwiskiem formuły Moawra.
Ta formuła, na mocy wiadomego prawidła potęg, jest praw­

dziwa na wykładnik m całkowity albo ułamkowy, dodatny 
albo odjemny, byle brano sarnę jednę wartość liczebnę pier- 
wiastnika w przypadku wykładnika ułamkowego.

Jeśli chcemy mieć formulę ogólnę na potęgę ułamkowę, 
uważajmy że równanie

(2) |^dosa -t- 2'wst«'j~ — dos—  +  f w s t ^ ,

prawdziwe dla samej wartości liczebnej pierwiastnika, prze­
staje być dokładne ogólnie; albowiem jego druga strona przed­
stawia jednę tylko z n wartości strony pierwszej. Żeby więc 
przedstawiała wszystkie n wartości, trzeba ję pomnożyć



, 2kiz , ■ ,2A"it , . . . , przez dos— +  iwst— , to jest pisać n n

[ ,  , \ -  l An ma . m a \f ,  2kit .2kit\dosa -t- iwsta | n =  dos-----h ewst—  dos----- b iwst— I ,
\ /  \  n n j \  n n )
albo

(3) * (dosa 4- i wsta')» =  dos—' +  i w s t .
\  ) n n

Otóż ogólna formuła Moawra na wykładnik jakikolwiek rze­
czywisty.

Użycie formuły Moawra w przypadku wykładnika ułamko-
f f l  m

wego — wymaga pewnej ostrożności. Symbol A» oznacza

zwykle że trzeba najpierwej podnieść ilość A do potęgi mtei 
i potem z wyniku wycięgnęć pierwiastek m  . Wzięta w tern

m
znaczeniu potęga ułamkowa A’1, jako pierwiastnik wskazu n, 
musi mieć n wartości; dlatego właśnie nie wolno uproszczać

, f f l

wykładnika — • Z tern zastrzeżeniem formuła (3) jest dokła­

dna i ogólna.
m

Ale wyrażenie An może także pochodzić ztęd że najpier­
wej wyciągnięto pierwiastek n z ilości A, a potem podnic-

. m
siono wynik do potęgi m‘°i; co daje (y A)m= A ~ . Tak uwa-

m

żana potęga ułamkowa A’“ nie jest ta sama co poprzednia.

Albowiem, jako wiadomo z algebry, gdy wykładnik -  może
n

się uprościć i zamienić na ułamek niezredukowny wtedy

m
potęga A” wzięta w drugiem znaczeniu, ma tylko q war-

23
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tośei. Więc, w tym przypadku, chcęc użyć formuły Moawra,
771trzeba najpierwej przywieśdź wykładnik — do najprostszego 

kształtu, i dopiero zastosować formułę, to jest pisać

(dosa-Mwsta\« =  (dosa-t-iwsta\

=  d o P i± 2 ^  +  l-wstE +  2 ł!. 
9 9

, ui ,
Rozumie się samo z siebie że, gdy wykładnik -  jest me-

zredukowny, potęgi ułamkowe obydwóch znaczeń maję te 
same wartości, to jest

m
( ^  =  ^ =  A - ‘

Więc, jeśli m i n sę pierwsze między sobę, wyrażenia

dosm { a  +  2  fot) +  .

, ma +  2 fot . ,ma +  2fotdos-------------1- 1  wst-----------

sa zupełnie równowarte

MNOŻENIE ŁUKÓW.

291. Formuła Moawra daje sposób wyrażenia dostawy 
i wstawy wielownikow łuku w funkcyi potęg dostawy i wstawy 
tego łuku, to jest daje wartości dos ma i wstma wyrażone 
przez potęgi dosa i wst a; dość tylko rozwinęć potęgę ml« 
dwumianu dosa +  ńvsta, i porównać części rzeczywiste oby­
dwóch stron między sobę, i części urojone także między sobę.
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Jakoż,
dosma -+- i wstma =  (dosa -+- ńvsta)m

f wst3ados®~3a -ł- . . .

więc,

(I) d ósma =  dos'"a — ^"l 1 ̂  ws L-a dos’ 1 . J

m (m— i )(m—2) (m—3) 
i . 2 . 3 . i wstla dosm—4a . . .

(2) wstma= —■wsta dosm—’a — — ——wsl*adosm-<a

W tych dwóch równaniach wyrazy drugiej strony sę wszys­
tkie stopnia m.

Trzeba uważać że dosma, zawierając same potęgi parzyste 
wstawy, może się wyrazić w funkcyi stosunkowej z dosa, ma­
jącej wszystkie wyrazy jednakowej parzystości; nadto, dosma 
gdy m jest parzyste, i wstma gdy m jest nieparzyste, wy­
rażają się obie w funkcyi stosunkowej wsta, majęcej wszystkie 
wyrazy jednakowej parzystości.

292. Uwaga. Jeśli w formule

m(m—1 ).. .(m—4)
1.2.3,4.3 wst8a dos®-3 a

dosma -4- i wstma =  (dosa ■+- i wsta)® 

zamienimy a na — a, będzie

dosma — i wstma =  (dosa — i wsta)®
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Ztćid wynikają dwie formuły niekiedy użyteczne

Ąosma (dosa+f wsta)m+(dosa—i wsta)"
2

wstma _ (dosa-M wsta)m—(dosa—i vvs taV" -

293. Dzieląc stronami równanie (2) przez (l), otrzymujemy 
formułę

m . m(m—1 ){m—2) , ,7 st, a -  ,  * 3 ' * < * + . . .

która wyraża styma w funkcyi stosunkowej stya.

DZIELENIE ŁUKÓW.

Formuły (1) i (2) daję. ogólne rozwiązanie zagadnień dzie­
lenia łuków którem się teraz zajmiemy.

294. Znaleić dos—, znajac dosa- m

Jeśli w formule (1) zamienimy najpierwej a na i po­

tem zastąpimy dos£> wst— przez x, \l\ —J ,  otrzymamy 

równanie
(ł) f (x )— dosa =  0

w którem f(x) oznacza wielomian stosunkowy całkowity 
stopnia m, złożony z wyrazów jednakowej parzystości, to 
jest kształtu k x m +  Br”1-2 -+- -t- ...

Można dowieśdź a priori że zagadnienie ma ogólnie m roz­



wiązań. Jakoż, luki odpowiadające danej dosa są 2/m -+- 
i 2kr. — a; biorąc cześć każdego z nich, tworzymy dwa 
wielokąty foremne mające m boków; te wielokąty są syme­

tryczne względem średnicy AA', więc dos^ ma m warto­

ści rzeczywistych i ogólnie różnych.
Nadto, summa wszystkich wartości, czyli summa pierwias­

tków równania,^est zero (70). A jeśli m jest parzyste, wierz­
chołki każdego z dwóch wielokątów są, po dwa, średnicowo

przeciwne : więc wartości dos^- są równe i znaków przeci­

wnych ; czego właśnie dowodzi samo równanie, które w tym 
razie zawiera tylko potęgi parzyste niewiadomej.

295. Uważajmy szczególny przypadek w którym dosa =  l;  
co przywodzi równanie (1) do
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(2) f{x) — 4 =  0;

wtedy a =  0, 
formułę

i pierwiastki równania (2) otrzymują się przez

, 2k~ x —  dos—  m i

kładąc za k wartości 0, 1, 2, 3, . . .  m — 4.
Pierwszy pierwiastek jest -+- 1 ; co do innych, zobaczmy 

najpierwej czy one są wszystkie różne. Owoż, żeby dwie do­
stawy, odpowiedające wartościom k i k', były równe, trzeba 
i dość jest żeby summa łuków równała się okręgowi, to jest 
powinno być

2/flt 2A'ir „ , , , ,,z-----1- ---- =  2it; zkąd k-\-k= m .
ni m

Ale k < k' , więc k < ~ •

Ta nierówność pokazuje że równanie (2) posiada m  —  i

2
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wi — 2albo —7—— pierwiastków podwójnych, według jak m jest 
~2*

nieparzyste albo parzyste.
1°. Przypuśćmy najpierwej m parzyste. W tem założeniu 

równanie (2) ma wszystkie pierwiastki równe i znaków prze­
ciwnych ; dwa są pojedyncze ±  1 odpowiedające wartoś-

171ciom 0 i — • dla Ic, wszystkie inne są podwójne.
-  .

Uczyńmy x* —  z, równanie (2) stanie się 

P(i) — j = 0 .

Teraz, jeśli m —  2(2,un-l), pierwiastki podwójne będą za­
warte w równaniu

wyznaczymy więc te pierwiastki rozwiązując równanie
771 ~ 9o(z) =  0 które jest stopnia —

A jeśli m =  4(/., rówmanie f(x ) — 1 = 0  ma dwa pierwia­

stki równe zero, odpowiedające wartościom / f = — i k = — ;4 4
wtedy

F (-- )- !  
s(z — 1)

i pierwiastki podwójno różne od zera, wyznaczą się rozwiązu­

jąc równanie ®(s) =  0 które będzie stopnia m — 4 
4

2°. Przypuśćmy powtóre m nieparzyste. W tem drugiem 
założeniu, równanie f(x ) — 1 = 0  ma jeden tylko pierwia­
stek pojedynczy -+-1, a wszystkie inne podwójne i zawarte 
w równaniu

m - i
X — 1 = 9(xy.



Można je znaleźć rozwiązując równanie cp (x) =  0 które jest
jT 2 __ |  >

stopnia —- — . Ale, zważając że te pierwiastki wielowno 

wywodzą się z formuły
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A# =  dos—m

przez podstawienie za k wartości 1, 2, 3 m— 1
2 5

widzimy zaraz że one są połowami pierwiastków równania 
wzajemnego <p(y), któreśmy wskazali w n° 27ł; to zaś ró- 
wnanie otrzymuje się łatwiej niż powyższe.

296. Uważamy jeszcze drugi przypadek szczególny 
dosa — 1, który daj e równanie

(3) A*)-m =  0;

wtedy a =  -, i pierwiastki tego równania otrzymują się przez 
formułę

,  it  +  2 fcrx = d o s --------- ,
m

kładąc za k wartości O, 1, 2, 3, . . .  m — 1.
Przypuszczając najpiorwej m parzyste, i rozumując jako 

w przypadku poprzedzającym, łatwo spostrzegamy że pier­
wiastki równania (3) są równe i znaków przeciwnych, 
a wszystkie są podwójne. Więc, jeśli m — Ąu, otrzyma się

te pierwiastki rozwiązując równanie stopnia ™; jeśli zaś 

m — 2(2[A +  ł), równanie (3) ma jeden pierwiastek pojedyn­
czy — 1 odpowicdający wartości k =  —— wszystkie 

inne s$ podwójne i zawarte w równaniu

/ ^ ) + 1
X  -+- i‘
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Otrzymuje się te ostatnie, rozwiązując równanie tp(̂ ) =  0 

które jest stopnia — •

297. Znaleźć wsi—, znajac ivsta. m

Jeśli w formule (2) nru29l zamienimy a na —, i zasta-
TU

pimy potem w st^, dos^- przez a;, yj{ _ x\  otrzymamy, 

jeśli m jest nieparzyste, równanie

(1) f[x)— wsta =  0

w klórem f[x) oznacza wielomian stosunkowy i całkowity 
stopnia m, mający wszystkie wyrazy stopnia nieparzystego. 
Ale, jeśli m jest parzyste, znajdziemy równanie

v'l — x* f(x) — wsta =  0 ,

w którem f(x) znaczy wielomian stopnia m — \ takiego sa­
mego składu jak poprzedzający. Podnosząc do kwadratu obie 
strony, będziemy mieli równanie stopnia 2m

(t — x-) f ( x f  — wst5a =  0,

K tó re  możemy zniżyć do stopnia m kładąc x'-= z.
Widzimy tedy że dane zagadnienie ma m albo 2ni rozwią­

zań, według jak m jest nieparzyste albo parzyste.
Do tych wyników łatwo się dochodzi geometrycznie. Jakoż, 

łuki mające daną wsta są 2^-4 -a  i (2A -M )tc— a; więc 
otrzymamy wartość x  przez formuły

x  — wst 2 kr. ■
m i x =  wsi (2&-t-l)tt— «

podstawiając za k wartości 0, ł , 2,3, .. m — i .
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Wsta wy jednej formuły nie mogę być równe; bo różnica 
dwóch łuków tej formuły jest mniejsza od okręgu, a ich summa, 
zawierając łuk jakikolwiek a, nie może być ogólnie wielowni- 
kiem półokręgu.

Zobaczmy teraz czy wstawy dwóch formuł mogę być równe.

Owoż, różnica dwóch łuków - - --1- a i — -  — "----- ,m m
zawierając a jakiekolwiek, nie jest wielownikiem okręgu; 
żeby zaś ich summa była nieparzystym wielownikiem pół­
okręgu, trzebaby

2 (k +  k') 1 =  (2n ■+- l )m ,

co wymaga żeby m było nieparzyste. Więc niewiadoma x  
ma m albo 2m wartości rzeczywistych, według jak m jest 
nieparzyste albo parzyste. Dodajemy jeszcze, jako przedstawie­
nie geometryczne, że, biorąc ml* część każdego z łuków odpo- 
wiedających danej wstawię, tworzy się dwa wielokąty foremne 
mające m boków. Gdy m jest nieparzyste, te wielokąty są

symetryczne względem średnicy BB', i dlatego wst— ma tyl­
ni

ko m wartości; a gdy m jest parzyste, owe wielokąty nie są 
symetryczne, ale wierzchołki każdego są po dwa średnicowo 
przeciwne, i dlatego wstawa ma wtedy 2m wartości które są 
równe i znaków przeciwnych.

Możnaby teraz szukać w st£ , gdy wsta= ±  1; ale, po

tern cośmy w poprzedzającem zagadnieniu powiedzieli, to po­
szukiwanie nie potrzebuje już żadnych wyjaśnień.

Uwaga. Formuły (i) i (2) n» 291 pokazują że wyznaczenie

dos- wfunkcyi wsta zależy od równania stopnia 2m: a zaś rn

wyznaczenie w st^ w funkcyi dosa zależy od równania sto­

pnia m albo 2m według jak m jest parzyste albo nieparzyste.
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298. Znaleźć sty— znając sty a, To zagadnienie ma za­

wsze m rozwiązań. Jakoż, czyniąc sty — = 'x  i stya =  b, 

z formuły (3) numeru 293 wywodzimy równanie stopnia m

b\ {■ m[m—ł)
m ■ H r

m{m—l)(m—2)
O l  *

którego wszystkie pierwiastki są rzeczywiste.
I w samej rzeczy, danej sty a odpowiedają łuki kit-h a; 

biorąc część każdego z nich, mamy łuki zawarte w for­

mule --. Owoż, ostatnie łuki są zakończone na wierz- m
chołkach wielokąta foremnego mającego 2m boków, a te 
wierzchołki są po dwa średnicowo przeciwległe; więc istnieje

dla sty różnych m wartości, które są właśnie pierwiast­

kami powyższego równania.

Te pierwiastki posiadają znamienitą własność, są funkcyą 
stosunkową jeden drugiego. I tak,

, TCx  -t- sty—, a . , t + *  m# =  sty— . a;— sty------— ---------------
m m , . tc ’i  — a;stv—* m

padobnie
, 2ir„ x  ■+■ sty—» , a 2tc J m .x  =  sty--------= ------------ —; etc.m 1 — #sty 2tc

Więc, gdy jeden z pierwiastków jest wiadomy, wszystkie 
inne wywodzą się z niego stosunkowo i w tym samym kształcie.

299. Uwaga. Można zawsze sprowadzić dzielenie łuków do 
dzielenia przez liczby pierwsze. Niech będzie na przykład



m =  pq, i przypuśćmy że znając dosa chcemy znaleźć dos~-

Uczyńmy ar=dos—=  dos— i y = d o s - , niewiadoma po- 
J J m Vi P

siłkowa y  będzie dana przez równanie stopnia p

dosa =  Ayr -4- A?iyp—: -t- A,,yp~ :' 4- . . .

a następnie niewiadoma x  przez równanie stopnia q 

y =  Bxi -t- ■

Każda z p  wartości y  da q wartości dla x.

300. Związek między dwiema liniami trygonometrycznemi 
dwóch łuków spółmiernych a i b. Niech będzie a—mu i b=na, 
oznaczając przez m i n dwie całkowite pierwsze między sobą. 
Przypuśćmy na przykład że chcemy mieć związek między 
dosa i dosó. Znajoma formuła daje

dosna =  dosmrta =  dos"a — — — —dosn_sawst,a +  . . .1.2

óosmb — doswma =  dosm6 — rn 1) dosm~8 b  wst*6 +  . . .1.2

Ztąd, odciągając, otrzymujemy równanio

O =  dos"a— —̂ dos"—Sawst8a +  . . .1.2

— dosmA -+- —lidos”1-2i  wst8 i  — . . .1.2

które jest stopnia n dla dosa i stopnia m dla dos6.

Przykład. Znojąc icsta znaleźć wst®.

Równanie które daje wst- = x  w funkcyi wsta =  b, jest 

b =  ± x \ l l  — ^ [ 0 ( 4  — x* f  —  2(k'8(l Gxi ]
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albo
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l) — ± 2x \ll - ^ ( 1 6 ^ - 1 6 ^  +  3).

Jeśli podniesiemy do kwadratu, znajdziemy równanie dwu­
nastego stopnia

10241» — 3072210 +  3436^8 — 179226 -ł- 420xl — 3Gx2 -1 /-  =  0

które się przywodzi do równania stopnia szóstego.

Ale, uważając że dzielnik 6 = 2 .3 , uczyńmy w st| =  y

i w st^= x . Na mocy przytoczonej powyżej formuły, mamy 

6 =  3y(l — ys) — y3
albo

W  — 3y -f- 6 =  0;

a następnie

albo
y =  ± 2x \ ll —ai*

42* — Ax2 -+- ys =  0 ;

Tym sposobem, rozwiązywanie zagadnienia przywodzi się 
do rozwiązywania dwóch równań, z których jedno jest stopnia 
trzeciego a drugie d wukwad rato we.

Można było otrzymać a priori dwa ostatnie równania.
Jakoż, jeśli w równaniu

6 =  ±  2-e Vl — x! (162* — 462* 4- 3) =  0 , 

uczynimy ± 2 2  \Jl—x‘= y ,  będzie

42* — 4®* •+- y -  =  0 ;

. a nakoniec

6 =  y( 3 — 4 ys) albo Ay1— 3y-t-6 =  0.
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Wyrażenie roTgG wstma i dosma, w funkcyi uni j ne j  wstaw

I DOSTAW WIELOWNIKÓW LUKD <J.

301 . Takie wyrażenia stanowią zagadnienie odwrotne tego 
które formuła Moawra rozwiązuje.

Niech będ? równania

(1) dosa +  i\vsta=:u, dosfl — iwsta =  t; ,

które daj§
2mdosma =  (u 4- v)m, 2*emwstma =  (u — v)m.

zk§d, rozwijając, wynika

albo, gromadząc wyrazy równo oddalone od skrajnych,

m(m — 1)
TTs

!m 3 o3 4 -___ i- —uv'
1

1 1 2

(3) 2"*fm wstma =  (u”‘ ±  vm) — rnuv(um- * ± v m~3)

4- m /̂>l ^  U* V1 ±  Vm~'>) — . .
4 9  ' '

znak 4- albo — wedługjak m jest parzyste albo nieparzyste.



Owoż, oznaczając przez k liczbę całkowity, równania (i) 
daję:

u1 4- w* =  2doska, uk — «* =  2iwalka,
więc, >

1°, jeśli m jest parzyste, zważając że rozwinięcia (2) i (3)' 
maję tylko jeden wyraz środkowy, będzie

(4) 2m_1dosma =  dosrna 4 -^dos(m — 2)«
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m[m--- |2dos(»z—4)a 4- . . .  4- -
1.2 v ‘ 2

^ ( ^ - 1 ) . . . ^ 4 - 1 ^

1 2 ™ ' 2

(5) 2m~‘ (—l)7 wstma =  dosma — y  dos (m — 2)a

m(m —1 ) . . . ( ^ 4 - 1 ^  
4— \  dos(m—4)a— K ..4-(—l)ł  ---------------- -̂----------

1.2 1 2 -2

2°, jeśli ra jest nieparzyste, rozwinięcia (2) i (3) maję dwa 
wyrazy środkowe i daję

(6) 2m-tdosma=dosrna 4-^dos(?w—2)« 
1

m[m—1) 
1.2

dos(m — 4) 4- . .. 4-
m{m — 1) . m — 3

1 .2 ...
m—1

dosfl

____  nrjn
(7) 2m-I(—1) 8 wslma =  wstma — — wst(zn — 2) a

1

4- WSt [ m  — 4) — 4- . ..

4 - ( -1 )8.
,wz(m— 1) .. 1114-3

2

1 . 2 . .. m  —  1
■ wsta.

2



Widzimy tedy że dos”‘a wyraża się zawsze przez funkcyę 
linijnę. dostaw wielowników łuku; a zaś wst”‘a wyraża się przez 
1'unkcyę linijny. dostaw albo wstaw wielowników łuku, według 
jak wykładnik całkowity m jest parzysty albo nieparzysty.
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ROZ WI NI ĘC I A FUNKCYJ D O S #  I W S T X  NA SZE RE GI  

POTĘG ROSNĄCYCH ŁUKU X .

Dowiedziemy najpierwej dwóch przybranych twierdzeń któ­
rych potrzebujemy.

3 0 2 . T wierdzenie I . Granica stosunku X ----- , gdyl . J . o .  . ,H
całkowita n rośnie nieskończenie, jest zero.

Niech będzie k liczba równa x  albo większa od x ; mamy

xM x x x  x x  x  x  
1 .2 .3 .. . n ~  1 '  2 ’ 3 “  ' F  F f T 'F p2 "  ń ’

*C XCzynniki ^ —-, 7—  • • • -  sa ułamkami mniejszemik + 1  k-ł- 2 n
od jedności, a ich liczba jest n — k;
więc

x  x* (  x \ n- ł
1.2.3. . .« <  1 .2. . .  k ‘ \k  -+-1) j

Owoż, liczba n — k może stać się większę od wszelkiej danej,
Xa wiadomo że potęgi rosnęce ułamka ------ maję zero za gra-fi-hi
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303. Twierdzenie II. Granicą potęgi dosm—, gdy rn ro­

śnie nieskończenie, jest jedność.
Wiemy że

d o s £ > l - i i ;  m 2m-
zatem

dos’• -  >  U — — ym ^  \  2 rn1)

Rozwińmy drugg stronę nierówności wedle ustawy dwu­
mianu, będzie

X
- >  1
m

m X 1 m{m — 1)

i 27712 ^ 1 . 2  2 ¾ 4

rn{m —■ i ) . . . ( m  —n-f - 1 )

1 . 2 . . .  n Z n . m , n ~h

Owoż, jeśli m jest dostatecznie wielkie, w tem rozwinięciu 
każdy wyraz jest liczebnie mniejszy od poprzedzającego; albo­
wiem, żeby przejść od wyrazu rzędu n do następującego, 

m—n-t-1 a;2 1 / ,  n — l\a.-2
n 'trzeba mnożyć przez • —  —  (1 ■

2 m* 2 m \n zmr zm \  m 
a ten mnożnik może stać się tak małym jak się podoba; więc, 
piszgc powyższę nierówność jako następuje

dos”*- >  1 -  ~  . m 2 m
m(m—1) w* m(m—1 )(m—2) .y;c

1 .2 -im'' 1.2.3 8«' - • )

widzimy zaraz że dosm — jest większa od ilości i — —m 2m
powiększonej summę liczb dodatnych; zatem

, mx ^  . x- dosm— >  1 — —  . 
m 2 m

Ztęd wynika że dosm— jest zawarta między dwiema



bami 1 i 1 ------ , których różnica —-  maleje aż do ze-2 m 2 m
ra w miarę jak m rośnie aż do nieskończoności; więc

or.dos”* —=  1 gdy m =  cc.0 m
304. Uprzątnąwszy tę trudność, przystępujemy do naszego 

przedmiotu.
Czynięc a = — w formułach (1) i (2) nru2'Jl, możemy 

pisać
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dosj7=dosn —7«[_
, rn[m—1) . t x  m(m—l)(m—2)(m—3)

1.2 1.2.3.4 y m
m(m — 1) . . .  (m — 2 n +  1)

1.2 2 n sty
“ i — -]

. „ x f m  x  m i m  — 1 )(m — 2 )  , , xwstx =  dosm -  -  s ty -----—i— —^ ------- - Sty3 -m Ll m 1.2.3 mm

ł- ' t a ■ ta '--- ——1 sty1*+l — — . . .1* “ /Cl_ . J\ J m <
— — 2»)słvlB+1

1.2 . . . (2n- ł - l )
albo jeszcze w innym kształcie

(1) dosx =  dosm—I 1 — (l — ~ \ (  —  w  ml 1 . 2 \  m) l x

•+- . < L . ( l - l V . . ( l
1 . 2 . . , 2 n \  m )  \

[ sty— , .. /  sty-
#  m  x 3  1 \  /  z

1 £  1.2.3 \  »I/\ £
m

± ___ ^ 1 1 ___ f i - I V . .  U
1 . 2 . . . ( 2 n - f - l )  \  r n )  \  x

m ]
2 4
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Weźmy najpierwej równanie (1), i uważajmy że, aby przejść 
z wyrazu który ma n wyrazów przed sobę do następującego, 
trzeba mnożyć przez

Owoż, 1°, czynięc a = £ ,  przypuśćmy x  stałe a zaś m

. x  
Stymnieskończenie rosnęce. W tern założeniu stosunek ——

m
d§ży do jedności któr§ ma za granicę, gdy in zwiększając się 
przechodzi wszelkę wielkość; albowiem

sty— wst—
g r .— - = g r .  — - ^ x g r ------- = ' l  gdy = * .

-  -  dos£m m m

Zatem

. x

x
m

; oznaczając przez e ilość która jest

tern bliższa zera im m jest większe,

2°, czynniki 1 — — , 1 — ~n ' "■ daża do jedności w mia­łu m

rę jak m rośnie. Więc, jeśli weźmiemy 2« -4- 1 większe od 
x { i  -t-e), co zawsze możebne, cały mnożnik będzie mniej­
szy od jedności, to jest

/  , x'

x 3 /   2 n \  / j  2 n - t - l /  w

j \  ł« / \ m ^  (2n —I- l)s( 2 n - 4 - l ) ( 2 n - ł - 2 ) \

Ztęd wynika że wyrazy nawiasu, poczęwszy od tego który



ma dzielnik 2 n + l, maleją, i tem bardziej dężę do zera im 2n 
jest większe, bioręc zawsze m >  2n.

Wyrazy nawiasu, jako widzimy, sę naprzemian dodatne 
i odjemne. Dla skrócenia oznaczmy te wyrazy przez 
m0, uln, Man+a.., przez S„ summę n pierwszych, a przez S 
summę wszystkich; będzie

S =  SB ■+■ («2n W211 + 2) "+■ («2n+* — Uo„'+6) -+- ...

S =  Sn — («2)1 + 2 — «2)1+0 —

To dowodzi że
S„ <  S <  S„-t-W2„.

Owoż, różnica dwóch liczb między które wpada summa S 
może stać się mniejszę od wszelkiej liczby oznaczonej, gdy m 
i 2n sę przyzwoicie wielkie; więc summa wyrazów nawiasu 
ma pewnę granicę, która się tem mniej różni od S„ im więcej 
wzięto wyrazów. Dla tej przyczyny wyrazy nawiasu stanowię, 
jako się mówi, szereg zbieżny, Zlęd wynika że, jeśli dla wyzna­
czenia przybliżonej wartości dosar, weźmiemy pewnę tylko 
liczbę wyrazów rozwinięcia, blęd popełniony będzie mniejszy 
od wyrazu idęcego po tym na którym poprzestajemy, i będzie 
znaku przeciwnego.
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Więc,

9 oznacza liczbę dodatną mniejszę od jedności.
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Jeśli teraz liczba m rośnie do nieskończoności, ponieważ 

x  ( Sty^gr. dosm—= 1 , gr-l —— ) = 1 ,  a czynniki

\  m
\ 2 2 a  1

1— 1——>... ~~~̂ l—  dężę do jedności, błęd pocho-

» • 0 dzęcy z wyrazów zaniedbanych jest mniejszy od — ------1 • 2>a 2/Z
Ale ostatnia ilość, jeśli weźmiemy n dostatecznie wielkie, 
staje się mniejszę od wszelkiej ilości oznaczonej; więc szereg 
jest zbieżny, i jego summę jest dosar; więcnakoniec

rjrA /v»6
(3) d o s x = l + +  ...

W

Ilozumujęc podobnie, znajdziemy

X  X5wstx =  x  - 1.2.3 ^  1.2.3.4.5 1 .2 .. .6

305. Uwaga. Te dwa szeregi sę zbieżne na wszelkę wartość 
łuku x; ponieważ błęd pochodzęcy z zaniedbania wyrazów 
rozwinięcia jest mniejszy od wyrazu idęcego po tym na któ­
rym się zatrzymano, a ten wyraz jest tem bliższy zera im wię­
cej wzięto wyrazów.

Na mocy lej uwagi szereg (4) daje

w s t x > x - ~ ; więc x  — wstx <  — • o

Bioręc szereg (3), będzie

dosx <  i  -  ~  więc d o s x -  ( l  - | )  <  •

Oba wyniki już nam wiadome.
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ROZWINIĘCIA FUNKCYJ DOS.!' I WST.r NA W1ELOCZYNY.

3 0 6 . Formuły numeru 291 pokazują że, gdy m jest parzy­

sz funkeyami całkowitemi z wst2a;ste, dosma i wstma 
wsta dosa

, . . .  . . . , dosma . wstmaa gdy m jest nieparzyste, to wtedy — —  i sę

funkeyami całkowitemi z wst2a. Rozróżnijmy te dwa przy­
padki.

1°. Gdy m jest parzyste, dosma i odpowiedajęca jej funk- 
cya stajg. się obie zero na każdę wartość łuku a zawartę w for­

mule a _ (2 k ■+- l ) n .
2 m

7ft; co dowodzi że ta funkeya stopnia —

względem wst2a jest podzielna przez dwumiany kształtu 
/  wst2«

(  wst2'

W a l  u  j u a t  j j u u t i c u m  u n i u u i u n j  n o i i t u i u

— -------— a że się przywodzi do jedności na
8 (2«H- 1)tc 1

2 m ]
wsta==0, więc, jeśli za k położymy liczby 0 ,1 ,2 ... — 1 j  5

będziemy mieli tosamość

dosma =  /1
wst2a

wst22 mj

wst2a \

wst2| ^
!Im

wsl2a

Szukajmy tak samo wieloczynu czynników który wyraża

_ wst!”ffl- . Ta ilość i odpowiedajęca jej funkeya, staję się 
wsta dosa

obie zero na każdę wartość łuku a zawarty w formule a=^-"; 

co dowodzi że ta funkeya stopnia ^  — 1 względem wst2a, 

jest podzielna przez dwumiany kształtu /
wst2a \

wst2—m
a ze
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się równa ilości m na wsta =  0 ; więc, podstawiając za k

liczby 1,2, 3 . . .  (1̂  — lV  mamy tosamość \2 /

wstma
wsta dosa

=  m 1 ■ wst2a '

wst2m/

wst2a N

wsta­wi/
... / I- wst2a

w s t ^ " 2! 7! 2 m j

Jeśli teraz zastąpimy a przez —, otrzymamy na rn parzy-m
sle dwie szukane formuły, wyrażone podług wiadomej notacyi,

n:dosa; =

0 )

wstas=mwst—d os—

= ? - « (  4 .
wst2 — m

-  V
/  wst2* '1: |»iII 

II

B

■* K - sm.

a0 o ,  . , . . . , dos?wa . wstma2g. Gdy m jest nieparzyste, wtedy i ——— s§

funkcyami całkowitemi z wst2a. Rozumując jako wyżej, znaj­
dziemy łatwo dwie inne formuły

(2)

dosa; =  dos — m

wsta; =  m wst



Formuły (1) i (2) służą do rozłożenia funkcyj dosx i wste 
na jakąkolwiek skończoną liczbę czynników.

Gdy m =  * ,  drugie strony otrzymanych formuł stają się 
wieloczynami zbieżnemi nieskończonej liczby czynników i 
przedstawiają wartości dosx i wstz; żeby tego dowieśdź, 
przybieramy następujące twierdzenie :

7Z wcf 7»
307. Gdu tuk x  rośnie od 0 do - ,  stosunek —— ma-2 x

leje, a stosunek powiększa się; to jest wy raźniej

wstr wst(x -4- h) . styx sty(a? 4- h)
x  ^  x + h  ' x  ^  x  -i-A ’

przypuszczając że tuki x  i h są oba dodatne i ich summa nie 

przechodzi ^ •

1°. W pierwszej założonej nierówności znieśmy mianowniki, 
i rozwińmy wst(x -+- h) , będzie

[x -+- AJwstar >  x  wstr dos/i 4- a?dosx wst/i;

ta nierówność sprawdza się, bo oczywiście .rwskO^wskcdosA, 
a zaś Awst# >  #dosxwstA z przyczyny że Asty# >  aiwstA.

WStóCJest więcej nawet. Stosunek —— maleje także w drugim

ćwiercianie gdy x  rośnie od £ do z, ponieważ licznik się

zmniejsza a mianownik zwiększa.

2°. Jeśli w drugiej założonej nierówności wyrazimy styczne 
przez wstawy i dostawy, a potem zniesiemy mianowniki, 
będzie

(x  +  h)wstxdos(X'+ h) <  x  wst(;c 4- A)dosx

Z A S T O S O W A N I E  T R G O N O M E T R Y I  DO A L G E B R Y  3 7 5
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albo

(x -+- A)[wst(2x li)— wst/i] <  x[wst(2x-t- A)-t- wstA ], 

zkęd

w7st(2x -+- h) wst/(
2x -+- h ^  h

nierówność dowiedziona przez i°.

Wniosek. Z lego twierdzenia wynika wniosek którego wła­
śnie potrzebujemy :

Gdy tuki x  i x+ h są zawarte między 0 i - ,  wtedy

wstx X
>  — —r >  :

styx
wst(x +  h) x + h  sty(x -t- h)

308. To ustaliwszy, uważajmy że można wzięć całkowitę m

dostatecznie wielka, tak żeby wartość liczebna łuku — była
m

wst—
mniejsza od i żeby m w s t^ = x — < x. Więc,wtem

m
założeniu, jeśli zastępimy stosunek wstaw przez stosunek ich 
łuków, na mocy powyższego wniosku będziemy mieli, co do 
wartości liczebnej, dwie nierówności

d 0 “ < n U ' - ( i r l i W )

bioręc granicę wyższę k stosownę do użytej formuły.

Żeby wiedzieć od czego dosx i wstx sę większe, wyraźmy 
stosunek wstaw przez stosunek stycznych. W tym celu, nazy­
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wając a i p dwa jakiekolwiek Juki koła, mamy widocznie

Je styja(1 t ,p)dossa =  dos’« + 1 ;
t*B sty!8 ' J r \ sty P /

wst1 
wst!p sty*p

zatem

wst!a / .  sty!a\ 
wsfp — V sty2pj dos!a ,

Przekształcając tym sposobem formuły (ł) i (2), znajdziemy

n■ J L l tdos:r=dosm — .  .m JLifeol sty'

. , x  sty2 — m
,5 (2/h -1)tt

2 m

sty*—
wshr =  wisty—dos"1— I I ( 1 --------y-m m i l k l i  i j atsty2—m t

biorąc granicę wyższą k stosowną do uważanej formuły.
W tych dwóch formułach zastąpmy stosunek stycznych przez 

stosunek łuków; na mocy okazanego wniosku i zważając przy-

tem że m dostatecznie wielkie daje wisty—= £ ------> x ,m x
m

będziemy mieli, co do wartości liczebnej, dwie nierówności

d ° — m U < - p ^ v )

Znamy tedy dwie ilości między któremi są zawarte wartości 
dos# i wste.
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Owoż, wiemy że
Xgr.&osm — =  1 gdy m =  oc;

•więc, nazywając 0 i 0, dwie ilości dodatne które się stają zero 
gdy wi =  oo, będzie

w , t e = x a - . j n L ( ‘ - w ) -

Jeśli teraz będziemy powiększali całkowdtę m aż do nie­
skończoności, ilości 6 i 8, będą coraz bardziej dążyły do zera; 
więc, przechodząc do granicy, mamy ostatecznie dwie for­
muły

(3)

dos# —=n::i 4a;8

wstx =  x

( 2 / i + l j

n : , h £

* )

które wyznaczają dosar i wstx przez wieloczyny nieskończo­
nej liczby czynników Unijnych.

309. Z formuł (3), biorąc logarytmy, wywodzimy dwie inne

l dosx =  

l wste =  lx

ED(-^)n / 1——
*=« \  * V

z których, wyrażając logarytmy przez szeregi i sumując, 
otrzymuje się dwa szeregi dostatecznie zbieżne, służące do wy­
rachowania wprost logarytmów dosa;, wsU. Czytelnik znaj­
dzie o tern obszerniejszą wiadomość w: przedmowie do tablic 
K alleta.
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310. Formuła W a l l is a . Jeśli w drugiej formule (3) uczy­

nimy x  =  będzie 
2

2A.2*

zkąd

albo

W

2 i " r l=" / .  I \  TTfc=« (2^-1)(2¾+  1)

n:TZ
9

2k .2k

TZ

9

L k = .  ( 2A - ł ) ( 2A  +  l )

2 2 4 4 6 6 
T ' 3 ‘ 3 ' 3 ’ 5 ' 7

Ta znamienita formuła, którą znalazł angielski matematyk

Walus (XYIIly wiek), daje wartość liczby ^ jako granicę

wieloczynu nieskończonej liczby czynników, naprzemian więk­
szych i mniejszych od jedności.

FUNKCYE KOŁOWE ZMIENNYCH UROJONYCH.

311. Szeregi urojone. Szereg

(1) a0 w,-t-m, w, 4 - . . .

którego wyrazy maję kształt

(1̂ 4- b j  i a, -4- 6,i, -ł- b j , , . .

nazywa się zbieżnym, gdy części rzeczywiste jego wyrazów 
tworzą szereg zbieżny i tak samo spółczynniki ilości i, to jest 
gdy każdy z dwóch szeregów

a0 -f- a, 4-¾ 4 - . . .  fln 4- . . .
60 4- bl 4- bt 4- . . .  6„ 4- . . .
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jest zbieżny: a jeśli jeden z tych ostatnich jest rozbieżny, 
wtedy oczywiście szereg (1) jest także rozbieżny.

312. Twierdzenie. Szereg urojony jest zbieżny, gdy szereg 
modułów jego wyrazów jest zbieżny.

Niech będzie szereg

(3) r0 +  r( +  r, +  r , - t - . . .

którego wyrazy sę odpowiednio modułami wyrazów szere­
gu (t). Wartości samoiste wyrazów szeregów (2) sę mniejsze 
od odpowiedajęcych wyrazów szeregu (3); więc, gdy szereg (3) 
jest zbieżny, tem bardziej szeregi (2) s§ zbieżne, i temsamem 
szereg (1) jest zbieżny.

Ten warunek dostateczny zbieżności szeregu urojonego nie 
jest konieczny; albowiem, weźmy szereg urojony

szeregi

s§oba zbieżne, więc uważany szereg jest zbieżny; a jednakże 
szereg modułów jego wyrazów, to jest

y/2 V§ VS 
T  +  T  +  3

jest rozbieżny.

313. Twierdzenie. Oznaczając przez x  i m dwie ilości rze~ 
czywiste, jest

/  x \ mgr. (1 +  -  — e* gdy m  —  <x> ■



Aby dowieśdź tego twierdzenia, przypuśćmy najpierwej m

(
x \ m1-ł- —1 wedle for­

muły dwumianu; nazywając n liczbę całkowitą dodatną, 
mniejszą od m ale którą można wziąć lak wielką jak się po­
doba, otrzymujemy
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Rn znaczy summę m — n wyrazów, to jest

Owóż, summa wyrazów w klamrach jest mniejsza od summy 
postępni geometrycznej

a ostatnia summa jest mniejsza od —— , biorąc n takie

żeby -  <  1; więc, oznaczając przez 0 liczbę dodatną mniej-
U

szą od 1, będzie

Qx
2 .. .(n—1) n—x

Przypuśćmy teraz że n zostaje niezmienne, a zaś m rośnie
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bez granic; dwa powyższe równania, w których m = o o 
staję się

gr
• ■ K ) “ = * + f

gr .

1.2 1 .2 ...(n —1) ■+• g r . Rtt

Az
ł .2 . . . ( n —1) n — x

A jeśli nadto zwiększać będziemy coraz bardziej całkowitę 
n, reszta R„ będzie coraz więcej dężyła do zera swej granicy; 
więc mamy

x  x2
gr- +  =  1 +  7 +1 1.2 1.2.3 '

szereg zbieżny jakakolwiek jest wielkość zmiennej x,
Gdy ¢ =  1, summę tego szeregu oznaczono przez e; zatem

/ 1\*> 1 1  4
r - { l + S j  = e = ł + i + r 2 + o - 3 + - -

Ważnę jest rzeczę wiedzieć że liczba e nie zależy od kształtu 
liczby m; i, jakiekolwiek jest m, całkowite albo ułamkowe,

. / i\>»
liczba e równa się zawsze gr.\\. j gdy m =  ac.

Jakoż, gdy jest dodatne ułamkowe, albo niespół-

mierne, istnieje oczywiście dwie liczby całkowite g. i t* -t-1 

między które wpada - ;  co daje

1 + — VK-+1/
<

1\H+1

albo
1 +

i.+i

1-+
u. 4-1

V- / 1
{ + -  

V-
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więc

J , . ( d +  2 )5 = ,.

Gdy m jest liczbę odjemną jakąkolwiek — n, wtedy

To ustaliwszy, widzimy że

więc ostatecznie

(*) 9r - 4- X

m
m .z*2 .z*3

o + r o
X '

1.2.3.4

314. U waga. Dowiedziono że liczba e, podstawa logaryt- 
mów neperyańskich, i jej kwadrat są niespółmierne; żeby zna­
leźć przybliżoną wartość liczby e, trzeba uważać że, w szeregu 
który ją daje, jest

R { 1 •
" 1) n—1

więc, zaniedbując wszystkie wyrazy tego szeregu idące po n‘ł m,



384 K S I Ę G A  C Z W A R T A

popełnia się błęd mniejszy od tego wyrazu podzielonego przez 
n — 1. Tym sposobem otrzymuje się

e =  2,718281828459045. . .

315. Możemy teraz uważać funkcye kołowe z punktu wi­
dzenia daleko rozleglejszego niż ten z któregośmy się dotędna 
nie zapatrywali. I tak, dowiedliśmy że, na wszelkę wielkość 
zmiennej rzeczywistej x, jest zawsze

wstx =  x- x 3 3 ?

T O  +  1.2.3.4.5 — 1.12...7
X ' X 6

dosx 1 1  2  +  1  2  3  4  i . 2 . . . 6

,  ,  , X  3 ?  X3

e - 1 + i + u  +  r o  +  " '

Ale jest więcej jeszcze. Trzy szeregi

z — 1.2.3 1 .2.3.4.3 1 .2 .3 ..7

(5) 1 .2 -1 1.2.3.4
z z2 z3

1 .2 ...6

1 1 .2 ^  1.2.3

nie przestaję być zbieżne, gdy zmiennej z dajemy wartość 
urojonę jakakolwiek. Albowdem, nazywajęc r moduł zmien­
nej z, widzimy że moduły wyrazów tych trzech szeregów two­
rzę szeregi zbieżne

1.2.3 1 1.2.3.4.5 +  1 .2 . . .7 ^

1.2 +  1 .2 .3 .4 +  1 .2.3.4.5.6 '
y* rp 2

** - +
1 1.2 1 1.2.3 ' 1.2.3.4
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Ostatni szereg ma za summę er, a summa każdego z dwóch 
pierwszych jest mniejsza od tr. Jeśli więc określimy funkeye 
wstz, dos:, ez przez szeregi (5), bioręc jako tosamość

wsi: — : ■ 1.2.3 : 1 .2 .3.4.o"

dos: =  1 — 1 . 2 1 . 2 . 3 . 4
- -3

t * = l  + T  +  T-^1 ^  1 . 2  1 . 2 . 3

będziemy mogli dawać zmiennej z wartości rzeczywiste albo 
urojone jakiekolwiek.

Inne funkeye kołowe określaję się przez równania

sty:— wst:
dos:

doi: dos:
wst:

dosie: = -----wst: •>

dowiedzione dla zmiennej rzeczywistej.

316. Tak ogólnie określone funkeye kołowe więżę się z funk­
cję wykładniczy e \  Jakoż, z określenia mamy

iz :! tz5
1 — 1 + T “ 1.2 1 .2 .3 ^ 1 .2 .3 .4 ^ 1 .2 .3 .4 .5

— ( / “ O " 1 O J 4 ” ” ) + , (  1.2 3 ^ 1 .2 .3 .4 .3 - " ')

więc

(G) t'*— des: H-1 w st:.
Zastępmy teraz i przez — i, będzie także

e~ i! =  dos: — 1' wstz;
25
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Zkęd wynika dwie ważne formuły

(7) dosz — ---------- , wstz : e‘* — e
2 i

Jeśli w dwóch ostatnich formułach zastąpimy z przez iz, 
otrzymamy dwie następujące równie użyteczne (*)

(8) dosiz: e‘ -h e wstiz — i■ e‘ — e~

To wszystko dowodzi, że trzy funkeye dosz, wstz, t* tworzy 
jednęi tylko funkcyę.

317. T w i e r d z e n i e .  Otrzymuje się wieloczyn dwóch ilości 'wy­
kładniczych urojonych e%, e*' dodając wykładniki jako w ilo­
ściach rzeczywistych, to jest

t*. e* =  c‘+’'.

Oznaczmy przez S„, S'n, S"„ summy n wyrazów trzech sze­
regów odpowiedaj§cych trzem funkeyom wykładniczym 
e‘, e‘\  et+*', to je s t:

z

z9
1 ^ 1 .2 ^ 1 .2 .3

-'3

-+• . . .

S n---1 -+- 1 1.2 1.2.3
O* , , z+ s , ( s + z')2 (z-t-z')3 ,
S " - 1 + _ r + _ T 2 _ + l X 3 ' T'

nazywając p i p' moduły zmiennych z i z', uczyńmy po­
dobnie

\\Tstiz(*) Gdy zmienna z jest rzeczywista, funkeye dosiz i —— nazy-
waję. się pierwsza dostawą hiperboliczną druga wstawą hiperboliczną. 
Zobacz notę na końcu dzieła.
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2, =  1 - 4  +  1
1 1. 2 1.2.3 -4-  . . .

v' — 1 +  £ , 1 1  . _1___ |_
~ n 1 1 1.2 +  ł .2.3 ‘

. , p+ p' . (p+ pT i (p+ p')3 i .

(p+p1)"

1 weźmy jeszcze

V ' __ 1 , P +  P 1 __________
- 2 n - l  1 +  J +  ••• 1 . 2 . . . (n— 1)

\Vidzimy łatwo że
V ' ^  V V ' X- V” n ^  —'n • n \  **

+■... (p+p')8’
1.2...(2ra—2)

albowiem, oczywiście wicloczyn 2„ . 2'„ zawiera wszystkie 
wyrazy summy 2'„ i zawiera jeszcze inne; a zaś przeciwnie 
summa 22n_, zawiera wszystkie wyrazy tego wieloczynu i 
zawiera także inne.

Owoż, wyrazy skrajne powyższej podwójnej nierówności 
d§żą do jednej granicy, więc

gr.(Zn. Z n —  S'B) =  0.

Na mocy tego równania, wracając do szeregów urojonych, 
mamy

gr. (mod. Sn.S'„ — mód. S'„)= 0  , 
zkęd wnosimy że

y r .  (S„.S'»— =  0
albo

g r . ( S n .S'K) =  y r . S " H.

Ale
gr.Sn =  e‘ , </r.S'n =  fcx, gr S"„ =  em+H

więc

(9) e*,t*'=e'+\

/



318. W niosek. Funkcya wykładnicza urojona e* jest funk­
cyą okresowy mającą okres urojony 2-u Jakoż, dodając 2xi 
do zmiennej urojonej z, będzie
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es+5r‘ =  e‘. eUi =  e‘ (dos2- -+- i wst2ir) =  t ‘.

Jeśli dodamy półokres, to jest td, do zmiennej urojonej 
funkcya wykładnicza zmieni tylko znak; albowiem

ii
<*+'■ =  e*e*‘ =  e- (dos- -t- i wst-)= —c*.

319. Funkcye wstz, dosz zmiennej urojonej z są okreso­
we i mają ten sam okres 2~, jak gdyby zmienna była rzeczy­
wista : co jasno pokazu # formuły (7), w których dodaniem Ir. 
do zmiennej z nie przeinaczamy byr łj mniej funkcyj wykła­
dniczych.

Te same formuły dowodzą także że funkcya dos z jest funik­
ają parzystą, a zaś wstz funkcya nieparzystą, to jest

dos (—z) — dosz, wst (—z) =  — wstz.

Nakouiec z formuł (7) wynika

e”

Go pokazuje że styz jest funkcyą okresową mającą okres r., 
i funkcyą nieparzystą.

320. Twierdzenie. wst3z -+- dossz =  1.

321. Zobaczmy teraz jak się rozwijają fundamentalne for­
muły dos (z -4- z) i wst (z -l- z) gdy łtiki z i z są rojone. 
Podług formuł (7) i (9) jest
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e(*+«>’_Ł-e— (*+*')< e‘s.elV -t-e— ' \ e ~ h  
(los (z + : ')= -------- 5---------= -----------2----------

(dosz-R wstz)(dosz'-t-zwstz’)+(dos,z -  i wstz)(dosz—z wstz')
- o

albo, wykonywajęc wieloczyny,

(10) dos(z-ł-z)= dosz dosz — wstz wstz'

Otrzymuje się tak samo
wst (z -+- z')= wstz dosz' -t- dosz wstz'.

Formuły zupełnie takie same jak dla łuków rzeczywistych. 
Ztęd wynika że wszystkie formuły trygonometryi, wywiedzione 
z formuł odnoszących się do dodawania łuków, nie przestaję 
hyć prawdziwe gdy te łuki sę urojone. Tym sposobem znajdu­
jemy zaraz że

dosz =  wst ^  — z j,

ho w s t g - z )s\ =  wsi - dosz — dos wstz =  dosz; etc.

322. Szukajmy nakoniec Wartości funkcyj wykładniczych 
i kołowych, gdy zmienna urojona z bierze wartość x -+- iy.

Mamy <?*+■> =  e*.ć'z

dos(x -+- iy )=  dosx dos iy — wstx wst iy 
wst(x -i- iy) =  wst.r doszy -+- dosx wst iy ;

podstawiając za 6* z doszy i wstzy, ich wiadome wartości, 
otrzymamy

| e*+<z —  e*(dos y -t- z wst y)
fz +  c-—z .fz — e~z

dos(x -+- ty) = ---- 2---- dosx -ł-z---------- wstx
\ -  ■  /

I ez-ł-e- z .<?z— e~z
f wst(x -+- ty) ~ ----- -----wstx -+-1----- -—  dosxa ~
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Te formuły zawsze prawdziwe, jakiekolwiek nadamy war­
tości rzeczywiste albo urojone zmiennym x  i y, sa użyteczne 
wtedy zwłaszcza gdy trzeba przyprowadzić do zwyczajnego 
kształtu ilości urojonych fuwkcye e%, dosz, wstz w których 
zmienna z ma wartość urojony x  -t- iy.

323. Nie trudno także znaleźć wartość sty(x -+- iy); albo­
wiem, jakiekolwiek sg zmienne x  i y, mamy z określenia

stv (x-\-iy) =  wst(a +  hJ) =  wst(^ +  ł',y)dos(a; — iy) 
y dos (x -+- iy) dos{x -t- iy) dos (x — iy)

wst2x wst2iy _ 
dos2a.’ -t- dos%iy ’

więc, z przyczyny formuł (8), będzie

( 12)! sty [x -+- iy) 2\vst2x  i(e*r — t 2?)
2d o s 2 x  (e!z -t-

Ztęd, czynięc « =  0, wywodzimy 

. . .{& -\-e r* ) (e»— e~y)
J  u  ( e ' J  -t- e r - y f

. ev — e~vi -----------
e y  -(- e ~ v

wynik który formuły (8) daję. odrazu.

324. Podobieństwo, któreśmy widzieli między funkcyami 
kołowemi i wykładniczemi, istnieje także między funkcyami 
kołowemi odwrotnemi i logarytmami.

Wiemy że wszelka ilość rzeczywista albo urojona z=a+bi, 
może się zawsze wyrazić w kształcie z — r (dosa -t- iwsta). 
Otóż, nazywa się logarytmem neperyańskim ilości wielorakiej 
r(dosa -+- i w sta), wykładnik potęgi do której trzeba podnieść 
liczbę e żeby otrzymać r(dosa +  zwstoc). Ten logarytm jest 
kształtu x  -hiy; trzeba więc szukać wartości rzeczywistych 
dla x  i y któreby zadość czyniły równaniu

ex+iy = r(dosoc -f- iwsta),



albo
e*(dosy -+• i wsty) =  r(dosa +  i wsta).

Owoż, żeby te dwie ilości wielorakie były równe, trzeba i 
dość jest żeby ich moduły e* i r były równe, a ich argumen- 
ta y i a były także równe albo się różniły wielownikiem 
okręgu 27c; co daje dwa równania

ex = r  albo x = l r ,  i y=a- t -2for ,

w których Ir znaczy logarytm neperyański liczby dodatnej 
r =  y/ffl8 +  tr , a wyraża łuk najmniejszy możebny majycy do­

stawę a — i wstawę ,  ̂ ■, a zaś k oznacza liczbę

całkowity jakakolwiek dodatny albo odjemny. Więc ilość

z =  a -b b i= r (dosa -b i wsta) re”'

ma nieskończony liczbę logarytmów neperyariskich. iwszys- 
tkie sy dane przez formułę

13 /((z)) =  Ir -b (a -f- 2fot) i ,

w której przez notacyę l((z)) chcemy wyrazić że bierzemy 
wszystkie logarytmy ilości z, nie zaś sam jeden togarytm 
arytmetyczny jako Ir.

Gdy z jest liczby rzeczywisty dodatny, można wzięć a = 0 ;  
wtedy

l((z))= lr -b ih ti.

To pokazuje ze liczba rzeczywista dodatna ma jeden tylko 
logarytm rzeczywisty, to jest arytmetyczny Ir odpowiedajycy 
wartości k—0, i nieskończony liczbę logarytmów urojonych.

Jeśli z jest liczby rzeczywisty odjemny, można wziyć a = ir ; 
wtedy

•+■ (2b -b ł )7ri,

Z A S T O S O W A N I E  T R Y G O N O M E T R Y I  DO A L G E B R Y  39|
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te wszystkie logarytmy są urojone.
Ztąd wynika

( l ((+ !)) =  2 fon, 1( ( - 1)) =  (2 k + 1 )  w .
(14) J / _x

j / ( ( ± i ) ) =  (2A-7:±-ji

325. Przechodzimy teraz do funkcyj kołowych odwrotnych. 
Widzimy zaraz że symbole

łukwstz, łukdosz, łukstyz, etc.

przedstawiają wyrażenia urojone których wstawa, dostawa, 
styczna, etc. jest równa ilości urojonej z; te łuki urojone są 
z natury swojej niewyznaczone, lak jako łuki rzeczywiste od- 
powiedające danym liniom trygonometrycznym.

Niech będzie łukdosz =  w; ten symbol znaczy ilość u 
taką żeby było

dosw =  z .
Ale wiemy że

t>“ =  dosw -t-1 wstw =  z ±  i  yt —z2; 

ztąd wywodzimy
u — — il ( (z zh i 1 —z2) ).

albo, co to samo,
łuk dosz =  il((z± i'y  t — z2 )).

Ponieważ wieloczyn dwóch ilości z ± i \ J l —z2 jest równy 
jedności, te ilości mają moduły odwrotne jeden drugiego, i ar- 
gumenta równe ale znaków przeciwnych; zatem, nazywając 
o i w moduł i argument jednej z dwóch ilości, mamy temsa-
mem - i — oj moduł i argument drugiej; co daje 

ć
l ({z -i-i \J 1—z2) ) — lo +  ('Ikr. +  oj) i , 

l((z —  iyjl—z*)) — —lp +  (2A'r — oj) i .



Więc wszystkie wartości łuku u są zawarte w podwójnej 
formule
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w 2/i~ ±  (oj —  ile,) .

Jeśli oznaczymy przez u0 jedną z wartości u, na przykład 
tę która odpowieda na I; — 0, wszystkie wartości łuku u bę­
dą dane przez formułę

u =  2kr. ±  i/0.

Gdy zmienna z jest rzeczywista i jej wartość liczebna nie 
przewyższa jedności, wtedy pierwiastnik yjl—z* jest rze­
czywisty i p =  i ;  zatem wszystkie wartości łuku u są rze­
czywiste i zawarte w formule u=2k-K±b>. Inaczej wszystkie 
są urojone.

326. Szukając tak samo wartości funkcyi odwrotnej 
w =  łukwstz, znajdujemy

wstw =  z, e''“ =  dosM4 ?wst« =  ± :\ / l—z*4-fz;

zkąd

u  =  — il ((zt y'1 — z2 4- ??))
albo

łuk wstz =  il ( (±  \/f — — «))•

Owoż, wieloczyn dwóch ilości w nawiasach jest równy —1;

co pokazuje że moduły tych ilości są j i i ,  ich argumenta
P

w i tt —  oj. Więc wszystkie wartości łuku a mieszczą się 
w dwóch formułach

u —  — k~  oj —  ile.

a  = : ( 2 A '4 - i ) ~  —  ( oj — ile) .

A jeśli nazwiemy jedną z tych wartości, wszystkie wy-
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raży się przez
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ii — 2fa +  u0, tt =  (2¾ —l- l)^  — w0.

Gdy z jest ilościy rzeczywisty której wartość liczebna nie 
przechodzi jedności, p = l ;  wtedy wszystkie wartości łuku u 
sy rzeczywiste i wyrażone przez

2Aic -+- w albo przez (2k -+- ł)ic — <o.

327. Weźmy jeszcze w =  łukstyz. Mamy zaraz 

wstu e—'» e*'u — 1z =  styu — 

zkyd wyprowadzamy
dosw'

es*“:

-+- r ‘“) z(e2,'“ -t-ł) ’

1 -t-8Z 
1 — iz

Więc

albo
- b ' ( ( £ S ) -

Niech będy p i p' moduły dzielnej i dzielnika; jeśli nazwie­
my w argument dzielnej, widzimy łatwo że — w jest argu­

mentem dzielnika; zatem i 2w sy modułem i argumen-
P

1 -4- iztera ilorazu  -----Z ty d wynika
1 —  iz

u  =  u  +  k r ..

21 P

Jeśli z jest rzeczywiste, p =  p'; wtedy wszystkie wartości 

łuku u sy rzeczywiste w =  co -ł- fot.



3 2 8 . Gdybyśmy, w poprzedzających zadaniach, wzięli 
zmiennę z w kształcie wydatnym a +  bi, rachunki byłyby 
zawilsze i formuły mniej ogólne. I tak, uważajmy na przykład

łukdos(a +  bi). Czyniąc

łuk dos(a -4- bi) = x  -4- iy ,
będzie

- r e X dosx — i °  C ■’ wste = a  -i- bi.
2 2

To równanie znaczy dwa równania
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(1)
e’ ct— c—s . ,---- -----dosx =  a , ----------wsta; =  — b,

które dają

(2) dosx wskr ’
__ a be ’ =  ------- 1-

dosa? wste ’

odsuwając przypadek szczególny dosx — 0 albo wskt—0. 
Ztąd wynika

a5 6*
dos2# wst2x i ,

albo
wsttr — (1 — a2 — b2) wst9x — Ir =  0 
dostr — (1 -f- a2 4- b2) dos*a ar —  0 .

Z dwóch ostatnich równań, uważając że wstlr i dos8# 
powinny być dodatne i czynić summę równą + 1, wywodzimy

wstsx

dos2x

_  t —a2—b2-h V(l— a2—b2)2-+-Ab2 
~  2

___\ -+-a‘+b-— y/(l + a 2+62)2—4q2
2

___________ 2a2__________
’ i -+-as+ 6 2+ v / ( l 4 - « 24-&2)8— 4rt2’
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po czcm, wycięgajęc pierwiastek kwadratowy i bacząc że, na 
mocy równania (I), dos# ma znak ilości a, otrzymujemy

(3) dos# -  ■ 2 ' , — .
V(1 + a)s+ ó 3 +  V(i —

Jeśli teraz oznaczymy przez #0 jednę z wartości luku #, 
przez y0 wartość dla y odpowiedajęcę temu łukowi, równa­
nia (2) i (3J dadzę

# =  2 f a i ± # 0, y = ± y 0 i

bioręc razem znaki wyższe albo niższe. Więc ogólnie 

łuk dos (a -t- b i )  =  2k i t  ±  (x0 -+- iy„).

329. Przypadki szczególne dos# =  0, albo wst# =  0, nie 
objęte równaniami (2), mieszczę się w ogólniejszych, a =  0 
albo b —  0, które teraz roztrzęsnęć należy.

1°. Gdy a =  0, wtedy dos# =  0, i wst# =  ±  1 według 
jak ilości b i (e~y — ev) maję te same znaki albo znaki

przeciwne; zatem # = 2 k r : ± ^ .  Równania (1) daję;

t}~v—c*=±2ł», zkęd e9= ązb+  i y=l[\'b!-\-\z^b)>

Więc, w tern założeniu,

łuk dos bi =  2k r .  zh ̂  -+- il (ytr -t-1 rp  b);

bioręc razem oba znaki wyższe albo oba niższe, według jak 
b j (e—y — bv) maję ten sam znak albo znaki przeciwne.

2°. Gdy b — 0, wtedy może być wst# =  0 albo y —  0. 
Pierwsze założenie wst#=0, prowadzi do wartości dos#=dzl 
ze znakiem ilości a. Równania (1) daję

e»+ e-»= ±2a, zkęd <»=±a +  sja1— \ i y=l(±a±.\Jai— l)

co wymaga a' >  1.
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Więc, jeśli a > l ,  będzie

łuk dosa =  2kr. -+- il (a±.\/cf—1); 

jeśli zaś a <  — i, wtedy

inkdosa =  (2A 4 - t)~ 4- il(—azhja*—l).

Uważajmy nakoniec drugie założenie y =  0, które daje 
dosa.'=  a; w tym przypadku zagadnienie wtedy tylko jest 
możebne gdy a mieści się między — 1 i 4- 1.

Formuły przypadków szczególnych 1° i 2°, otrzymuję się 
wszystkie wprost z ogólnej formuły którąśmy w ne 325 wska­
zali.

330. Uwaga. Te wszystkie przykłady dostatecznie dowodzę, 
że wprowadzenie ilości urojonych do analizy uproszczą ra­
chunek i zogólnia formuły.

Ilości urojone, uważane jako wyniki algebry konieczne do 
uzupełnienia twierdzeń, nic zaś joko wielkości geometryczne 
pojęte a priori, graję wielkę rolę w tak zwanych funkcyach 
podwójnie okresowych. Dlatego wyłożyliśmy teoryę tych ilości 
dość obszernie,i ze ścisłością jaka w dziele elementarnem dać 
można.

ĆWICZENIA.

I. Dowieśdź że równania

xs 1 . 2 . . . 7 ^
1.2.3 +  1.2.3.4.5 x~
X - X ' X 5

1.2 +  i .2.3.4 1.2.3.5 *"

nic maję pierwiastków urojonych, ani pierwiastków równych.

Q — x  — 

0 =  1 —
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II. Dowieśdź że, gdy n jest liczby nieparzysty, jakiekolwiek 
jest a, istnieje zawsze równanie

dosna

=  2n_1 dosa dos 2(n— I);

III. Pierwiastki spólne dwom równaniom dwumiennym 
xm— 1 =  0, xn — 1 = 0  sy pierwiastkami równania xd—1=0; 
nazy wajyc d największy spoiny dzielnik wykładników m i n.

IY. Oznaczajyc przez a, b, c czynniki pierwsze liczby cał­
kowitej N =  a* W c', dowieśdź że formuła

wyraża ile jest liczb pierwszych mniejszych od N i pierwszych 
do N.

Y. Pokazać że równanie

z» — z3 — 4;* + 4 :-1 -1 = 0 ,

pochodzyce z podzielenia — 1 przez (x3 — 1) (a.,s— 1) 
x — 1|

1
gdzie uczyni ono x  +  -  — z, wynika z wyrugowania y mię­

dzy dwoma równaniami

z* — yz +  y  — 2 =  0 i yi — y — 1 = 0 .

Tym sposobem rozwiyzywanie powyższego równania sto­
pnia 4s° zależy od rozwiyzywania dwóch równań drugiego 
stopnia.

VI. Kwadraty z boków czterech piętnastokytów foremnych 
sy pierwiastkami równania

x- —  "i.e  +  l i r  — 8r +  I =  0 .
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VII. Wyznaczyć dos£ wiedząc że dosa=0. 

Zastosować biorąc m =  6 i m — 1.

VIII. Oznaczając przez a łuk rzeczywisty zawarty między 

0 i przez z zmiennę rzeczywisty albo urojony której 

moduł jest mniejszy od a, dowieśdź że

mod. <  mod. -  • stya a
IX. Dowieśdź że
1°, gdy m jest parzyste

dosmx =  (—1)2 £l -  i^ d o s !x -+- dos‘a'

_  m8(ma- 2 8) K - 4 ^ )  +  1
1. 2 . 3 . 4 . 5  J
—+i r?»j mim8 — 22) , ,

wstma; =  I (—)* wsU' y  dosx----- YH~3— dos x

+  1 . 2 . 3 . 4 . 5

2°, gdy m jest nieparzyste

dosro* =  ( -  [ y  desa.- — m ^ ' ~ ^  dossx

4  m (m* -  i %m* - £ }  dos5 , _ + , . ; i  
1.2.3.4.5 J

wst/n# =  (— I)” *wstfl j l̂ — ̂ W}~ ^  dcs’x

W - D I ^ - y ) 1
1 . 2 . 3 . 4  J
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X. Dowieśdż że, jakiekolwiek jest m, parzyste albo niepa­
rzyste,
dosmn=v(— i ).2—* - .

1 4 .2 :3  . . . n

wsti/m _  1 2m_ !n_ , [m u I )(m n 2)... (tu In)
wste 1 .2 .3  . . .  n

dos>»—

Te formuły s§ ogólne, byle tylko w przypadku « =  0 uwa­
żano spółczynniki literalne
m (m — n — t)...(m—2w+4) . (m—n—l)(m—n—2)...(m—n-M)

1 . 2 . 3 . .  .n 1 1 . 2 . 3 . . . n

jako równe jedności.

XI. Dowieśdż żc summa pierwiastników niezrcdukownych, 
pomnożonych każdy przez ilość stosunkową dodatną albo odjemną, 
me może być ilością stosunkową, to jest że równanie

A ^ + B ( / i + C v ' ć + . . .  =  H

w którem A, B, C, oznaczają ilości stosunkowe jakiekolwiek, 
i a, b, c liczby dodatne, jest niemożebne.

XII. Dowieśdż że nie można, przez pierwiastniki rzeczywiste, 
wyrazić pierwiastków równania stopnia trzeciego gdy one s§ 
wszystkie rzeczywiste

\
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NOTA I.

Dowodzenie geometryczne twierdzenia Summa wstaw ma się do ich 
różnicy, jako styczna połowy summy odjpowiedających kątów ma sic do 
stycznej połowy ich różnicy.

Niech będę w kole promienia wziętego za jedność luki A E =a i AC=6;
poprowadźmy równoległy Cli i prostopa­
dły Eli' do średnicy AA'; a polem z pun­
ktu II jako środka, promieniem OA na­
kreślimy luk kola HR', i w punkcie K po­
prowadźmy styczny II' do tego luku; bę­
dziemy mieli

C E a—‘ b, CE' =  a -j-6 ,

EG — wsta, CD =  wstft,

FE =  wsta — wst6, FE'=  wsta +  wsló,

KI =  styKHS =  sty ̂  (a -  6), KI' =  styKHS =  Sty- (a +  6) •

Owoż, w trójkycie HEE', wiadome twierdzenie daje

FE'__KI'
FE — KI ’

więc • '

w st(a -+- h) _  s t y |( a  -f- b)
\vst(a  —  b) s ty j(a  —  b ) '
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NOTA II.

h f
Błąd pochodzący z użycia proporcyi TABLICOWEJ —  =  ^  •

Proporcya tablicowa, za pomocą której szuka się przyrostu loga- 
rytmu linii trygonometrycznej luku, albo liczby h sekund tego luku, 
nie jest dokładna (stronica 105); ważmy więc jest rzeczy wiedzieć na 
jakie przybliżenie znalezionego wyniku liczyć wolno. W tym celu szereg 
Taylora posłuży.

1°. Aby wyznaczyć granicę wyższą błędu ±  ( •' — ^  j  w szukaniu

log wst {a -j- A), mamy

ol= lo g  wst (a—j—/i) — log wsta =  loge jr/tiuki" ftsluksl" 1
L  stya 2wsl‘-(a-f-0A)J

A =logw sl(a-j-l 0") — log wsta=loge
lOłukl" 102luk2l" 1

styu 2 Wst2 (ZZ—|—Oj 10") J ?

h
ztąd, od pierwszego równania odciągając drugie pomnożone przez — i

otrzymujemy

,  h \ __lo g e łu k ^ r  lO/i h- 1
10 2 |_wst2 (a +  0,10") wst2 (a +  Oh) J

1 1 Uważając teraz że loge <  - ,  h <  10, luklO "<;,

będzie liczebnie

±  /  10/t____________ h2 \  100
\Wst~ (zz—|—0j I off) \vst2(ct—|—(J/i) /  wst2 *fl

i następnie

±  ( r- _ ^ \  <  ,  t
\  1 0 /  4wst“a ^  1(>.l08wslsu

Owoż, biorąc «='>0, znajdujemy 16wst25°=o,121 . . . ;  co pokazuje 

że, gdy luk a ma ii stopni albo więcej, granica wyższa błędu ^
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wyraża się, co do wartości liczebnej, przez

± ( V ^ < ___ 1____
\  1 0 / ^  107 X  1,:31

Więc, gdy łuk a jest większy od tuku 5°, albo przynajmniej mu 
równy, błąd pochodzący z użycia proporcyi tablicowej do wyznaczenia 
logarytmu wst (¢-1-¾) nie dosięga jedności siódmego rzędu dziesiętnego; 
a można nawet dowieśdź że ten blęd nie dochodzi do połowy jedności rze­
czonego rzędu.

Ale, jeśli a =  1 °, ponieważ 1 6wstM° =  0,0048 ... błąd pochodzący 
z proporcyi tablicowej, w lukach od t do 5 stopni, może przechodzić 
kilka jedności siódmego rzędu dziesiętnego. Dlatego też w proporcyi ta­
blicowej takich łuków bierze się przedział 1", co daje

±  (-—  AA- <  1 (i. t u10 wstau <  to7 x  4,8 '

Tym sposobem błąd nie dosięga nawet ćwierci jedności siódmego 
rzędu dziesiętnego.

2°. Mając dany logwst(a -f- k), gdy się szuka liczby sekund h przez
l  10*\proporcyę tablicową, popełnia się błąd ±  \ h ---- J . Nietrudno, za

pomocą szeregu Taylora, wyznaczyć granicę wyższą tego błędu. Jakoż,

i'— logwst(a -)- h)— logwsta =
7tłukl"log«dos(«-|-0&) 

wst (a -)- Oh)

A =  log wst (a -t- 1 9") — log wsta =
10łuk)"logewst(a -f- 0,10") 

wsta (a -1-0! 10") ;

ztąd wynika

tO,' _ /iwst(0,10" — Oh)
"a ” 1 wst [a ■+- Oh) dos (a -j- 0, t o")

Więc, uważając wartość liczebną, znajdujemy

^  f 10J  A  10 łuk 10" __________ 1_________
— \  A /  <  wstados(a-ł-10"j ^  z . 103 wsta dos (a-j- to"; ’

Owoż, wiełoczyn 2wstados(a +  1 0 ')=  wst(2a-f- 10")— wstlO"
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rośnie gdy luk a powiększa się od 0° do 45° 5"; a ponieważ a =  5° 
daje 2wst5#dos50ll"  =  0 ,173 ..., więc

< 1
10* X 1 , 7 *

To dowodzi że w lukach od 5° do S5°, błęd z użycia proporcyi 
tablicowej do wyznaczenia liczby h sekund nie dosięga setnej części 
sekundy. Ale trzeba pamiętać że jest drugi blęd pochodzący z ilorazu 
10'7— ; w którym •; i A sę na mniej niż poi jedności; ten błęd mniej­

szy od ^  [zobacz naszę Arytmetykę), może wpływać na setne sekund.

Z przyczyny tych dwóch błędów w rachunku liczby h, nie przechodzi 
się zwykle poza setne części sekundy.

Jeśli luk a jest zawarty między 1° i 5°, albo między 8b° i 90°, 
ponieważ 2wstl°dosl010" =  2dos89°wst88° 59'50" =  0,0348 ...,. blęd

z proporcyi tablicowej jest mniejszy od — ^   ̂ sekundy; ale sum­

ma dwóch błędów może wpływać na sekundy. Dlatego właśnie trzeba 
wyznaczać takie luki przez dostawy, albo lepiej jeszcze przez styczne 
jeśli można, jakeśmy to na swojem miejscu wyłożyli.

NOTA III.

WSTAWA I DOSTAWA nfPERBOLlCZNA.

Jeśli, bioręc promień kola za jedność, oznaczymy przez x  i y spół- 
rzędne punktu M okręgu, odniesione do dwóch średnic prostokątnych 
AA', BB' (lig. na stronicy i), i nazwiemy z długość luku AM, będzie

(1) x'i +  y'1=  1, a?=dosz, t/ =  wstz,

i powierzchnia wycinka AOM wyrazi się przez  ̂z. To dowodzi że spól-
rzędne x, y punktu M sę dostawę i wstawę luku z, albo dostawę 
i wstawę powierzchni wycinka kołowego dwa razy większego od wy­
cinka AOM.
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Uważajmy teraz hiperbolę równoboczny której pół-oś rzeczywista jest 
wzięta za jedność. Jeśli nazwiemy x, y spółrzędne punktu M tej krzy­
wej, jej równanie będzie

(2) x ' - y ' - = \ - ,

1
a oznaezajyc przez -  z powierzchnię wycinka biperbolicznego AOM, 

otrzymujemy przez analizę

l z  =  r , x y —  I  X\Jx* —  l  d x = {-  i  z .
1 1 J' '  J j \Jx’- — l

Więc

co daje

zkyd

(3)

s= r-^==i(«+\ŝ ;)i
J i V*5— i

x + y j x * — 1 = 6 '  i x  — ^ x ' — t —  c ~ s ,

e :  _j_ e----- g - z
x = ------—  i y = -----—  •

Otóż, przez podobieństwo do funkcyj kołowych, nazwano odciętę x 
i rzędnę y, punktu M hiperboli równobocznej, dostawa hiperboliesna 
i wstawą hiperboliczną luku z, albo dostawy i wstawy hiperboliczny 
powierzchni wycinka biperbolicznego dwa razy większego od wycinka 
AOM. Więc, przedstawiajyc te nowe linie trygonometryczne przez no- 
tacyę doshipz, wsthipz, znajdujemy, na mocy równań (2) i (3), fun­
damentalne formuły

dos*hipz — wst*hipz= I

doshipz =: e-—~ - —  =  dosiz

, .  ez — e~~- wstiz 
wst lup*. = ----------- --- ---------



GŁÓWNIEJSZE OMYŁKI DRUKU.

S tr. linia.

5 8 zamiast maleje czytaj rośnie.'
24 i i od dołu, przywrócić w tytule wyraz Związki który wypadł.
27 9 zamiast (1) czytaj 1.
84 1 od dołu, zamiast 2dosiea czytaj 2dosie2a.

85 10
4 4 zamiast łukdos- czytaj łukwstr-

80 3 zamiast x—dos o czytaj aidos o,

102 2 od dołu
wst 10" . łuk 10" zamzast 1uk J0„ czytaj

104 3 od dołu, zamiast sty64 26'20" czytaj sty 64° 36' 20".
107 13 od dołu, zamiast log dot 69° 38", czytaj logdot 69° 38", 3.
109 1 i 2 zamiast 1, 98494639 czytaj 1, 8494639.
lo l 11 Na początku linii brakuje numeru 130.
163 5 zamiast 9,8340287 czytaj 9,8340448.
id. 7 zamiast 6,7063034 czytaj 6,7065213.
id. 8 zamiast 584124 4 czytaj 5841461.

160 8 od dołu zamiast 9,9552975 czytaj 9,9333078.
id. 7 id. zamiast 3,9499624 czytaj 3,9499127.
id. 6 id. zamiast 8910,5 czytaj 8310,7.

172 5 Na początku linii brakuje numeru 142.
173 1 Na początku linii brakuje numeru 2°.
190 9 od dołu Na początku linii brakuje numeru 156.
2lo 6 od dołu Na początku linii brakuje numeru 183.
216 10 zamiast numeru 183 czytaj 184.
219
220

zamiast numerów 184 i 18o czytaj 183 i 186. 
11 od dołu zamiast numeru 186 czytaj 187.

221 11 brakuje numeru 188 na początku linii.

244 9 zamiast B ^  czytaj B ^  C.
102 10 zamiast 35° 23° 30", 12 czytaj 35° 23'30", 52.
id. 12 od odołu zamiast 9, 7G28008 czytaj 9, 7028020.
id. u id. zamiast 3, 0344950 czytaj 3, 0344962.
id. 10 id. zamiast 1082”*, 667 czytaj 1082m, 670.
id. 4 id. zamiast 3, 0344949 czytaj 3, 0344962.
id. 3 id. zamiast 3, 1829639 czytaj 3, 1829640.
id. 2 id. zamiast 9, 8513310 czytaj 6, 8513322.
id. 1 id. zamiast 35° 23'30", 24 czytaj 35° 23'30", 318










