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DO CZYTELNIKA.

Po mojej Arytmetyce i Geometryi, Trygonometrya wycho-
dzi réwniez naktadem biblioteki Kornickiej.

Podjatem sie pracy napisania dzieta ktorego brak najdotkli-
wiej sam czutem jako nauczyciel; a podjgtem sie jej w przeko-
naniu ze jedynie stuszny miarki zastugi jest stopien wiary
w $wieto$¢ powinnosci, wiary niezachwianej ani trudnoscig
zadania, ani niedostatkiem pierwszych warunkéw powodzenia
wobec rozporzadzen wtadz szkolnych, ani wreszcie bezmysing
a bolesng, bo doznang od rodakow, obojetnoscia!

Zeby da¢ wyobrazenie o wazno$ci dzisiejszej trygono-
metryi, dos¢ powiedzie¢ ze ta gatgz matematyki wiecej sie
rozrosta w ostatnich czasach, niz od Ilipparcha i Ptolemeusza
do Kopernika i Kagnoli; ze szczuplej teoryi rozwigzywania
trojkatow prostolinijnych i sferycznych, stata sie umiejetnoscia
funkcyj kotowych!

taskawy Czytelniku, tatwo pojmiesz ze musiatem sie wahaé
czy przedsiewzigé wypracowanie dzieta takiej doniostosci, czy
je pozostawi¢ odwazniejszym. Zaprawde ci powiedam, gdyby
P. Jan Dziatyaski Nie byt mnie niejako zniewolit ciggly za-
cheta, nie bytbys$ czytat mojej Trygonometryi. Czyby$s byt na
tem stracit? sad nie do mnie nalezy.
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Nie potrzebuje rozbiera¢ przedmiotéw zawartych w tem
dziele; bo spis rzeczy, wykazujacy jego sktad i szczegoty,
wyrecza mnie w tym wzgledzie. O$wiadczam tylko ze wylo-
zytem w calej rozciagtosci trygonometrye prostolinijny i sfe-
ryczny, dotyczajyc liczebne przyklady rozwiyzywania tréj-
kytéw; datem zupetny teorye rzutow prostolinijnych i
powierzchnych; wybratem mnogie zastosowania funkcyj ko-
fowych do geometryi i do algebry; a w kazdej czesci dzieta
umiescitem rozmaite zagadnienia i wiele ¢wiczen.

[losciom urojonym przeznaczytem znaczne miejsce, stosowne
do ich waznosci; powiem dla czego. Ilosci urojone, uwazane
jako wynik algebrycznych dziatali, jako potrzeba uzupetnienia
i polyczenia rozsypanych twierdzen, sy istotnym nabytkiem
nowoczesnej umiejetnosci, i stanowiy rzeczywisty jej postep.
Uzycie tak okreslonych ilosci urojonych rozszerzylo matema-
tyczny wiedze; dlatego staratem sie wytozy¢ ich teorye dosé
obszernie, i ze Scistosciy jakg w dziele elementarnem osiegny¢
mozna.

W ostatnich czasach zaproponowano jeszcze inne wyrazenia
urojone, ktére takze nazwano ilosciami, i, uwazajyc je apriori
jako pojecia geometryczne, jako wielkosci samoiste (absolutne),
wyobrazono do ich przedstawienia figury na ptasczyznie i
w przestrzeni! Czy takie wyrazenia urojone majy matema-
tyczny wartos¢, czy sy postepem umiejetnosci czy tylko pto-
dem wyobrazni, czas pokaze!

Zaiste, ilosci urojone grajy dzi$ wielky role w wysokiej ana-
lizie, mianowicie w funkcyach podwdjnie okresowych; one
dopiero rozjasnity funkcyc elliptyczne. Dlatego wiasnie trzeba
niepospolitej roztropnosci zeby nie uledz ztudzeniu stawiania
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matematyki na ilosciach urojonych. Nie dawno temu, jeden
z mistrzéw umiejetnosci, zapowiedat ze posiada klucz ilosci
urojonych. Na nieszczescie, zamiast tym kluczem otworzy¢
tajemnice, otworzyl wejscie do manowcéw z ktorych sam
nietatwo sie wydostat; ale w ktorych sie inni pobtgkali, roz-
prawiajac o ilosciach urojonych jak gdyby one byly istotnemi
rzeczywistosciami!

llosci urojone powszechnie przyjete, ktdre sie same przed-
stawity, takie wiasnie jakie wylozytem, zado$¢ czynie wszel-
kim wymagalno$ciom umiejetnosci; niema wiec dotad zadnej
potrzeby tworzenia innych. Z tej przyczyny nic nie powie-
dziatem o nowo zaprojektowanych; tem bardziej ze, oddalajac
sie w gtownej wihasnosci od ilosci rzeczywistych, te mniemane
ilosci ogolne zdaja sie poniekad zagadka! Trzeba poczekac az
dalszy postep matemalyki wskaze koniecznos¢ wprowadzenia
takich wyrazen, albo je stanowczo odrzuci.

Jedna z not umieszczonych na koricu dzieta zawiera wiedze
o dostawie i wstawie hiperbolicznej.

Pisatem w Paryzu, dnia 24 Czerwca 1870.

G.-1l. NIEWEGLOWSKI.
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FUNKCYE KOEOWE

Okreslenia.

1. Gdy dwie ilosci zmienne sg takie ze na kazda wartosc¢
jednej odpowieda warto$¢ drugiej, mowi si¢ wtedy ze pierwsza
jest zmienna niezalezna, a druga jej funkcya. | tak, okrag kota,
powierzchnia kota s3 funkcyami promienia; i nawzajem, pro-
mien kota jest funkcya jego okregu, albo powierzchni. Spre-
zysto$¢ pary rosnie z temperatura, jest przeto jej funkcya.

2. Sawkole pewne linie, ktérych stosunki do promienia sta-
nowig tak zwane funkcye kotowe. Tcorya funkcyj kotowych jest
przedmiotem tryyonometryi ktorg wytozy¢ przedsiebierzemy.

3. £ uki kot CO do wielkosci i do znaku. Niech bedzie na

okregu kota O punktstaty A, ktory bie-
rzemy za poczatek likow, to jest za kres od
ktorego liczymy wielkos¢ tych tukéw; i
przypus¢my ze punkt ruchomy M, wycho-
dzac z punktu A, przebiega okragwjedng
albo w drugg strone. Biorac promien kota
za jednos$¢ linijng, oznaczmy przez x dtugos¢ przebiezonego
1
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tuku AM. Jesli punkt ruchomy M posuwa sie w strone AMBM,
méwimy ze przebiezony tuk x jest dodatny; ajesli punkt M
idziew strone ANB'N'A" przeciwng pierwszej, powiemy ze tuk x
jest odjemny. Na mocy takiej ugody znakéw, ktorej wszedzie
uzyjemy, wartos¢ algebryczna x wyraza zarazem dtugos¢ i
strone drogi jake punkt M przebiega, wzglednie do punktu
wyjscia A.

Owoz, punkt ruchomy M moze sie posuwac nieograniczenie
wjedne albo w druge strone, i przebiega¢ wiele razy ten sam
okreg. Gdy punkt M opisuje raz okreg, wyrazamy diugosc¢
tuku x, mowiec ze rosnie od 0 do 2rc; a gdy punkt M, kon-
tynujecruch, opisuje okreg drugi raz, potem trzeci raz ... wte-
dy x rosnie od 2t do potem od 4z do 6z;... Jesli za$
punkt M, idec w strone przeciwne AN'B' przebiega raz okreg,
potem drugi raz, trzeci raz,... natenczas moéwimy ze tuk x
maleje od 0 do —2u, potem od —2* do —4x, od —4*
do —

Widzimy tedy ze tuk x rosnie od O do + oo, a maleje
od 0 do —oo0. To wyrazamy ogélniej méwiec ze tuk x zmie-
nia sie od — o do -+ oo.

MIARA K4TOW,

4.  Niech bedzie ket AOB; zjego wierzchotka O jako $rod-
ka i promieniem jakimkolwiek OA, nakresimy tuk kota AB

cbhjety miedzy ramionami. Stosunek AB tuku objetego do
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promieia jest staty, niezalezny od wielkosci tego promienia;
albowiem, jesli nakreslimy z wierzchotka O jako srodka, inny
tuk kota AB objety miedzy ramionami kata, dwa tuki AB
i AB' bede pobobne i dadzg

AB' AB
OA —OA
Ztad wynika ze, nazywajgc a ten stosunek, i oznaczajgc
przez R i a dtugosci promienia OA ituku AB, odniesione
do jednosci linijnej jakiejkolwiek, mamy

a

R a, zkad a= Rt

Liczba a jest proporcyonalna do kata AOB. Owoz, gdy «=R
wtedy a—1; wiec, jesli za jednos¢ katowa weimiemy kat obej-
mujacy fuk réwny swemu promieniowi, kat AOB bedzie miat za-
miare stosunek = *

Ta miara kata, zostawiajac jedno$¢ linijng dowolna, jest bar-
dzo dogodna w zastosowaniach geometrycznych; tern wiecej

ze daje formute a= Ra, ktora nastrecza sposob poréwnywa-
nia tukéw kot réznego promienia.

Biorac teraz promienn OA za jednosc¢ linijna, bedzie
R=1 i a—u.
Wiec, kat ma za miare te samg liczbe co tuk objety miedzy jego
ramionami i nakreslony zjego wierzchotka jako $rodka promieniem
wzietym zajedno$¢ linijna. Tym sposobem liczba ~ przedsta-

wia zarazem kat prosty i ¢wiercian. Dla tej samej przyczyny,
liczby stopni, minut, sekund,., oznaczajace wielko$¢ tukdw,
oznaczajg temsamem wielko$¢ katow odpowdedajacych.

(*) Kat obejmujacy tuk réwny swemu promieniowi ma E° 17°44*,80.
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WSTAWA.

5. Niech bede, na kole promienia OA= R, A poczetek
tukéw, i M skrajnos¢ jednego
ztych tukdw7mogeca braé¢ wszys-
tkie potozenia mozebne na okre-
gu. Poprowadzmy dwie $rednice

A prostopadie AA', BB', i spusémy
prostopadte MP na AA'. Stosu-

nek MP, prostopadtej do pro-

mienia, zalezy od wielkosci ke-
ta AOM, nie za$ od dlugosci promienia OA; albowiem,
jesli zpunktu O jako $rodka i promieniem jakimkolwiek OC,
nakreslimy tuk GD i spuscimy prostopadle DE na AA,

bedzie —55. Stosownie do wiadomej ugody znakdw,

bedziemy uwazali prostopadle MP jako dodatng albo odjemna
wedtug jak punkt M bedzie sie znajdowat na potokregu ABA

albo na potokregu ABA'. Stosunek '\AP albo, biorec pro-

mien H zajednos¢ linijne, dlugos¢ MP, nazywa sie wstawg
tuku AM; zatem, -t-MP jest wstawe tukdéw majecych skraj-
nos¢ w M, - M'F wstawe tych ktére maje skrajnos¢ w M;
a zaS — NP jest wstawe tukéw majecych skrajnos¢ w N, na-
koniec — N'P wstawe tych ktorych skrajnos$¢ pada w N.
Zted wynika nastepujece okreSlenie

WstawX luku jest liczba, dodatna albo odjemna, Ictora mierzy
mprostopadte spuszczong z jednej skrajnosci tego tuku na Srednice
przechodzaca przez drugg skrajnose.

Nazywajec x dtugos¢ tuku majecego skrajnos¢ M, wyra-
za sie jego wstaw'e piszec, przez skrocenie, wstx

wstx jest pierwsze funkcje kotowe.
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6. Uwazajmy teraz jak sie zmienia funkcya wsta, gdy fuka
zmienia sie ciegle.

Gdy tuk a rosnie ciegle od 0 do ) wsta roén._e takze cie-

gleod 0 do 1;po ¢zem,gdytuk x rosnie od E/I do & wsta
maleje nieprzerwanie od 1 do 0; to pokazuje Zze wsta dosiega

wartosci ma\iinum + 1 gdy a=" . Naslepnie, gdy x rosnie
od «do , wsta jest odjemna i maleje ciegle od 0 do—1;

agdy x rosnie od X do 2 wsta jest odjemna i maleje

od —1 do 0O; takze —1 jest jej wartoscie minimum. Po-
tem, jesli x rosnie jeszcze od 2« do 4w a nastepnie od 4«
do 6-, etc. wsta bierze okresowo wartosci ktdre miata, to
jest przechodzi przez wszystkie wartosci, i w tym samym po-
rzedku, ktore nabywa gdy tuk x zwieksza sieod O do 2-.

Nakoniec, jesli tuk x jest odjemny i zmienia sie od 0 do —x
widzimy fatwo ze wsta przechodzi przez te same wartosci,
tylko ze znakiem przeciwnym, ktére bierze gdy tuk a rosnie
od O do -t-co ; albowiem, skrajnosci dwoch tukéw a i —a,
rownych ale ze znakami przcciwnemi, se dwoma punktami
symetrycznemi wzgledem srednicy AA'; wiec

D wst (—a) ——wsta.

Co pokazuje ze dwa tuki réwne i znakdéw przecwnych majg
wstawy réwne i znakow przeciwnych.

Zbierajec gtowniejsze wartosci wsta, mamy
wst0= 0, wst*= + |, wst= 0, wst* = - 1, wst2TC=0.

Z tego wszystkiego wynika ze, jakikolwiek jest tuk a, doda-
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tny albo odjemny, mamy zawsze réwnanie
) wst (2k~-\-x) = wstr

w ktorem k znaczy liczbe catkowity jakakolwiek, dodatny
albo odjemny.

To réwnanie dowodzi ze funkcya wstr nie zmienia sie gdy
sie powieksza albo zmniejsza luk x okregiem 2ir. Wyraza sie
te znamienity whasno$¢, mowiyc ze wstr jest funkcya okresowg
luku x, majycy okres 2~. Nadto, wst x jest funkcyy ciagty, to
jest bierze w kazdym okresie wszystkie wartosci po sobie idyce,
poczywszy od —1 az do -t-1; tak ze, wszelka liczba zawarta
miedzy — 1 i -t- 1, albo nawet réwnajednej z tych wartosci, moze
by¢ uwazanajako wstawa pewnego luku kota.

Réwnanie (1) pokazuje ze wst# zmienia sam tylko znak
gdy luk x zmienia znak; te wiasnos¢ wyraza sie méwiyc ze
funkcya wstr jest funkcya nieparzysta.

7. Dwa luki kot nazywajy sie spetniajgcemi, albo spetnieniem
jeden drugiego, gdy ich summa jest rowna potokregowi.

Jakikolwiek jest fuk x, dodatny albo odjemny, skrajnosci
dwoch tukéw x i tg-x Sy oczywiscie dwiema skrajnosciami
jednej S$rednicy; wiec wstawy tych dwdch lukéw sy rowne
i znakow przeciwnych; ztyd réwnanie

3 wst (te-t- X) = —wstr,

ktére pokazuje ze funkcya wstr zmienia sam tylko znak gdy
sie powieksza albo zmniejsza tuk x potokregiem n.

Poniewaz tuk x jest jakikolwiek, ktadyc w ostatniej formule
— X zamiast -t- X, bedzie
wst (ir —x) = —wst (—x);
ale formuta (1) daje
wst (— x) — —wstr,
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wiec
@ wst (ic —#) = wsta;

To wazne réwnanie dowodzi ze dwa luki spelniajace majg
te same wstawy.

Zatem
(0) wst [(2k + D)ir — x} — wst (t—x) = wstx.

8. Zblizajec rownania (1),(5), widzimy ze, jakikolwiek jest
tuk x, dodatny albo odjemny, wszystkie tuki zawarte w for-
mutach

2far -t- x albo (2%-+-1) ic—x

maje te same wstawy.

9. Uwazajmy teraz tuk kota mniejszy od potokregu, jako
naprzykiad tuk AM (fig. powyzsza) ; wstawa tego tuku jest do-

datna i réwna stosunkowi MP, Jezeli przedtuzymy prostopa-

li

die MP az do spotkania okregu w punkcie N, ta prostopadia
bedzie potowe cieciwy MN, a tuk AM potowe tuku MN pod-
pasanego przez te cieciwe. Wiec, biorec promien za jednosé,
mamy twierdzenie

Wstawa tuku mniejszego od potokregujest réwna potowie cie-
ciwy tuku dwa razy toiekszego; dlatego nazwano je pdhwpisa-
na (semi inscripta, sin.).

Zted wynika Zze bok wieloketa foremnego, majecego n
bokéw, wpisanego wkoto promienia 1. wyraza sie przez

2 wst e Za pomoce tego wniosku mozna znalez¢ warto$¢
wstawy niektorych ketéw.

| tak, 1° Bok szescioketa foremnego wpisanego w koto pro-
mienia 1 jest 1; wiec

wst EE wst 30° = %‘;
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2° Bok kwadratu wpisanego wyraza sie przez \/2; zatem
wst -y= wst43°= "~ V2-
3° Podobnie, bok trojkata rownobocznego wpisanegojest V3;
wiec
1
wst g = wst @“= - yi3.
4° Bok dziesiecioketa foremnego wpisanego jest
wiec
wst 0= wst 18° = —°
3° Tak samo, bok dziesiecioketa gwiazdzistigo foremnego (*)
jest i(i/3 + 1); wiec
wst yj-= wst34°= Ae =
6° Bok pieciokata foremnego jest i 4 2\]o; zatem

wstw= wst 36° = —y/io — 2\/5.

7° Podobnie, bok pieciokata foremnego gwiazdzistego wy-
izasieprzez ~y/lO+ 2\/5; wiec

wstN = wst72e= |\/10 + 2\{W

8°. Mozna jeszcze wyznaczy¢ wst 9°. Jakoz, wiedzac ze bok

(® Zob. nasz§ geometrye, wydanie drugie 1869 r.
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dziesiecioma foremnego wypukiego jest i(\/B —I); otrzymu-

jemy, za pomocg wiadomego zagadnienia geometry!, warto$¢
boku dwudziestokata foremnego

N2 —\-i—  (yjo—1)2 albo ~"*3-+- Vo —5-"0—
wiec

We«th=w st9°"*3 +vs —s/rra

STYCZNA.

10. Niech bedzie, jako poprzednio, A poczatek tukow,

i x dlugos¢ jednego z tych tukow

majacych skrajnos¢ w M. Przez

punkt A poprowadzmy styczne TT'

i wezmy jej cze$¢ AT, zawartg mie-

dzy poczatkiem A tuku x i prze-

dtuzonym promieniem ktéry prze-

chodzi przez jego skrajnos¢ M. Sto-

soéwnie do wiadomej ugody znakdow,

bedziemy uwazali odcinek AT, idacy w strone tuku dodatnego
ADA\, jako dodatny; a za$ odcinek AT, idacy w strone przeci-

wna.jako odjemny. Stosunek — , albo biorgc promien R za

jednos¢ linijng, dtugos¢ AT nazywa sie styczng trygonome-
tryczng tuku AM; takze + AT jest styczng tukéw majgcych
skrajnos¢ w M albow N, aza§ —AT jest styczng tukow
majacych skrajnos¢ w M albo w N. Ztad wynika okreslenie.

Styczna tukujest liczba, dodatna albo odjemna, ktéra mierzy
cze$¢ stycznej poprowadzonej przez poczatek, a zawartej miedzy

tym poczatkiem i przedtuzonym promieniem przechodzgcym przez
skrajnos¢ luku.
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Wyrazamy styczne tuku x piszac, przez skrdcenie, styx.
styx jest druge funkcye kotowy.

11.  Uwazajmy teraz jak sie zmienia funkcya styx, gdy tuk x
zmienia sie od — oo do -+ cc.

Gdytuk x rosnie od O do ) styx rosnie takze poczewszy
od zera, i moze stac sie wieksze od wszelkiej liczby danej; tak
ze, gdy x dosiega wartosci styx, ciegle dodatna, prze-
wyzsza wszelke wielkos¢, co sie wyraza mowiec ze styx staje
sie -i- oc; gdy za$ x przechodzi warto$¢ styx staje sie od-
jenme i przeskakuje raptem z -t-oo0 do—o0. A gdy potem
tuk x rosnieod N do r, stvx jest odjemna i ro$nie od—«

do 0. Jesli nastepnie skrajno$¢ tuku x przebiega drugi pot-
okreg AHA, wartosci styx, poprzednio otrzymane, powracaje
wszystkie i w tym samym porzedku, czyli, jako sie mowi, se

okresowe, to jest: gdy fuk x rosnie od % do 3 styx rosnie

od Odo + 00; agdy x przechodzi warto$¢ Su i rosnie az

do 2u, styx przeskakuje raptem z -+ do — o i, bedec od-
jemna, rosniejaz do 0. Poczem, jesli x rosnie jeszcze od 2*
do 4% inastepnie od 4ir do 6w etc. sty.r bierze napowroét
wszystkie te same wartosci ktore] miata gdy tuk sie zmienia
od 0 do’2z.|Nakoniec, jesli tuk xTjest odjemny i zmienia sie
od 0 do]— m, styx przechodzi przez te same'wartosci, tylko
ze znakiem przeciwnym, ktdre nabywa gdy x rosnie od 0
do -t- 0o; albowiem, skrajnosci dwaéch tukdw x i — x, ré-
wnych i ze znakami przeciwnemi, s¢ symetryczne wzgledem
Srednicy AA'; zatem, styczne tych dwoch tukéw se rowne,
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znakdéw przeciwnych; co daje
@ sty (—™) = —sty™.

Wiec dwa luki réwne i znakow przeciwnych maja styczne réwne
i znakdw przeciwnych.

Zbierajac gtdwne wartosci sty*, mamy
sty0= 0, styn= 0, sty2it= 0,

Go do wartosci nieskonczenie wielkich, ktore bierze sty*
gdy tuk x réwna sie k'.I_Z albo fﬂ-, trzeba je uwazac jako gra-

nice wartosci, dodatnych albo odjemnych, nieokresinie wiel-
kich, przechodzacych wszelkg wielko$¢. Tym sposobem, ozna-
czajac przez e tuk dodatny ktory maleje az do 0, bedzie

§y(-5-+Bgs(9=

gr. sty —e) = + co, gr. sty. + =~ P*

Z calego obiegu wartosci sty* wynika ze, jakikolwiek jest
tuk x, dodatny albo odjemny, mamy zawsze réwnanie

2 sty (kit  *)= sty*,

w ktorem k znaczy liczbe catkowitg jakakolwiek, dodatng
albo odjemna.

To réwnanie, pokazujgc ze funkcya sty* nie zmienia sie

gdy sie powieksza albo zmniejsza tuk *Jpétokregiem n, do-
wodzi ze sty* jest funkcyg okresowg i ma okres n. W kazdym
okresie sty* bierze wszystkie wartosci mozebne tak dodatne
jako odjemne; ztagd wnosimy ze luszelka liczba, od —so do -+ m,
moze by¢ uwaianajako stycznapewnego luku kota.
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Funkcya styz jest funkcyy nieparzysty, poniewaz zmienia
znak z tukiem x, jako pokazuje rownanie (1).

12. Zréwnania (2), bioryc k=1, wyprowadzamy

(3) sty (ic -t- x) = stya;.

Ten wynik okazuje ze dwa fuki x i r-t-x majy styczne
réwne; czego zreszty wprost sie¢ dowodzi, uwazajyc ze dwa
luki x\T.->rx sy zakoriczone na dwoch skrajnosciach jednej
Srednicy, zatem majy te samy styczne.

Poniewaz luk x jest jakikolwiek dodatny albo odjemny,
kladyc w ostatniej formule —x zamiast x, bedzie

sty (it —x) = sty(—x);
ale formuta (1) daje

sty (— x) = — sty*,
wiec
4 sty (it—x) = —styx,

To dowodzi ze dwa tuki spetniajgce majg styczne réwne i zna-
kow przeciumych.

13. Uwazajyc ze bok wielokyta foremnego n bokow, opisa-

nego na kole promienia 1, wyraza sie przez 2sty o mozna la-
two miec styczne niektorych kytow. | tak, znajyc z geometryi,
w funkcyi promienia, bok kwadratu, trojkyta réwnobocznego
i szesciokyta,, opisanych na kole, znajdujemy zaraz

sty j = sty43°= 1,

sty g= sty 60°= \J3,

styg= siy30«=".
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SIECZNA.

14. Nakierunku promienia OM, przechodzgcego przez skraj-
nos¢ M danego tuku, wezmy odci-
nek OT, zawarty miedzy $rodkiem
kota i styczng napoczatku A. Przyj-
mujemy teraz nastepujacg ugode
znakéw, to jest, uwazamy odci-
nek OT jako dodatni) albo odjemny,
wedtug jak przechodzi przez skraj-
no$¢ M tuku albo przez punkt $re-

dnicowoprzeciwny.Stosunek ~ albo, bioragc promien za je-

dnos$¢ linijng, dtugos¢ OT nazywa sie sieczng tuku AM. Ta
sieczna, na mocy znaku odcinka OT, jest dodatna albo odje-
mna. | tak, sieczna tukéw majacych skrajnos¢ w M jest doda-
tna -t-OT, a za$ sieczna tukéw majacych skrajnos¢ w N jest
odjemna —OT; podobnie, tuki ktdrych skrajno$¢ pada w N
albo w M majg sieczne+OT' albo —OT. Ztad nastepu-
jace okreslenie

sieczna luku jest liczba, dodatna albo odjemna, ktéra mierzy

odlegtos¢ srodka kola od wierzchotka stycznej trygonometrycznej
tego tuku.

Wyrazamy sieczne fuku x piszac, przez skrocenie, sie#.

sie# jest trzecig funkcya kotowa.

15.  Uwazajmy teraz jak sie zmienia sie#, gdy tuk x zmie-
nia sie od —sc do -t-o00.

Gdy x rosnie od 0 do 9 siex rosnie od +1 do -t-«; agdy

skrajno$¢ tuku x, posuwajac sie w strone dodatna, prze-
chodzi z punktu B do punktu sgsiedniego, sie# zdodatnej sta-
ie sie odjenmg i przeskakuje raptem od + o do —x . Gdy x
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rosnieod ~ do wm, siar rosnieod—ac do—I; po czem,gdy ®
rosnie od - do sie® odjemna maleje od —1 do —o0; a gdy
X przechodzi przez wartos$¢ x sie® przeskakuje od — o

do +00 ; nakoniec, gdy x rosnie od A do 2r, sie® jest do-

datna i maleje od +x do+ 1. Gdy luk x rosnie dalej od 2«
do 4+ albo od Ar. do 6", etc, sie® bierze okresowo wszystkie
wartosci ktére miata gdy x rosnie od O do 2*. Ajesli luk x
jest odjemny i maleje od O do —* , sie® przechodzi przez
wszystkie te same wartosci ktére nabywa gdy x rosnie od O
do t- o ; co sama figura jasno pokazuje. Zatem

() sie (—x) = sie®

Zbierajac gtowne wartosci  sie®, i nazywajac t tuk doda-
tny ktéry maleje az do zera, mamy

sie0= -t-f, sie = —1, sie22= +1

Z obiegu wszystkich wartosci sie® wynika ze, jakikolwiek
jest tuk x, dodatny albo odjemny, bedzie zawsze

o) sie (2fot £ x) = sie®.

Ostatnie rownanie,w ktorcm k znaczy liczbe catkowity jaka-
kolwiek, dodatny albo odjemne, dowodzi ze sie®jest funkcy§
okresowy i ma okres 2it.

Réwnanie (1) pokazuje ze sie® nie zmienia sie gdy tuk ®
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zmienia znak; te wtasnos¢ wyraza sie mowigc ze funkcya sie#
est funkcya, parzysta.

16. Jakikolwiek jest tuk #, dodatny albo odjemny, dwa tuki
x 1 K-hx, zakonczone na skrajnosciach jednej $rednicy, majq
sieczne rowne i znakOw przeciwnych, to jest

€)] sie (n-+a)= —sie#;

co pokazuje ze, powiekszajac albo zmniejszajac tukpdtokre-
giem it, zmieniamy sam tylko znak jego siecznej.

Jesli w formule (3) zamienimy x na—#, bedzie
sie [k —#) — —sie (—#),
albo, z przyczyny formuty (f),
@) sie (jt—x) = —sie#.

Ztad wnosimy ze, dwa tuki spetniajace majg sieczne réwne» zna-
kéw przeciwnych.

Wiec na mocy formut (2), (3), (4) otrzymujemy

sie[(2A+ 1) tx£x] = —sie#.

FUNKCYE KOLOWE DOPELNIAJACE.

17. Nazywa sie dopetnieniem tuku taki tuk ktory z nim czyni
summe rowng ¢wiercianowi. | tak, dopetnieniem tuku -~ x

jest ~—4#, adopetnieniem tuku —x jest |-Kr.
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W kole O poprowadzmy dwie Srednice prostopadle AA'i BB”
Jesli, uwazajac punkt A za poczg-
tek tukéw i kierunek AB za doda-
tny, wezmiemy punkt B za pocza-
tek dopetnien i kierunek BA za ich
kierunek dodalny, wtedy fuk i
jego dopetnienie bedg miaty spoi-
ng skrajnos¢. Jakoz, niech x ozna-
cza jakikolwiek tuk majacy pocza-

tek w A i skrajnos¢ w M; powiedam ze jego dopeinienie
T x ma te samg skrajnos¢ M. Albowiem, wychodzac z pun-
ktu B i przebiegajac ¢wiercian BA, dochodzimy najpierwej do
punktu A, i potem musimy jeszcze przebiedz tuk —x. Owoz,
tuk—x wzglednie do punktu B jest to samo co tuk x wzgle-
dnie do punktu A, poniewaz kierunki BA i AB sgsobie prze-

ciwne; wiec, idac teraz z punktu A w strong wskazang
znakiem tuku x dosiegamy punktu M.

Nazywamy dostawe., dotyczng i dosieczng tuku x wstawe,
styczne i sieczne dopelnienia tego tuku, i wyrazamy je piszac,
przez skrocenie, dosx, dotx, dosiea\

DOSTAWA.

18.  Niech bedzie M skrajnos¢ tuku x [fuj. powyzsza); aby
mie¢ dostawe tego tuku, trzeba wzig¢ wstawe jego dopetnie-
nia - —x ktorego poczatek jest w B, skrajnos¢w M, i kie-

2

runek dodatny BA. Wiec, jesli z punktu M spuscimy prosto-
padte MQ na BB' i prostopadlag MP na AA, poniewaz MQ=0P

dostawa tuku x jest stosunek albo dlugos¢ OP, biorgc

promieni za jedno$¢ Unijng. Stosownie do zwyczajnej ugody
znakdéw, bedziemy uwazali dtugos¢ OP jako dodalng albo od
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jemng, wedtug jak spodek P pada na promieniu OA albo na
jego przedtuzenia OA'. Zted wynika okreslenie.

Dostawa luku jest liczba, dodatna albo odjemna, ktdra mierzy
odlegtos¢ srodka kota od spodka wstawy tego tuku.
19. Zobaczmy teraz jak sie zmienia dosaa

Figurajasnopokazujeze,gdy tuk x rosnie od O do 5 dosx

maleje od -t-+ do 0; gdy x rosnie od ~ do n, dosa; staje sie
is
odjemng i maleje od 0 do —1; gdy potem x rosnie od .*

do ~ , dosa: odjemna rosnie od —1 do O; agdy x rosnie

jeszcze od — do 2w dosa; staje sie napowrét dodatne irosnie

od 0 do-t-1. Po czem, gdy x rosnie dalej od 2w do 44 na-
stepnie od 4z do 6", etc, dosa; bierze okresowo wszystkie
wartosci ktore miata gdy tuk x rosnie od 0 do 2n. Nakoniec,
jesli tuk x jest odjemny, i zmienia sie od 0 do—» , dosg;
przechodzi przez wszystkie te same wartosci ktore nabywa
gdy x rosnie od 0 do 2w; albowiem, dwa tuki x i —x, majac
skrajnosci symetryczne wzgledem S$rednicy AA, maje tem-
samem spoine dostawe; co daje

O] dos(—x) = dosa;;

Wiec dwa tuki réwne i znakéw przeciwnych majg te samg
dostawe.

Zbierajac gtowniejsze wartosci  dosa;, mamy
dosO= 1, dos*= 0, dosir= —1, dos—= 0, dos2w =t.

Z wszystkiego co poprzedza wynika ze, jakikolwiek jest tuk x,
2
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dodatny albo odjemny, marny zawsze roéwnanie
) dos (2kn £ z) — dosa;

w ktdrem k jest liczbg. catkowite dodatny albo odjemne.
Zatem wszystkie tuki zamkniete w dwoch formutach
2kK+-a i 2At—a
maje te same dostawy.

Ostatnie réwnanie (2) dowodzi ze dosx jest funkcye okresowe
inajece okres 1-. Nadto, dos# jest funkcye ciegle, i bierze
w kazdym okresie wszystkie warto$ci poczewszy od—I az
do-f-1; wiec, wszelka liczba zawarta miedzy —1 i -f-1, albo
nawet réwnajednej z tych dicdch wartosci, moze by¢ uwazana ja-
ko dostawa pewnego luku kofa.

Réwnanie (1) dowodzi ze funkeya dosx jest funkcyg pa-
rzysta.

20 Jakikolwiek jest luk x. dodatny albo odjemny, dwa tuki
X I t+x, zakonczone na skrajnosciach jednej srednicy, maje
oczywiscie dostawy réwne i znakdw przeciwnych; zatem

€)) dos (jt + x) = —dos x,
co pokazuje ze funkeya dos# zmienia sam tylko znak gdy sie
powieksza albo zmniejsza tuk x poétokregiem r..
Jesli w ostatniem rownaniu zamienimy x na —x, bedzie
dos (ir—xj = —dos (—x);
ale, na mocy réwnania (i),
dos (—x) = dosa,
wiec
@ dos (jt —x) = —dosx;

to dowodzi ze dwa tuki spetniajace maja dostawy réwne i znakdw
przeciwnych.
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21 WhylozyliSmy zmienno$¢‘i wihasnosci cios# wprost, nie

odnoszac sie do wst*; dlatego ze lunkcya dos* gra wiclky

role w umiejetnosciach, i dlatego jeszcze zejy niektorzy auto-

rowie biore za pierwszy fukcye kotowy i z niej wyprowadzajy

inne. Ale mozna uwaza¢ wszystko cosmy o dostawie powie-
dzieli jako proste nastepstwo réwnania

Postugujyc sie tem réwnaniem, znajdujemy zaraz wartosci
dostaw tukow ktérych wstawy sy wiadome. | tak, naprzyktad

dos 30° = wst 60° = E\B>

dos 43° = wst 45° _ 2.

dos 60° = wst 30° —

22. Dotyczna i dosieczna. Poniewaz zmiennos$¢é tyCh dwdch
lunkcyj kotowych wywodzi sie, bez zadnej trudnosci, z dwdch
okreslajycych rownan

albo wprost z samej figury, zostawiamy jy czytelnikowi na po-
trzebne ¢wiezenie; tem wiecej ze, jako wkrétce okazemy, znajyc
zmienno$¢ funkcyi wst* i dos*, mozna zaraz mie¢ wartos¢
sty*, dotx, sie*, dosie*. Ograniczamy sie wiec teraz na
prostem wystowieniu formut ktére pdzniej bedy widoczne,

dot (— *)= —dot*, dot W+ x)= dot*,

dot (7—*) = — dotr, dot(<it-t-x)=dotr,

dosie (—*) = — dosie*, dosie (» + *)= —dosie*,
dosie (n—x)—dosie*,
dosie (2ku -\-x) — dosie*, dosie [(2k -f-1)* —x] = dosie*
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23 Do szesciu funkcyj kotowych ktoresmy wytozyli, trzeba
jeszcze doda¢ tak zwan? wstawe odwrotng tuku, czasem uzyte-

czn?. Wstaw? odwrotn? tuku jest stosunek AP , Strzaty tuku

podwdjnego do promienia R; ajesli R=1, wst.odwx réwna
sie réznicy 1 — dosar.

Uwaga ogolina. Wst-c, dosar, sty#, s? trzema gtdwnemi
funkcyami kotowemi, trzy inne, dosiear, siea-, dotar, s?ich
odwrotnosciami, jako wkrotce zobaczymy. Wszystkie s? funk-
cyami okresowemi, to jest, nie zmieniaj? sie gdysie powieksza
albo zmniejsza ich tuk okresem.

Punkcye kotowe nazywaj? siezwykle liniami trygonometryczne-
mi, dlatego ze stuz? do wyznaczenia k?tdw we wiasciwej
trygonometryi; mimo jednak tego nazwiska, trzeba je zawsze
uwaza¢ jako stosunki rzeczonych linij do promienia. Ale, jesli
promien jest wziety zajednosc linijn?, wtedy linie trygonome-
tryczne przedstawiaj? geometrycznie liczby ktore s? istotnie
funkcyami kotowemi.

f PRZYWIEDZENIE +UKOW DO PIERWSZEGO CWIERCIANU.

24.  Poniewaz zmniejszaj?c tuk potokregiem,albo bior?c spet-
nienie tuku, linie trygonometryczne nie zmieniaj? wartosci
samoistych (liczebnych) mozna zawsze znalez¢ w pierwszym
¢wiercianietuk ktory zdanymtukiem ma wszystkie linie trygo-
nometryczne réwne, i ztym samym znakiem albo ze znakiem
przeciwnym. To sie nazywa przywiesdz tuk do pierwszego Cwier-
ciami. Aby uskutecznic¢ takie dziatanie, odci?gasie najpierwej od
tuku najwiekszy wielownik okregu jaki sie w nim miesci, co nie
zmienia zadnej linii trygonometrycznej; po czem, odci?ga sie
potkr?g jesli trzeba, albo bierze sie spetnienie. Tym sposobem
otrzymuje sie tuk zawarty w pierwszym ¢wiercianie, maj?cy,
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précz znaku, te same linie trygonometryczne co luk dany.

Dla lepszego wyjasnienia tej rzeczy wezmy przyktad. Przy-
pus¢émy ze trzeba znalez¢é sty 1234°. Odciggamy najpierwej
360°X3, codaje styl234° = styl54°, bierzemy potem spetnie-
nie i mamy styl54° = — sty26°.

Wiec ostatecznie sty 1234° = — sty 26°.

FUNKCYE KOLOWE ODWROTNE,

25.  WidzieliSmy ze na dang warto$¢ fuku odpowieda jedna
wartos¢ kazdej linii trygonometrycznej, i tylko jedna; linie try-
gonometryczne sgwiec funkcyami wyznaczonymituku. Naodwrot,
mozna uwazac¢ tuk jako funkcye danej linii trygonometrycznej;
ale ta funkcya nie jest dobrze wyznaczona, bo na dang warto$¢
linii trygonometrycznej odpowieda nieskoriczona liczba tukdw.
Nazywajac x tuk ktorego wstawa jest rowna danej liczbie a,
wyrazamy to piszac x =tukwsta.

Tak samo, &= tukstya znaczy ze x jest tukiem ktdérego
styczna rdwna sieliczbie a, tojest styx=a; etc.

26.  Wyraienie tukow majgcych dang wstaice a. Oznaczajac
przez x jeden ztych tukow, mamy

wste= a, zkad x = tukwsta.

Aby znalez¢ tuk x, poprowadzmy
rownoleglg do $rednicy AA!, na odle-
gtos¢ a, od strony B albo B' wedtug
jak warto$¢ a jest.dodatna albo odje-
mna. Ogdlnie mowiagc, ta réwnole-
gla, przypusémy MM, przecina okrag
w dwdch punktach M i M'; i wszys-

tkie tuki majace skrajnos¢ w M albo w M, a tylko te, odpo-
wiedajg danej wstawie a. Jesli wiec nazwiemy « najmniejszy
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tuk dodatny z pomiedzy tych tukéw, a takim jest AM, wszys-
tkie tuki majece skrajnos¢ M bede objete (6) formute 2A-4a.
Nadto, tuk - —a maskrajnos¢ M'; zatem wszystkie tuki za-
konczone w M' se objete formute (2X-+-I)Tt—«. To dowodzi
ze wszelki luk x ktorego wstawa rowna sie liczhie a jest dany
przez jedna z dwdch formut

x=2Ar a albo x= (2k-t1)n—a.

Owoz (8), wszystkie tuki zawarte w tych dwdch formutach
maje te sarne wstawe; zted wynika wazne nastepstwo :

Aby dica tuki mialy te samg wstawe, trzeba i dosc jest zeby
ich réznica byta catkowity liczbg okregéw, albo ich summa byta
nieparzystg liczbg potokregdw (*).

Uwaga. Rd/\mnle

wshe + «= 0

ma nieskoriczona liczbe pierwiastkdw danycli przez formuty
X= 2An-+a i x— (2k4-1)F—a,
ktdrych k jest liczba catkowita dodatna albo odjemne.

27.  Wyrazenie tukdw majgcych dang dostawe a. Nazywajec
tuk ktérego dostawa jest rowna danej liczbie a, mamy

dosrr=«, zked x= tukdosa.

Aby znalez¢ tuk x, wezmy na $rednicy AA' (fig. poprzednia),
dhugos¢ OP=a albo OP'=—a wedtugjak dana liczba a jest
dodatna albo odjemna, i, przez punkt P albo P', poprowadz-

(*) Wiadomo ze tuki spetniajgce, « i ~ maja te same wstawy;
zwiekszajac albo zmniejszajac kazdy z tych tukéw calkowitaliczbaokregéw,
otrzymuje sie wiasnie powyzsze formuty  Hkr\-<x i (A—j—)—a.
Ta Uwaga moze je przypomnie¢ w potrzebie.
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my prostopadtg do AA'; ta prostopadta, przypusémy MN,
przetnie okrag w dwdch punktach M i N. Wszystkie tuki
zakoficzonew M albow N, i tylko te, odpowiedaja danej
dostawie a; jesli wiec oznaczymy przez a najmniejszy do-
datny z tych fukéw, jako AM, widzimy fatwo ze wszelki tuk x
kidrego dostawa réwna sie danej liczbie a jest zawarty w po-
dwdjnej formule

X — 2kn zt. a ;

awiemy (19) Ze wszystkie tuki objete te formule maje te sarne
dostawe. Zted wynika nastepujecy, wazny wniosek,

Aby dwa luki miaty te sarne dostawe, trzeba i dosCjest zeby ich
"6tnica albo ich summa byfa réwna catkowitej liczbie okregéw. (*)

28. Wyrazenie tukdw majgcych dang styczne a. Nazywajec x
tuk ktorego styczna jest réwna
danej liczbie a, mamy

Przez poczatek A tukéw po-
prowadzmy styczne TT'; wezmy
na niej dlugos¢ AT= a albo
AT'——a, wedtugjak danaliczba

T a jest dodatna albo odjemna, i,
przez punkt T albo T', poprowadzmy $rednice; ta $rednica,
dajmy nato TMN, przetnie okreg w dwoch punktach M i N.
Wszystkie tuki zakoiczone w M albo N, i tylko te, odpowic-
daje danej stycznej a; wiec, oznaczajec przez a najmniejszy
dodatny z tych tukoéw, jakim jest AM, widzimy tatwo ze

(*) Dwa tuki réwne i znakéw przeciwnych, a i —a, maje te sama
dostawe; dodajec albo odejmujac kazdemu z tych tukéw pelwie liczbe
okregow, otrzymujemy dwa luki 2kr.-f-« i 2Kr.—a objete powyzsze
formule. Ta uwaga utatwia pamieg.
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wszelki tuk x, ktorego styczna rowna sie danej liczbie a,

jest zawarty w formule
X = kr. +a

Owoz, wiemy (11) ze wszystkie taki objete te formute maje
te sarne styczne; wiec,

Aby dwa dwa luki miaty te samag styczne, trzeba i dos¢ jest
zeby ich réznica byta catkowitg liczbg pdtokregow.

29. Wkroétce zobaczymy ze dotyczna, sieczna i dosieczna
tuku se, odpowiednio, odwrotnos$ciami jego stycznej, dostawy
i wstawy; mozna wiec, na mocy tego co poprzedza, majac
dane dotyczne, sieczne albo dosieczne, znalez¢ zaraz wyraze-
nie tukow ktore odpowiedaje kazdej z tych linij.
| tak,
1° tuki rozwiezujece rownanie x —tukdota se x=ktr-t-a;
2° tuki rozwiezujece réwnanie x — tuksica se x = gkr.+ a;
nakoniec 3° tuki zado$¢ czyniece rownaniu x=tuk dosiea se

X = Zkn-hct albo x=[2k + [)n—a

MEDZY LINIAMI TRYGONOVETRYCZNYM
JEDNEGO LUKU.

30. Niecn edzie x tuk, dodatny albo odjemny, ktorego
skrajno$¢ M znajduje sie na pier-
wszym ¢wiercianie. Biorec promien
OM zajedno$¢, mamy
wste=MP, dosa-=0OP, styx=AT,
dotx=BS, siex=0T, dosiex=;0S.

Owoz trojketprostokatny OMP daje
MPSme OP2= 6ms5
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zt8&d
o) wsfo -t- dos*x= 1,

Trojkaty podobne OMP i OTA, OMP i OBS dajj takze
AT oT OA BS _ PIS _ OB

MP = OM — OP 1 OPp — OM ~ MP
zkgd

wsta.'
) PH=dn
€) Sex= dST
s dost#
W dote="
(5) d osiex = ~

Istnieje wiec, jako widzimy, pie¢ zwigzkdw miedzy szes-
cioma liniami trygonometrycznemu Te zwigzki sg oddzielne,
bo do kazdego wchodzi rézna linia trygonometryczna. Ale
wiecej takich zwiezkow by¢ nie moze. Albowiem, gdyby
istniato szoste roéwnanie oddzielne od pieciu powyzszych,
wtedy te szes¢ linij trygonometrycznych, zwigzane szeScioma
oddzielnemi réwnaniami, bytyby wyznaczone; a wiec nie mo-
glyby sie zmienia¢ gdy sie tuk zmienia; co sie sprzeciwia ich
naturze.

31. Chociaz otrzymalismy powyzsze zwigzki migdzy liniami
trygonometrycznemi, przypuszczajac skrajnos¢ tuku na pier-
wszym ¢wiercianie, te zwigzki sgjednakze ogolne, to jest stosujg
sie do tukéw wszelkiej wielkosci, tak dodatnych jako odje-
mnych. | w samej rzeczy, jakiekolwiek jest na okregu potoze-
nie skrajnosci M tuku, istnieje zawsze tuk zawarty miedzy

0 i - (24) ktory ma, bez wzgledu na znak, wszystkie te same

linie trygonometryczne co tuk x; zt$d wynika ze, zwazajac na
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same tylko warto$ci samoiste linij trygonometrycznych, otrzy-
mane zwigzki sg wszystkie pie¢ prawdziwe. Dos¢ wiec bedzie
sprawdzi¢ ich znaki.

O  woz, réwnanie (i) zawiera tylko kwadraty z wstx i
z dosx, agdy trojkat nie istnieje, jedna z tych dwdch linij jest
0, druga +1; wiec zwigzek (1) jest zawsze prawdziwy.

Sprawdzmy teraz znaki obydwoch stron réwnosci  (2) i (3).
Wiemy ze, gdy skrajnos¢ tuku pada na pierwszym albo natrze-
cim C¢wiercianie, styczna jest dodatna, wtedy wstawa i
dostawa majg obie te same znaki; a gdy skrajnos¢ tuku pada
na drugim albo na czwartym ¢wiercianie, styczna jest odje-
mna, wtedy wstawa i dostawa sg znakow przeciwnych. Na-
koniec, gdy styx jest O albo oo, wtedy wstx= 0 i
dosx= %1, albo wstx= * 1 i dosx= 0. Wieczwiazek (2
mst prawdziwy dla wszelkiego tuku x.

Co do rownania (3). WidzieliSmy ze w kazdym cwiercianie
siex jest tego samego znaku co dosx; owoz, gdy siex= + 1,
wtedy takze dosx==1; agdy siex=x00 wtedy dosx= 0.
Wiec zwigzek (3) jest zawsze prawdziwy jakikolwiek jest
tuk x.

Podobnie dyskutujgc, moznaby tatwo okaza¢ ze zwigz-
ki (4) i (5) stosujg sie dowszelkichtukow. Ale dos¢ uwazad
ze te dwa zwigzki wywodzg sie z dwdch ogbinych (2) i (3),

prostg zamiang fuku x na £—x; zatem sg oba ogolne.

32. Réwnania (3), (4), (0) pokazujg ze siex, dotx, dosiex
sgodwrotnoseiami dosx, styx, wstx; albowiem siex.dosx=t,

dotx. styx = t, dosiex. wstx = 1. Dlatego

wstx  dosx
wiasnie siex i dosiex nie sg prawie nigdy uzywane, a dotx
rzadziej niz styx.

33. Zwigzki miedzy liniami trygonometrycznemi, znale-
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zione w n° 30, nie sg jedyne. lIstnieje, inne réwnie potrzebne,
ktdre sg ich nastepstwem.
| tak, trdjkat prostokgtny AOT (fig. ostatnia) daje

om2= OF 4- AT2;
zkad wynika
(6) sie®= 1 4- sty®= .

formuta czesto uzyteczna.

Ta formuta wywodzi sie z rownan (1) i (2). Jakoz, doda-
jac (}) do kwadratu kazdej strony réwnania (2), bedzie

wstZ®  dosZR4- wst2B 1
4-st}a  la- dos2® dos2®

Miedzy sie® dosie® jest takze zwiazek, przez sie wi-
doczny,

i I o
) sieZh  dosieZR

34, Z pieciu rdwnan n™ 30, mozna wyprowadzi¢ wartosci
pieciu ktorychkolwiek z szeSciu linij trygonometrycznych
w funkeyi linii sz6stej. | tak, bioragc naprzykfad wst®, bedzie

t®
dos®= : \J1— wst2®, Stv®: e ,
y | —wstZ®
dotx—d +— WSI®
Wst®
sie® = dosie® =
VI — wst2 wst®

Ale uwazajmy ze, gdy jest dana jedna linia trygonometry-
cznatuku ® wszystkie inne nie sg przez nig catkiem wyzna-
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czone. | wsamej rzeczy, jako widzimy, majec dane wstx mamy
naturalnie jej odwrotno$¢ dosiex; ale znamy tylko same war-
tosci samoiste czterech innych linij. To sie tatwo wyttumaczy¢
moze. Albowiem, tuki odpowiedajece danej wstx se zawarte
w dwdch formutach 2kr. -i-a i (2&-+1)7:—a, a odejmujec
wszystkie okregi, otrzymujemy dwatuki a i n—a ktére maje
te same linie trygonometryczne. Owoz wiemy Zze styczne,
dostawy, dotyczne i sieczne dwdch tukow spetniajgcych se
rowne i znakéw przeciwnych; co usprawiedliwia podwojny
znak powyzszych formut.

Czesto potrzeba zna¢ wstz i dosx w funkcyi styx. Aby
je znalez¢, dos¢ wzie¢ dwa rownania

wst*x -h dos’x = 1 Wstx X.
dos x J

Rugujec najpierwej dosx a potem wstx, bedzie

wstlr__ . .
WSt X m+ stykx , 1 dos*xsty*x + dos’x = 1,
zked
sty x
wstx = £ dosx= +
® VI -msty*x \J1 4- sty&

Znaki pierwiastnikéw zaleze od znaku wiadomej warto-
Sci  styx; ale nie se wyznaczone. Co by¢ powinno, bo sama
figura jasno pokazuje ze danej styx odpowiedaje dwie wstawy
i dwie dostawy, rowne i znakoéw przeciwnych.

Uwaga. Formuly (8) wywodze sie odrazu z réwnania

IXx = sj =
1-+stylx = siex dos*x

ktore zaraz daje

dOSsX:

VI -+ sty*x
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Zted, mnozec obie strony przez stya?, wynika

sty*
wste = *
\JI + sty8a
TECRYA RZUTOW PROSTOLINIINYCH

35. oOkrestenie. Niech bede punkta ABC,., lezace na jednej
ptasczyznie; spusémy z nich
prostopadle Aa, Bb, Cc,, na
linie proste X'X. Spodki a, b,
c,.. tych prostopadtych nazywa-
je sie rzutami punktow A, B, C,..

X A A prostopadle Aa, Bb, Cc,., seich
rzutujgcemi, a prosta XX osig rzutéw.

To okreslenie stosuje sie do jakichkolwiek punktéw przes-
trzeni; dos¢ tylko poprowadzi¢ przez te punkta plasczyzny
prostopadte do osi X'X, albo, co wychodzi na jedno, spuscié
prostopadte Aa, Bo6,.. na XX, spodki a,b,.. bede rzutami
punktéw A, B.., naosi X'X.

36. Rzutem punktu A na ptasczyznie MN jest spodek a

prostopadtej Aa spuszczonej z tego punktu na te ptasczyzne,
ktora sie nazywa plasczyzne rzutdw.

Rzutem linii jakiejkolwiekjest miejsce geometryczne rzhtow jej
punktéw.
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Wiadomo Zze rzut linii prostej na ptasczyznie jest linig pros-
ty, a rzut jakiejkolwiek krzywej jest ogolnie linig krzyw?. Ale
w szczegolnem potozeniu, rzut linii prostej moze by¢ punktem,
a rzut linii krzywej linie, prostg. Rzutem odcinka AR linii
prostej jest odlegtos¢ ab rzutéw jego obydwdch skrajnosci.

37. Twierdzenie. ltzut linii prostejjest réwny wieloczynowi
jej dhugosci przez dostawe katajaki czyni z osia rzutow.

Niech bedzie jakakolwiek linia prosta AB ktdra czyni, idac
od A do B, kat a zosig XX, albo raczej zjej rownole-
gla AB idacgod A do B.Biorgcodcinek AB, trzeba uwa-
za€ jego rzut ab, ktdry sie rdwna dlugosci AB', jako dodatny
albo odjemny wedtug jak kat a jest ostry fig(t) i fig(2),
albo rozwarty fig(3). Owoz, przez okreslenie dostawy i rzutu.

stosunek %2 wyraza dostawe kata a co do wielkosci i co do
znaku, to jest

AB'

A B =dos*
wiec ab= ABdos a.

albo  Njj= dosg;

88.  Wazna uwaga. Kazda liniaprosta AB ma dwa kierunki
wprost sobie przeciwne; jeden, idagcy od A do B, ktory
sie oznacza przez AB; drugi przeciwny, idagcy od B do A,
ktory sie wyraza przez BA. Ot6z, gdy sie mowi ze prosta AB
czyni z osig XX kat a, trzeba przez to rozumie¢ kat jaki kie-
runek AB tworzy z kierunkiem X'X. Zatem, rzut prostej AB,
idgcej od A do B, wyraza sie przez wieloczyn ABdosa,
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azas rzutprostej BA, idacej od B do A, przez ABdos(n+a)
albo przez — ABdosa.

Dla wiekszej dobitnosci wyrazajg dostawe keta dwdch
kierunkobw AB i XX piszec dos(AB,X'X). Tym sposobem
rzut prostej AB na XX przedstawia sie przez wieloczyn
ABdos(AB, X'X), a za$rzutprostej BA przez ABdos(BA, X X),
albo przez — ABdos(AB,X'X). Jesli wiec, dla skrécenia, na-
zwiemy X Kkierunek X'X osi rzutdw, i oznaczymy przez x
dhugos¢ AB, uwazajac ilos¢ x jako dodatne albo odjemng
wedtug jak wskazuje kierunek tworzecy ket(x, X) albo kieru-
nek przceiwny, rzuty prostej AB i prostej BA bede dane ogol-
nie przez wieloczyn .cdos(a;, X).

Mozna takze zogo6Ini¢ znaczenie ilosci a. Jakoz, przypusémy

ze prosta OM obraca sie okoto punktu

O, tak zeby kazdy jej punkt M opisywat

okreg, i oznaczmy ogolnie przez a tut

kota ktory punkt M przebiegt, zaczyna-

jec od punktu A osi AA. Widzimy

fatwo ze, jakiekolwiek prosta OM bierze

potozenie, jej rzut na AA' wyraza sie

zawsze przez wieloczyn OMdosa, i jest dodatny gdy punkt M

znajduje sie na pierwszym albo na czwartym Cwiercianie, a

odjemny gdy M pada na drugim albo na trzecim ¢wiercianie.

Z wszystkiego co poprzedza wynika ze, jakikolwiek jest

tuk a, rzut odcinka x linii prostej, na osi XX, wyraza sie
ogolnie, co do wielkosci i do znaku, przez wieloczyn

tfdosa albo ados [x, X).

Ostatnia notacya jest wielce uzyteczna.

Ta uwaga nastrecza widoczne dowodzenie nastepujecego
zadania.
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39.  Twierdzenie. Rzut wielokgta, zamknietego, jest zero na
wszelkiej osi.
Niech bedzie wielokyt ABCDEF zamkniety jakikolwiek,
B

ptaski albo spaczony, zrzutujmy go naos X'X. W tym celu,
przez jeden z wierzchotkéw A, poprowadzmy do X'X plasczy-
zne prostopadly Aa, ktdra zostawia caty wielokyt zjednej stro-
ny; jesli przypuscimy ze punkt ruchomy, wychodzac z A obiega
obwdd i powracado A, jego rzutna XX opisuje rzuty wszys-
.tkich bokow wielokyta. Te rzuty sy dodatne albo odjemne,
wedtug jak punkt ruchomy oddala sie od ptasczyzny Aa albo
do niej zbliza. Owoz, oczywiscie punkt ruchomy tyle sie musi
zblizy¢ do tej ptasczyzny, ile sie od niej oddalit; wiec summa
algebryczna wszystkich rzutdw na osi XX jest zero, jakie-
kolwiek ta 0§ ma potozenie w przestrzeni.

40. W niosek. Ztyd wynika wazne nastepstwo ktore stano-
wi tak zwany metode rzutéw.

Jesli zjednego punktu figury do drugiego mozna przej$¢ dwiema
drogami, rzuty tych dwdch drdg najednej osi sg rowne.

| tak, na wielokycie ABCDEF z wierzchotka A do D
prowadzy dwie drogi, jedna ABCD druga AFED. Wiec, jesli
oznaczymy przez a, b, ¢, d, e, f boki wielokyta, przez a, p,y
kyty ktdre kierunki AB, BC, CD bokdw pierwszej drogi czy-
niy zosiy XX, aprzez e S kyty ktore kierunki AF, FE,
ED bokow drugiej czyniyz ty samy osiy, bedzie

adosa -f-*dosp +cdosy = fdosy -4 edoss -t.- <Mbso.
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Uwaga. Dowodzeniu twierdzenia nie wymaga zeby rzuty
byly prostokatne, i wyraznie pokazuje ze to twierdzenie, ze
swGini wnioskiem, jest takze prawdziwe w rzutach pochytych;
byle tylko rzuty wszystkich punktéw byly wyznaczone przez
plasczyzny rownolegte do jednej ptasczyzny. Ale powyzsze ré-
wnanie stosuje sie do samych tylko rzutow prostokatnych.

Przechodzimy teraz do gtéwnych twierdzen rzutow prosto-
linijnych, wyrazonych przez formuty, wazne w zastosowaniach.
Jedna szczegdlniej z tych formut bedzie nam poOzniej po-
trzebna.

41.  Niech bedg trzy osie prostokgtne OX, UY, OZ, ijaka-
kolwiek prosta, w przestrzeni, ktdra z niemi czyni katy a, f, v.
Przez punkt O poprowadzmy do tej prostej rownolegly OA,

i wezmy na niej jakikolwiek punkt M majacy rzuty P, 0, R
na osiach OX, QY, OZ, i rzut N na plasczyznie XOY'; bedzie

OP =« OMdosa, PNalbo OQ — OMdosft, NMalbo OR—OMdosy.

Owoz, rownolegtoscian prostokatny OPNQR, j iko wiadomo
z geometryi, daje

OP2 -t- OfT - OR2= GWF
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albo, nazywajac |, p, g, r dtugosci OM, OP, OQ, OR,
1) b+ q%+r*= P.

Wiec, summa kwadratow z rzutdw linii prostej na trzech osiach
prostokatnych, jest stata i rowna kwadratowi tej prostej, jakiekol-
wiek jest potozenie uktadu tych osi w przestrzeni.

Uwaga. JeSli réwnolegtoscian nie jest prostokagtny, mozna
fatwo, za pomocg rzutdw, znalez¢ zwigzek kazdej przekatnej
z trzema krawedziami przylegtemi i ich katami. Jakoz, wezmy
naprzyktad przekatng OM (fig. powyzsza), zrzutujmy obie drogi
OM i OPNM na o§ OM, i na trzy osie OP, OQ, OR ktdre
przypuszczamy nieprostokatne; stosujgc notacye katow wska-
zang wnc38, i zachowujac powyzsze dtugosci p,q, r,l, bedzie

/= pdos (p, t) -t- g dos(e, 1)-t- r dos(r, 1),
Idos (I,p)=p-\-q dos(q,p)-brdos (r,p),
Idos(l,q) = p dos(p,q) 4 q4- rdos (r, g),
/dos(/,r)= pdos(p, r) 4- qdos (g, r)4-r.
Zkad, mnozac pierwsze rdwnanie przez /, drugie przez p, trze-
cie przez g, czwarte przez r, i dodajgc, otrzymujemy formule

(2) X— p*4-esd-r*4-ipqdos (p, q) 4- "2prdos (p, r)+2qgr dos(?,r),

ktorej rownanie (i) jest szczegolnym przypadkiem.

Jesli chcemy mieé wartosci trzech innych przekatnych
w funkeyi trzech krawedzi OP, 00, OR i ich katéw, dos¢ jest
w powyzszej formule zamieni¢ pewne znaki. | tak, biorgc na-
przykfad przekatng NR, trzeba uwazacie katy UNM i PNM
sg spetnieniami katéw POR i (JOR; co daje

dosQNM = —dos(p,r), dosPNM= —dos(q, /*);
wiec
= + g24-r)wm2pq dos (p, g)—ipr dos (p,r) —2qr&os(q,r)
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Nazywajec I i V przeketne wychodzece z punktdw P i Q,
znajdziemy podobnie

I'l= j2-f-e2-+r2—2Apqdos {p, g —2pr dos (p, r) -+2qr dos (g, r)
—p*+ y2+ r2—2pghAo% (p,q) —+ 2prdos (p,r)—2qr dos(</,r).

Zted znane twierdzenie geometryi
p+ 12-+r + i"1=\ (p*+ g+ r).

42. Z rownania (1) wynika znakomity wniosek. Jakoz,
zastepujac ilosci p, q, r, przez ich wartosci /dosa, /dosp, /dosy,
bedzie

(3 dosa -+ dosZB -t- dos*Y = 1.

Wiec, linia prosta czyni z trzema osiami prostokalnemi trzy
katy takie, ze summa kwadratow z ich dostawjest réwna jednosci.

Jest wiecej jeszcze. Jesli w formule (3) zamienimy do-
stawy na wstawy, znajdziemy

4) Wst2* -f- wst'8 -+ Wstly — 2.

Owoz, figurajasno pokazuje ze ket y jest dopetnieniem keta
ktory prosta OA czyni z ptasczyzne XOY; tak samo o dwdch
katach a i 1. Wiec katy ktore linia prosta czyni z trzema rjtas-
czyznaini proslokatnemi sg takie, ze summa kwadratéw z ich
wstawjest roicna dwom jcdnosciom.

43i Niech bedzie teraz jakakolwiek prosta w przestrzeni,
tworzeca z trzema osiami prostoketnemi OX, OY, OZ odpo-
wiedne kely d, (f, y. Jesli chcemy otrzymac na tej prostej
rzut odcinka OM prostej OA (figura poprzednia), dos¢ jest
Przez punkt O poprowadzi¢ do pierwszej prostej rownolegte
OA' i na niy. zrzutowa¢c OM. Owoz, z punktu O do M
mozna is¢ droge OM albo droge uPNM; rzuty tych drog na
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osi OA sgrowne, co daje
OMdosAOA' = OPdos* -t- PNdosfi* -t- NIVidosy .

albo, nazywajac 0 kgit AOA,
@ /dosO—"dosa -f- *dos;i' + rdosf.

WiQC, znajac rzuty liniiprostej na trzech osiach prostokatnych,
otrzyma sie jej rzut na jakiejkolwiek osi, rzutujac te trzy rzuty

na te o$i robigc summe itowych rzutéw.

44. Formuta (5) prowadzi do waznego zwigzku miedzy ka-
tami. Jakoz, podstawiajagc za odcinki p, g, r, ich wartosci
/dosa, /dosfi, /dosy, i odejmujgc spoiny czynnik 1, otrzymu-
jemy formute

© dsO= dosa dosa’ 4 ds|3 dosff -t- dosy dosy’

ktora daje kat dwoéch linij prostych gdy sa wiadome katy ktore

kazda z nich czyni z trzema osiamiprostokatnemi.

W niosek. Jesli proste OA i OA'schodzg sie w jedng, for-
muta (6) daje
dosj-f- doss3 *-dosy  1;
wynik juz wiadomy.

45. Uwaga. PowiedzieliSmy ze teorya rzutéw stanowi me-
tode; aby pokazaC jej uzytek, przypomnijmy sobie zjaka pil-
noscig, znalazszy formuty ktére wyrazajg zwigzki miedzy li-
niami trygonometrycznemi, musieliSmy dyskutowaé, to jest
roztrzasa¢ szczegélne przypadki wielkosci i znaku tukow, dla
zapewnienia sie ze te formuty stosujg sie do wszelkich tukow.
Otdz, za pomocg metody rzutéw mozna otrzymac odrazu for-
muly ogo6lne, i unikng¢ dyskussyi.

Jakoz, nazywajac, jako zwykle A poczatek tukow\ T punkt
w ktdrym Srednica przechodzaca przez skrajnos¢ M tuku x
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spotyka styz:, widzimy zaraz ze promien OA jest rzutem od-

cinka OT, a wiemy ze dtugos¢ tego odcinka, dodatna albo

odjemna, wyraza sieza Wiec, na mocy uwagi n° 38, mamy
OA= OTdos(OT, OA);

zked

l=sieadosx albo Sier_dosZ'

Szukajmy teraz styza Oczywiscie odcinek AT jest rzutem
odcinka OT; co daje

AT = OTdos(OT, AT)= OTwst (OT, OA);

odcinki AT i OT wyrazajg styzr i sieza Owoz, jesli siez- jest
dodatna, wst(OT, OA)= wstz;; a jesli sie.r jest odjemna,
wst (OT, OA) = —wstz-; wiec jest zawsze

styz—siezwstx ; zkad 'styz-= wstz

WELASNOSCI  FUNDAMENTALNE FUNKCYJ KOLOWYCH-

DODAWANIE tLUKOW

48. IVstawa i dostawa summy i roinky dwdch lukow. Ma-
jec dane wstawy i dostawy dwoch

tukdw, mozna otrzymaé wstawe i

dostawe summy albo roznicy tych

v tukow. Jakoz, niech bede a i b dwa

dane tuki. Jesli wezmiemy, na kole

promienia OA—1, tuk AB= g, tuk

BC= 6= BK, i spuscimy prosto-

padte BD,CF. KI na AA, prostopadte CE na OB; bedzie

wsta= BD, dosa= OD, wstA= CE, dosA= OE.



38 KSIEGA PIERWSZA

Teraz, aby wyrazi¢ wstawe i dostawe summy albo roznicy
dwéch lukéw, w funkcyi ich wstaw i dostaw, uwazajmy ze,
prowadzac przez punkt E prostopadta EG iréwnolegte EH
do AA, mamy

wst(a + )= CF= EG -+ClI,
dos(a 4- bh)— OF = OG—HE
wst(a—b) — Kl = EG—CH
dos(a— b) — Ol == OG -+ HE.

Owoz, trojkaty podobne OEG i OBD daja

EG_0OG__CE
BD“ OH~ OB’
zkad,
EG = @BI—SEF Ws¥adosa
_ OD.CE
oG = B : dosa dosly.

Trojkaty CEH i OBD, majace boki prostopadte kazdy do
kazdego, sg takze podobne i dajg

CH HE CE
Ob BD OB’

ztad wynika
Er = 988% = dosa wsta

BD.CE

HE OB - :wsta wsti.

Wiec,podstawiajgc wartosci EG, OG, CH, HE, otrzymujemy
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cztery szukane formuty

@] wst(a -+ b)— wsta dosi -t dosa wstd
@ dos(a -+-b)— dosa dos6 — wstawslo
€)) wst(a—b)= wsta dos6 — dosa wsti
@ dos(a—hb)= dosadoso -i- wsta wsto. (*)

47 W dowodzeniu powyzszych formut przypuscilismy ze
tuki a i b se dodatne, iich summa a-t-6 mniejsza od ¢wier-
cianu; nadto, otrzymalismy formuty (3) i (4) w szczeg6linym
tylko przypadku w ktorym tuk b< a. Okazemy teraz ze, ja-
kiekolwiek se tuki a i b, dodatne albo odjemne, i tak wiel-
kie jak sie podoba, wszystkie cztery formuty se prawdziwe,
wtedy nawet gdy trojkaty ktére stuzyty do ich wyznaczenia
nie istnieje.

Itak, 4° formuty (1) i (2) se prawdziwe gdy tuki a i b
nie se wieksze od ¢wiercianu, ale ich summa przechodzi ¢wier-
cian. Jakoz, nazywajec a i b dopehienia tukdw a i b,

to jest: czyniec a= 2—a, b= -—1/,

bedzie a-hb'= n—a—b< -2:,

a, na mocy otrzymanych formut, mamy

wst(a'-t-b)= wstadosi'-f- dosa'wstoé'

dos(a'-4-b)= dosa'dos6' — wsta'wsti';

(*) Dla tatwiejszego spamietania tych czterech formut, waznyen
szczeg6lniej w ich nastepstwach, trzeba uwaza¢ ze we wszystkich tuki
ide w porzedku a, b. Co do znakdw, poniewaz w pierwszym céwiercig-
nie wstawa rosnie z tukiem, przeciwnie dostawa maleje, to przypomina
ze rozwiniecie wst(a-j-6) albo wst(a— 6) zachowuje swo6j znak -f-
albo —, aprzeciwnie rozwiniecie dos(a-j-6) albo dos(a— b) przemie-
niaznak -(-na — albo — na -(-.
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wiec, podstawiajgc zamiast a, b ich wartosci A—a, £ —b,
i uwazajec ze
wst(@' 4- b) = wstlar—a—c¢) = wst(a 4- b),
dos(«' 4- B) = dos(z—a—¢)= —dos(a 4- b),
znajdziemy
wst(a + 4)= dosawst¢ 4- wsta dosé
—dos(a 4- b) = wsta wst6 — dosa dos¢,

to s£ wiasnie formuty (1) i (2).

2° Powiedam teraz ze, jeSli formuly (1) i (2) se prawdziwe
dla tukéw dodatnych a I'b  pewnej wielkosci, to se takze
prawdziwe, gdy sie doda ¢wiercian do jednego z tych tukéw
albo do kazdego.

Jakoz, dodajec éwiercian do tuku a, bedzie

wst "a4-14-bj = dos(—a—b)—dos (a+ i);

ale z zatozenia

dos («4 4)= dosado$¢ — wstawst¢.
zatem

Owoz, uwazajec a+ " zajeden tuk, mamy

wiec, podstawiajgc wartosci wsta i dosa, otrzymujemy

wst (a4-5 4-¢
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Dodajac ¢wiercian do obydwéch tukéw a i i, irozumu-
mujac podobnie, znajdziemy

Te dwa wyniki pokazujg ze mozna, nie naruszajac formuty (¥
doda¢ do kazdego z tukéw a i A ¢wiercian, albo wielownik
¢wiercianu. A zeSmy, dowiedli tej formuty gdy summa dwaoch
tukéw a i b nie przechodzi pétokregu, wiec ona jest praw-
dziwa dla dwoch tukéw dodatnych tak wielkich jak sie po-
doba.

3°. Pozostaje nakoniec do okazania ze formuta (1) jest
prawdziwa, gdy jeden z fukéw a i b albo obydwa sg odjemne.
Przypuszczajac ze tuk b jest odjemny jakikolwiek, mozna
zawsze wzig€ liczbe k catkowita i dodatng taka, zeby réznica
2kr.—b byta dodatna; zatem, na mocy 2°, bedzie

wst (@ + 2A-—A) = wsta dos (2A"—b) -t- dosa wst (24— b).

ztad, odejmujagc 2A od tuku 2Az—Db, co bynajmniej nie
przeinacza jego linij trygonometrycznych, otrzymujemy

wst (a— b) — wsta dos (— b) -t- dosa wst (— b)
— wsta dosA — dosa WstA.

Co jest wiasnie formutg (}).

Dowiedzie sie tak samo ze formuta (1) jest prawdziwa, gdy
°ba fuki a i Asg odjemne jakiekolwiek.

Wiec formuta (1) jest prawdziwa dla tukéw a i A jakich-
kolwiek, dodatnych albo odjemnych, czyli jako sie méwi, jest
formula ogolna.
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Formuta (2) wywodzi sie z formuty (1). Co

dos (@-+b)= wst —a—bj;
owoz, na mocy ogélnosci formuty (1), mamy
wst"5—a—bj =w s —a\ dos(—6)-t-dos™ —aj wst(—h)

= dosa dosi —wsta wst6;
zatem
dos (a 4 b) = dosa dosi — wsta wsto;

przychodzimy tym sposobem do formuty (3). Wiec ta formuta
jest takze ogolna.

Formuty (3) i (4), wywodzac sie zogdblnych formut (1) i (2)
przez zamiange b na —b, s? temsamem ogolne.

48. WidzieliSmy ze trzy ze czterech formut (1), (2), (3), (4)
wywodza sie z jednej, byle ona byta ogolna. Otoz, za pomoc?
metody rzutdw mozna otrzymac wprost tak? formule, i z nigj
wyprowadzi¢ trzy inne. Co wiasnie uczynimy; nic dlatego
zeby unikn?¢ dyskussyi, ktora jest niezaprzeczalnie pozyteczna,
ale zeby dac jeszcze lepiej pozna¢ waznos$¢ samej metody.

Poniesmy tuki a i b na okr?g ich promienia. Zaczynnj?c
od poczatku A, potdzmy najpierwej tuk
a= AM; po czeui do jego skrajnosci M
przystawmy tuk b— MN, prowadz?c
kazdy z tukéw w kierunku AB albo
w Kkierunku przeciwnym, wedtug jak
jest dodatny albo odjemny. Id?c tak
wskazan? drog? z A do N, otrzyma-
my tuk ktéry bedzie rowny summie
algebrycznej a-i- b.
Poprowadzmy teraz $rednice MM, iz punktu N spusémy
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na nig prostopadtg NP; ta prostopadia przedstawia wstA, do-
datni albo odjemng wedtugjak punkt N, idgc od M, lezyna
potokre.gu dodatnym albo odjemnym; odlegtos¢ OP wyraza
dosA, takze dodatng albo odjemng wedtug jak spodek P wsta-
wy pada na promieniu OM albo na jego przedtuzeniu OM.
To ustaliwszy, potgczmy ON, i uwazajmy ze, ze Srodka kota O
do punktu N prowadza dwie drogi: jedna prosta ON, druga
famana OPN. Rzuty tych dwoch drég na osi A/A sg rdwne;
wiec mamy (40)

ONdos(ON, OA) = OPdos(OP, OA) -+ PNdos(PN,OA).
Owoz, promien ON jest wziety zajednos¢ linijng, i oczy-
wiscie dos(ON, OA)= dos(a-f-A); awiemy, na mocy uwagi

n° 38, ze, jakiekolwiek sg znaki linij trygonometrycznych
NP i OP, bedzie zawsze

OP dos (OP, OA)= dosAdos a
PNdos (PN, OA) —wstAdos -t- = —wstA wsta;
wiec, podstawiajac te wartosci, znajdujemy ogolng formule
dos (a -+~ A= dosa dosA— wsta WstA,
z ktorej, jakoSmy zwiastowali, wywodzg sie trzy inne. Wiec
wszystkie cztery formuty sg ogdlne.

49.  Znajac wstawe i dostawe ilukolwiek tukdw a, A¢...
mozna fatwo wyznaczy¢ wstawe i dostawe ich summy. | tak,
biorac naprzyktad, trzy tuki a, Ac, dosc¢ jest, w formutach
i (2, zamiast A potozy¢ A-t-c, irozwingé wst(A-t-c),
dos (A-t- ¢) za pomocg tych samych formut; co daje najpierwej

wst (a+A+c) = wsta dos (A+ €) 4 dosawst (A+ ©
dos(a A-f ¢)— dosa dos (A-+e) —wsta wst (6 *+c);
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po czera, wykonawszy wskazane rachunki, otrzymujemy

wst (a -- bm-c)= wsta doso dosc -t- wsti dosc dosa
-+ wstc dosa dosft — wsta wsti wstc,

dos (a -+ b mmc) = dosa doed dosc — dosa wstdwstc
—dosft wstc wsta — dosc wsta wsti.

Znajac wslawe i dostawe summy trzech tukdw, znajdziemy
tym samym sposobem, wstawe i dostawe summy czterech tu-
kow; potem pieciu; i tak dalej.

Trzeba uwazac ze te wszystkie formuty se symetryczne wzgle-
dem liter a, b,c,d.. to jest, nie zmieniajg sie gdy prze-
mieniamy dwie jakiekolwiek litery jcdne na druge; zatem,
jesli w rozwinieciu dos (a m-b-~c), naprzykfad, jest wyraz
—dosa wsti wstc, z przyczyny symetryi musze by¢ wyrazy
— doso6 wstc wsta i — dosc wsta wsti.

50. Styczna i dotyczna. Szukajmy teraz stycznej i dotycz-
nej summy i réznicy dwdéch tukéw, znajec styczne i dotyczne
tych tukow.

Mamy

sty[a-+b) wst(@ b) wstadosd 4 dosawsto.
dos (a+A dosa dosA —wsta wst4’

zked, dzielec oba wyrazy utamka przez wieloczyn dosa dosi,
otrzymujemy

p)_ Stya -i- sty4
@ sty @-+b) 1—styastyd

Jesli w formule (5) zamienimy b na —b, bedziemy mieli

stya —sty/7

6) sy @—b= 7/ stya sty
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Takim samym sposobem, jako wyzej, nietrudno otrzymac
dot(a+ ©6) wfunkcyi dota, dotft; ale prosciej jest wyprowa-
dzi¢ te formute z rownan (0) i (6), biorgc odwrotnos¢ stycz-
nych; co daje odrazu formute

dotadotirpl

dot(at b)= doti + dota 1

w ktorej znaki wyzsze ide razem i znaki nizsze takze razem.
Widzimy ze sty (a-~b) wyraza sie stosunkowo, to jest bez
pierwiastnikdw, w funkcyi stya i styi; podczas gdy nie mo-
zna wyrazi¢ stosunkowo wst (a -+~ b) wfunkcyi wsta i wsto,
ani dos(a-i-6) wfunkcyi dosa, dosft. Albowiem,
dosa= \ \ —wsta, dosi— \Ji —wsts6, i wsta= \'1—dosz,
wsto= \'l —dos*6; wiec, gdyby z formuty wst (a 4 b) chcia-
no wyrugowa¢ dosa, dosJ, toby ona musiata zawiera¢ oba
pierwiastniki \'1—wstla, \JI —wst2. Tak samo dos (a-+b)
zawierataby pierwiastniki \JI —dosa, \Ji —dos®, wyja-
wszy szczegblny przypadek b—a.

Uwaga Dla otrzymania formuty (5), dzieliliSmy przez dosa doso;
co przypnszcza ze zaden z dwdch czynnikéw dosa i dosft nie jest
zero; trzeba wiec sprawdzi¢ formule w przypadku dosa=*0, dos6 = 0.

1° Jesli dosa=0, bedzie a— (2fc-j-t) istya = cc; wtedy for-

mula (a) staje sie

sy(wr1 + 0)=-~  dbo —doti= —f&e

Zeby wiedzie¢ co znaczy druga strona symboliczna, podzielmy licznik
i mianownik formuly (a) przez stya; znajdziemy utamek
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ktérego warto$¢ dazv do  ------- A miare jak stya rosnie nieskon -

czenie; wigc, gdy dosa= 0, formula (5) daje

co jest wiasnie jej sprawdzeniem.
2° Jesli dosa= 0 i dos6= 0, wtedy stya= oc, sty6= oo, i
formula (S) bierze ksztatt

Zeby znalez¢ prawdziwg warto$¢ drugiej strony réwnania (o), podzielmy
icznik i mianownik przez wieloezyu stya sty6; co da

L L
STy + Stya

stya sty6

Owoz, gdy stya= o0 i styd= oo, wartos¢ tego utamka staje sie 0,
i sprawdza formule (5). Wiec ta formula jest ogélna.

51. Mozna wyrazi¢ styczng summy ilukolwiek tukéw w funk-
cyi stosunkowej stycznych tych tukéw. Biorac naprzyktad trzy
tuki a, b, ¢, bedzie najpierwej

Sty(@a+ 6+
Y 9= stya sty ?0 -+~%)
ztad, poniewaz
sty(6+ c)= -Ifctyostyc
Wynika
sty (2 m , __ slya + sty -+ styc — stya styd styc
1 — stya sty — stya styc — sty0 styc

Bozwinie sie podobnie sty(a-i-6-t-c+ d) za pomoca
poprzedzajgcych formut, kfadac c-\-d zamiast c; i tak dalej.

Uwaga Nietrudno znalez¢ ustawe wedle ktorej rozwija sie

styczna summy n tukéw. Jakoz, uwazajac ze rozwiniecie jest
symetryczne co do liter a, 6, c,,.., i0znaczajac przez SI1Sj.S.,,,.
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summy wieloczynow stya 4- sty b , styastyd-f-styastyc-1-.,
etc; otrzymamy

sty(ad4-6 + ¢+ d4-...) — +

formuty przekrztatcenia summy albo réznicy

NA WIELOCZYN, I NAWZAJEM.

52.  Kombinujac formuty (1), (2), (3), (i) przez dodawanie

albo odcigganie, otrzymujemy
wst [a-t-b) + wst(@a—h)= 2wsta dos&,
wst (a 4- by —wst (@a—h)— 2dosa wst6,
dos (a+ b) 4- dos (a—h) = 2dosa des&,
dos (a—b) — dos (a 4- b) = 2wsta wstfc.

Za pomocg tych formut, mozna fatwo zamieni¢ summeg i ro-
Znice wstaw albo dostaw na wieloczyn, uwazajac tylko ze tuki
czynnikéw sg potowg summy i potowg roznicy tukéw ktore
wchodzg do summy albo do ré6znicy dwdch linij trygonometry-
cznych; to jest

,_ @sba-@—p. . @4b,@ b

Tym sposobem znajdujemy zaraz ze, naprzykitad,

Wst60° -j- wst40° = 2wst50° doslO'™*
dos40° — dos60° = 2wstoOl)wst 10°.

Nawzajem, zeby zamieni¢ wieloczyn wstaw i dostaw na
summe, dos$¢ uwazaé ze tuki summy albo réznicy, tych dwoch
linij trygonometrycznych, sg summg i réznicg tukéw ktdre
wchodzg do czynnikow; co daje odrazu

dos70° wst50°= ~ (Wstl20° 4- wst20°),

wst36° wsl40° —| (dosi0— dos76°j.
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Inaczej. Jesli uczynimy jako zwykle

a-4b=p, i a—A= vy,
zked
a—g m . p—U

formuly (7) stane sie
Wet/? -~ wsty = 2wst - dos™ q 2,
\ wst/?—wsty = 2dos - p- wst™ (-,

. L
i dosp4— dosy= 2dos™ 2.dgs™ "2,

i (losy — (losp==2wst2_—2. wstr— «

Te cztery formuly stuzg do przeksztatcenia summy albo ré-
znicy dwoch wstaw albo dwoch dostaw na wicloczyn wstaw
i dostaw;ale, do przeksztatcenia wieloczynu na summe albo
roznice, formuty (7) se dogodniejsze.

Mozna takze przeksztatci¢ na wicloczyn summe albo réznice
wstawy i dostawy.

Jakoz,

wst/? + dosy = wst/?+ wst A —yj;

zatem, na mocy powyzszych formul, bedzie
wstp -f dosy = 2wst + ~j dos —]

wty —dosy = 2dos wst .
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Z kombinacji formut (8) przez dzielenie, wynikajg inne
formuty o ktorych wiedzie¢ nalezy. | tak

wstl) 4-wsty  wst”(p-hg) dos{ (p—a) sty \(p+q)
wst/) —wstq' dos Jip+q)wsty() € styi (p—q)

wstp -+-wste | L
o) dosy Y (P-ha)
Stp -i- wst</__ dot J(>—2)
dos# —d
Wstp — OS/) styi ()—9/
p—wsty _
dos/) -f dosg'— .
wst) — wsty doti (/)+1|7)
(8975950~ dot: (p+7) dotup-.).

Pierwsza z tych formut jest czesto uzywana, i wyraza sie
nastepujecera wystowieniem :

Summa dwoch tostaw ma sic do ich rdznicy, jako styczna potowy
Summy odpowiedajgcych tukéw ma sic do stycznej potowy réznicy
tych tukéw. (*

MNOZENIE +UKOW.

83. Wstawa i dostawa. Jesli wformutach (1) i (2
wst (a-r-b) = wsta dosi -+ dosa wsta
dos (a -t- h) — dosa dosi —wsta wsl6

przypuscimy b—a, bedzie

(10) wst2a — 2wsta dosa
(H) dos2a= dos®m —wstla

/
Te formuty daje wartos¢ wst2a i dos2a w funkcyi wsta

Sdosa.

(*) Zobacz note na koncu dzieta,
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54. W formutach (1) i (2) przypus¢émy b— 2a, bedzie
wst3a= wsta dos2a -+ dosa wst2a
dos3a= dosa dos2a —wsta wst2a;

zastepujac teraz wst2a i dos2a przez ich wartosci (10) i (11),
i redukujac, otrzymamy

a2 wst3a = 3wsta —4wst*a
(13 dos3a= 4dos3 — 3dosa.

Te dwie formuty daje wartos¢ wst3a w funkcyi wsta, i war-
tos¢ dos3a w funkcyi dosa.

Uwaga. Formuta (13) wywodzi sie z formuty (12) zastepu-

jec a przez "—a.

Moznaby teraz,przypuszczajac b=3a wformutaeh (1) i (2),
albo zastepujac a przez 2a w formutach (10) i 11), znalez¢
wartos¢ wstda i dosd4a w funkcyi wsta i dosa; ale na teraz
zostawiamy ten rachunek na ¢wiczenie. Wylozymy w ksie-
dze I'yd ogoélne formuty ktoére daje odrazu wartosci wstma
i doswa w funkcyi wsta i dosa, jakakolwiek jest wielkos¢
catkowitej m.

55. Styczna i dotyczna. Jesli w formule (5)
sty (a-f b)= SY2Tsb0

1 — stya styft
uczynimy b—a, bedzie

(14)

Ta formula wyraza warto$¢ sty2a w funkcyi stosunkowej
ze stya.
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Jesli w tej samej formule (5) uczynimy 6= 2a, otrzymamy

= ityo+ sty2L
i —stya sty2a

zk8&d, zastepujac sty2a przez jej wartos¢ (14), wynika
(15)

Po tem co poprzedza nie trudnoby otrzymac sty4a, nastepnie
styoa,,... w funkcyi stosunkowej ze stya; ale damy poznie-
0golny sposéb wyznaczenia styma w funkcyi stya.

Uwaga. Jesli potrzebujemy dot2a w funkcyi dota, dos¢
wzie¢ odwrotno$¢ stv2a, iwniej zastep'; stya przez %]'E;
co daje

dota—1

dot2a = 2dota

DZIELENIE tUKOW.

56. Wstawa i dostawa. Rozwiezmy nastepujece zadanie
Majac dang dosa znalezé wst” i dos? -

Jesli, w formule
dos2a= dosza — wst*a

zamiast a potozymy ~, bedzie

dosZ-2 —wstzg/oz dosa
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nadto, jakikolwiek jest tuk, mamy zawsze

wet* | t- doss™= 1«

Z tych dwoch réwnan, przez odcigganie i dodawanie, wy-
prowadzamy dwa wazne zwigzki

(16) 2wslsg= 1—dosa albo dosa= | —2wst]’

1 2dos! = t 4-dosa albo  dosa—2dosl *—1;
zkad

18 ,sl=+v/i~r°5 i d,s2=+VvA 525

Uwaga. 2wst! | wwyraza wst.odw.

Nie trudno wytlumaczy¢ dlaczego znajdujemy dla wsl?

idosp dwie wartosci réwne i znakéw przeciwnych. Zwa-

zajmy albowiem ze dang iloscig jest nie fuk a ale dosa. Owoz,
tuki majgce dang dostawe sg wszystkie zawarte w podwojnej

formule
a— 'ikr. £ a;

wiec wartosci wst2 i dos? wyrazaj? sie przez
wsti = wst (he dos5= dos(fer+ 1) .
Jesli teraz weZmiemy za « liczbe parzysta, te dwie formuty

Stang sie

wst] = £*st]i dos | = dos|;
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ajesli za « wezmiemy liczbe nieparzysta, te same formuty
bede

wst| = wst (*+ |j = =pwst|
dos|= dos”~+ "= —dos]|.
To dowodzi ze Wsté ma dwie wartosci réwne i znakow
przeciwnych, +wst?; i podobnie dos? ma takze dwie
wartosci réwne i znakéw przeciwnych, dtdos? e

57. Jesli tuk a jest dany, wtedy wiadomy jest znak wstawy
i dostawy potowy tego luku, i formuty (18) wyznaczajg zupetnie

wartosci  \vst?» dos?.
u M

| tak, jesli tuk a jest zawarty w pierwszym CEwiercianie,
mamy

ns .a j\ —dosa . , a /1 -)- dosa
) wst-=y/—2— 1 d 2=V' a"~

Naprzyktad, dos30°=iy/3; wiec

wst15°= 112 —\V3 = | (V6 —V2)»
dos15°=i +  =\(\/6 + Vi)-

Wezmy teraz tuk a= 1300°; bedzie dosl300°=—dos40°;
wst? = wsl630° = —wst70°, dos’j?: dos70°;

Wiec

2V 2 2 V2
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58. Majac dang wsta, znalezé wst? i dosg. Z dwéch

rownan
2wst- dos?= wsta
2 2

? - =
Wst82 4 d0582 1
wywodzimy, przez dodawanie i odcigganie,

Awst? -+dos ?™ = 1 -t- wsta

|wst? —dos?j =\ —wsta;

zkad
wst? -t-dos?2 —aroT+wsta
2 2 %
wst| —dos| =-__yji —wsta; =
a zatem
wst| = £ iyt H wstazb| yll —wsta
(20

dos?= zbi y] +~wstazh| \Ji —mwsta ¢

Poniewaz znaki pierwiastnikow sg niezalezne jeden od dru-
giego, te formuty dajg, dla kazdej z dwdch ilosci wst? i dos?,
cztery wartosci rowne i znakéw przeciwnych, i widzimy na-
wet ze wartosci dla wst% sg wiasnie te same co dla dos’é.

To wszystko tatwo sie wytlumaczy¢ moze. Jakoz, danej wsta-
wie odpowiedajg tuki zawarte w dwoch formutach (n° 26)

a= 2%+ a i a= (Ykmwml)it—a;
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wiec wartosci dla WStA i dos;‘ se

wst| = wst -t-. wstr= wst (ku 4 j

dos| = d°s + » dos|=dos

Jesli teraz wezmiemy za k liczbe parzysty, powyzsze réwna-
nia stane sie

Wsti: W52t|, WSE = WSI\£~—2) :dos%

dosgz doa-, dosz-: dos\2 2’; = ng;,

ajesli za k wezmiemy liczbe nieparzysty, wtedy bedzie

Wwstr= — wst? Nz — - = — 1?
Sr2r 52, \/\St2 V\/St\f%_z) dos ]
dosEz —dos2, dos|. —dos = —wst?;

2 2 \2 2/ 2

Widzimy tedy ze WS'X‘ i dos% maje kazda cztery wartosci
+wstg, £ dosWiec zagadnienie ma cztery rozwigzania.

58. Za pomoce geometryi mozna jasno przedstawi¢ te
wszystkie wyniki. Jakoz, tuki odpowiedajece danej wsta maje

>4 skrajnosci M i M' na jednej rownole-

7T "7 '?21 ghej do Srednicy AA’; potowy tych lu-
Ay vy [ _ kéw maje skrajnosci we Srodkach N
Jj [° s V- j q tukébw AM i AM, albo w pun-
\ j J ktack $rednicowo przeciwnych N' i Q.

y \_ Se wiec cztery wstawy, NP i NP,
OS i QS, réwne i znakéw przeciwnych, i takze cztery dos-
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tawy, OP i OP', OS i 0'S', réwne i znakéw przeciwnych; a
poniewaz tuki AN=2 i AQ=?—- sg dopetniajgce, wsta-

wa tukdw majgcych skrajnos¢ N albo N' jest dostawg tukow
majgcych skrajnos¢ Q albo Q. Ztgd wynika ze cztery warto-

Sci dla wst| sgte same co cztery wartosci dla dos~.
59. Gdyjest dany tuk a, wtedy oczywiscie wst® ma
tylko jedng warto$¢, i dos™ takze jedng. Aby wiedzie¢ ktorg

ze czterech wartosci, wskazanych przez formuty (20), wzig¢
nalezy, uwazajmy ze, majgc tuk a, znamy zaraz znak wartosci

Wstg i dosg, i wiemy ktéra z nich wigeksza od drugiej; zna-
my tym sposobem znak pierwiastnikow w rdwnaniach z kt6-

rych sie wywodzg wartosci wst’.z) i dos 5
| tak, jesli tuk a jest zawarty w pierwszym céwiercianie.

wtedy~wst- * dos* Obie dodatne; i wst? < dos?,

bo WSt% < wstda®, a za$ dos’2> > dos45°.

To dowodzi ze trzeba wzigé rownania
Wstg + dos?= -j-\JI  wsta
wst ? —dos ? ——\Jl —wsta ;

Wiec, w pierwszym ¢wiercianie, wartoci wst? i dos? sg

[ wst?= *V1+ wsta—5\t —wsta

)

(I d
[ dos- = - \JI-4-wsta -t- 5 yT —wsta *
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Jako zastosowanie, szukajmy wst9° i dos9°, wiedzac (9)
ze wstl8°=i (VB-I).
Mamy zaraz
woo= 1y/n-J(V5-i) - N\t - 0
albo
wstd<*= 1 y /3 + y/§—" — .
Tak samo
dos9°= -y/3+ yo4jy/5—\V3e

Szukajmy teraz wstawy i dostawy potowy tuku 1024°. Wi-
dzimy ze

wst” = wstot2“= wst28°, i dos| = — dos28°,
wata = wst304° = —wsto6°,
Wiec
wsi /2\ -udoszf\ = wst28°— dos28°= —y'| —wstab® i

wst ’2‘ — d052°/o= wst28° - dos28° = —+ Y/I -f- wst56u;

a zted
w10 - = 4-1\) -+~wstod"—" v§ —wst36°
dos \ VI + wst56°— \/l —wst56ul
60. Uwaga. Mozna otrzyma¢ formutly (20), rozwigzujec

wprost rownania

N N — 11N A\ —
2wst2 dos 5= wsla W5|12 + dosS_ = 1.
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Jakoz, rugujagc  wst znajdujemy rownanie dwukwadra-

-Al
towe
4dos4-2 —4d058’2‘ “+wst&= 0,

ktore daje
dos-=+1 y/o+: V4—4wsta = (Vl+wsta + j\/l—wsta).
Zatem

wstl= 1WStam= —5 (V1+ wstazp —wsta)
2dos -2

Te wyniki pokazujg ze trzeba braé¢ znaki wyzsze i nizsze ra-
zem w obydwoch formutach.

61. Majgcdang wsta znalez¢ wsth. Jesli w formule
wst3a= 3 wsta —4wst*»

potozymy b zamiast a, otrzymamy formute

wsta =3w st — 4wst3/ .

Uczynmy teraz WStHZZX i wsta= b, bedziemy mieli
réwnanie
(22) )6—21| + 212 0,

Algebra uczy (co zresztg zobaczymy w ksiedze 1Y) ze to ré-
whnanie stopnia 3«° ma wszystkie trzy pierwiastki rzeczywiste,
i ze ich summa jest zero.

Nie trudno, przez samg trygonometrye, dowiesdzzete pier-
wiastki sg rzeczywiste. Jakoz, jesli nazwiemy a najmniejszy
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dodatny z pomiedzy tukdw majacych dang wstawe b, wszys-
tkie luki a bedg zawarte w dwoch formutach

a= 2Ax-la i a= (2k--i)n —a;
zatem wszystkie pierwiastki powyzszego rdéwnania otrzymaja

sie z dwoch formut

. (lkr. A\ . .f2ktz - x—a\
*=WIl (,-3-+3) 1 I=wst(— +— )’

w ktorych k znaczy liczbe catkowitg jakgkolwiek, dodatng albo
odjemng i nawet zero. Owoz, podstawiajgc za k trzy catkowite
po sobie idace, naprzyktad 0,1, 2, widzimy ze kazda z dwoch
formut daje trzy wartosci rézne; a gdyby za k podstawiono
jeszcze inne catkowite, tuki bedac powiekszone albo zmniej-
szone catkowitq liczbg okregdw sprowadzityby te same linie
trygonometryczne. Ztad wnosimy ze wartosci dla x sg naste-

" Wt +9)' wel(e +5)
ve(i- 1)e V\‘i:t(*-l)’ " (e-0)-

Ale trzy ostatnie wstawy sg rowne trzem pierwszym; albo-
wiem tuki x—2 i 2 s spelniajgce, a za$ tuki 2
2 1 7 sa spetniajace, A

2X a 5x a . 4dit a : T
T+3" v —3 1y +3 Czyni? summy rowne

nieparzystej liczbie potokregéw. Wiec réwnanie (2) ma trzy
pierwiastki

wsta, WSt(! +?), WStr+j),

zawsze rzeczywiste a ogdlnie nieréwne, i wiecej ich mie¢ nie
moze.
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To wiedzac, tatwo okaza¢ ze summa trzech pierwiastkow
jest zero.
Jakoz,

- *(£+1)=-"(5+1);
wiec
wsti+»'st(|+?) + wSt (|+ ;)

= wst“—2doss wsts = 0.

[d u u

Zted wynika ze dwa pierwiastki se jednakowego znaku,
a trzeci znaku przeciwnego.

Szukajmy teraz miedzy jakiemi liczbami se zawarte pier-
wiastki rownania (22). Odroézniajac dwa przypadki, wedtug
znaku danej wsta = e, bedzie :

1° Gdy 6>0, wtedy «>0 * <5 ; zatem trzy tuki,

ktdrych wstawy sg pierwiastkami réwnania (22), maje za grani ce

»<5<g

2z a 2 r 5it
T < 3+ T
4- a 4% 3ir
T <3+y < ¥

Widzimy tedy Ze pierwszy pierwiastek, WSt:;‘ 9 jest zawarty
miedzy o i ! drugi miedzyi- i i—yé, trzeci mie-

dzy —"™3 i —1.
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2 Gdy b< 0 wtedy a>7: i a<~: zatem
T d T
3 <3 7N 2’
a 2c
x< 3+ T < ¥
3c a4 117

3 <3+ 3< 6
Widzimy fatwo zc pierwszy pierwiastek jest zawarty mie-
dzy 1y3 i 1 drugi miedzy 0 i —1 trzeci miedzy
J VS
To wszystko pokazuje ze wartosci samoiste trzech pierwias-
tkow se zawarte miedzy liczbami O, 1 -1V51 1, i pier-

wiastki majgce ten sam znak co wsta sg wasnie dwa pier-
wsze .

W szczeg6lnym przypadku gdy wsta—= 1, rownanie ma
dwa pierwiastki réwne ktdrych warto$¢ samoista jest i; war-
to$¢ samoisla pierwiastku poje/dyriczego jest L.

Jesli jest dany tuk a wtedy wst;‘ ma tylko jedng wartos¢*

i mozna zaraz wiedzieC ktory z trzech pierwiastkOw jg wyraza;
bo znany jest naprzod znak tej wstawy i wiadome liczby mie-
dzy ktére wpada. | tak, niech bedzie naprzyktad a= 570°

. . . ~70°
poniewaz wsto70°<0 i wst U - wstl90° < 0, trzeba
tvzigc ten z dwoch pierwiastkéw odjemnych ktérego wartos¢
samoista jest mniejsza od

62. Dowodzi sie fatwo przez geometrye ze summa trzech
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pierwiastkow réwnania (22) jest zero. | w samej rzeczy, ja-
kakolwiek jest dana wsta, dodatna
albo odjemna, zawsze jesli

o

wiec, na kole promienia 1, wezmie-
my tuk AB= " iwpiszemy trojket

rownoboczny BCD, prostopadie BE,
CF, DG, spuszczone z jego wierzchotkéw na Srednice AA',
i wziete ze znakiem -t- albo — wedtug jak wierzchotki se
nad albo pod te Srednice, bede przedstawialy trzy pierwiastki
rownania. A poniewaz dwa wierzchotki trojketa réwnobocz-
nego RCD musze sie znajdowac zjednej strony srednicy AA,
i trzeci wierzchotek z drugiej strony, dwa z tych pierwiastkéw
maje te same znaki, a trzeci ma znak przeciwny. Zatem, aby
dowiesdz ze summa trzech pierwiastkow jest zero, dos¢ okazac¢
ze DG= BE-t-CF. Poprowadzmy prostopadte DH do BC
i prostopadte HK do AA'; bedzie, w trapezie BCFE,
BE-t-CF = 2HK. Owoz, tréjkety prostoketne ODG, OHK se
podobne i daje
DG_DO .
HK —HO’
ale apotema OH = j— DO, wiec DG—2HK i temsamem

DG=BE+CF.
Zted wynika znane twierdzenie geometryi:

Jesli z trzech wierzchotkéw trdjkata rownobocznego spuszczono
prostopadie najakgkolwiek Srednice kota opisanego, summa dwdch
prostopadtych, lezacych z jednej strony tej Srednicy, jest rowna
prostopadtej lezgcej z drugiej strony.

63. Majac dang dosa, znalezé do£. Jesli w formule

dos3a= 4dos3a —3dosa
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Dotozymy o zamiast a, otrzymamy formute
dosa= 4dos* b— 3dos e
0

Uczynmy teraz dos”=x i dosa— b, bedziemy mieli rd-
wnanie

@3) X3—\x — ;b =0

ktore sie wywodzi z réwnania (22), poprzedzajacego zaga-
dnienia, zamieniajgc x na —x\ ztgd wnosimy Zze pierwiastki
tego réwnania sg rzeczywiste, i ich summa jest zero.

Jednakze dowiedziemy wprost tego wszystkiego. Widzimy
zaraz ze tuki odpowiedajgce danej dosa sg wszystkie zawarte
w podwadjnej formule

a= 2k7t*a;

zatem, wszystkie pierwiastki rownania wywodzg sie z formuty

w ktorej k znaczy liczbe catkowitgjakakolwiek, dodatng albo
odjemng i nawet zero.

Owoz, jako juz wiemy, aby otrzyma¢ wszystkie wartosci
niewiadomej x, dos¢ podstawi¢ za k trzy catkowite po sobie
idace, naprzyktad O, 1, 2; co daje nastepujgce wartosci

Ale trzy ostatnie dostawy sg oczywiscie rowne trzem
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pierwszym: wiec nasze réwnanie ma trzy pierwiastki
doS;, doS(|+ ?), doS( |+ 1)

rzeczywiste, ogolnie nierdwne, i wiecej ich mie¢ nie moze.
Rozumujac jako w n' 61, znajdziemy ze wartosci samoislc

tych pierwiastkOw sg zawarte miedzy liczbami 0, \3 1

i Ze pierwiastki znaku przeciwnego z dosa sgdwa pierwsze.
W szczegblnym przypadku gdy dosa= -4 1, pierwiastek po-

dwajny jest —x pojedynczy -4-1; gdy za$ dosa=: —1,

pierwiastek podwdjny jest 4{ pojedynczy —1.

Nakoniec, nie trudno dowie$dz geometrycznie, ze summa
pierwiastkow rownania (22) jest zero. Jakoz, biorgc ostatniag
figure, widzimy zaraz ze dostawa OE jest dodatna, dostawy

OF i OG obie odjemne; ale KE= KF, a trojkaty podobne
ODG, OEH daje 0G=20E; wiec OE= OF-4-0OG, albo

dosi+ Jos(j+ j)+ d°s(™ +j)=0.

Uwaga ogélna. Pierwiastki rownania (22) posiadajg zna-
mienitg whasnos$¢ : sg funhcyg stosunkowa, jeden drugiego.

Jakoz, oznaczajgc wst® ,  wst 4.~J, wst + yj

przez X, X, X", mamy najpierwej

wsl(3+ 1) = - 5'sli + f dos5
albo

i - :
=-2 +YV1—
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Ale, zamieniajac w rdwnaniu (23) xI na 1—a* i dosa
na yl—wstd poniewaz wsta jest wiadoma, otrzymujemy
rownanie (22); to podstawienie daje

Vra(i-*j-V I-w st’a=°, zkad =

wiec
v X \IB\\—wst&
- 2+ 2 (t—lr)
Tak samo
X" \BVI—wst*a
N — + 2(01—1/2 *

& Wwywodzi sie takze stosunkowo z a; albowiem
wst3+t) = - ~ sl - f d°sl

albo

X /s VlI—wsta
- 2 2 (1—4.s/%

Nawzajem, a jest iunkcyg stosunkowg z a-. Jakoz,

,a oo 2rr  2-\ 1 Ba 2%\
3 \3 3 3/ 2 \3+ 3/
- | dA(s+r)-
albo
X —WSt«
2 2(1-1/9

Pierwiastki réwnania (23) majg takg samg wiasnos¢, ktora
jest bardzo uzyteczna; bo, za pomoca niej, znajgc jeden ztrzech
pierwiastkdw réwnania otrzymuje sie dwa inne. Wprawdzie
Przypadek pierwiastkow rownych wymyka sie, ale wtedy pier-
wiastki réwnania tatwo sie wprost wyznaczaja.
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64. Z dwoch poprzedzajacych zagadnieh wynika ze, chcac
znalez¢ og6lnie wst®- albo dos—, w fuukcyi wsta albo

dosa, trzeba najpierwej utworzy¢é réwnanie dajagce wstma
albo dosma w funkcyi wsta albo dosa, i potem zastgpi¢ a

rirzez H. Ostatnie réwnanie bedzie dla dosa zawszesto-

li)nia m-, azasdla Wstﬁ, stopnia 2m albo m wedtugjak m

jest parzyste albo nieparzyste; jako pdzniej zobaczymy w ksie-
dze 1.
Gdy m jest potega liczby 2, mozna dos¢ fatwo, w funkcyi

wsta albo dosa, otrzymaé WStX i dosx, wsU i doslctc.
0 0
rozwigzujac tylko réwnania stopnia 2s°.

Jesli jest dany kat a, wtedy zagadnienia znalezé wst| albo

dosoé/ia stanowig zagadnienie trdjdzielenia kata ktdre, rozwig-
¢

zane takim sposobem, zalezy od réwnania stopnia 3«°.

65.  Styczna idotyczna. Rozwigzmy nastepujgce zagadnienie:
Majac dang stya znalei¢ sty

Jesli, w formule

2stya
sty2a 1— sy’

potozymy - zamiast a, bedzie

(24) stya; B
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zkad

sty asty21 -+ 2sty a—stya= 0.

To rownanie drugiego stopnia ma dwa pierwiastki rzeczy-

wiste ze znakami przeciwnemi, ktérych warto$ci samoiste sg
wzajemne.

Mozna fatwo przez geometrye okazac ze zagadnienie powinno
istotnie mie¢ dwa rozwiazania. Ja-
koz, danej stycznej AT = stya od-
powiedajg wszystkie tuki majace
skrajnosci M i M' $rednicowo prze-
ciwne; potowy tych tukéw koncza
siew punktach N i N, P i P, i
majg dwie styczne AS i AS. Az
Srednica PP' jest prostopadfa do
Srednicy NN, trdjkat prostokatny
SOS’ daje

AS. AS'= OA2

wiec, uwazajgc ze odcinki AS i AS' sg znakdw przeciwnych

i znacze sty-_,—dot?_, bedzie
sty™dot™ = — |.
Dochodzi sie tatwo do tego wyniku przez trygonometrye.
Rozwigzujac rdwnanie (24), otrzymujemy dwa pierwiastki
.a  —ldzvIl +stva

2 stya
ktore zado$¢ czynig zagadnieniu.
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Jesdli fuk a jest dany, wtedy réwnanie (24) wyznacza sty”,

bo jest naprzéd znany jej znak. ltak, przypusémy a=45°;
poniewaz sty45°jest dodatna, bedzie

styE = - 1+72

Uwaega. Znalezionoby takim samym sposobem doU w fun-
kcyi dota.
66. Dobrze jest zna¢ sty| i dot® w funkcyi stosunkowej

wsta i dosa. W tym celu mamy

a wstyd  2wsta{a __ 2wst}adosya
s'2 dosyd 2wstyddosyd 2dos*{d ’

wiec, na mocy wiadowycli formut,

, a l—dosa wista
SN2 wstd 1-+dosa'

Po czem, biorgc odwrotno$¢, bedzie

wsta  _ 1-i- dosa .
1—dosa wsta

a_
dOt-2—

Mozna takze otrzymaé sty? i dot® w funkcyi dosa; albo-

wiem
| a wst|a /i —dosa
\sn2 dosja~~V 1+ dosa

A !/, ,a /1 -~dosa
14013 =V n=dS
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W wysokiej analizie uzyteczne sg formuty ktore dajg. wsta
i dosa w funkcyi stosunkowej ze sty-. Aby je otrzymac, uwa-
zajmy ze
mtl=- £1t=,
2 Vi-4-sty’i« 2 Vt-l-stysi«
wiec

i wsta= 2wst? dos?2= —sI*#
2 2 I-t-sty’DE

= S -
fdosa dos 2 yst+2 1-i-styHa
67. Majac dang stya znalei¢ styg. Jesli w formule

s1)3«= Ss;tya —stva

zastagpimy a przez ?, otrzymamy
o

3sty? —sty3?
N -
[-3sty!?

Uczynmy teraz sty?= x i stya= b, bedzie

albo a*—3bx*—3x-+b—0

To réwnanie 3s° stopnia ma trzy pierwiastki rzeczywiste.
Jakoz tukiodpowiedajgce danej stya, sgzawartew formule

a— k™-\-a;
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zatem wszystkie wartosci niewiadomej x sg dane przez for-
mute

*= (e +5)

w ktdrej, jako widzimy, dos¢ podstawi¢ za k trzy catkowite
po sobie idace jakiekolwiek, naprzyktad 0O, 1,2, zeby otrzy-
mac¢ wszystkie wartosci tej niewiadomej x. Ztad wynika ze
rownanie (28) ma trzy pierwiastki rzeczywiste

S |- wsH)e ...

i nie ma ich wiecej.
Te trzy pierwiastki sg r6zne. Rdwnanie (28) nie moze mie¢
pierwiastkow rownych, poniewaz réznica dwdch ktorychkol-
wiek z trzech powyzszych tukow jest mniejsza od pdtokregu ir.

Szukajmy teraz miedzy jakiemi liczbami sg zawarte rzeczone
pierwiastki.

1° Gdy stya > 0 ijest skoriczona, wtedy a> 0 i a<it;

zatem trzy tuki, ktdrych styczne sg pierwiastkami réwnania,
majg za granice

. .o A ic
0< 3 < 3’
| <Bi <i’
2lt 2- oir

T < a+ 71T < fir
Widzimy zaraz ze pierwszy pierwiastek sty’é jest zawarty

o1
miedzy O i drugi miedzy y3 i x , trzeci miedzy

r . i
N 1% V3e
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2° Gdy stya < O i jest skonczona, wtedy a>5 i «<*;

zatem
Z "N a T
6 < 3 < 3
ic a T 2¢
2 < 373 <Y
56 M a &

f <3+T < *

Widzimy fatwo Ze pierwszy pierwiastek sty 2 jest zawarty
o
miedzy i —\/3, drugi miedzy —V8 i —x , trzeci

miedzy O i ----¢

To wszystko pokazuje ze, gdy stya jest liczby skoriczony,
wartosci samoiste trzech pierwiastkéw sg zawarte miedzy licz-

bami Q 3 V3> > i pierwiastki majgce ten sam znak
co stya sg dwa skrajne.

3° Gdy stya= 0o, wtedy a= *; wtym szczeg6lnym przy-
padku trzy pierwiastki rownania sg

noi sty[‘: 00, Sty—= —-

sty
b W3 2 b V3

Gdy jest dany luk a, mozna zaraz rozpozna¢ ktory z trzech
pierwiastkOw réwnania (28) wyraza sty”; bo znanyjest na-

prz6d znak stycznej, i wiadomo czy jej warto$¢ samoista
jest mniejsza albo wieksza od i.

Uvwega. Mozma tatwo oddzielié¢ pierwiastki réwnania (28), nie zwa-
zajac na ich trygonomelryczne znaczenie.
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Jakoz, napiszmy to réwnanie jako nastepuje

X (3?2 —3 h=0
rozréznijmy trzy przypadki.
1° 6>0. Jedli podstawimy X = 0, otrzymamy wynik -j-6; je$li

potem, zwiekszaja; X, weZmiemy a'>=— , znajdziemy wynik —00;

nastepnie, biorgc X — — -(-z i czynigc e= 0, mamy wynik -j- 0o,

ana X— \J3 odpowieda wynik -)-b: gdy X rosnac staje sie oo,
wynik stanie sie odjemny i bedzie — 0o ; nakoniec, jesli zwiekszajac X

wezmiemy X = —\AT a potem X= —-p , znajdziemy wyniki

-j-6 i o0o. Wiec, gdy b> O, pierwiastki réwnania s zawarte

miedzy 0 i i x, —vB i —-j-
\3 \3
2° 6<0. Gdy a maleje od O d 0 -—--- , wyniki idg od —b
V3
do 00 ; potem, gdy X maleje od — do — 00, wyniki ida
od—6 do + 00; nakoniec,gdy X rosnieod — do ~ wyni|d

idgod -j~00 do —b. Wiec, jesli b< O, pierwiastki réwnania sg za-

N

warte migdzy Oi -1 —y3i—00 ~ i

Tym sposobem pierwiastki réwnania (28) zostajag oddzielone, i ich

wartosci samoiste sg zawarte miedzy liczbami o 1
A V3»

ktéresmy znalezli powyzej.
3° b= cc. Wtym przypadku réwnanie (28) daje
t—3B*= 0; zkad X — =% -X=;
yfi

Trzeci pierwiastek jest oczywiscie 00. Co juz wiadome.
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W azna uwaga. Pierwiastki réwnania (28) posiadajg bardzo
wazng wilasnos¢ : wywodze sie stosunkowo jeden z drugiego.

Jakoz, oznaczajec sty2, sty(2+?!j, sty(2+y)

przez x, x, al', mamy

Sty (2 + -) = e —
b i—\zsty2
albo
[ J— X -i- \\]3
Tak samo
aL+ya .
’ $ '
albo jeszcze
X - \fs
jz -
1-hxyA
Nastepnie
X oM
S i O |

Ta whasnos¢ pierwiastkow rownania (28), teorycznie zna-
mienita, jest uzyteczna praktycznie; bo, zajej pomoce, znajec
jeden z pierwiastkéw mozna zaraz wyznaczy¢ dwa inne.

68. Zogolniajec widzimy ze,aby otrzyma¢ sty— w funkcyi
slya, dos¢ jest znalez¢ réwnanie ktdre daje styma w funk-
cyi stya, i w niem potozy¢ anmiast a. Ostatnie réwnanie
bedzie zawsze stopnia m.

Uwaga. Zagadnienie Majac dang dola znalez¢ dot2- wy-
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wodzi sit! z poprzedzajgcego; albowiem dota i dota sg od-
wrotnosciaini styﬁl stga.

Zastosujmy teraz teorye funkeyj kotowych do kilku zadan

ktore s czesto uzyteczne.

ZAGADNIENIA

69. Zagadnienie |I. Zsumowa¢ wstawy i dostawy n tukow
a, a-f-hj a f2A a+3A ... 9af-(n—Dh
tlacych w postepjr£rytmetyc:n~M ~/

W réwnaniul .
wst (a-h 6) — wst (a—b) = 2dosawstA

zastapmy b przez h, i a przez a mmnh, bedzie
2wst/tdos (a-+nh)= wst [a ma(n -i- d) Al —wst fa -i- (n —d) A

Jedli teraz zamiast n potozymy jedng po drugiej liczby
0,d, 2, ... n—d, otrzymamy cigg réwnan :
2wstAdosa = wst (@ +A—wst (a—A
2wBtAdos (a -mA) = wst (a -t- 2A) —wsta
2wstAdos (a - 2A)= wst (a -+~ 3A) —wst (a -+ A
2WstAdos (a m=3A) = wst (a -h iA) —wst (a -+ 2A)

2wstAdos [a -+ («—d) A= wst(a -+ nh) —wst [a -+(—2)A].
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Dodajac stronami te réwnania, mamy

-WstA [dos« 4- dos(a —+ A —+dos(a+2A)4-... dos [a+(n-1)A]

= wst (@ 4- nh) 4- wst [a4- (n— 1) A—wsta —wst (a—Ii)
= 2dos ~ £wst [a4- [n—i) Al—wst ia—"j

= -idos” dos jfa4- '

Anad formula
dosa 4 dos [a4- A) 4- dos (a4-2A)... 4-dos[ad- (w—1) A]
) w st dos (a4ﬁ-0-_—1 h\j

~7
"st2

ktora jest zsumowaniem dostaw.

Jesli w tej formule zamiemmy a na™ —o, i li na —A

znajdziemy formute A

wsta 4- wst (a4- A 4- wst(a 4- 2A)... 4-wst [a4-n — 1A
Ws'[lm wst 4a ¢_n—_| A\j

-h
wst!
H

ktora jest zsumowaniem wstaw.

70. Whniosek. Gdy A= - tuki a, a4-A, ai4-2A ...

a 4- Ww—i) A odpowiedajg wierzchotkom wielokata foremnego
majacego n bokow, i obie summy sg zero.
To pokazuje ze dowiedzione twierdzenie w trojkacie ro-

wnobocznym (n° 02) jest tylko szczeg6lnym przypadkiem
obecnego.
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71. zagadnienie Il. Znalez¢ bok pietnastokata foremnego wy-
puktego wpisanego w koto promienia R.

Nazwijmy x bok szukany, bedzie (9)

#= 2Rwst:V
lo
111
Owoz B=0-TO;
wiec
x= 2Rwst (6~ - i:o§ R (WSR—d % S ---i-o---dost-iwst 10/
Ale wiemy ze wstfr= 5>1i dos”"= ~-,
“AB)=% (5" *)" dosli)= iIN/10+2'[®)
wiec
X—"[\JW -+ 2\a +viT— \JTE5
72. Zagadnienie 1l. DOWieJAiformUI'
@ wsta -+ wst& -+ wstc —
= Z}wstm)——bwsflg-—cwst'c— 21 st @a-t- bt c}.
) dosa -t- dos¢ -+ dose

Mios ath jjos bte dos C—-'I_d%s @+ u-+" o).

1° Mamy naj pierwej (n° 52)
®) wsta 4-wstd = 2w'st dos mm—

Owoz, wst(a -+b-hc) = wst(a -+ b) dosc -+ dos(a -+ b) wstc;
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a to rbwnanie, z przyczynie
wst (a 4- b) — 2wst ——dos ——
dos (a4- b) = dos2 —wstMiN = 1—2wst* i
moze si¢ pisa¢
wst (a-b b-bc) = 2wst dos — dosc -

4- wstc —2wst2"-%IL wste

albo

4 wst(a-t-b-bc)=2wst dos ~~ 4-cj + wste.
Odciagnijmy téraz ostatnie réwnanie od (3), bedzie

wsta -b wst6 4- wste= 2wst <z*- jdos-i™ —dos ( 4- )]
4- wst (a-b b -bc);

Wiec, zamieniajgc roznice dostaw na wieloczyn, otrzymujemy
ostatecznie

lCL~bb wst 0~bC wst b-bC

2 2 2

-b wst (a-b b -bc).

wsta -t- wst6 4- wsfc = ilws

Uwaga. Gdybysmy, zamiast odciega¢, dodali réwnanie (4)
do (3), byloby

wsta -+ wsti —wstc—2wst jdos 4-dos 4-cjd

—wst (a4-b 4-¢€)
albo

(0) wsta 4- wst, —wistc = 4wst dosC - dos—

—wst (a4- b-bc).
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Gdyby chciano wiedzie¢ czemu sie réwna wsta—wsto—uwstc,
dos¢ bytoby uwazaé ze '
wsta —wsté —wste= — (wsto -f- wstc—wsta);
wiec

(6) wsta—wstd —wstc = —4wst o dos . dos -

~-wst (a -i- b +¢).

2' Szukajmy teraz formuly (2). Itozumujec jako w i',
mamy najpierwej
) dosa + dos6 — 2dos dos .
Owoz,
dos (a + />+c)= dos (a -t b) dos¢ —wst (a -+ b)wstc;
te formute mozna pisaé
dos(a+ b-f-e)

= 2dos3 ) dosc —dosc —2 w 52t"ilos ) wstc,

albo

¢)) dos(a-t-b-hc)= 2dosa” - dos (e"~ + c\ —dosc;

a jesli dodamy ostatnie réwnanie do (7), znajdziemy

dosa -f- dos6 +dosc= 2dos C~-1 dos U— -t-dos 4cjd
—dos (a+b+ c):
Wiec ostatecznie

dosa mmdosé -+~ dosc = idos dos ——dos )

dos [a -+b 4 c).
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Uwaga. Gdybysmy, zamiast dodawac, odciagneli réwnanie (8)
od (7), bytoby

dosa 4 dos» —dosc= 2dos jdos—j— —d o s | 4-¢j |

4-dos (a4-b 4- 0
albo

(9) dosa 4- dos6 —dosc = 4dos wst wst —-
4- dos o, 4-b C).

Z ostatniej formuly, uwazajgc ze
dosa—dosi — dosc = — (dos6 4- dosc —dosa),
wynika dosiz—dos6—dosc

- . N4 + - - -
Mos 5 wst ,22 WSt£.2£ dos (a 4- 6 4- C).

73. Whniosek |. Przypusémy a+ b+ c¢=r, wtedy
wst(@-t-b 4-c)= 0, dos(a 4-b4-c)= —1,

a-hb N e a+c_ -~ 6 04-c_~ a
2 - 2 25 2 2 2 2 2 2

zatem, otrzymane wyzej formuly staje sie :
wsta 4- wst6 4- wstc = 4dos = dos - dos”
wsta 4- wst6 — wstc = 4(9\/5I Wst Wst -
WSt* —we 1o —Wstc = —4dos - wst - wst - ¢
dosa 4- doso 4- dosc = + 4- 4wst - wst - wst- =
dosa 4- doso —dosc = —+ 4- 4wste dos~ dos - ¢

dosa— dos6 —dosc = + — iwst| dos - dos - ¢
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Te formuly sa godne uwagi,i nietrudno ich wprost dowiesdz;
ocfwiasnie pokazemy pdzniej na trzech pierwszych.

74. Whiosek Il. Gdy a m~b + ¢c=~, wtedy

wst@ b-4¢= 1, dos(@a-i-b-~c)= 0, iformuly (1), (2
stajg sie

wsta-H wst6-+-wstc=t +-twstr~ —- ywst (—-jw st j—
dosa + dosa-t- dosc= idos » —'jj dos * dos ™ |j .

75. Zagadnienie 1V. Roziozy¢, jesli mozna, na czynniki wielo-
mian

j —dos*a—dos'6 — dos*c -t- 2dosa dos6 dosc.
Zmieniajac znaki, uwazajmy wielomian
dos*a + dos*6 + dos*c— 2dosa dos£ dosc —\ ,

i, biorgc dosa zaniewiadoma, uzupetnijmy kwadrat jak gdyby
chodzito o rozwigzanie réwnania 28° stopnia; bedziemy mieli

(dosa — dos6 dosc)8— dos&dos& -t- dos!6 -t- dos& — 1 ;

zkad, zastepujac  dos® dos& przez (1 — wstd) (1 — wstg),
otrzymujemy
(dosa — dos 6dosc)8— wst&wst*c.

Taroznica kwadratéw réwna sie wieloczynowi

(dosa — dosidosc 4- wstd wstc) (dosa — dos&dosc —wstowstc),

albo
[dosa — dos (b -+ c)] [dosa — dos (6 —c)j.

Nakoniec, zamieniajgc réznice dostaw na wieloczyny wstaw,
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2najdziemy
PRY T cal A 9\ A w s YDC y p3NC D

Wiec
1—dosa — dosZ—dos” 4 2dosadosddose

at6+c bsc a a\c b ,af6—
= Awst— -—ewst-----—" wWSt----—--- wst'—

Ten znakomity wynik bedzie nam pdzniej uzyteczny.
76. Zagadnienie V. Je$li summa lukéw a, b, ¢ réwna sie
liczhie  dowiesdz ze
dos*a -+ dos*6 4- dos& 4- 2dosados6dose — 1=0.
Réwnanie
4-b+c=r
daje
dos (a 4- b)= dos (h—c)= —dosc,
2ted
dosados” -+ dosc = wstawsM. ]

Podnoszec do kwadratu, bedzie

dos*ados*6 4- dos*c 4- 2dosadosidosc = wstlawsti
= (1 —dosla) (1 —dos!0);

wiec, uprosciwszy, otrzymujemy
dos*a  dos*6 4- dos4k 4- 2dosadosEdosc — 1=0.
Uwaga. Ostatnie réwnanie jest to samo co nastepujace
\vstsa 4- wst4d 4- wstde — 2dosadosidosc— 2= 0.

77. Zagadnienie V1. Znalezé zwiazki jakie istniejg miedzy
trzema lukami a, b, ¢ ktdre zados¢ czynig réwnaniu

dos4a 4- dos*6 4- doslc 4- 2dosadosddose — 1=
e
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Roztézmy ten wielomian na czynniki, sposobem ktérysmy
wyzej podali. Biorgc dosa za niewiadomg, bedzie

(dosa 4- dosidosc)2— (dos26dosz — dosd —dosz 4- 1)= 0,
albo
(dosa 4 - dosAdosc)2— \vstEwstZz = 0.
ztad
[dosa 4- dos (6 4- ¢)] [dosa 4- dos (b—c)]= O;

Zamieniajgc teraz summy na wieloczyny, otrzymujemy

idos 2727 dos TS Ans-A s 00

2 2 2 0.

Owoz, aby ten wieloczyn mogt by¢ zero, trzeba i dos¢ jest
zeby dostawa jednego przynajmniej z lukdw
a4-04-c  b4-c—a a4-c—b a-\-b—c
2 7 2 2 7 2
byla zero; zatem kazdy z tukéw musi by¢ nieparzystym wie-
lownikiem ¢wiercianu, to jest (ik 4-1)”;  oznaczajac
przez k liczbe catkowitg dodatng albo odjemng, i nawet zero.

Wiec tuki a, b, ¢, sprawdzajace dane wyzej rownanie,
czynig zados$¢ jednemu przynajmniej ze czterech warunkow

a4-b4-c= (2k4- r.
b4-c—a= (2k4- )ir
a4-c—b—(2k4-Dr.
ad-b—c= (2k4-d)it.

78. ZAGADNBVE VII. Jesli summa trzech tukéw a, b, ¢ réwna
si¢ liczbie r., doiciesdi formut

(@] stya 4- styb 4- styc *= styastybstyc

) y dot™ 4- dot" 4-dot”= dot™ dot™ dot”-
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Codo 1° réwnanie

«+4+C=:
daje
sty @4-b)= sty (- —c)= —styc
albo
\Sw—asétlyasgt/)?{i syc;
wiec

stya -t- sty4 4- styc= styastycC styc.

Co do 2°, réwnanie a-+b4- c= 1 jest to samo co

a b ¢ ¥
3~"i+5~5"
zatem
sty (2 + 2)~ sty (2—i) ~ dot\”’
albo
sty -+ sty .
T — dotg- .
1—sty - sty-

Podzielmy teraz licznik i mianownik przez wieloczyn

sty5 sty*, bedzie

dot - + dot-

zted, znoszec mianownik, wynika

doté 4-d,(\)ll’2‘ 4- d0t§: dotgdoté‘dotg
>
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79. Zagadnienie VIII. Znalezé zwigzek miedzy trzema lu-
kami a, b, ¢ ktdre zado$¢ czynig rownaniu
stya -+ sty0 -+ styc= styastydstyc.

Stosujgc formute n°5l, mozna pisaé powyzsze rownanie
sposobem nastepujacym

stya -t- styd styc—styastyos a4 .
_stya'sqt{'y'zf:é'tya'stvc :"sﬁyagfy = Sy'a-tb4-e):

pod tym ksztattem widzimy zaraz ze tuki, zados$¢ czyniyce da-
nemu réwnaniu, dopetniajg warunku

a-+b-4-Cc kn.

ktory jest konieczny i dostateczny.

SPRAWTDZANIE FORMUL TRYGONOMETRYCZNYCH.

80. Czytajyc autor6w spotyka sie czasem formuty albo
przeksztatcenia ktérych sie nie spostrzega tatwo przyczyny;
w takim razie najlepiej jest sprawdzi¢ te formuty, a dopiero
potem szuka¢ dowodzenia, jesli potrzeba. Aby sprawdzi¢ for-
mute trygonometryczny, dos¢ jest wyrazi¢ wszystkie linie try-
gonometryczne w funkcyi jednej z nich; tym sposobem for-
muta powinna sta¢ sie tosamosciy. Czesto proste wykonanie
rachunku wystarcza. | tak, gdyby chciano sprawdzi¢ nastepu-
jacy formute

wst (a— b) wstc -t- wst (b—c) wsta —+~wst (c—a) wsté= O
dos¢ bytoby rozwiny¢ wstawy aby spostrzedz tosamosc.
Zeby sprawdzi¢ formute

stya -+ dota == Sdosiea
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dos¢ wyrazié te trzy linie w funkcyi wstawy i dostawy; etc.
Zeby sprawdzi¢ formute

dosiz\P
wst (a -\-b) 2
dosd — dosa stalzzb_l

dos¢ uwazaé ze
2wst t*dos2+*-

wst[a+ b) z
dOS()_dosa~QWSti-hQNSt;b
2 2

l. Biorac naimnieiszu tuk flndntnu dmme&ni *p

85
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Il. Dowiesytsi ie
,ukwslv /A = lukstyv A °
x —dos? x —wsta_
Juk stg \--—mj-(f\;\;s t16---’rukstyJ o1 a

I1l. Majac dane réwnanie :
wstawst2.c -t- dosados2x = dosa
nalei¢  styx. |

Znajac stya, znalezé sty'-». wst® i dosz-

ty, Dowiesit&ie
dota — stya= 2dot2a.

wst@-t-6) do. 2
wsta +~wst6 , a—b
Bl 2

stya+ styi+ stye=stya styftstyl +
dota -t- dot/> -t- dotc= dotadotidotc =" a + " .
wsta wstowsta

Y. Dowiescie
siea=1 -t-styasty? e

dos«a-wst*6 = dot»adot»6-t.
wsrawsta

8wstla= 3 —4dos2a -+ dos4o.
1 8dos‘a= 3 -+~4dos2a -+ dos4a.

VI. DowieSot.ie
wsta -t- wst3a -i- wstoa
dosa -+ dos3a -i- dosoa '’

stv3a=-

zogolni¢ dla styna
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C
VIl. Dowiescie

wsta —wstd —wsl2 -+~ 2dosa wsti wstc
, NMa+b-\-c , b-\-c—a .a4-c—b .a-hb—c

2 2 2 2
. __wst(a4- i)wst(a—
styta —styli ==+ ( dos'a)l dos o0,

VI, Jedli a 4 b+ c— T, dowiesdi ze

wst2« 4. wst2i 4- wst2c = 4wstawsti wstc,

x dos2a 4- dos2i 4- dos2c = — 4dosa dosi dosc — J,
wstda 4- wst4i 4- wstdc= — dwst2a wst24 wst2c,
dosda 4- dos46 4- dosdc= 4 dos2a dos2i dos2c —1.

wsta = wstd 4-wstz —2wsti wstc dosa

A_t_ °/\h_ _:4 -
dos2 d52 dos2 dos 4 dos 4 dos 4

12 b c . -—a._ . —b r—cC
wst 5 4- wst 5 4- wst 5 —i +4wst--z- wst —4wst---z--

wstl. 4- W22 4- wst3g 4- 2wst - wst 2wste — 1
2 2 2 2 2 2

dos?2a 4- dos2i 4- dos2c — 2dos2a dos2i dos2c= |.

WSt2A 4- wst2B 4- wst2C
= 2 (wstA 4- wstB 4-wstC) (dosA 4- dosB 4- dosC — 1)

IX. Jedli a4-64-c— -, dowiesdi ze

wst2 4- wst! 4- wstZ 4- 2wstawstfcwstc= 1.
styastyi 4- stydstye 4- stycstya= 1.
stya 4- styi 4- styc = styastyn Styc 4- sieasiei siec.

X. Przypuszczajac a4-3< - i d4-p<
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sprawdzi¢ réwnanie

wst*p wstd 2wstp wstS' dos (a—a)
wst*(a-t-p) + wst2(@ -I-fi)  wst (a -+~p)wst(a t~f)
wst*a wstla' 2wstawsta' dos (fi—8)

wst2(a-f-ji) + wst2(a +8) wst(a-+8)wst (@ -t-8)’
Xl. Sprawdzi¢ réwnania

wste=wst(360i-x)—wst(36°—x) -+wst(72°—x)—wst(72°+x)
dosx=wst(54°-t-ar) -t- wst(54°—x)—wst(18°-1-x)—wst(18°—)

XII. Jesli katy 0 i u zadoS¢ czynig réwnaniu
(1 -+~ edos6) (1 —edosu) = 1—e*,
dowiesdi ze wtedy
,0 »/14e . u
sYj=V T =,sy5-
Jesli a-t-b s~c= r. wst2r=wst(a—j-)wst(4—a;)wst(c—x),
wtedy
dot.r= dota -+ dotA -+dotc.
Ze zwiazku

wywiesdz sty” wfunkcyi sty®.
Wiedzac ze a+ b -+~c— 2p, z formuty

wstS = \\st/nvst (p—a) wst (p—A wst (p—1)
wywiesdz

sty|= \/sty| sty sty sty



TABLICE FUNKCYJ ROLOWYCH.

81. Aby mozna zastosowaé funkcye kotowe do rdéznych za-
dan geometrycznych, trzebaby, za pomocy matej liczby dzia-
tan prostych, umiec¢ znalez¢ wartosci linij trygonometrycznych
gdy jest danytuk; i nawzajem, wyznaczy¢ warto$¢ tuku gdy
jest wiadoma jedna z jego linij trygonometrycznych. Ale, po-
niewaz dokfadne wyrazenia tych wartosci jednych przez dru-
gie se niemozebne, utozono tablice ktéra daje wartosci, dosta-
tecznie przyblizone, linij trygonometrycznych, odpowieda-
jece wartosciom ‘tuku idecym w postepni arytmetycznej

od 0 do Y

Niema potrzeby rozciegne¢ tablic pozate granice; albowiem
linie trygonometryczne se okresowe, i biore w pierwszym
¢wiercianie wszystkie wartosci liczebne jakie wedle swej natury
bra¢ moge.

Uktadanie tablic opiera sie na kilku twierdzeniach, ktore se
gdzie indziej jeszcze rownie uzyteczne, i ktére teraz wytozymy.

82.  Twierdzenie . Luk mniejszy od ¢wierciamijest wiekszy

odswej wstawy, ale mniejszy od swej stycznej.
Niech bedzie AB tuk mniejszy od
¢wiercianu; wezmy tukAB—AB,
i, na skrajnosciach cieciwy BB,
poprowadzmy styczne BS, B'S,
ktére sie spotykaje na Srednicy
AA Jesli wezmiemy promien OA
zajednosélinijne, BC bedziewsta-

Wetuku AB a BS jego styczne. Owoz, fuk B a 8 'jest wiekszy

od cieciwy BB, ale mniejszy od tamanej otaczajecej BSB';
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wiec, uwazajac potowy tych ilosci, widzimy ze tuk AM jest
wiekszy od swej wstawy BG ale mniejszy od swej stycznej BS.
To wszystko, jesli tuk AM nazwiemy a, wyraza sie jasniej
przez nierdwnosci
wsta < a < stya.

83. Uwaga. ROznica a—wsta jest tem mniejsza im tuk a
jest mniejszy.

Natuku AM, mniejszym od wezmy

jakikolwiek punkt N; poprowadzmy
xwstawy MP, NQ tukéw AM, AN, i
rownolegta NB do AA'; bedzie oczy-

wiscie
MB < tuk MN
albo
MP —NQ < tuk AM—1uk AN ;
wiec

tuk AN —wstAN < tukAM —wstAM ;,
C. b.p.d

Dowodzenie analityczne jest ogdlniejsze. Jakoz, zeby okazaé
ze roznica a—wsta maleje z tukiem, dos¢ jest dowiesdz

nieréwnosci
a—h—wst (@a—h) < a—wsta

albo
wsta —wst (a—//) <[ h.

Owoz, zamieniajgc réznice na wieloczyn, bedzie

¢°d (a—" s
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ostatnia nierbwnos¢ jest oczywista, wiec twierdzenie jest
prawdziwe.

84. Twierdzenie Il. Jesliluk a malejeod ~ do o, stosu-

nek —  dazy dojednosci, ktdrajestjego granica.

Jakoz, stosunek jest mniejszy od jednosci, dlatego ze
wsta < a; a poniewaz luk a< stya, stosunek jest
wiekszy od , albo, co to samo, wiekszy od dosa.

Przedstawia sie wyrazniej te*dwie nierbwnosci piszac

-WSta dosa.

| >
Owoz, gdy tuk a maleje az do zera, dosa rosnie az do 1,
i roznica | —dosa dazy coraz bardziej do zera ; mozna wiec

wzig¢ ik a tak maty zeby stosunek zawarty miedzy

1 i dosa, rdznitsie od | tak mato jak sie podoba, czyli jako
mowig, roznit sie od jednosci iloscig mniejsza od wszelkiej
danej; zatem

Wsta.: 1, gdy a—a0.

85. Uwaga. Kie teudno dowiesdz ze stosunek wsta ro-

$nie sposobem ciggtym gdy fuk a maleje od ~ do 0. Dosé

tylko okazac ze

wsta  wst (a m=h)
a ~ a-+h ~

przypuszczajac tuki a i h obadodatne, i a h < L3
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ZnieSmy mianowniki, i rozwinmy wst(a-t-A); bedzie
(a-+~Awsta > awsta dosA -+ adosawstA.
Jesli teraz podzielimy obie strony przez dosa, otrzymamy

(a-t- A stya > astya dosA -+ awstA.

Owoz, tu nierébwnos¢ jest widoczna, jakiekolwiek jest a;
albowiem, astya > astyadosa, i Astya>e awstA. Wiec
twierdzenie jest dowiedzione.

86. Dobrze jest wiedzie¢ ze jest granicg wieloczynu
dos- dos - dos- ... dos—
2 4 8 2"

gdy catkowita n rosnie do nieskofczonosci,
Jakoz, mamy

N - 0,
wst a— 2wst 5 dos 2/0
wst a Z\QNS'['-adOS a
2 4 4

wst¢'= 2wst " dos¢'
4 0 0

wst—= = 2wétidbs <

Pomnozmy te rownania stronami i znieSmy spolne czynniki
bedzie

wsta= 2"\vst—dos - dos~dos” . dos,/7e
2" 2 4 8 2
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albo, dzielec przez a,

a
wsla 2n, .a . .ay..a a
a_d052d°54d058 dosz—.
On
Owoz, gdy n rosnie nieskoriczenie, tuk — dezy do zera
jakikolwiek jest luk a; wiec stosunek
wst
a
2-
ma za granice jednosc¢, i temsamem
AN2=jr.dos™dos|dos]| ... dos”j, gdy n= .
87. Twierdzenie Ill. Gdy tuk jest mniejszy od éwiercianu,

réznica miedzy tym lukiem i jego wstawgjest mniejsza od éwierci
szescianu luku.

Jakoz, wiemy ze
- N N — LAY
wsta= 2wst 5 dos 5= 2sty g dos 5

albo
wsta= 2sty™l —wstl o

Jesli teraz, w drugiej stronie ostatniego réwnania, zamiast
wst| i sty™, potozymy luk , zmniejszymy zarazem oba
Czynniki, i temsamem zmniejszymy druge strone réwnania;
bedzie wiec

wsta > a[l — (i)*]
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albo

wsta > a— 7 ;
zked

a—wsta < —

88. Whniosek. Powyzsze twierdzenie pokazuje ze wsta jest

zawarta miedzy a i a—j - Wiec, bioragc tuk a zamiast

wsta, popetnia si'e bted mniejszy od Q
Zted fatwo sie wywodzi dwie granice miedzy ktdremi jest

zawarta dosa.
Jakoz,

dosa= | —2wst3" (50°, form 16);

a ze, wedle lego co poprzedza, wst“<” i >2 —| (5 ’

mamy najpierwej

dosa > 1
i polem
2 _£
albo
a tern bardziej
dosac< |_612+ _a*.

To dowodzi ze dosa jest zawarta miedzy

a2 . . a2 a2
T + e
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Wﬁgc, biorec 1—° zamiast dosa, popetnia sie bted mm?:jt
szyod B
Mozna znalez¢ granice wyzsze. réznicy a—wsta mniejszy
od tej kloresmy wskazali, i temsamem wyznaczy¢ dla wstawy
i dostawy dwie odpowiedajgcc granice, wyzsze i nizsze, wiecej
przyblizone do prawdziwych wartosci. Oto wiasnie twierdzenie
ktére postuzy w tym wzgledzie.

89. Twierdzenie IV. ROznica miedzy lukiem mniejszym
¢wierciami i jego wstawg jest mniejsza od szostej czesci szeScianu
luku.

Wezmy znane réwnanie

wsta = 3wst Oo/o— 4wst3™
u
jesli w ostatnim wyrazie zamiast wsta potozymy tuka, otrzy-
mamy nieréwno$¢

a
S P
wsta Jwst 3 Tl

TerAz, zastepmy wszedzie fuk a przez -, bedziemy mieli
(o}

.an a 4a3
wst 3> Jwst———;

w ostatniej nieréwnosci zastagpmy takze tuk a przez 3 i tak
nastepnie az cio nte] nierownosci; bedzie :

BN R

wsfrs W'*% t- 433,

od
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To uczyniwszy, pomnézmy drugg nierdbwnos¢ przez 3, trze-
cig przez 32 czwartgprzez 33.. i tak dalej, ostatnig przez 3n—%;
po czem, dodajac stronami i uprosczajac, znajdziemy

wsta > 3"wst ~ _Aa"_
27

W tym wyniku uczyimy n= oc, i uwazajmy najpierwej ze

. a
gr.3"wsti: agr. ----- &_ a:
u

3
potem, poniewaz wyrazy w nawiasach stanowig postepnie geo-

metryczng nieskonczenie malejaca, ktorej stosunkiem jest y

widzimy fatwo ze granica ich summy réwna sie 1 '%
1—>
9
Podstawiwszy te wartosci, otrzymamy
A %
wsta > a A_a._ 9
wsta> a—-;
albo o’

wiec

a—wsta < —e
0]

90. Wniosek. Zt8d wynika Ze wsta jest zawarta miedzy
ai a—— wiec biorac tuk a zamiast wsta popetnia sie btad

- a8
mniejszy od —
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Wyznaczmy teraz granice wyzszy dosa. Jesli w réwnaniu

dosa= t —2wst2

. A ) L _
zamiast > podstaW|my2 $5 bedzie
a a'
<
dosa < t 5 48
albo
dosa < 1 —&p--&. .28

a tembardziej

<4 — — 4 —o
dosa <4 > o

Owoz wiemy 7ze dosa > 1—'L.
Wiec, bioryc 4—— zamiast dosa, popetniamy btyd mniej-

szy od =. Znajdujemy tym sposobem granice wyzsze bte-

dow, popetnionych na wstawie i dostawie, mniejsze od tych
ktoreSmy poprzednio otrzymali.

91 W yrachowanie wstaw i dostaw. PONiewaz Stya, dota,
siea i dosiea wyrazajy sie poprostu przez wsta i dosa, dos¢
jest wyrachowac tylko wstawy i dostawy tukow od 0° do 90°;
albo, co to samo, wyrachowac wstawy i dostawy tukoéw od
0° do 45°, z przyczyny ze wstawy tukéw idycych od 45° do 90°
sy dostawami tukéw od 0° do 43°, i nawzajem.

Przypusémy tedy ze chcemy wyrachowac wstawy i dostawy
tukéw co 40 sekund, od 0° do 45° izacznijmy od wsttO”.

Gdy promien kola jest wziety za jednos¢ linijny, dtugosé
potokregu, czyli tuku 180°, wyraza sie przez

3,44459 26335 89793 23846...
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Ztyd, uwazajac ze 180° zawierajg 648000 sekund, wywodzi
sie fuk 10 sekund, to jest

tuk 10'= =0,000048481368110...

64800

Owoz, jesli wezmiemy tuk 10" za wstlO", popetnimy btyd
mniejszy od ¢wierci szescianu inku, a ten blyd jest mniej-
szy od

i (tuk 107°< i. (0, 00008)’< 0. 00000 00000 00032;

zatem bedzie
wstlO' < 0,0000484813 68110

i wsll0' > 0,00004 8481368072.

To pokazuje ze wstlO' jest zawarta miedzy dwiema licz-
bami ktére majy dwanascie pierwszych dziesietnych spdlnych;
wiec

wstl0'= 0, 00004 84813 681

z btedem mniejszym od p6t jednosci dziesietnej 13s° rzedu.
Szukajmy teraz doslO'. Jesli za doslO'wezmiemy

1—%—(}ukl0'§ bigd bg,dzie mniejsgy od EK\TN% = 256.!@(6’
a tem bardziej mniejszej od ~ I

Ztyd wynikaze 1—" (luk 10")-  jest wartosciy doslO"

przyblizony na mniej niz p6t jednosci dziesietnej 180 rzedu;
wiec, zachowujyc 13 pierwszych dziesietnych, otrzymujemy

doslO’'= 0,00900 00988 248

z 13ma dziesietnemi.
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92. Formuly Tomasza Simpson. Znajgc wstlO' i dosiO™" mo-
znaby, za pomocy formut

wst (@ 4)= wstados4 4 dosawst4
dos (a -t- 4) = dosados4 —wstawst4,

wyrachowa¢ wstawy i dostawy tukéw co 10", od 0° do 45°
albowiem, czynigc najpierwej w tych formutach 0= 10’
i b— 10, otrzymanohy wst20" i dos20’, a potem wsU10'
i <los30" czynigc a= 20 i tak dalej, az do 45°. Ale naste-
pujacy sposob, podany przez angielskiego matematyka Tomasza
Simpson, skrocg znacznie ten mozolny rachunek.

Jakoz, jesli w znanych formutach

wst (a -(-4)-(- wst (a —b) = 2wst«dos4
dos (a -1- b) -t- dos (a—b) = 2dosados4 ,

uczynimy a= mb, bedzio

wst (m -+1) b= 2dos4 wslm4 — wst (m— 1) b
dos (m -1- 1) 4= 2dos4dosm4—dos (m— 1)4.

Widzimy teraz ze tuki (m —\)b,mb, (m+\)b twmrzy po-
stepnie arytmetyczny ktorej stosunkiem jest 4; zatem, znajyc
wstawy albo dostawy dwdch tukdw po sobie idycych, mozemy
zaraz otrzyma¢ wstawe albo dostawe tuku nastepujycego.
| tak, bioryc 4= 10", i podstawiajyc za m ciyg wartos-
ci 1,2,3,... znajdujemy

Wst20'= 2doslO'wstlO",

dos20'= 2dos!0'dos!0'— 1,
wst30" = 2dosl0'wst20" —wstlO”’,
dos30" = 2dosl0"dos20' — doslO’,
wst40'= 2dosl0"wst30" — wst20*,
doslO”= 2dosl0’dos30”— dos20.
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Ten rachunek daje sie jeszcze uprosci¢. Albowiem, uwaza-
jac ze mnoznik staty 2dosl0' rozni sie bardzo mato od 2 je-
dnosci, uczynmy

2dosl0"= 2—Kk, bedzie k= 0,000000023504.

Przez to podstawienie dwie powyzsze og6lne formuty, w kto-
rych b= 1(), staje sie
wst(m-M)10'—wstm.lO’=wstm.|O"'—wst(»n—1)i 0 —AwstmIO',
dos(m-i-1)10’—dosm. 10'=dos/n. 10'—dos(m—1)10’—Adosm.10"

Ostatnie formuly daje roznice dwoch wstaw, albo dwdch
dostaw, po sobie idecych, za pomoce réznicy dwoch poprzedza-
jecych i wieloczynu Awstm.lO", albo Adosm.10. Jedyne dzia-
fanie dos¢ zmudne w tym rachunku jest odnawiajece sie
mnozenie ostatniej wstawy albo dostawy przez liczbe k. Ale
i to dziatanie wielce sie utatwi, jesli utworzymy naprzéd ta-
blice wieloczyndéw liczby 23504 przez cyfry 1,2,3.. az do l);
bo, tym sposobem, bedziemy mieli juz gotowe czestkowc
wieloczyny kazdego wieloczynu takiego jako Awstw.lO" albo
Adosm.O. Wszystko wiec przywodzi sie teraz do prostego do-
dawania i odciegania liczb dziesietnych; co nie wymaga wiel-
kiej pracy.

93. Wyrachowawszy te metode wstawy i dostawy tukdw
od 0 do 30 stopni, mozna otrzymaé wstawy i dostawy #tu-
kéw zawartych miedzy 30° i 45° przez samo odcieganie.

Jakoz, wiedzec ze wst30°= 1, mamy
wst (30° -f 1) -+~ wst (30°—x) = 2wst30°dosx = dv.sx
dos (30°—x) —dos (30° m-x) = 2wst30° wskc == wstX,
zted dwie formuly, podane przez e uiera,
wst (30° —+~x) = dosx — wst (30°—x) ,
dos (30° + x) — dos (30°—x) — wske,

ktore daje wstawy i dostawy lukéw majecych wiecej niz 30°.
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gdy sg wiadome wstawy i dostawy tukow miedzy 0° i 30°.
94. Wtak dtugich rachunkach bledy sg prawie nieuchronne.
Trzeba wiec sprawdza¢ znalezione wyniki, przez wyracho-
wanie wprost, z przyblizeniem dostatecznem, pewnych wstaw

i dostaw ktdrych doktadne wyrazenie algebryczne otrzymaé
mozna.

Znamy juz wst9° i dos9°, wst18 i dosI8°, wst36° i
dos36° = wsto-4°, wst43° i dos43°. Ze wsto4® fatwo sie wy-
wodzi wst27° i dos27°, albowiem formuly (20) nro38, daje

v20="0 + ‘(N +i)_iy/d-j(yS +d)
czyli
wst27°= \ v/s + \;3- \y;3- \JE;
tak samo

dos27°= i y/g - ylg + Iy/ d—\5*

Mamy wiec nastepujacy obraz doktadnych wartosci wstaw
i dostaw tukow co 9 stopni.

wst9°=ly/.jZzy! - iy/3—y5 tlos9- \v/3+V3+\yl/o-y/5
wst1®= 1 (jj—1)  dosl8®= | y/10-+4-2ySe

wst27#iy/5-f-y/5 —y /3—ylodos27°=iy/5 -t-ylg+ |y/.3—Vis
Wet36°= ~y/10—2ylg  dos36°= | (y/g+i)
wst43°= | yi2 dos43° = 1 yjj

Te wartosci, ktore sie fatwo otrzymujg z lakiem przyblizeniem
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zjakiem sie podoba, zapewniaj? dokitadnos¢ wstaw i dostaw,
wyrachowanych jedna po drugiej, dla tukéw od 0° do 45°.

TABLICE LOGARYTMOW FUNKCYJ KOLOWYCH.

95. W liczebnych zastosowaniach wykonywa sie zwykle
rachunki przez logarytmy; dlatego tez utozono tablice logaryt-
moéw linij trygonometrycznych. Majac wyrachowane wstawy
i dostawy, mozna otrzymac ich logarytmy za pomoc? tablic
logarytmow liczb; po czem nie trudno znalez¢ logarytmy sty-
cznych i dotycznych, przez formuty

log styo = log wsta — log dosa
log dota= log dosa —log wsta = —log stya.

Sieczna i dosieczna, bedac odwrotnosciami dostawy i wsta-
wy, rzadko sg uzywane; niema wiec potrzeby ktasdz ich loga-
rytmow w tablicach ; zresztg te logarytmy sg réwne i ze znaka-
mi przeciwnemi odpowiednym logarytmom dostawy i wstawy.

Poniewaz wstawy i dostawy wszelkiego tuku, a styczne tu-
kéw od 0° do 40° i dotyczne tukow od 45° do 90° sg utamkami
mniejszemi od 4, ich logarytmy sg odjemne; zeby w tabli-
cach unikna¢ logarytmow odjemnych, dodano 10 do kazdego
z nich. Logarytmy ktore, po tern zwiekszeniu, zostajg jeszcze
odjemne, nalezg do linij odpowiedajagcych katom tak matym
ze sie prawie nigdy nie zdarzajg w zastosowaniach; najwiekszy
z tych katéw jest mniejszy od 0,0001 tuku jednej sekundy (*).

(*) Niech bedzie X tuk ktérego wstawa jest mniejsza od
Poniewaz wstlO™ > 0,00004 84813 880,

bedzie
X wstlO™ r luklO™
-'-luk 10" " 0,0000484813 ’
wiec < hiklO™ ~  nklI™

484813 < 40000
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URZADZENIE TABLIC KALLETA (CALLET)

96. Pierwsza z tych tablic zawiera logarytmy, z siedmioma
dziesietnemi, dla ivstai¢ i stycznych tukdw co sekunda pieciu
pierwszych stopni, od 0 do 5° i temsamem logarytmy do-
staw i dotycznych od 80° do 90°. Stopnie biezgce sg oznaczone
na gorze stronicy a stopnie dopetnienia na dole, minuty na
pierwszej i ostatniej linii poziomej, a sekundy w pierwszej
i ostatniej kolumnie. Kazda stronica na lewo zawiera wslawy
i dostawy, a stronica na prawo styczne i dotyczne.

Nastepujgce tablice zawierajg logarytmy wstaw, dostaw,
stycznych i dotycznych co 10 sekund, od 0° do 90°. Stopnie
biezace od 0° do 11° sg napisane na gorze kazdej stronicy, a
stopnie od 89° do M°, na dole. Minuty isekundy, umieszczone
w pierwszej i drugiej kolumnie, odnoszg sie do stopni na gorze;
aza$ minuty i sekundy, umieszczone w ostatniej i przedostatniej
kolumnie, odpowiedajg stopniom na dole. Po kazdej kolumnie
logarytmow jest mata kolumna dajaca réznice logarytméw po
sobie idacych. Kolumna réznic logarytméw dla stycznych i
dotycznych jest spoina; bo, z rownan

logstya= —Ilogdota i logsty [a-+h)= — logdot (a - h),

wynika
logsty (a-i- h)—logstya= logdota—logdot (@ -+ h).

Rdéznica logarytmow stoi na linii trzymajacej Srodek miedzy
dwiema liniami logarytmow do kt6rych sie odnosi; te za$ loga-
rytmy w kolumnie wstaw albo stycznych rosnhg z lukami, a
przeciwnie w kolumnie dostaw albo dotycznych logarytmy
malejg gdy luki rosna.
it Bazda kolumna logarytméw ma dwa tytuty, jeden na gorze
drugi na dole; tytut gérny, jako naprzyktad w trzeciej kotu-
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mnie sinus (tcstawa), odnosi sie do stopni, od 0 do 44, napi-
sanych na gorze stronicy; a za$ tytut dolny tej samej kolumny,
CO.sinus [dostawa) odnosi sie do stopni, od 89 do 44, napisanych
na dole : tak samo tytut dolny sinus (wslawa) w pietej kolu-
mnie odnosi sie do stopni dolnych od 89 do 44, atytut
gorny co.sinus (dostawa) tej samej kolumny odpowieda sto-
pniom gornym od 0 do 44. Podobnie dla tangente (Styczna)
i CO.tangente (dotyczna). Tym sposobem urzedzone tablice daje
logarytmy wstaw i dostaw, stycznych i dotycznych, od 0° az
do 90°.

UZ\CIE TABLIC KALLETA

Dwa se zagadnienia ktore za pomoce tablic rozwiezac trzeba.

97. Zzagadnienie |. Majac dany kat, icyznaczy¢ logarytm jednej
zjego linij trygonometrycznych.

Jesli ket, albo tuk mniejszy od éwiercianu, jest dany w sto-
pniach, minutach i tylko w dziesigtkach sekund, logarytmy
jego linij trygonometrycznych znajduje sie w tablicach.

| tak, niech bedzie do znalezienia log wst30°45'50". Szukamy
najpierwej stronicy na ktdrej stoi liczba 30° stopni napisana
u goéry; po czem, idziemy do pierwszej kolumny gdzie jest
liczba 43, i, schodzec do kolumny sekund, uwazamy 30'; wia-
$nie na linii tych sekund iw kolumnie z tytutem gornym
sinus [tcstawa) znajduje sie liczba 9,7088468, ktdra jest szuka-
nym logarytmem powiekszonym o 10 jednosci. Wiec, odejinujec
10, mamy

log wst 30°43'30"= 1,7088468.

Znajdzmy jeszcze logarytm sty64°26'20". Najpierwej szuka-
my stronicy na ktérej dole stoi liczba 64 stopni; po czem,
udajemy sie do ostatniej kolumny gdzie jest liczba 36', i prze-
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chodzimy do kolumny sekund w ktérej, idyc do gory, napo-
tykamy 20"; nakoniec, na linii tych sekund, w kolumnie z ty-
tutem dolnym tang. (styczna), znajdujemy liczbe 0, 3233000
ktora jest szukanym logarytmem. Wiec mamy

log sty 04°30' 20" = 0,3233000.

Jesli dany kyt, albo tuk przywiedziony do pierwszego ¢wier-
cianu, zawiera jednosci sekund albo jeszcze sekundy z utam-
kiem, wtedy otrzymuje sie zydany logarytm linii trygono-
metrycznej przez interpolacye, podobny do tej ktory sie wy-
konywa szukajyc logarytmu liczby niezamieszczonej w tabli-
cach. Ta interpolacja opiera si¢ na tern ze sie uwaza réznice
logarytméw linij trygonometrycznych jako proporcyonalne do
roznic tukdéw, to jest : oznaczajyc przez h przyrost tuku,
przez 8 przyrost jego logarytmu, przez A roznice tablicowy
dwdch logarytmow miedzy ktdre wpada szukany, i wiedzyc
ze w tablicach r6znica dwdch tukéw po sobie idycych jest 10",
bierzemy jakoby prawdziwy nastepujycy proporcjg

10_ A hA
h ™ o Zkyd 8 1o

Dodajemy ten przyrost 8 do logarytmu linii trygonome-
trycznej, wzietego przez niedostatek, tak jako w logarytmach
liczb, i mamy szukany logarytm przyblizony.

Nie trudno dowiesdz, ale sposobami ktdére tu miejsca mieé
nie mogy (*), ze btyd pochodzycy z uzjrcia powyzszej propor-
cjo, i zarazem z przyblizenia logarytmow tablic, nie wptywa
na siodmy dziesietny wyznaczonego logarytmu; byle tylko ro-
znica h bjda mniejsza od 10", idany tuk byt wiekszy od 3°
dla wstaw i stycznych, a temsamem mniejszy od 83° dla do-
staw i dotycznych.

(*) Zobacz note na koncu dzieta.
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1°. Znalez¢ kat x ktorego logwstjest 1,9104902

log wstx... 9,9104902 A= 151
Za 9,9104756 54*27' 40"
Za 1460 9'.66

X = 54°27'49",66

W kolumnie wstaw liczba najwiecej przyblizona przez nie-
dostatek do danego logarytmu 9,9104902 jest 9,9104756, rozni
sie od niego liczbe. o— 146 i odpowieda katowi 54’27'40".
Owoz, roznica tablicowa A— 151 pokazuje ze, dodajgc 151
do 9,9104756, powieksza sie odpowiedajacy kat o 10"; wiec,
na mocy pozw'olonej proporcyi, dodajac 146 do tego samego
logarytmu powiekszy sie kat liczbg sekund wyrazong przez

1460" _
5 - 9,66.

To wszystko porzadnie sie wykonywa wedle powyzszego
wzoru.

2° Znalez¢ kat ktérego logdos jest 1,9032728

log dos* 9,9032728 A= 157
Za 9,9032819 36’50' 10"
Za 910 5,79

x = 36’50'15",79

Poniewaz dostawra maleje gdy kat rosnie, z dwoch loga-
rylinébw kolumny co. sin. (dostawa), ktdre bezposrednio za-
wierajg dany 9,9032728, wzielisSmy wiekszy 9,9032819 aby,
majac kat przez niedostatek, dodawa¢ szukane jednosci
sekund, nie za$ odcigga¢; po czem, wyznaczyliSmy réznice
5=91 miedzy logarytmem uzytym i danym; a znajgc roznice
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tablicowy A= 157, otrzymali$my jednosci sekund przez wia-
domy proporcye, ktora daje

hp=20"8  910°
3° Znalez¢ kat z ktorego logstyjest 1,683883 i
logstyx,.. 9,6838831 A—538
Za 9,6838398 25°16'30"
Za 1360 8,10
x = 25°16'38", 1.

4° Znalezé kat z ktorego log dotjest 1,5610770

logdoU-... 9,5610770 A= 655
Za 9,5611311 69° 59'50"
Za 5110 873

z — BR59°58", 3

5® Znalez¢ kat z ktorego log dosjest 2,8888798

W czesci tablic Kalleta ktora daje logarytmy dostaw @O
sekunda od 85° do 90°, szukamy liczby 8,8888798, i znajdu-
jemy odrazu z = 85°33'34".

100. Uwaga. Zobaczmy teraz zjakiem przyblizeniem mozna
otrzyma¢ kat, gdyjest wiadomy logarytm jednej z jego linij try-
gonometrycznych na mniej niz n jednosci siddmego rzedu dzie-
sietnego.

Gdy logarytm linii trygonometrycznej zwigksza sie roznicy
tablicowy A, odpowiedajecy ket zwieksza sie albo zmniejsza
0 10'; zted wynika ze, na zwigkszenie logarytmu o jednos¢
siodmego rzedu dziesietnego, odpowieda zmienno$¢ kela

Z . . .. 10 , . L.
IONMB najwiecej . wiec bted n jednosci siddmego rzedu
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w logary linie sprawia w kecie btyd ktérego granice jest ]

Przypuszczajac n= i, widzimy zebted wwyznaczeniu keta,
danego przez logarytm jednej z linij trygonometrycznych,
bedzie tem mniejszy im wigksze A.

Tablice logarylméw pokazuje ze we wstawach A rosnie
gdy ket maleje; przeciwnie w dostawach. To dowodzi ze mate
kety obliczaje sie z przyzwoitem przyblizeniem przez wstawy,
a zle przez dostawy; przeciwnie, kety blizkie 90° obliczaje sie
prawie doktadnie przez dostawy a Zle przez wstawy; tak ze,
jesli ket, dany przez logarytm wstawy, przechodzi 89°57', nie
mozna go wyrachowac z bledem mniejszym od jednej minuty.

W logarytmach [stycznej, A najpierwej maleje gdy ket ro-
$nie od 0" do 45°, a potem sie zwieksza przez te same warto-
Sci, gdy ket rosnie od 43° do 90°. Wiec ket jest tem lepiej wy-
znaczony przez swoje styczne im sie wiecej zbliza do 90°.

Jesli oznaczymy przez A, A', A" réznice tablicowe, oapo-
wiedcjece stycznej, wstawie i dostawie tego samego Keta,
bedzie zawsze

A= A'-t-A\

Albowiem, logsty (x -+ h) — logsty#
= logwst (x + h)—Ilogdos (x -+ h) —logwts# -+ logdos#
= [iogwst (x -i- h)—logwst#] 4- [logdos# — logdos f# -t- )],

Jesli 'ket ma 45°, wtedy A = 410, i bled <0',023.

Widzimy tedy ze bted maximum dla stycznej jest mniejszy

\ "
od ~ejy’ Odpowiedajecy bted dla wstawy albo dostawy jest

mniejszy od 0",C48 < 3'Jy'

To wszystko stosuje sie do dotycznej. Zted wynika ze
styczna albo dotyczna doktadniej wyznacza ket niz wstawa
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albo dostawa; wiec, gdy mozna, lepiej jest szukaé kata przez
styczne niz przez wstawe albo dostawe.

Logarytmy linij trygonometrycznych od 0° do 5°.

101. Gdy tuk jest mniejszy od 5°, nie wolno przypuszczaé

ze, w przedziele 10", przyrosty logarytmow wstaw albo stycznych

sg proporcyonalne doprzyrostdw tukow, bo btad wynikajacy z tej

proporcyi magtoy przechodzi¢ jednos¢ i nawet kilka jednosci

siodmego rzedu dziesietnego. Ale, jesli tuk jest zawarty

miedzy 1° i 5° wtedy, biorgc przedziat 1", mozna jeszcze

uzy¢ interpolacyi przez czesci proporcyonalne,to jest proporcyi
h o

- a

w ktorej h< 1, i A znaczy roznice tablicowy dwoch loga-
rytméw wstaw albo stycznych tukdw idacych co sekunda.

Pierwsze zagadnienie. 18 Znalez¢é logwst2°36'54", 87

W tablicach Kalleta, jakosmy na poczatku powiedzieli, sg
dane, dla pieciu pierwszych stopni, logarytmy wstaw i stycz-
nych tukéw od 0° do 5° idacych co sekunda, i temsamem
logarytmy dostaw i dotycznych od 81° do 00°. W tej czesci
tablic znajdujemy

log wsi 2°38'51"= 3,6591983.

Przez odcigganie wyznaczamy A= 161; po czem, przez
proporcye tablicowa, otrzymujemy

a= M=161 X 0,87 = 101,07.
wiec
log wst 2°36'54",87 = 2,6392384.

2° Takim samym sposobem,wyrachuje sie logarytm stycznej.
8
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Dostawa i dotyczna tukéw miedzy 85° i 00° se wstaw? i sly-
czne tukéw od 0° do 8°% nadto, dotyczna jest odwrotnosci?
stycznej; wiec logarytmy tych linij trygonometrycznych nie
przedstawiajg zadnej trudnosci.

Drugie zagadnienie. 1°. Znalez¢ kat x, wiedzacze
log styx = 2,7937961

W czesei tablic Kalleta, ktéra daje logarytmy wstaw i stycz-
nych co sekunda, znajdujemy

za 8,7937961 3°33'33";
po czem wyznaczamy 3= 113 i A= 340,
i = E‘?:
a nastgpnie h= 340 0,332...
Wiec X = 3°33'33', 332.

2°. Znalez¢ kat x, wiedzac ze
logdosx.= 2,4931567 »

W znajomej czesci tablic znajdujemy

za 8,4931750 88°12'58";
potem o= 183 i A= 676,
a nastepnie A= 5620’270'”
Wiec x = 88°12'58", 270
102. Jesli tuk jest mniejszy od 1°, wtedy nie mozna, nawet

w przedziale 1 uzy¢ interpolacyi przez czesci proporcyo-
nalne. Ale, w przypadku tak matych tukow, przypuszcza sie,
z btedem prawie nic nieznaczecym, ze luki sg proporcyonalne
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do swych wstaw albo do swych stycznych, i za pomoc? tej pro-
porcyi rozwigzuje sie dwa zwykle zagadnienia.

Pierwsze zagadnienie. Znalei¢ lo/j wstif'134",56.

Zamieniamy najpierwej tuk na sekundy, co daje 154 ,56;
potem stawiamy proporcye

wst0°2'34",56  wstO’2'24'
154,56 — 454
zatem

logwstO02 34',56 = logwst0°2 34'—log 154 - logi54,56.
W czesci tabliey, ktora daje logarytmy wstaw co sekunda,
znajdujemy
log wst0°2'31"= 4,8730955
a w tablicy logarytméw liczh
log454,56 = 2,1890971
—logl54 = 3,8124793

Wiec log wst0°2 34,56 =4,8746719

Drugie zagadnienie. Znalezé k?t x, wiedz?c ze
log styP= 3,5576432.

W tablicy ktdra daje logarytmy stycznych co sekunda znaj-
dujemy

za 7,5571497 01224

Zamieniamy tuk 0°12'24" na sekundy, co daje 744", iwy-
znaczamy log 744 = 2,8715729; po czem, uwazamy Ze, ha mo-
Ccy przyjetej proporcyi, powinno by¢

X stv.r
744 — sty 0° 1224
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zkad
log#= log744 + log
= 2,8715729 -+ 0,0001935= 2,8720661.
Wiec X = 744".846= (° 12'24",846.

Uwaga. Tablice Kalleta daje l6garytmy stosunkéw wstawy
do luku i stycznej do luku, i liczbe sekund luku, dla trzech
pierwszych stopni. Tym sposobem rachunek w obydwdch po-
wyzszych zagadnieniach znacznie sie skroca. Ale cate dziatanie
dos¢ jest sztuczne, i wymaga pewnych ostroznosci, ktorych tu
wyktadac nie widzimy potrzeby; zwaszcza ze przypadek bar-
dzo matych tukéw prawie nigdy sie nie zdarza w zwyczajnych
zastosowaniach trygonomctryi. Ciekawy czytelnik znajdzie
szczeg6ty wEmiankowych rachunkéw na stronicy 113 wstepu
do tablic Kalleta.

SPOSOB PRZEKSZTALCENIA FORMUL NA W YUACHOW ALNE

PRZEZ LOGARYTMY.

103. Zeby mozna wyrachowac przez logarytmy wyrazenie
dane liczebne, trzeba koniecznie zeby ono zawierato same
tylko czynniki jednoinienne. Jesli to wyrazenie zawiera summe
albo réznice dwdch wstaw, dwoch dostaw, wstawy i dostawy,
ale dwoch stycznych, dwéch dotycznych, etc, tatwo je prze-
ksztatci¢ na inne wyrachowalne przez logarytmy, postugujac
sie wiadomemi formutami. | tak, niech bedzie naprzykiad

J;—stya -1- sly//.
Mamy zaraz

leig st“' wsjadosi + dosawsti  wst («-i-h}j

s« dosly dosados® dos«dos6»
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Tak samo,
_ . dos(a—b)
= stya -t- doti —
X = stya-t-doti dosados6
Wezmy jeszcze
a= sie« -f dosie/>;
mamy
1 J Wat/> -+ wst (90°—a)
dosa  wstiv dosawst/y
2wst (tz 1 + 40° dos - 459
dosawst”

Te przeksztalcenia sg niezbedne, albowiem nie znamy zwy-
kle liczebnych warto$ci wstaw, dostaw,., tylko mamy ich lo-
garytmy.

Jest og6lna metoda przeksztatcenia wyrazen jakichkolwiek na
inne wyrachowalne przez logarytmy, za pomocg kata positko-
wego.

Jakoz, uwazajmy najpierwej wyrazenie dwumienne

Xx=a-hb,

w ktorem liczby a i b sg dodatne jakiekolwiek, i przypusémy
ze chcemy mie¢ logx.
Mozna pisaC to wyrazenie w nastepujagcym ksztatcie

a=a(l+n),

i uczyni¢ sty@= ~, poniewaz stya moze mie¢ wszelkg war-
tos¢ lak wielkg albo tak matq jak sie podoba.
Kat ip zawarty miedzy 0 i | , wyznacza sie za pomocg

tablic, bo mamy
logstycp=log// —logo;
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dodajac jesli trzeba dOjednosci do tego logarytmu.

Tym sposobem otrzymujemy

a (doscp -+ Wst®)

*zw(l--»>»)= | os>

Owoz,

Wet® -t- dos<p= Wst® + wst (90°— @

= 2wst 45° dos (0—45°);

wiec
__aV2dos (¢—45°i
J dos® ’

ta formuta jest wyrachowalna przez logarytmy.

Podobnym sposobem przeksztatci sie formute
x= a—b

w ktorej przypuszczamy a > b.
Czynigc a— bsty Q@ otrzymamy

_ W2wst (—45°)
dos<p

Powyzsza metoda stosuje sie do jakiegokolwiek wielomianu
atbz+c+xd... Jakoz, biorgc kat positkowy, zmniejszamy
jednoscig liczbe wyrazdw wielomianu; biorgc potem drugi kat
positkowy zmniejszymy jeszcze te liczbe wyrazdw; i tak naste-
pnie az dojdziemy do jednomianu. Ale kazdy kat positkowy
wymaga szukania logarytmow jesli nie sg naprzod wiadome,
i przejscia do liczb; co utrudnia przyblizenia.

104. Uwaga. Uwazajac ze |=sty45°, znajdujemy odrazu

_ o a (wstdaMos® -+ dos40°wst®)-
a(] " alyd” sme) dos43dos®
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wiec
a\lHwst(tp + 45) a\J'2dos(© — i0°)
dos® dasp

Mozna jeszcze dziataC inaczej. Jesli ilosci a i b sg dodatne,

czynigc - = sty8p otrzymujemy zaraz
«+ i= fl(l+ Sty8)= '
Przypuszczajagc a > b, przeksztalcimy dwumian a— Ana
jednomian, czynigc i = awst89 co daje

a—b—a @ —wst8)= ados&
Te dwa przeksztatcenia wymagaja mniej logapytméw niz po-
przedzajace.

Sa jeszcze inne sposoby w przypadkach szczegélnych przy-
datne ; wylozymy niektore z nich w nastepujacych zastosowa-
niach liczebnych, aby tern lepiej pokaza¢ wazno$¢ i uzytek
przeksztatcen.

105. Zagadnienie I. Uczyni¢ wyrachowalng przez logarytmy
summe wstA e icstli t-wstC, gdy A+ B+ Q— 180°.

Mamy najpierwej

WSLA 4 wstB = ZWS-tha\:I:-B dos A—:B ;
aponiewaz G= 180° —A—B, bedzie

wstC —wst (A -f- B) = 2wst

zatem, dodajac, otrzymujemy

Atﬁ/

wsi A+ wstH 4 w»tC= 2wst — OSA_B A-1-B\

d -+ dos —b—Jt
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Owoz,
d os'f\-g-?’- t-dos ATQ@ —2dos %dos %I

Wst’a+I§ = dos-C;
wiec ostatecznie

Q) WStA —+wstB + wstC = idos dos? dos” .

Uwaga. Gdyby, zamiast dodawaé, odciagnieto wstC, bytoby

WsStA + wstB —wstC = 2wstAN 1l

zkeul, zamieniajac roznice dostaw nawiasu na wieloczyn, wy-
nika

p 4 ii
2 WStA -t- wstB — wstC = 2dos - wst - wst -

Aby przeksztatci¢ wstA —wstB —wstC, dos¢ uwazac ze ta
summa algebryczna jest to samo co — (wstB -4-wstC —wstA);
wiec, na mocy ostatniej formuty, znajdziemy

(;2), WStA —wstB —wstC = — idos 9 WStQ WSté‘ .

106. Zagadnienie ll. ROZWiqzaé réwnanie
€)) awste -t-idos#= ¢

w ktérem a,b,c oznaczajq liczby jakiekolwiek dodatne albo odje-
mne-
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Uczynmy b— a stye, bedzie

a (wstaé -+ sty&dosa?) = ¢

albo

wsta dosa -i- dos.r wst® = r(1)A ,
wiec
) wst(x + ?)~ —

... . [T ¢ . i
Zagadnienie jest mozebne jesli ilos¢ AH czyli -
a. * v al"'l"' UC

miesci sie miedzy —1 i -+\; cowymaga zeby warto$¢ sa-

‘moista —- — nie byla wieksza od 1

Wiec warunek konieczny i dostateczny mozebnosci zaga-
dnieniajest €< a*-1-bl Przypuszczajac ze ten warunek jest
dopetniony, jesli, za pomocy tablic, wyrachujemy tuk doda-
tny a, najmniejszy jaki czyni zado$¢ ostatniemu rownaniu (2),
wszystkie pierwiastki rownania (1) beda dane przez formuty

x +®—2/,a-+a
X+@= (2k-I-1) ©—«
albo
X = 2fiTt-t-a—o
x = (2k -f- I)ot — a— (j,,

107, Mozna inaczej rozwieza¢ dane réwnanie

awstd  6dosa:= c.

Jakoz, dosa;= + \Ji —wstlc; podstawiajgc te wartos¢ be-
dzie
awsUct h\ji —wsFz= c,
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zkad

+byj1—wstfk= c—awste,

a nastepnie,-podnoszac do kwadratu obie strony i redukujac,
otrzymujemy réwnanie

(a2-+ W) wstX —2aewstx -f-e2—Ir= 0

ktdre daje

wstx = p by 1

Dla rzeczywistosci w'stx, trzeba najpierwej zeby ilos¢ pod
pierwiastnikiem byfa dodatna, a*+b'-—c2> 0, i do tego
jeszcze trzeba zeby wartos¢ tej wstawy byta zawarta miedzy - 1
i 4-1, albo, méwigc doktadniej, wartos¢ samoista wstawy nie
powinna przechodzi¢ jednosci, to jest musi by¢ liczebnie

act \b*(«A/C—cD N t

Tej nierownosci stanie sie zawsze zado$¢ jesli, uwazajac war-
tosci ilczebne wieloczynu ac i pierwiastnika, jest

ac --yjb* (a2-i- bl—es) < a2-t- 2

cO wymaga oczywiscie zeby  ac < a24- bl .
Wiec mamy nieréwnosc¢

\V (a24-bl—c) < al4- bl—ac

ktorej obie strony sg dodatne, jakikolwiek jest wieloczyn ac.
Podnoszac do kwadratu, znajdziemy

@+ b-fa—cf>o;
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Ta nieréwnos¢ istnieje zawsze; wiec w zadanem réwnaniu
wstx ma zawsze jedng albo dwie wartosci rozne, i temsamem
jest nieskonczona liczba wartosci dla x ktdre rozwigzyja to
réwnanie.

108. Gdy a= lj—i, wtedy ¢j<2; wiec, jesli c> o, be-
dzie

wsU- t- dos < \2.

To dowodzi ze wartos¢ maximum summy arytmetycznej
wstr -i- dosa; jest 2.
109. Zagadnienie Ill. Jakie powinny by¢ dwa tuki dodatne

X iy, majgce summe stalg x-\-y=a, zeby wieloczyn wstxwsty
byt najwiekszy mozebny?

Zamienmy wieloczyn wstr wsty na roznice, bedzie

2wstxwsty = dos (x —Yy) —dos [x -+V)
albo
2wstxwsty = dos (x —y) — dosa.

Owoz, dosa jest liczbg statg; wiec, zeby wieloczyn wskrwsty
byt najwiekszy mozebny, musi by¢ dos(x—y)= 1; co wy-
maga

X —y —2k

Ale z zalozenia
X+y=a

z tych dwéch réwnan wynika

Zastepujac catkowite k przez liczby po sobie idgce 0,1, 2,..
dodatne albo odjemne, od zera az do najwiekszej catkowitej za-
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wartej w , bedziemy mieli wszystkie luki ktére dadzg
warto$¢ maximum wieloczynowi wstx wsty.
Gdy dana summa a dwoeh tukdéw jest mniejsza od okregu,

wtedy k= 0, bo < 1. W tym szczegolnym przypadku

i zagadnienie ma tylko jedno rozwigzanie.

i 10. Zagadnienie 1V. Wyrachowac przez logarytmy pier-
wiastki rownania
a?-i-px+ q—0,
przypuszczajacje rzeczywiste.

Rozwigzujac to réwnanie, mamy

Trzeba rozrozni¢ dwa przypadki wedtug jak q jest dodatne
albo odjemne.

1°. > 0. Poniewaz przypuszczamy pierwiastki rzeczywiste,
musi by¢ y < mozna wiec uczyni¢ q — ~-wst8&. Kat po-

sitkowy o wyrachuje sie przez logarytmy,

logwsttp=~loge -i- log2 4- D*logyo ;

po czem

¥= (i 220°s9)
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Nazywajac x 1 x wartosci dwoch pierwiastkéw zadanego
réwnania, otrzymujemy

X ——" (1 —dos?)= —pwst*} 9,

*'= . 1(1-~do*p)= —jodos3L ?.

Jesli p< 0, wtedy —p > 0 i wartosci x',x" sg obie do-
datne i wyrachowalne przez logarytmy. A jesli przeci-
wnie p > 0, wartosci x', X" sgq obie odjemne; w tym przy-
padku, trzeba wyrachowa¢ przez logarytmy wieloczyny

pwstdi 9 i /idos’9; przejs¢ do liczb, i potozy¢ przed
niemi znak —.
2°. q < 0; mozna wiec uczyni¢ — = w StV

Podstawiajac te wartos¢, bedzie

€= "4 (1 7ghs*) = SdosbdosTRe i

Wiec
Awst2j 9
= 1 J— —_
X = dosp (& —dos9)
CE Rk L A= e

Jeden z tych dwdch pierwiastkéw je™t dodatny a drugi od-
jemny; pierwszy wyrachuje sie bezpo$rednio przez logarytmy;
trzeba wyznaczy¢ przez logarytmy warto$¢ liczebna drugiego
i dac jej znak—.
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CWICZENIA.
I. Dowiesdz ze
wst*a—wst’0= dos*0—dosla= wst (a+ b)wst @a—Db).
Il. Rozwigza¢ rownania

sie# -4 dosie# = k.

asie# = Odosie#

asty# = iwst#.
I1l. Rozwiaza¢ rownania

2dos#t—1 2—sie#
a b 1

wst (#4-a) dos (x—a) = wst [x—a) -+ dos (#+a)
Rozwigza¢ rownania
asty# -t- Osiet = c,
asty# -t- odot# = c.
IV. Rozwigza¢ rownania
#-4+y=2a
wst# + wsty = b.
V. Rozwigza¢ rownania
#—y= a
Wst# — Wty = b.
VI. Rozwigza¢ rdwnania
#wst (A—y)—a, #dos B —y)—b.
VII. Wyrugowaé # miedzy dwoma réwnaniami

dosie#t —wst#= 0
siett —dost#t= 0.
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VIII. Wyrugowa¢ x i y miedzy trzema réwnaniami

awst*x -~ ddosx — m
iwst*y -+ados’y= n
<IQyjr=bstyy.

IX. Dowiesdz ze, gdy przyrost h tuku x, dezec do zera,
staje sie zerem, wtedy :

ur. W§E ‘;gi{(riz.:.yy.s.t)S: dosx
dos [x-i-h) —dogg; wgta.
J h
SV (x+A) —stvX 1
o- -"T = d ™}
dot (r+/<)—dotx__ 1
' h wst’x
sie (x+/<) —siex  wskr
N a dos*x
dosie (x-t-n) —dosie.r dosx
‘ h wstix

WSstwC

X. Dowiesdz ze stosunek " maleje ciggle od 1 do 0

gdy tuk x rosnie od 0 do

XI. Dowiesdz ze stosunek M powieksza sie ciegle od 1

do x gdytuk x rosnie od U do

XIl. Dowiesdz ze

dosldosJdos|...dos|>(I-*(I — —jsk)
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ZANd wnie$é ze

gr. dos| dos®- X s 1 X

a zatem

X»
X —WStX < 5

X, Gdytuk x < ~, dowiesdz ze
styx —x > —
u

x < d ety e+ 2 wstx.
o u
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TRYCONOVETRA PROSTOLINUNA

111. W kazdym trojkacie jest szes¢ czesci do uwazania :
trzy boki i trzy katy. Wiadomo z geomctryi ze trojkat jest wy-
znaczony, gdy trzy z jego czesci sg dane, byle tylko miedzy da-
nemi byt jeden bok przynajmniej; to znaczy ze, znajac trzy
przyzwoite czesci trojkata, mozna geometrycznie, to jest wy-
kresleniem, znalez¢ trzy inne.

Ale te wykreslenia, jako sposoby graficzne, nie moge by¢
doktadne, z przyczyny nieuchronnej niedoskonatosci narzedzi
uzytych praktycznie. Dla uniknienia tej niedogodnosci starano
sie, zamiast wykreslen, uzy¢ rachunku ktdéry zawsze pozwala
dosiega¢ takiego stopnia przyblizen jaki mie¢ chcemy, Bozwia-
zaC trdjkat jestto wyrachowa¢ wartos$¢ liczebng kazdej jego
czesci, gdy liczba czesci wiadomych jest dostateczna do wy-
znaczenia tego tréjkata.

Trygonometrya prostolinijna ma za cel rozwigzywanie troj-
katéw prostolinijnych.

112. Aby wyrazi¢ dhugosci liczbami, odnosi si¢ je do pewnej
jednosci Unijnej, na przyktad do metra, albo do stopy, mili.
Wielkos¢ kata odnosi sie naturalnie do kata prostego, wzietego
za jednos$¢ katowa.

W zastosowaniach funkcyj kotowych katy, majg za miare

9



130 KSIEGA DRUGA

stosunek tuku objetego do jego promienia; ale, w trygonome-
tryi prostolinijnej, tuki i odpowiedaigce im kety wyrazajg sie
zwykle przez stopnie, minuty, sekundy i ich utamki. W tréjka-
cie oznacza sie przez A, B, C liczby stopni trzech katow;
przez a, b, ¢ liczby jednosci linijnych zawartych w trzech
bokach, przeciwlegtych tym katom.

ZWIAZKI BOKOW | KATOW W TROJKACIE PROSTOLINIINYM.

113. Twierdzenie |. W trojkacie prostokatnym, kazdy bok
kata prostego jest rowny przeciwprostokatnej pomnozonej przez
wstawe kata przeciwlegtego, alboprzez dostawe kata przylegtego.

Niech bedzie ABC trojkat prostokatny przy A. Z wierz-
chotka B jako $rodka i promieniem BC, nakresimy tukkota CD.

Stosunek prostopadtej CA do promienia BC jest wstawe
keta B; wiec

= wslB albo "A=fl\vstB.

(S

A poniewaz katy B i C sg dopetniajgce, wstB = dosC;
zatem
b= adosC
Tak samo
c=;a\VstC, i c¢= adosB.

Uwaga. Dodajac stronami réwnania

6= awstB, c= adosD
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podniesione do kwadratu, znajdujemy

fr + &= a5WsUB -+ dos*B) = a2.

Co sprawdza powyzsze twierdzenie.

114. Twierdzenie II. W tréjkacie prostokatnym ,jeden bok
kata prostego jest réumy drugiemu pomnozonemu przez styczna

kata przeciwlegtego, albo przez dotyczne kata przylegtego.

Z wierzchotka keta B jako $rodka i promieniem BA, kre-

$limy luk kota AD; stosunek boku AC do promienia BA jest
styczny keta B; wiec

- =stvB,

zked
6= cstyB, albo 6= cdotC,
Tak samo
c= istyC, albo c= o6dotli.

Uwaga. To twierdzenie wywodzi sie z poprzedzajacego Ja-
koz, dzielec stronami réwnania
6= awstB i c= adosB.

otrzymujemy
= styB,
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115. Twierdzeniu Ill. W kazdym tréjkacie prostolinijnym,
kwadrat z jednego koku jest réwny summie kwadratow z dwdch
innych, mniej podwojny wieloczyn z tych dwoch bokéw i dos-
tawy ich kata.

Niech bedzie trdjkat ABC; z wierzchotka C spusémy
prostopadte CD na bok AB.

1°. Jesli kat A jest ostry (pierwsza fig.), mamy, wedle zna-
nego twierdzenia geometryi,

BC'=AC!+AB2—2AB.AD.
Ale trojkat prostokatny ACD daje (113)
AD =; ACdosA;
wiec, podstawiajac, otrzymujemy
BC==ACS+AB*—2AB.ACdosA
albo, oznaczajac boki tréjkata ABC przez a, b, c,
a’= 4 c—HocdosA.

2°. Jesli kat A jest rozwarty (druga fig.), mamy takze
Z geometryi
BCl=ACH+AB*-|-2AB.AD

Owoz, w tréjkacie prostokatnym ACD jest
AD = ACdosCAD;
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a poniewaz katy GAD i CAB, jako spetniajace, maje dostawy
rowne i znakow przeciwnych, bedzie

AD= —ACdosCAB = — AGdosA,
wiec, podstawiajac, znajdujemy jako wyzej

BGI=AG3%-AB —2AB.AGdosA
albo
a*= b mmc5—206cdosA.

i 3. Nakoniec, to samo réwnanie stosuje sie jeszcze do przy-
padku w ktéorym kat A jest prosty; bo wtedy uosA—0,
zatem

Widzimy tedy ze trygonometrya zog6lnia w jednem wyraze-
niu trzy rézne twierdzenia geometryi.

W niosek. Powyzsze twierdzenie daje trzy rdwnania miedzy
bokami i katami trojkata prostolinijnego,

a*= b -~c*—2bcdosA,
@) 6s= a*+ @—2acdosB,
c'= a' mmlr —2a6dosC ,

ktore sg oddzielne, bo do kazdego wchodzi inny kat. Te rd-
wnania stanowig trzy fundamentalne formuly trygonometryi
prostolinijnej. 1w samej rzeczy, gdyby istniato jeszcze czwarte
rownanie oddzielne, zawierajgce boki i katy, rugujac z niego
wszystkie katy, za pomoca rownan (i) ktdre dajg ich dostawy,
otrzymanoby zwigzek miedzy samemi bokami; wiec, znajac
dwa boki tréjkata, moznaby wyznaczy¢ trzeci; co widocznie
niemozebne. Ale sgjeszcze inne zwigzki miedzy bokami i ka-
tami tréjkata, ktore, chociaz sie fatwo wywodzg z réwnan (1),
stanowig wszakze gtdwne twierdzenia, i nalezy ich wprost
dowiesdz, Co tez zrobimju
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116. uwaga. Kazda formuta fundamentalna dowodzi ze
z trzech linij prostych a, b, ¢, ktore jej zado$¢ czynig, mozna
zbudowaé trojkat. Jakoz, wezmy na przyklad pierwsze r6-
wnanie (t). Poniewaz dosA jest wieksza od —1 ale mniejsza
od -i- 1, podstawiajgc — 1 za dosA mamy

n3< bl-+c - lbc albo al<[(b-t-¢)s;

zatem
a< b-c.

Podstawiajac zaS + 1 za dosA znajdujemy
al> 4*+c*—2bc albo a’>(6 —0)!;
zatem, jesli b> c, bedzie
a> b—e;
jesli przeciwnie c¢> b, bedzie
a> (c—by, zkad u>c—h.

Wiec istnieje trojkat majacy za boki trzy linie proste ktore
sprawdzajg jedng z trzech fundamentalnych formut.

117. Twierdzenie IV. W kazdym trojkacie prostolinijnym
boki sg proporcyonalne do wstaw katow przeciwlegtych.

Niech bedzie jakikolwiek trdjkat ABC. Z wierzchotka C
spusémy prostopadta CD na bok przeciwlegty AB; jesli ta
prostopadta pada wewnatrz tréjkata (pierwsza fig), dwa troj-
katy prostokagtne CDA i CDB dajg

CD= ACwstA= OwstA i CD= BCwstB= «wstB



TRYGONOMETRYA PROSTOLINIJNA 135
Zi<I<l
iwstA=awsIB albo WA weib
Jesli prostopadta CD pada zewnatrz trojkata ABC, jako na
drugiej fiigurze gdzie kat B jest rozwarty, wtedy trojkat
prostokatny CAD daje

CD= ACwstA= 6wstA.

Tréjkat prostokatny CBD daje takze CD= BCwstCBD.
Ale, poniewaz katy CBD i CBA, jako spetniajgce, majg
te same wstawy, bedzie

CD= BCwstCBA= awstB.
Znajdujemy wiec jako wprzédy

AwstA=awstB albo \-NSr}A WstB

Dowiedzionoby podobnie ze

b ¢
wstB  wstC

Poréwnywajac dwa znalezione réwnania, otrzymujemy

a b r
wstA  wstB  wstC

118. W niosek. Ztgd wynika ze, miedzy bokami i kgtami
kazdego trojkata prostolinijnego sg trzy oddzielne réwnania

a b c

) WStA  wstB  wstC’

A> B-t-C= 180°.

ktore wyznaczajg ten trojkat.
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119. Inne dowodzenie. MozZna wprost dowiesdz powyzszego
twierdzenia, iz niego wyprowadzi¢ twierdzenia | i II.

Jakoz, opiszmy kolo na jakimkolwiek

trojkacie ABC; jesli poprowadzimy

promieri OE prostopadly do cieciwy

BC, kat A bedzie réwny katowi GOE.
Owoz,

wstCOE=g5, albo wstA= " ;

a

= 2K.
WStA

Ten stosunek jest staty, ztad wnosimy ze

a b [
wstA  wstB  wstC

Dowiedlismy tym sposobem nie tylko ze, w trojkacie prosto-
linijnym jakimkolwiek, boki sg proporcyonalne do wstaw ka-
tow przeciwlegtych, ale nadto ze stosunek boku-do wstaw// kata
przeciwlegtegojest rowny Srednicy kota opisanego.

Jest wiecej jeszcze. To dowodzenie pokazuje przyczyne istnie-
nia twierdzenia. | w samej rzeczy, w kazdym trojkacie, biorgc
promien kota opisanego za jednos¢ linijng, wstawy katow sa
potowami bokéw przeciwlegtych; wiec oczywiscie wstawy sa
proporcyonalne do tych bokéw

Uwazajmy teraz ze, jesli kat A jest prosty, katy B i C sg

dopetniajgce; zatem wstA= 1 i wstC= dosB. W tym przy-
padku, powyzsze réwnosci trzech stosunkéw daja

b i b
witfct wstB  dosB’
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wiec
£= awstB i 6= cstyB.

Te réwnania stanowie wihasnie dwa twierdzenia trojketa
prostoketnego.

120. Twierdzenie V. W trojkacie prostolinijnym, kazdy bok
jest summa rzutéw dwoch innych bokdw.

Niech bedzie trojket ABC; z wierzchotka A spusémy pros-
topadte AD na bok BC.
1°. Jesli prostopadta AD pada wewnetrz trojketa, (fig. pier
wszd), wtedy dzieli ten trojket na dwa prostoketne ADB i ADC
ktore daje
BD= ABdosB= edosB
CD= ACdosC= bdosC,
Ale
BC= BD+ CD—a,
wiec
a— AdosC 4 edosB.

2°. Jesli prostopadta AD pada zewnetrz tréjketa jako po-
kazuje druga figura, wtedy dwa tréjkety prostoketne ADB
i ADC daje takze

BD = cdosB,
[CD= AdosACD = Ados (180°—C)= —idosC.
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OowWoZ

BC= lii))—CD= a
wiec

a= idosG 4-cdosB.

Uwaga. Tordwnanie otrzymuje sie odrazu przez metode
rzutow (40); dos¢ tylko zrzutowac na bok a linig tamang b+ ¢
ztozong z dwdéch bokdw przylegtych.

W niosek. POWYyZSze twierdzenie daje trzy, godne uwagi,
réwnania )

a=3CdosC -t-cdosB
3 b— cdosA -t- adosC
c= adosB -I- bdosA.

121. Poniewaz miedzy szeScioma czeSciami trojkata (trzy
Loki i trzy katy), znalezlismy dziewie¢ réwnan ktére stanowig
trzy uktady (1), (2), (3), a trzeba tylko trzech warunkdéw do
wyznaczenia trojkata, pojmuje sie bez zadnej trudnosci ze
kazdy ztrzech uktadéw musi by¢ nastepstwem drugiego.

Pokazemy teraz przez jakie algebryczne przeksztatcenia
mozna przej$¢ z jednego uktadu do drugiego. | tak:

Z rownan fundamentalnych (1) wywodzg sie tatwo réwna-
nia 2 i (3).

1°. Aby z réwnan fundamentalnych wyprowadzi¢ réwna-
nia (2), uwazajmy ze pierwsze réwnanie (t), daje

_ Ir-tc-—ol
dosA = b
zkad
WSt8A —: | — dos8A= 26V't-20V-t-§/<</2€‘)8— et—Ilt—e\
a nastepnie

Wst-A 2 -4 - 2«88-42abl—rt— U— (t
~1T — Hvt/c-
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Druga strona tego réwnania jest symetryczna, to jest nie
zmienia sie gdy przemieniamy boki a, b, ¢ jeden na drugi;
wiec pierwsza strona nie zmieni sie takze gdy w niej za-
mienimy AianaBib, albona Ci c; ibedzie

Wst*A  wst*B - wst*C
(d b* (o3

Ztad, uwazajac ze katy A, B, C, jako mniejsze od i80u majg
wstawy dodatne, otrzymujemy

a b c
wWstA  wstB wstC

Teraz, poniewaz rownania fundamentalne (1) sg jednoro-
dne, to jest majg wszystkie wyrazy tego samego stopnia, mo-
zna wyrugowaé wszystkie trzy boki, i mie¢ zwigzek miedzy
samemi katami A, B, C. Jakoz, dwie powyzsze réwnosci sto-
sunkéw pokazuje ze boki a,b,c sg proporcyonalne do
wstA, wstB, wstC; wiec, jesli podstawimy te wstawy zamiast
bokdéw w jednem z réwnan fundamentalnych, na przykiad
W pierwszem, otrzymamy

WSt*A — wst*B 4 wstsC —2wstB wstC dosA |,
albo
dos*A — 2wstB wstC dosA ~+wst*B -+wstZC— 1= 0.

Biorgc dosA zaniewiadome, i dziatajgc jako w zay. 1Y n°73,
znajdziemy fatwo ze to rdwnanie, roztozone na czynniki, daje

B+C—A At-B—C n

Aby ten wieloczyn byt zero, trzeba i dos¢ jest zeby jeden
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przynajmniej z czynnikow byt zero: co wymaga (27 i 26)

A+ B+ C= 4A180°+ 180°.
B-t-C—A= A;Am”+ 180°.
A -+G—B= 2A.18b0.
A+ B—C= 2A\180°.

Zadne z trzech ostatnich réwnan nie stosuje sie do trojkata;
zostaje tedy pierwsze w ktorem trzeba wzig¢ A= 0 i od-
rzuci¢ katy odjemne.

Wiec mamy

A+ B+ C= 180°,

a b c
wstA  wsIB  wstC’

co wihasnie stanowi ukfad (2).
2°. Z réwnan fundamentalnych wywodzg sie zaraz rowna-
nia (3); jakoz, dodajac na przyktad dwa pierwsze rownania (iN
bedzie
0 —2c¢! —2AcdosA — 2ncdosB

albo, dzielgc przez czynnik 2c ktory nie jest zero,
c— adosB 4 bdosA.

Takim samym sposobem otrzyma sie dwa inne réwnania (3).
Nawzajem, zukfadow (2) i (3) mozna wywiesdz réwnania
fundamentalne (1), jako nastepuje :

3°. Biorac uktad (2), rownanie
A+ B+ C= 180°

daje
wstC= wst (A -t- B)= wstAdosB -+ dosAwstB,

Jesli chcemy miec pierwsze réwnanie fundamentalne, trzeba
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wyrugowac katy li i C. Zréwnan (2) wyciggamy

wstC= — CWSLA wstB= AWSIA
i nastepnie
dosB= \Ji —" " A vyla2—6lwst*A;

po czcm, podstawiajac te trzy wartosci w powyzsze rowna-

WStA

nie, i znoszec spoiny czynnik , Znajdujemy,

c= \Itf — 69nst*A 4 bwstA.

Zled, odosobniajec pierwiastnik i podnoszec do kwadratu,
wynika
ar— bl -+ ¢-—26cdosA.

4°, Réwnania fundamentalne otrzymuje sie bardzo tatwo
z réwnan (3). | tak, jesli pomnozymy te ostatnie odpowiednio,
na przyktad przez —a, -+b, + ¢, i dodamy, bedzie

— a- mmp~-e ¢-— 2bcdosA
albo
a*= @& -t- c*—2bcdosA.

0°. Nie trudno takze przej$¢ z uktadu (2) ilo (3); albowiem,
réwnanie
A4-15 t-C—i80°
Uktadu (2) daje
wstA = wst (B «+ C) = wstBdosC -+ dosBwstC ,

adwa inne réwnania (2) dostarczaja

bwstA

WwWstB = a i wstC — CWSLA
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wiec, podstawiajac tc wartosci, mamy

n= bdosG -t- cdosB.

6°. Nakoniec, wyprowadzmy nawzajem rownania (2) z r6-
wnan (3). Rugujac dosG z dwdch pierwszych réwnan (3),
znajdujemy

@ —Db*==c (adosB —bdosA);

a jesli pomnozymy stronami to rownanie pMez ostatnie

rownanie (3) c¢= adosB -+idosA ,
bedzie
al— Ir = a*dos1B — 6tdos*A,

albo

0=fl*wst*B — G*Wst*A;
co daje

a b
WstA  wstB

Ztad wnosimy

a b c

wstA  wstB  wstG

Tc dwie rownosci stosunkdéw dowodza ze boki a,b, ¢ sg
proporcyonalne do wstA, wstB, wstC.

Teraz, poniewaz rownania (3) s jednorodne, podstawiajac,
na przyktad w pierwszem z nich, zamiast bokéw wstawy ktore
sg do nich proporcyonalne, bedziemy mieli

wstA = wstB dosG -+ wstGdosB = wst (B -+ C).

Owoz, temu réwnaniu tylko dwoma sposobami zados¢ uczy-
ni¢ mozna w trojkacie, to jest: biorac

A—B**C, albo  A-hB e+ C— 180°i
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Pierwsza rownos¢ jest ogolnie nicmozebna, bo kyt A jest
jakikolwiek i moze przedstawia¢ najmniejszy z trzech katow
trojkata. Zostaje wiec tylko druga réwnos¢ ktéra daje wiadome
twierdzenie, summa trzech katow trdjkata jest réwna dwom katom
prostym.

ROZMAZYWANIE TROJKATOW PROSTOKATNYCH

122. Trojkaty prostokatne nastreczajg miedzy bokami a, b, ¢
i katami B, C, dziewie¢ zagadnien, ktore sie zawierajg w czte-
rech odrebnych przypadkach. Do kazdego z tych przypadkéw
dotgczamy powierzchnie trojkata w funkeyi czesci danych.

Pierwszy przypadek. Majgc dang przeciwprostokagtne a i kat
ostry B, wyrachowa¢ boki b, ¢ i kat C.
Mamy
i = awstB i e= adosB;
ztad
logi = loga + logwstB,
logc = loga t- log dosB.

Uwaga- Trzeba pamieta ze w tablicach logarytmy wstaw i dostaw,
logarytm stycznej od 0° do 45°, dotycznej od 45° do 90", sg powie-
kszone liczbg 10. Dlatego, jesli logarytm tablic dodano, Irzeba od wy-
niku odciagna¢ 10; ajesli taki logarytm odciagnieto, trzeba do wyniku
doda¢ 10. Wiec powyzsze réwnanie z logarytmem wstB jaki jest zwykle
w tablicach znaczy

logi = loga 4- logwstB — 10.
Kat C otrzymuje sie przez rownanie

C= 90°—B.
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Ale trzeba go takze szuka¢ przez formuite

stvC—E
zkad
logstyC= logc—Ilogi,
dodajac iO do drugiej strony rownania, jesli odcigganie jest
niemozebne.

Wyznaczony tym sposobem kat G stuzy za probe wykonanych
rachunkow.

Aby otrzymac powierzchnie trojkata prostokatnego ABC,
ktérg nazwiemy S, w l'unkcyi ilosci danych a i B, mamy
podstawe b—awst B iwysoko$¢ c= «dosB; zatem

S = ¥ = "wstB dosB= —wst2B.

Drugi przypadek. ZNAjac jeden buk b kata prostego ijeden
kat ostry B, wyrachowa¢ drugi kat ostry C i dwaboki a i ¢

Mamy zaraz
=-A_, c= bdotB, C= 90°—B;

zkad
loga— logi 4 D*logwstB — 10 (*)

loge=logi -tlogdotB.

Powierzchnia trojkata prostokatnego, w funkcyi ilosci da-
nych b i B, wyraza sie przez

%:-/g ledotB = 55-5-‘1'291'3-

(’) Poniewaz w tablicach logwstB jest powiekszony liczbg 10, biorgc
dopeinienie takiego logarytmu niema nic do odciggania, albow iem
D'logwstB= 10 — logwstB.
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Trzeci przypadek. Majgc dang przeciwprostokati r u ibokb,
wyrachowa¢ bok ¢ i katy B i C

Mamy

c = \Ja* bl = \(a 1+ b) [a —b).

wstB= - = dosC ;
a

albo przez logarytmy
: log(a+ 6)-4-log(a- 6)
a bl
logwstB = log/; —loga = log dosG.

Uwaga. Jesli bok b rézni sie bardzo mato ocl przeciwpro-
stokatnej a, wtedy kat B jest blizko 00°, i wstB Zle go wy-
znacza: widzimy albowiem ze od 89° 57'10" do 90" logarytmy
wstaw maja te same siedem pierwszych dziesietnych. W takim
razie trzeba szukaC kata B przez styB, biorgc na przyktad
formute

StyB: 6
albo
log styB = log» — logc ,
w ktorej logd i logc sgjuz wiadome.

Powierzchnia S trojkata, w funkcyi danych bokéw a i b, jest

S= t \ja-—1r,

Czwarty przypadek. Majac dane dwa boki b i ¢ kata pros-
tego, wyrachowac przeciwprostokatne a i katy B, C.

Do wyznaczenia kata B postuzy formuta

styB = |
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albo logstyB = log6 — logc.
Po czem
C= 90°—B,
i _ b
wstB ’
zkad

loga= log6 —logwstB,
albo, biorgc logwstB taki jaki jest w tablicach,
loga= logb-f- D'logwstB.

Powierzchnia tréjkata prostokatnego, w funkcji dwdch
bokdéw b i c, jest

ROZWIAZYWANIE TROJKATOW JAKICHKOLWIEK.

123. Biorgc trzy z szeSciu czesci a, b, ¢, A, B, C trojkata,
mozna utozy¢ dwadziescia kjmbinacrj Il 5‘3* = 20; odrzu-
cajac kombinacye A, B, G trzech katéw, ktora nie wyznacza
trojkata, zostaje dziewietnascie mozebnych zagadnien rozwig-
zywania trojkatdw. Ale te wszystkie zagadnienia stanowig
tylko cztery rozne przypadki, ktére rozwigzemy dotgczajac do
kazdego powierzchnie trojkata w funkcyi danych czesci.

124. Pierwszy przypadek. Majqc dany bok a i dwakaty B,C,
wyrachowa¢ trzeci kat A idwa inne boki b, c.

Niewiadomy kat A wywodzi sie zaraz z rownania

A+ B+ C= 180°
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Otrzymuje sie potem boki b i ¢ przez proporcje

a b ¢
wstA  wstB  wstC1
ktore daje
, awstB . awstG
WStA WStA
albo
logA=loga -i- logwstB -f- U'logwstA— 10,
loge = loga -t- log wstG + DelogwstA—10.

125. Do wyznaczenia powierzchni tréjkata w funkcyi ilosci

danych a, B, C, mamy podstawe b= odpowieda-

jaca wysoko$¢ BE = awstG; zatem

. aAvstBwstG
2wsl (B+G)’

Uwaga. Je$li sg tylko dane bok a i summa B+ G dwdch
katéw przylegtych, powierzchnia trojkata bedzie maximum
gdy wieloczyn wstBwstC bedzie najwiekszy mozebny; co
wymaga, jako wiemy (109, zag Ill), zeby katy B i C byty ro-
wne. Ten wynik jest oczywisty geometrycznie.

126. Drugi przypadek. Majgc dane dwa boki a, b i kat
zawarty miedzy niemi, wyrachowa¢ trzecibok c i dwa katy A, B.

Znamy summe dwdch katow
A+ B= 180°—G;

jesli wiec znajdziemy ich réznice A—B, tedwa katy A i B
beda wyznaczone.
Owoz, z proporcji
WstA_a
wstB 7§
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wynika
WStA —wWstB a—»
WStA +wstB  a b’

a, zamieniajgc summe i réznice wstaw na wieloczyny, bedzie

dos{ (A-+-B)wst’(A—B) sty|(4—B) a—b
wsti (A+B) dos | (A—B)—sty |(A+B) "“a+ T ’
nadto,

sty I (A+B) = sty (b0°— 1 tA = doi IC ;
wiec
Jri(A-B)=Il*dottc.
Ztad, przypuszczajac aj> 6,

logsty { (A—B)= log(a—b) DF*log(a-t-A) +log dot jC —10.

Ta formuta daje i (A—B), ajest wiadome i(A-t-B); wiec
katy A i B fatwo sie wyrachuje.

Znajac katy A i B, mozna otrzymac trzeci bok ¢ za po-
mocg formuty

albo
logc= loga -+ log wstC -+DelogwstA — 10.

Ale len sposob wyznaczenia boku ¢ wymaga trzech nowych
logarytmow; dziatajac jako nastepuje, mozna unikngé jednego
logarylmu. Jakoz, mamy

n b ¢
WstA  wstB  wstC
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zkad
o -f- b o+b
wstC  wstA-f-wstB  2\vst|(A+B) dosE(A—B)
zatem
(a-t- b) wstC

¢~ owstr(A+B) dos|[fA—B)

Owoz, wsti (A+B) = dosi G,

wstC = 2wst iAGdOSEAG;
wiec
_(g4b) wst*C
C dosj(A—B)’
albo
logc = log(a -+ b) -+ log wst G -+ DMogdos* (A — B) — 10.

W tej formule log(a 4 b) jest juz wiadomy.

127. Takim samym sposobem otrzymuje sie formute

G—b) dosiC
C~ wstJ(A—B)

ktora, z przyczyny roznicy a—b, jest uzyteczna.

128. Zdarza sie czesto w zastosowaniach ze boki a i b
sg znane przez logarytmy i jest wiadomy kat C, a chodzi
o wyrachowanie katow A i B. Wtedy, dla wyznaczenia

|OgSty§-(A—B), trzebaby Dajpierwej szukaé liczb a i b

. . . . a—>b .
w tablicach, i dopiero potem wzigé lo ale mozna
p p a ga-b ,

unikna¢ tego przejscia do liczb, przez uzycie kata positkowe-
go, i, co wazniejsze, skrocajac rachunek zmniejszy¢ temsa-
mem bledy przyblizen.
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Jakoz,

a-+~b a

" 1

jesli tedy uczynimy “=stye, bedzie

Wiec
sty (A—B) = sty (0—ia°) dot 1G.
Tym sposobem jest dwa logarytmy mniej do znalezienia

niz gdyby szukano liczb a i b.

129. Wyrachowalismy bok c, wyznaczywszy najpierwej
katy A i C; moznajednak wprost otrzymac ten bok w funkcyi
danych a, b, G W samej rzeczy, mamy

c= -f- 6*— 2abdosG.

Ale ta formuta nie jest wyraehowalna przez logarytmy; aby
ja przeksztatci¢ na takg, uwazajmy ze

zatem mozemy pisac
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tatwo teraz zamieni¢ dwumian pod pierwiastnikiem naje
dnomian, albowiem

¢=(, + Jw.tiCy/1+ doP*c";
wiec, biorac kat positkowy y taki zeby
;ILdOt/; = stJny:
znajdujemy
@-t-bywstiC
dosf

Ta formuta, w ktérej kat ? jest oczywiscie ten sam
co -](A—B), niczem sie nie rdzni od poprzedzajacej; da-
liSmy jg dlatego zeby pokazac¢ rézne sposoby przeksztatcen.

Uwaga. Mozna wyrazi¢ styA i styB w funkcyi ilosci da-
nych a, b, C. Jakoz, mamy proporcye

a b b
wstA  wstB  wst(A-i-G)’
z ktorej wynika
awstA dosG -i- ados AwstC= bwst A;
a ztad
) awstC
StA: b—adosC

Tak samo dziatajac, albo przemieniajac tylko w ostatniej
formule boki a i b miedzy sobg, i zastepujac kat A
przez B, otrzymamy

_ bwstC
SyB= T dibsc ™

Ale te dwie formuty nie sg wyrachowalne przez logarytmy.
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,131. Ahy wyznaczy¢ powierzchnie trojke la w funkcyi dwdch
hokow a, b iich kata C, uwazajmy ze, biorgc bok a za pod-
stawe, mamy odpowiedajgcg wysokos¢ AD= OwstC; zatem

S= yib wstC.

Wazny wynik, ktéry pokazuje ze powierzchnia trojkata rowna
sie potowie wieloczynu z dwoch bokéw przez wstuwe ich kata.

132. Uwaga. Przekatna liD dzieli rownolegtohok ABCD
na dwa trojkaty réwne; wiec, nazywajac S powierzchnie tego
rownolegtoboku, a i b dwa boki przylegte zawierajace kat C,
bedzie

S= abwsin,

to jest, powierzchnia réwnolegloboku ma za miare wicloczyn
z dwdch bokow przylegtych przez wstawe ich kata.

Ztad wynika ze, jesli jest dany kat C i summa a-\-b
dwoch bokdw ktore go zawierajg, réwnolegtohok bedzie naj-
wiekszy mozebny gdy boki a i b sg réwne.

Wiec, miedzy rownolegtobokami, majacemi rowny kat i te samq
summe bokow ktdre go zawierajg, ukosnikjest nojioiekszy mozebny.

133. Trzeci przypadek. Majgc dane dwa boki a, b i kat A
przeciwlegly pierwszemu, wyrachowac katy B, C i trzecibok ¢

Wyrachuje sie kat B przez formute

0) wstB = QWStA

albo
logwstB = logb —+~logwst\ -+ D*logn;

po czem, otrzyma sie kat C biorac
C= 180°—(A4-B),



TRYOOMOMF.TRYA PROSTOUNIJNA 1.

i rwkoniee bok c z proporcyi

flwstC
WSIA

Zeby trojkat istniat, musi logwstB, znaleziony za pomoca
tablic, by¢ mniejszy od 10 a najwiecej rowny 10. Jesli taki
jest logwstB, wtedy wstB odpowieda dwom katom spet-
niajgcym. Owoz, w kazdym tréjkacie mniejszy z dwéch bokdw
jest przeciwlegty katowi mniejszemu, i nawzajem; ztagd wynika
ze roznice a—b i A— B majg te same znaki; wiec trzeba od-
rzuci¢ wszelka warto$¢ kata B ktéra nie daje roznicy A—B
ze znakiem réznicy a—bh. Ten warunek konieczny jest dosta-
teczny, to jest, jesli warto$¢ kata B, wskazana przez formute (1),
daje roznicy A—B znak roznicy a—b, istnieje trojkat ma-
jacy czesci dane a, b, A i czesci znalezione B, C, c. Jakoz,
z dwoch bokéw a, b ikata zawartego C, mozna zawsze zbu-
dowac tréjkat. Nazywajac A, B i ¢ inne czesci tego trdjkata,
bedzie

@

Ale, w tym samym trojkacie CAB', mamy
At B= 180 -C,
a z poprzedzajacego rachunku kata C wynika
A+B = 180'—C;
zatem A'-t-B =A + B.
Nadto, formuta (1) dajgca kat B jest to samo )

WStA a
wstB b’
zkad
WSstA —wstB a—Db
WstA -t-wstB  u-\- b’
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a nastepnie
sty; (A—B) a—b
t styJ(A--B) a 6’

Z poréwnania réwnan (2) i (3), i poniewaz uwazana war-
tos¢ B nadaje réznicy A—B znak réznicy a—s». wynika

A—B=A —B.

Wiec
A=A i B=B
T . ,— awstC _
I nastePnle c= WA
Go byto do dowodzenia.

Dyskussya. W niektorych razach mozna wiedzie¢ a priori,
nie szukajac kata B, czy zagadnienie jest mozebne, iile ma
rozwigzan ; dos¢ tylko rozroznic trzy przypadki.

i°. Gdy bok a> b, zagadnienie ma zawsze jedno rozwigza-
nie, i tylko jedno, jakikolwiek jest kat A. Albowiem wtedy

WstB:"a < i wstB < wstA :

zkad, nazywajgc B kat ostry i B jego spetnienie, wynika
B<A, i B<180°—A abo B>A.

To pokazuje ze tylko kat ostry B czyni A—B> 0, to jest
daje roznicy A—B znak rdznicy a—b; wiec w tym przy-
padku istnieje zawsze jeden trojkat rozwigzujacy zagadnienie.

2° Gdy a— b, wtedy formula (1) daje wstB=wstA. Wiec,
jesli kat A jest ostry, tréjkat rownoramienny, w ktorym A=B,
rozwigzuje zagadnienie; a jesli kat A nie jest ostry, trdjkatnie
istnieje.

3°. Gdy a< b. mozebnos¢ trojkata wymaga zeby A<B;
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wiec kat A musi by¢ ostry. Jesli temu warunkowi staje sie za-
dos¢, zagadnienie ma dwa rozwiazania albo tylko jedno, albo nie

ma zadnego, wedtug jak <1 albo =1, albo >1.

Jakoz, jesli wstB —~""s— CIl, wtedy wstB>wstA;

zatem, poniewaz kat A jest ostry z zatozenia, mamy
B>A, i 180°—B> A albo N> A;

Widzimy zaraz ze roznice A—B i A—B' sg obie odjemne,
majg przeto znak roznicy a—b. Wiec istnieje dwa trojkaty
rozwigzujace zagadnienie.

Jeden ztych trojkatow ma
kat ostry B, kat G= 180°—(A-t-B), ibok c= ~ \-—"
drugi trojkat ma
kat rozwarty B '= 180°—B, kat C'= 180°—(A-t-B)= B—A,

i bok c'—Qwst(B—A).
> WStA

Ta okolicznos¢ dwoch rozwigzan, zarowno mozebnych,
stanowi przypadek watpliwy.

Jesli —*L-= 1, wtedy B= 90°; wiec, przypuszczajac

kat Aostry, bedzie A—B < 0, i trojkat prostokatny ABC
rozwigzuje zagadnienie.

Nakoniec, jesli a > 1. zagadnienie jest niemozebne.

To co poprzedza przedstawia sie jasno geometrycznie. Jakoz,
wykresimy kat XAY rowny danemu A,
na ramieniu AY wezmy dtugos¢ AC
rowng bokowi b, ispus¢my prostopa-

B x dig CD na AX. Jesli zpunktu C jako
$rodka i promieniem réwnym bokowi a, nakreslimy tuk kota,
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len tuk przetnie ramie AX w dwdch punktach B, B’ réwno
oddalonych od spodka prostopadtej CD, albo dotknie tego ra-
mienia w punkcie D, albo go nie spotka w zadnym, wedtug jak
bok a mniejszy od pochylej b, jest wiekszy od prostopadiej
CD albo jej rowny, albo od niej mniejszy. Co oczywiste.

Dlugo$¢ prostopadiej CD wyraza sie w funkcyi boku b
i keta A, albowiem tréjket prostokatny ACD daje

CD= ACwstA —bwstA .

Ta formula istnieje zawsze jakikolwiek jest ket A,

134. Nie trudno znalez¢ wprost bok ¢ w funkcyi czesci
danych a, b, A. Jakoz, réwnanie

) al= bs+ <2—26cdosA
daje c— bdosA £ \Ja' —6wstA.

Aby przeksztatci¢ te formute na wyrachowalng przez loga-
rytmy, trzeba uzy¢ keta positkowego; a poniewaz AwstA <a,
hez czego bok ¢ bytby urojony, najprosciej jest potozy¢

_ awstep
bwstA = awsttp, zkad | WStA

Podstawiajgc te wartosci, otrzymamy

' awstadosp, ., =2 \
= WstA_.adOSa—, WstAwstf\‘xztA),.

Ket tp jest oczywiscie ten sam co B; zatem 180°—(a-+-A)=C
ia—A= C. Widzimy wiec ze powyzsza formuta w ni-
czem sie nie rozni od tej za pomoce ktérej wyznaczylisSmy
boki ¢ i ¢. Rachunek logarytmiczny jest zupetnie ten sam..

Uwaga. Moznaby, odrdzniajac trzy przypadki a> i,
a= b, a<b, dyskutowac réwnanie

*— 2bcdosA —+ i2—a*—0.
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i tatwo otrzymac te same warunki mozebnosci zagadnienia
ktéreSmy innym sposobem znalezli. Te dyskussye polecamy
poczatkujagcemu czytelnikowi na ¢wiczenie.

135. Znajac, w funkcyi czeSci danych a,, A, podstawe

trojkata c=0dosA*V «i— jtwstsA i odpowiedajaca wyso-
kos¢ CF= bwstA, mamy powierzchnie

S= (bdosAzt W _ AwstlA) «

136 Czwarty przypadek. Majac dane trZy I/OI" a, b, C, Wy'
rachowac katy A, B, C.

Roéwnanie
or— P + cl—2hc dosA

wyznacza kat A przez dostawe, to jest daje

dosA:
Ibc

Ta formuta wymagataby dos¢ mozolnych rachunkéw; dla
znalezienia dosA, ale, uwazajmy ze

dosA = 1—2vvst*’2‘A= 2dos*b A—1.

Podstawiajagc w pierwsze rownanie wartos¢

dosA —1— 2wstf-2 A, znajdziemy

a'=Db c—2bc-mibcwst* *A= [b—cf+4hbcwst’ A,

VAP=V EHEIF E5-
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Mozna te formute uprosci¢. Jakoz, niech bedzie jako zwykle
a+ bsc= 25

zkad a-\-b —c= %(p—r0
a -f-c—/,= Z(p—b)
b-i-c—a= 2(j—«);

wiec
d w*a=vE E 5.
Jesli poniesiemy drugg wartos¢ dosA = 2dos2i — 1 do

pierwszego réwnania, bedziemy mieli

al— fr -t-c*-+~2bc—Apcdos!i A ;

ztad
(a-t-6-t-c) (b-t-c—a)
dos ‘l' W P
albo
(h—a)
@ d°4 A=v/- ¢

Dzielgc teraz stronami rownanie (1) przez (2), otrzymamy

(P—b) (—0)

sty-A =
® Y v/- Pip—a)

W kazdej z trzech formut trzeba bra¢ pierwiastnik ze zna-
4
kiem -t-, bo kat -A jest ostry; zatem wszystkie trzy linie try-

gonometryczne sa dodatne. Sam ksztatt formut jasno pokazuje
jaka przemiang liter wywodzi sie z nich podobne formuty do

wyrachowania katow JEB i 'lC. | tak, ograniczajgc sie
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na ostatniej, mamy

Ztad prawidto :aby otrzymac¢ styczne potowy kata, odciggnij
naprzemian kazdy z bokow kata od potobwodu; podziel wieloczyn
reszt przez wieloczyn 3 tego pétobwodu i zjego przewyzki nad bo-
kiem przeciwlegtym katowi; wyciggnij nakoniec pierwiastek kwa-
dratowy z ilorazu.

Jesli chcemy zna¢ tylko jeden kat trojkata, obojetny jest rze-
czy uzy¢ ktérejkolwiek z trzech formut (1), (2), (3); bo kazda
wymaga czterech logarytmdw, chociaz scisle méwiac, rachunek
dostawy jest najprostszy w tym razie. Ale, jesli trzeba wyra-
chowa¢ wszystkie katy, wtedy, bez watpienia, formuta (3) jest
najdogodniejsza, albowiem potrzebuje tylko czterech logaryt-

mow; gdy tymczasem formuta (1) wymaga szesciu, a formuta (2)
siedmiu logarytmow.

Jest wiecej jeszcze. Rachunek trzech katow przez styczne,
moze sie znacznie uprosci¢. Jakoz, uwazajmy ze

\y—N)>—9)
sty A = y/' pfyi—a) p—=aV p

Nazywajac r wartc$¢ pierwiastnika, ktory oczywiscie jest
ten sam dla wszystkich trzech katow, i wyraza, jako pdzniej
zobaczymy, promieri kota wpisanego, bedziemy mieli

r
p—b
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Wiec
log sty-A = log/- — log (/l—«),

log sty i B= logr — log (p—b),
logstd 'c = logr—I°g (P~c) m

Widzimy teraz ze, tak d/.ialajac, skrdcg sie owiele rachunek
katow.

Dyskussya. Wiadomo ze nie mozna zawsze utworzy¢ tréjkata
z trzech bokéw wzietych dowolnie. Ale, jesli trzy boki «, b, c,
naturalnie dodatne, zado$¢ czynie jednej z trzech formut
(1), (2), (ii), tréjkat jest mozebny.

1°. Uwazajmy wsi *A. Aby ta linia istniata, trzeba zeby
jej warto$¢ byta rzeczy wista i mniejsza od jednos$ci; co wymaga
zeby iloraz ~ .M/ ') bytdodatny i mniejszy od jednosci.

Owoz, pierwszemu warunkowi staje sie zado$¢, jesli czyn-
niki p — b, p— c sa oba tego samego znaku; a Ze nie moge
by¢ obydwa odjemne, bo ich summa jest @, wiec musi by¢
p;>b i p>c; zked b a-t-c i ¢ Cd-+bh

Nadto, z nieréwnosci (p— b)(p —C) < bc wynika
iP_ "+c¢p<o0 albo p<b-c codaje a< b-tc

Znajdujemy tym sposobem ze kazdy bok trojkata, o ktorym
mowa, jest mniejszy od summy dwdch innych; wiec ten troj-
kat istnieje.

2°. Dlarzeczywistosci dos ~A, trzeba najpierwej zeby

p—a> 0, codaje a< b-t-c; a potem trzeba zeby
p(p—a<hbc tojest (@a-t-b-+c)(6-t-c— u) <4bc, albo
6+ c)s—al< 4bc, albo jeszcze ul> (6- ¢)L

Wiec bok a powinien by¢ mniejszy od summy dwdch in-
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nych i wiekszy od réznicy. To sg wkasnie warunki mozebnosci
tréjkata.
3°. Zeby sty5 A byla rzeczywista, wszystkie trzy czynniki

p—a,p—b,p—c powinny by¢ dodatne, albo jeden dodatny
i dwa odjemne. A poniewaz ostatni przypadek nie moze mie¢
miejsca, jakoSmyjuz widzieli, musi tedy by¢

a<b-xc, b<a+c i c<a-hb.
Co wihasnie dowodzi ze trojkat istnieje.
Uwaga. Mnozac formuty (1) i (2) miedzy soba, znajdujemy
nastepujaca, czesto uzyteczng

4 WstA _ 2y/p{p—a) (blfé—b)(P—C)

i 37. Dowyznaczenia powierzchni tréjkata w funkcyi trzech
bokdw, mamy

Owoz, formuta (4) poprzedzajacej uwagi daje

2
wstc —-b\P (P-«) ip—b) (p—cC);
wiec, podstawiajgc, otrzymujemy

S=yjp {p—2a) p—b) [p—c).

ZASTOSOWANIA  LICZEBNE

138. Dla pokazania jak, w rozwigzywaniu tréjkatow, wyko-
nywa sie liczebne rachunki przez logarytmy, dajemy przy-
klad jednego przypadku tréjkatow prostokatnych, i przyktad
kazdego ze czterech przypadkéw trojkatow jakichkolwiek, do:
aczajac ich powierzchnie.

1
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Ogolnie moéwigc, w zastosowaniach liczebnych dogodniej jest
bra¢ logarytmy takie jakie se w tablicach, tojest zwykle powie-
kszone liczby 10. Nie trzeba sie obawia¢ bledéw ktoreby po-
petniono zapominajac o tem powiekszeniu; bo bted 10 jedno-
sci na logarytmie liczby wprowadza albo znosi czynnik 10%,
a oczywiscie tak znaczny bted nie moze zostac niepostrzezony.

Pierwszy przyktad. Sn dane

A= 90°,
wyrachowa¢ b, c, G.

Mamy zaraz

B= 54°36'29",48 ,

C= 90°—13—35°23 30", 12.

a= 1869,363

Rachunek

bokdw b i ¢ wykonywa se wedle nastepujacych wzorow.

Rachunek boku b.

Rachunek boku c.

i—awstB c= adosB
logo 3,2710942  log« 3,2710942
logwstB . 9,9112698 logdosB . 9,7628008
logi 3,1829040 logc 3,0344950
0= 1323-,926 c= 1082",667.
Sprawdzenie. .Mozna ze zna- Rachunek powierzchni

Iczionych wartosci logi, logc
wyprowadzi¢ ketG.

S
. S= -wst2B

shq_ £ logwslI2B albo
b logdos(2B—90°). . 9,9751019
lonc 3.0344949 ologa 0,3433884
logi 3,1829639 —og4 . 1,3979100
logslyd 9,8313310 logS 3,9164303
G=35°23'30,24 S= 824933"*1
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Drugi przyktad. Sq dane
a— 10795-,88

wyrachowat . ¢, A

B= fo8°25'44",6

163

G= 33°22'55',4

Mamy najpierwej A= 180°—B—G= 38“11'20'

Rachunek boku b.

, awstB

WS

l0ga.ne 4,033418!)
logwstB albo

log dos (B—90°) ... 9,9771302
DMogwstA . . . 0,2088317

.. 4,2193808
b— 10572™43.

logi

Sprawdzenie.
mule (n° 127)

/B—G\ _ (l—<)dos{ A
\ 2 )~ a

Biorgc for-

mozna mie¢ prébe powyz-
szych rachunkdw.

log dos AA .. 9,9754229
log (i-c) .. 3,8420748
D*logq 5,9003811

logwst 2(B—C). . 9,7846788
(B—G = 37°31' 24" 43

T rzeci przyktad. Sq dane
0= 4567789

b= 3579",24

Rachunek boku c.

awslG
WSiA
loga 4,0334189
logwstC 9,7405338
D'logwslA 0,2088317
logc 3,9827864
c—9011™397
Rachunek powierzchni
L «VstHwsIG
' 2WstA
2loga . 8,0008378
logwstB . 9,9771302
,ogwstC 9,7*05338
—logwstA . 0,2088317
—log2. . F,0989701
logS 7,0923110
S= 49239272™*

na mniej niz dekainetr kwa-
dratowy.

C= 45°36'28", 7
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ivyrachowa¢ ¢ i A, B.

Rachunek kata i (A—B)

A B ="&KAG
C—b 988,65 logdotAC
N+b 814713 log [a—b) .
mC . . . . 22°48°14"35 D'log(a-+-0)
log sty £(A—B) .

; (A—B)= 16°0'57",66

Rachunek katow A i B

- [(A -+-B)= 67°11'45",65
}(A—B)= 16° 0'57",66

A= 83°1743" 31

B=31° 5'47",99.

Rachunek boku ¢

_ (a-t-6)wsl{C
dos A(A—B)
10 g («+ 1) i 3,9110046
logwstAC .., 9,5883611
D*logdosi(A—B) . . . 0,0173750

loge . 3,5167407
c= 3286*, 554

. 0,3762927
. 2,9950426
. 6,0889954

9,4603307

twAGA, Trzeba sprawdzi¢ rachunki, szukajec naprzyktad

k"a C przez formute doséC = M.

bc
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Rachunek powierzchni.

165

abwstG
loga . 3,6597157
log6 . 3,5537909
logwstC 9,8540287
—10g 2 oo 1,6989701
109S . 6,7665054
S = 5841244nt

na mniej niz metr kwadratowy.

Czwarty przyk#tad. Sq dane

a= 9876“, 54

wyrachowa¢ ci B, C

6= 10701“,25

A=23°27'25",46

Poniewaz a< b, i A< 90°, zdarza sie whasnie przypadek
watpliwy; moze wiec by¢ dwa rozwigzania albo tylko jedno,
a nawet moze nie by¢ zadnego, wedtug jak wstB jest rzeczy-

wislg albo urojona.

Rachunek kata Ti

a
logwstA . . 9,5999506
log* . 4,0294345
D*log« 6,0053951
logwstB 9,6347802.

Sg wiec dwa rozwigzania

B= 25°33'0",5

i B= lad°26'59", 5
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Pierwsze rozwigzanie. Drugie rozwigzanie.
A= 23°27'23",46 K— 23°2725", 4>
B= 25°33 O"0 B'=:454° 26°59",a
Af-B= 491 025", % A-t-B= 177"54'24",96
G= 130°59°34",04 C= 2°535",04
Rachunek boku c. Rachunek boku c'.
awstC o= AwstC'
WStA WStA
loga .. 3,9946049 loga . . . . =3,9946049
logwstC . . . . 98778274 logwstG' . . . . 8,5625638
I)'logwstA . . .0,4000494 D'logwstA . . . 0,4000494
logc . . . " .42724817 loge' . . . . .29572181
c=18727™ 58 c'= 906", 1875

Spraiudzenie. W trojkacie réwnoramiennym BCB' pod-
stawa BB' rowna sie roznicy c—c', a potowa tej podstawy

jest — =adosB; owoz, mamy
loga..cceveennn 3,9946049
logdosB . . . . 99552975
log— . . . . 3,9499024;
wiec — =8910,5 a znalezione wartosci dajg
c—cr

—— =8910,6. Tedwawyniki, prawie réwne, sprawdzajq
rozwigzania.

Uwaga. Gdy zagadnienie ma jedno tyiko rozwigzanie, wtedy
na sprawdzenie mozna wzig¢ formule

N (@a—c)dosJB
wst}A —C)
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Rachunek powierzchni.

s= Ywst(B+A)

Powierzchnia S /derwszego
trojkata.

3,9946049
.4,0294343
9,8778274

T6989701
7,6008369

loga ....
logi . . ,
logwstC . . . .
—log2

logs....
S= 39887504"*

na mniej niz dekamelr kwa-
dr; ;owy.
Pigty przyktad. Sadane

a= 15027,809

wyrachowac katy i powierzchnie.

i= 17287,348

Powierzchnia S' drugiego
trojkata.

loga... 3,9946049
logi.. 40294343

logwstG' 8,3623638
| —log2. 1,6989701
logS'... 6,2853733

S'= 1930071“*

na mniej niz metr kwadra-
towy.

c= 1932441

Rachunek przedwstepny.

p—n* - ( . 2581,799
4078,99

.................... 833,451

R 049,358
10G/> cooveereerern. 34119224

logr—Ilog” / -

log(p—o) . . 3,0330174

mmE%X'-mU

P-'°8>» . «E»l«" W«
logr~ . 5,3647576
=2,6823788.
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Rachunek kata A. Rachunek kata C.
St‘}/% = pTa StyéC = p—
logr.. 2,6823788 [0gr e, 2,6823788
log[p—d) . . .3,0330174 log(/>—.) . . . 2,8124840
logstyAA . . .9,6403614 logsty{C . . . 9,8698948
JA . . L L 24°2'17',42 |IC . . . .36°32°35',80
A= 48°4'34', 84 G= 73°5'11'\61
Rachunek kata B. Sprawdzenie. A+1S-t-C= 180°.
j r Rachunek powierzchni,
sty-B = -
2 P~b S: pr
logr.. 2,6823788 [0gP . e 3,4119224
log[p—§) . . .29311786 l0Qr.ccovreenne 2,6823788
logsty{B . . .9,7312002 10QgS ...ccccrurrurs 6,0943012
?B o o o ¢ 20925'6'77 S= 1242310"*9

B= 38°30'13",34

139. Zagadnienie. Wyznaczy¢ promien kola, wiedzac ze ro-
znica miedzy wycinkiem majgcym kat 30° i odpowiedajacym troj-
katem czyni metr kwadratowy.

Nazwijmy R szukany promieni. Powierzchnia wycinka ma-
jacego ket 30° réwna sie ~ tR2 a powierzchnia odpowic-
dajecego trojketa wyraza sie przez Rwstla0.Rdosla0 albo

przez EWSt30°:ES. Wiec mamy

ATIRI_T =i a0 (*-3)Ri=«;
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zkjd

R=Vio0,14159...
Dziatajac. przez logarylmy, znajdujemy R =9™, 20600..

140. Zagadnienie. Jaki powinien by¢ promien kota, ieby ro-
znica miedzy lukiem dtugosci 1™ i jego cieciwa, byla mniejsza
od 0--,001°?

Jesli oznaczymy przez R szukany promien, przez 2a k8t
odpowiedajecy tukowi dtugosci Im ten tuk wyrazi sie przez
2Ra ajego cieciwa przez 2Rwsta; zatem, podiug warunkow
zagadnienia, bedzie

2Ra —2Rwst« < 0,001
albo

a—wsta < z-------

Owoz ()

a poniewaz z zatozenia

Wiec, zeby rozwigza¢ zagadnienie, dos¢ jest wzigé

1 — 1
0.8R* < 2K.103
albo
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zky.d
—Im \&
R>wA375 > ' { > 6™454,

Wiec, jesli promien kota ma 0" 435, albo wiecej, réznica
miedzy tukiem dlugosci 4" i jego cieciwe jest mniejsza od 1
millimetra.

ZDEJMOWANIE PLANOW

141.  Dziafania na gruncie wymagaje zeby umiano 1° wy-
tyka¢ linie prosie miedzy dwoma danemi punktami, i wymie-
rza¢c odlegtos¢ tych dwoch punktéw; 2°, wymierzaé ket
dwdch linij prostych ktore tecze punkta lezece na gruncie.

Otyczkach i tancuchu metrycznym. Wytyka sie linie proste za
pomoce tyczek mierniczyeh. Tyczke miernicze jest cienka zerdz
ksztattu yraniastonnego, zakonczona kraficem zelaznym, zeby je
fatwiej w ziemie utkwi¢ mozna.

Do wytkniecia kierunku linii prostej, trzeba przynajmniej
dwach ludzi;jeden z nich
staje tak Zzeby jego oko
znajdowato sie na ptasczy-
znie pionowej przechodze-

......... N cej przez punkta A i 11,

a drugi wtyka, w pewnych

odlegtosciach miedzy A

i B, tyczki A, C, C,.. bedece na tej samej ptasczyznie piono-

wej AB. Te tyczki, na wierzchotkach ktérych powiewaje
zwykle choregiewki, wskazuje kierunek linii prostej AB.

Do wymierzenia odlegtosci AB, uzywa sie zazwyczaj tancu-

JahczicA J cha metrycznego dtugosci

q B—K— ——&Hm 0 ) )
10 metréw. Ten taicuch
Cyepci sklada sie z ogniw pros-

tych, dtugich na 2 decymetry; kazdy jego metr zawiera pie¢
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ogniw i jest oznaczony kétkiem mosieznym. We $rodku taincu-
cha wida¢ maty kawalek zelaza ktéry wskazuje odlegtos¢ pieciu
metréw. Z przyczyny ze nie mozna nigdy wytezy¢ tancucha
zupehnie w linii prostej, daje sie fancuchowi Om 2 wiecej niz
JO metréw. Tak sporzadzony taricuch bierze nazwisko deka-
metra.

Dwoch ludzi idzie z wyciagnietym faricuchem w kierunku
wytknietej linii prostej od A do B. Ten ktory postepuje
naprzéd niesie dziesie¢ czopkéw zelaznych, ktore wtyka
w ziemig, jeden po drugim, za kazdym razem jak faficuch jest
wyciagniety i ma obie skrajnosci na jednej linii poziomej, jakie-
kolwiek sg nierdwnosci gruntu. Po czcm, taricusznik ktory idzie
wtyle podejmuje te czopki w miare jak do nich przychodzi,
i, ile ich ma na koricu dziatania, tyle razy byto dziesie¢ metrow
wymierzonych. Linia tak zmierzona na gruncie nazywa sie
podstawa,

Gdy chodzi o wymiar matych odlegtosci, liniat drewniany
dhugosci dwaéch metréw moze korzystnie zastgpic tancuch.

Wymierzenie podstawy jest jedng z najgtdwniejszych rzeczy
w dziataniach trygonometrycznych, i dodajemy, jedng z naj-
trudniejszych; bo mnéstwo okolicznosci fizycznych jest na
przeszkodzie. Aby mie¢ wartos¢ podstawy z zapewnionem
przyblizeniem, powtarza sie kilka razy jej mierzenie, robi si¢
summe znalezionych wynikdw i dzieli sie przez ich liczbe;
tym sposobem otrzymuje sie $rednig warto$¢ podstawy, dosta-
tecznie przyblizona.

Narzedzia dowymaru katow. Gtéwne narzedzia stuzace do
mierzenia wielkosci katéw sg : grafometr, bussola, teodolit,
sextan, koto powtarzajace i reflektor kotowy.

Samo proste widzenie tych narzedzi, mniej wiecej zawile
ztozonych, daleko lepiej nauczy niz ich opis, cho¢by nawet naj-
drobniejsze zawierat szczeglly. Dlatego tez odsytamy czytel-
nika do dziet spccyalnych, jako astronomia, geodezya, zegluga.
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w ktérych trikowe narzedzia, grajgce wazng role, s przedsta-
wione doktadnym i szczeg6towym rysunkiem.

Przechodzimy teraz do zagadnien na gruncie, przypuszcza-
jac znajomos¢ grafometru.

Zagadnienie |. Zmierzy¢ wysoko$¢ AB wiety.

1°. Przypus¢my najpierwej ze podstawa wiezy jest dostepna

i grunt plaski, a przynaj-

mniej taki Zze mozna popro-

wadzi¢ na nim linie prosta

poziomg BE. Wtedy, wy-

mierzywszy dtugos¢ BE tej

poziomej, stawia sie grafo-

metr w punkcie E, tak zeby

jego koto stopniowane byto

na plasczyznie pionowej ktora przechodzi przez punkt B;

to koto daje kat utworzony przez promien oczny DA z po-

ziomg DC. Znajac, w trdjkacie prostokatnym ADC, bok DC

i kat ADC, tatwo sie wyznaczy bok AC; po czem,dodajgc do AG
wysokos¢ DE narzedzia, otrzymuje sie wysoko$¢ wiezy.

Niech bedzie na przyktad DE= i™1; BE= 68"92
i kat ADC-=46° 19'30".
Mamy
AC= CDstyD.

logCD = 1,8383433
logstyD = 0,0200938

logAC= 1,8584391
AC= 72,18369.

Wiec wysokos¢ AB wiezy jest 73™ 283,
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Jesli stopa wiezy jest niedostepna, ale grunt pozwala pro-

wadzi¢ linie prosta pozio-

BCH ktora przechodzi

przez o$ wiezy; wtedy obie-

ramy na tej poziomej dwie

stacye C i H; mierzymy

podstawe CH, i, stawiajac

grafometr w punktach C

i H, wymierzamy katy ADE i AKE. To uczyniwszy, mamy

wiadome, w tréjkacie ADK, bok DK, kat K i kat A— ADE—K.
Zatem

»r,  DKwstK
WStA '

Po czem, trojkat prostokatny ADE, w ktorym znana jest
przeciwprostokagtna AD i kat ADE, daje

AE= ADwstADE.

Nakoniec, dodajac wysokos¢ narzedzia do znalezionej wyso-
kosci AE otrzymamy wysoko$¢ AB wiezy.

3°. Jedli stopa wiezy nie jest dostepna, i giunt nie pozwala
prowadzic linii prostej poziomej, przechodzacej przez os$ wiezy,
wtedy wymierza sie Wysokos¢ wiezy sposobem ktdry pokazemy
W nastepujgcem zagadnieniu.

144. Uwaga. W dziataniach na gruncie trzeba unikaé¢ katow
zbyt ostrych, albo blizkich 180°; bo, na ich boki btgd nawet
maty, popetniony na jednym z dwoch innych katoéw trdjkata,
sprowadza bardzo znaczne bledy; a punkt przeciecia sie dwdch
linij prostych pod katem bardzo ostrym, albo bardzo rozwar-
tym, Zle sie wyznacza. 2eby to jasniej pokazac, wezmy powyz-
sze zagadnienie, i przypus¢my ze popetniono btad na samym
tylko kacie D = ADE; oznaczajac przez h prawdziwg wartos¢
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wysokosci AE, przez D +a kgt wymierzony ADE, bedzie:

A= DEstyD, AE= DEsty(D-t-a)=""5xfll.

Wiec blad o, popetniony na mierzeniu wysokosci AE, jest
J foty(D+a _~ Awsta
styD dos(D + n)wstD
zlad btagd wzgledny
o__ 2wsta
A wst (2D -+ a) —wsta
Przypuszczajac ze btgd a grafometru jest staty, widzimy ze
btagd wzgledny j- bedzie minimum gdy wst(2D + a) bedzie
masimum; co sie zdarzy jesli 2D-f-a= 00°. A poniewaz a
jest bardzo matlg iloscia, wiec, zeby blad wzgledny w mierze-

niu wysokosci wiezy byt najmniejszy mozebny, trzeba zeby
kat zmierzony ADE miat blizko 45°.

143. Zagadnienie Il. Zmierzy¢ wysoko$¢ gory nad poziomem
réwniny.

Na réwninie bierzemy jakakolwiek linie prosta CD ktorej

wyznaczamy dtugosé, i przy obydwach jej skrajnosciach Ci D
mierzymy katy SGD i SDC, utworzone przez te proste CD i
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przez promienie wodzace ktére taczg punkta C i D z wierz-
chotkiem S gory; nadto w punkcie G mierzymy kat SCZ,
utworzony przez wierzchotkowg CZ i promien wodzacy CS.
To uczyniwszy, otrzymujemy bok GS za pomocy trojkata CSD,
w ktérym znamy bok CD i dwa katy przylegte G i D; po-
czern, trojkat prostokatny ACS, w ktdrym wiadoma jest
przeciwprostokatna CS ikat S= SCZ, daje AS=rCSdosS.
Bok AS jest wzniesieniem wierzchotka gory ponad poziom
grafometru; wiec, dodajac wysokosé narzedzia, bedziemy mieli
wysoko$¢ BS gory nad poziomem punktu C.

144, Zagadnienie IlIl. Wyznaczy¢ odlegtos¢ punktu niedoste-
pnego A od dostepnego B, czyli, co to samo, zmierzy¢ szeroko$¢
rzeki.

Mierzymy, nad brzegiem rzeki, jaka-
kolwiek podstawe BC i dwa katy przy-
legle ABC, ACB. Trdjkat ABC daje szu-
kang odlegtos¢

.. __ BCwstC
WStA

145. zagadnienie V. Wyznaczy¢ odlegtos¢ dwdch punktéw
niedostepnych ale widzialnych.

Niech bedg dwa punkta A i B,
lezace na przyklad z jednej
strony rzeki aobserwatorz dru-
giej. Aby wyznaczy¢ odle-
gtos¢ AB, trzeba wymierzy¢
jakgkolwiek podstawe CD, katy
jej przylegte ACD, BCD, ADC,
BDC, i do tego jeszcze kat ACB. Trdjkaty ACD i BCD daja
dtugosci AC i BC; wiec, znajagc w trojkacie ABC dwa boki
CA, CB i kat zawarty C, mozna bedzie wyrachowa¢ bok AB.
W tem zagadnieniu boki AG i BC sg dane przez ich logaryt-



176 KSIEGA DRUGA

my; aby unikna¢ przejscia do liczb, trzeba uzy¢ sposobu wska-
zanego w n° 128, ktdry daje

styi (A- B)= sty(?- 45) dotic ;

po czem, znajac kat BAC, otrzymuje sie odlegtos¢ AB przez

proporcye
BCwstACB
wstBAC

Uwaga. Je$li kat ACB rowna sie réznicy katdw ACD i BCD,
cztery punkta A, B, C, D lezg na jednej plasczyznie.

146. zagadnienie Y. Majgc dane trzy punkta A, B, G na
gruncie ptaskim, znalez¢é na nim czwarty punkt D z ktorego wi-
dac¢ odlegtos¢ AB i BG pod katami wiadomemi a i p.

Przypus¢my zagadnienie rozwigzane, i niech bedzie, we-

wnatrz kata ABC, szukany punkt D. Widzimy zaraz ze ten
punkt D jest na przecieciu sie¢ dwdch odcinkéw kot, obejmu-
jacych katy a, p i nakreslonych na cieciwach BA, BG.
Uczyrimy AB= a, BC=4, kat ABC=B, aza niewiadome
wezmy katy BAD= z i BCD=y.
Trojkaty BDA i BDG dajg

W Sta
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zatem

awste /lw sty
W Sla WStfi

zkyd
wstal Dbwsta
w sty aw stjt

Wezmy kyt positkowy f laki zeby

bwsta
SY®  wst3”
bedziemy mieli
wste
wsty = sty? 5
zkyd
wste —wsty  stys.— 1
wste -t-wsty  1-1- styo
albo

ngAgi—f-;;)_ sty (2—45°).

Teraz, jesli punkt D jest wewnytrz kyla ABC, jako figura
pokazuje, mamy czworobok ABCD, wypukly albo wklesty,
w ktorym summa katéw wewnetrznych czyni 1kyty proste,
to jest

j;+y + 5H-? + D= 360°

zkyd
X--y Wo af[+ S
2 . 2
Wiec
siy| (X- y)= sSty(?- 43")sty~180"- — |+ Bj.
Ta formufa daje ] —Y); aze znamy ! (a; -i-y), wiec

kyty x iy sy wyznaczone i temsamcm punkt D.

»
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Dyskussya. Druga strona powyzszego réwnania moze by¢
0, 0., albooo; zobaczmy tedy co znaczg te symboliczne
wyrazenia.

1°. Jesli styfo—45°)= O i sty”180°—- + ~+B ) zostaje
iloscig skonczong, wtedy 0=45° co daje wstx= wsty.
Zatem, albo x—y, albo x-+-y=180°. Owoz, drugie przypusz-
czenie jest niemozebne z przyczyny zatozenia a-f-3-i-B ~180°;
wiec katy x i y sgrowne. Nadto, z warunku o= 45° wynika

iwsta —awstfi  albo —a To réwnanie po-
wsta  wstfl

kazuje ze kota, ktorych odcinki nakreslone na cieciwach a, b
obejmujg katy a, ¢ sa rowne.
2°. Jesli sty [I180°—  |+Bj=0, wtedy a-i-p-i-B=3600;

to znaczy ze, gdy cieciwa spoina BD maleje az do zera,
odcinki kot obejmujace katy a i p stajg sie stycznemi zewne-
trznie w punkcie B, jako na fig. 1. Wiec punkt D schodzi sie
z B, i czworobok ABGD staje sie linig famang ABC; w tym
przypadku x=0 iy=0Q jakikolwiek jest kat ®miedzy 0° i 90°.

3°. Jesli sty "180°— - Az i osty<—4o%i= 0.

wtedy a-+jj+ B= 180° i ?—45°. W tym przypadku
zagadnienie jest niewyznaczone. Jakoz, pierwsze rownanie
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pokazuje ze a -+ 8-+B 180°; co dowodzi ze odcinki kot, nakre-
$lone na cieciwach BA, liC i obejmujace kety a i fi, sy.styczne
wewnetrznie w punkcie B, {fig 2) Ale drugie réwnanie daje

bwsta_ - q1po a b
awstfi wsta  wstfi ’
i trojket ABC daje takze
AB  BC a b
wstC  wstA ' wsIC  wstA”’
wiec
wsta_ wstfi
wstC  wstA”’
zked
sty ‘@3 _ sty|'C—A)
@ styl fa-t-3)  styJ(C-t-A)
Nadto, z dwdch réwnosci
a-+ py- B— ISQ0 i A+ 11+ C= 180°
wynika
2 a+ fi= A-t-C,
temsamem

styi(a-i-p) = styi(A + C).

Wiec na mocy rownania (1) bedzie

sty| («—P)—sty| (G—A);
zted

€) a—fil= C—A.
Réwnania (2) i (3) daje
a=C i fi= A

Ten wynik pokazuje ze odcinki kot, styczne wewnetrznie
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w punkcie B, nalezy do jednego kota; czyli innemi stowy,
czworobok ABGD jest wpisatny, i szukany punkt D jest ja-
kimkolwiek punktem tuku AC kota opisanego.

Jesli sty (W —S+|x-?2j=* i sty(?—40°)> 0,

zagadnienie jest niemozebne; bo, pierwsze réwnanie pokazuje
ze odcinki kot, obejmujace katy a i 8, s styczne wewnetrznie
w punkcie B (fig. 2); a drugie ze te odcinki, nie majac pro-
mieni réwnych, nie naleza do jednego kota.

147. Uwaga. Mozna szuka¢ punktu D w kacie A'BC ktory
A

jest wierzchotkiem przeciwlegly katowi ABC, fig. 1. Jesli taki
punkt istnieje, poniewaz kat ADC musi by¢ mniejszy od
kata ABC, trzeba dla mozebnosci zagadnienia zeby a4 fi<B.
Ten warunek jest oczywiscie dostateczny.

Zadany punkt D moze sig jeszcze znajdowaé zewnatrz troj-
kata ABC w kacie A, fig. 2. Jakoz, przypuszczajac ze tak jest,
bedzie kat ADB= a i kat BDC= Ji; zatem kat ADC= 8—i.
Wiec zagadnienie przywodzi sie do nastepujgcego :

Znalez¢ punkt D ; ktorego wida¢ odlegtosci AB i AC pod
katami wiadomemi a i 3—a.

Mozebnos$¢ nowego zagadnienia wymaga zeby byto:

p>a i a+ (ft—a)-t-A<3G0“ albo (+-t-A<360°.

Pierwszy warunek jest oczywiscie dostateczny.
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Rozumujgc jako wyzej, fatwo zobaczymy ze ostatnie zaga-
dnienie jest niewyznaczone jesli p+ A= 180° i <= 4a°%
a niemozebne, jesli  [+t-A = 180° i o”4o0°.

Zeby punkt D mdgt sie znajdowaé w kacie wierzchotkiem
przeciwlegtym katowi A, powinno by¢

P>« i G< A

Nakoniec, jesli znaleziono rzeczony punkt D zewnatrz troj-
kata ABC w kacie A, niema juz potrzeby szuka¢ podobnego
w kacie G; bo nie istnieje, dlatego ze trzebaby a > S; co sie
sprzeciwia powyzszemu.

Gdy a= 6, w tym szczegblnym przypadku, zewnatrz trdj-
kata AGB i na linii AG sgdwa punkta D, albo tylko jeden,
albo niema zadnego, wedtug jak kat a jest mniejszy od oby-
dwoch katéw A'i G, od jednego tylko, albo wiekszy od kazde go

TROJKATO WANIE.

148. Miary ziemskie majg za przedmiot wyznaczenie wzgle-
dnych odlegtosci miedzy punktami lezacemi na powierzchni
ziemi. Niech bedg A, B, G, D... punkta ktdrych trzeba wymie.

rzy¢ odlegtosci wzgledne AB, AC, GE,..
Aby otrzymac te odlegtosci, taczy sie
dane punkta po dwa liniami prostemi
ktére tworzg sie¢ trojkatow (sie¢ geode-
zyjng). Po czem, wymierzywszy tylko
jedng z tych linij, i w kazdym tr¢j-
kacie dwa katy, mozna, idgc od jednego
trojkata do sasiednich, wyznaczy¢ wszystkie ich czesci. To dzia-
fanie nazywa si¢ trdjkatowaniem. Wykonawszy je, nie trudno
otrzymac odlegtos¢ dwdch ktorychkolwiek punktéw A, B, C,..
albo dtugos¢ linii prostej idacej od jednego z nich w kierunku
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wyznaczonym; dos¢ obliczy¢, jedng po drugiej, wszystkie cze-
Sci tej linii zawarte w roznych trojkatach.

Trojkatowauie stuzy zwykle do utworzenia mappy albo do
zdjecia planu danej okolicy. W tym celu, poniewaz pun-
kta A B, C,D.. nie lezg na jednej plasczyznie poziomej,
rzutuje sie je na takiej plasczyznie w punktach A', B, C'...
i uwaza sie sie¢ utworzong przez rzuty AB, AC, c'D'... Kat
dwoéch bokéw AB' i AC' tej sieci, jako BAC, jest katem
ptasezyzn pionowych poprowadzonych przez te boki; otrzy-
muje sie go za pomocg narzedzia zwanego teodolitem. Kat BAC
jest to, jako sie mowi, kat BAC przywiedziony do poziomu. Jesli
bok sieci ktory sie wymierza na gruncie nie jest poziomy,
trzeba go przyprowadzi¢ rachunkiem do poziomu, albo wprost
wymierzy¢ trzymajac taficuch poziomo.

149. Tworzac sie¢ geodezyjna, naturalnie nastrecza sie
zaraz pytanie :jaki jest trojkat najkorzystniejszy w ktdrym biedy,
popetnione na katach, wptywajg ile by¢é moze najmniej na dwa
boki wyrachowac sie majace ?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, nazwijmy a bok stuzacy
za podstawe, wymierzony z takiem przyblizeniem zeby go
mozna uwaza¢ za dokladny; niech beda a, (y btedy popet-
nione na katach A, B, C obserwowanych. Wartosci wyracho-
wane bokéw b i ¢ bedg

awstB awstC _
WStA WStA ’

za$ prawdziwe wartosci tych dwoch bokéw sa

awst(B-1-p) ; A owst(C-t-Y)
wst (A -I- ) wst (A -t- a)

ZatenAblad popetniony na wyrachowanym boku b jest
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Owoz, doswiadczenie pokazato ze biedy a i T} popetnione
na katach, nie zalezg od ich wielkosci, i sg niemal Scisle
te same, to jest rownej wielkosci i jednej natury. Biorac
tedy p—a, znajdziemy Ze btgd popetniony na boku b jest

JwstAdosB —dosAwstBN  nwstawst(A—B)
\' wstAwst(A-+a) [/  wstAwst (A-t-a)

Widzimy teraz tatwo ze, im mniejsza jest rdznica miedzy
katami A i B, tem mniejszy bedzie blgd wyrachowanego
boku b. Wiec ten btad bedzie prawie zaden jesli A= B. Ra-
chunek boku ¢ wymaga zeby A= C. Wiec trojkat najko-
rzystniejszy dla sieci geodezyjnej jest rownoboczny.

150.. uwaga. W dziataniach geodezyjnych na wielkie roz-
miary, wierzchotki trojkatow sieci sg zwykle punktami wznie-
sionemi wysoko, jako naprzyktad kopuly kosciotéw, szczyty
wiez, albo wierzchy gor, na ktérych utkwiono tyczki ze zna-
kami widzialnemi zdaleka. W takich trojkatach, nie mogac
postawi¢ kota powtarzajacego na wierzchotku kata ktory
zmierzy¢ wypada, stawia sig je na miejscu dogodnem, ile mozna
najblizszem. Mierzac wiec, nie sam kat ale kat przyblizony,
trzeba doda¢ pewng poprawke ktdra sie nazywa przywiedze-
niem kata do $rodka stanowiska.

Niech bedzie ABC jeden z trojkatéw sieci, C kat ktérego
chcemy znalez¢ wielkos¢, i w poblizu wierzchotka C punkt O
na ktorym stawiamy narzedzie. Chodzi o to jak, z wymierzo-
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nego kata 0, wyprowadzi¢ kat C z przyblizeniem doslateez-
nem. Oznaczmy przez a i (i kgty GAC i OBC, przez | punkt
przeciecia ramion AC i BO.

Bioragc punkt O zewnatrz kata C (fig. pierwsza), mamy
w dwdch 'tréjkatach 1AO, 1BC,

katAIB= 0-t-a= C-t-t],

zkad
C= O-l-a—fi.

Wiec, zeby wyznaczy¢ kat C, trzeba do wymierzonego ka-
ta O doda¢ popraw ke

e= a— fi

ktéra moze by¢ dodatna albo odjemna, i nawet zero gdy
punkt O znajduje sie na okregu opisanym na tréjkacie ABC.

Jesli wzieto punkt O miedzy przedtuzonemi ramionami ka-

ta C (fig. druga), bedzie
kat AIB= O+ a= ACB—fi,
zkad
C= 04-a-tfi

w tym razie poprawka kata O jest dodatna i rdwna summie
katow ai B3

Nareszcie, gdy kat O lezy wewnatrz trdjkata ABC, po-
prawka jest odjemna —(a-t-@; co wynika z ostatniej ro-
wmosci, w ktorej litery C i O przemieniajg sie jedna za
druga.

Szukajmy teraz katow a i fi. Nazwijmy, dla skrocenia, a, b, ¢

boki trojkata ABC, r matg odlegtos¢ CO; bedziemy mieli,
w dwoch tréjkatach OCA, OCB,

wsta  wstAoCc _ wslfi_ wsIBOC
r h ! a
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Owoz, rdznica miedzy lukiem bardzo matym ijego wstawg
jest iloscig bardzo maki wzgledem wielkosci tego kata; mozna
wiec, z btedem zaniedbalnym, zastgpi¢ wsta i wstfi przez
tuki « i [3 Tym sposobem powyzsze proporeye dajag

rwstAOC rwstBOC
_ | m

W zastosowaniach praktycznyh, katy wyrazajg sie, nie przez
dhugos¢ tukdéw objetych, ale przez stopnie, minuty i sekundy;
a gdy tuki sg bardzo mate, bierze sie sekunde za jedno$é. Nie
trudno, majac dany kat w sekundach, znalez¢ dtugos¢ luku od-
powiadajacego; i nawzajem. Jakoz, jesli wezmiemy promien
kota zajedno$¢ Unijng, dtugos¢ tuku jednej sekundy bedzie ré-
wna liczbie ; aponiewaz, jako wiemy (n°91), ta dtu-
gos¢ rozni sie od wstl" dopiero w trzynastej cyfrze dziesietnej,
mozna zamiast -biOUUj potozy¢ wstl", tern bezpieczniej ze
log tuki”i logwstl' majg siedem pierwszych dziesietnych spol-
nycli, a rachunki trygonometryczne wykonywajg sie przez lo-
garytmy. Wiec, oznaczajac przez a dtugos¢ tuku, przez a,
liczbe sekund zawartych w tym luku, bedzie

a= wstl". a, afbo <k = "
wstl
Ztagd wynika ze wymierzone katy a i fi przedstawiajg sie
w sekundach przez
__rwstAOC rwstBOC

a‘ Awstl" ’ "~ awstl"

zatem poprawka, ktéresmy nazwali e, wyraza sie w sekundach

przez
_ rwstAOC  rwstBOG t
f] 4wst]" awstl"
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Kety AOC i TiOC wymierzajg sie kotem; za sprawdzenie
stuzy kat O. Trzeba z ' ierzy¢ dtugos¢ r z najwieksza dokta-
dnoscig mozebng. Co do bokéw a i A jeden z nich przynaj-
mniej jest juz wiadomy, jako bok trojkata ABC nalezacy do
sieci; drugi wyrachuje sie z przyblizeniem.

Inne szczeglly zdejmowania rozlegtych planéw i mierzenia
wielkich dlugosci naleza do geodezyi, do ktérej odsytamy.

ZASTOSOWANIE FUNKCTJ KOtOWY Cll DO GEOMETRY1-

151.  Promien kofa opisanego na trojkacie. Nazywajac B ten
promien, bedzie (119)

Ajesli chcemy mie¢ promien R w funkcyi bokdw trojkata,
do$¢ pomnozy¢ oba wyrazy utamka przez wieloczyn Ac; co
daje

nhc

152, Mozna tatwo otrzymaé powierzchnie trojkata w funk-
cyi promienia kota opisanego i katow.

Jakoz,

nAwstC
Ale
a= 2RwstA A= 2RwstB,;

wiec

(3) S= 2R’'wstA wstB wstC.
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Uwaga. Zlad wynika formuta

V 2wstAwstBwstC

ktora daje promien kota opisanego na tréjkacie w funkcyi
powierzchni i katéw.

153. Promien kota wpisanego. Niech bedg 1), E, F punkta
zetknie¢ kola wpisanego ktdrego
promien RF oznaczamy przez r.
Poniewaz summa trzech odcinkéw
AF, BD, GD réwna sie pdtobwo-
dowi p tréjkata ABC, mamy

AF-+-BD+CD albo AF-t-a=p.

zkad
AF —p —a.
Wiec trdjkat prostokagtny AFK
daje
(4, =" Dsly<A=v/fc S S O

wynik zapowiedziany w n°. 136.

Promien r moze sie wyrazi¢ w funkcyi pétobwodu i katow
tréjkata. Albowiem, mnozac miedzy sobg réwnania

i i
r=[p—a)sty-A, r= {p—b)sty-B, r={p—o0) sty-IC,
otrzymujemy

r= @-OE--P -1 .pstylA8tylv sty*C ;
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wiec
! r=p sty ~Astyi Bsty"C

albo

Pz rdoté Adoté Bdotlé C
154. Mnozac obie strony rownania (4) przez p, bedzie
pr=\ip (p—a) (p—b) (p—c);
wiec
(6) S=pr.

Ta powierzchnia trojkata, wfunkcgi pétobwodu i promienia kota
wpisanego, tatwo sie wprost otrzymuje.

Jakoz, trojkat ABC sktada sie z trojkatow KBC, KAC, KAB,

Ktdére majg odpowiedne miary ﬂ, br : o wiec powierz-
chnia S tego trojkata jest
9,— ad-bd*c
= - -——r=pr.

Jesli pomnozymy obie strony pierwszego réwnania (3)
przez p, a drugiego przez r, znajdziemy dwie formuty

NS =p,styiAstylB styic
©)

ktore daja powierzchnigtrdjkata w funkcgi pilobu odu i katow,
albo w funkcgipromienia kola wpisanego i katow.

155. Promienie kot zawpisangeh. Oznaczmy przez r,,. rt,r,
promienie koétzawp siny<h .. katy A. B, C tnjkata. Widzimy
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zaraz ze trOjkat prostokatny LBIIl, w ktorym LI —r,,
AH=/?, daje

(&) W=PSYIA=V/EIi£35H).

Uwazajec kota zawpisane w k8ty B i fi, znajdziemy takze

©)] r,=pyiB=yfrly-y - o

(10) y.= pst?1 C= v//I(y-»Kf-«)

Kazda z powyzszych formut prowadzi do powierzchni troj-
kata.

| tak, z formuly (8) wynika

Wi p—a) (p—b) (p—) (p—a)ra= S.

Wiec
(S= (p—ara
(ti) jS={p—Dbrb
(S—(p—orc

Mozna wprost otrzymac te wyrazenia powierzchni trojketa.
Jakoz,

tr6j.ABC= tr.LAB + tr.LAC—tr.LBC;
wiec

q Cla bra ara

/ \
S T+ 2-—-2-= (p— ) ¢
Tak samo dla dwoch innych.

Jesli z formuty (7) wyrugujemy p, kolejno za pomocy for-
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mut (8), (9) i (19), bedziemy mieli trzy formuty

C_ 3»sty) Sty {C

|

1 sty} A ’

I, rostyiAstyiC
(12) )S- styTB ’

[§...restyl Asty (g

\ sty {U

ktdre dajg powierzchnia ti 6jkgta w funkcyi promienia kola zawpi-
saneyo i katow.

Nakoniec, mnozac stronami réwnania (6) i (11), i reduku-

jac za pomocy powierzchni tréjkata w funkcyi trzech bokdw,
otrzymamy formute

(13) Sz=\Jrran,rc,

ktora daje powierzchnie trojkata wfunkcyipromieni kota wpisa-
nego i zawpisanych.

Uwaga.Miedzy promieniami KOt opisanego, wpisanego i zawpisanycli
sg dwa zwigzki godne uwagi,

to. Formuly (0) i (11) dajg

S S

:P, :P-h(g _S

= P-k, - = p-c

Ztad, odciggajac pierwsze réwnanie od summy trzech nastepujacych,
mamy

34 1. 1. 1;.

T. Wiemy ze
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Owoz, z formu! przytoczonych w 1°, wywodzimy

a_p 1_1 | c_1 1
$S rar r,’ S—r ib’ S“r rc
zatem
abr.
.
albo
i\i ,P iJ_iJ \1
Srratbre ¥ \r,, "n ">/r* " r “rbr>) r

[
Tave

Ale dwa pierwsze wyrazy drugiej strony niszczy sie z przyczyny (14);
wiec, mnozec przez r rarbre> bedzie

~ albo 4R= ra-}-n-f-rc—r.

CZWOROBOK WPISALNY.

157. Niech bedzie czworobok ABCD wpisany w koto, kto-
rego boki AB, BC, CD, DA oznaczamy przez a,b,c, d.
Poniewaz kety B i D se spetniajgce,
ich dostawy se rowne i znakéw przeci-
wnych; zatem trojkety ABC, ACD daje

AC3— a}-\- bl—2ab dosB
i ACW + fP-~cddosB,

§) GosB=" 5 (@b - o)

Podstawiajagc te warto$¢ w jednem z powyzszych réwnan,
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znajdziemy fatwo :

_ iac-\-bd) (ad-\-bcj .
AC= g ab-iod
Otrzymamy podobnie
HI) =
Wiec
AC ad-tbhe

AC.BD = oc-t-W HD  ab macd
Te dwa réwnania wyrazajg dwa wiadome twierdzenia geo-
metryi.

158. Formuta (1), ktora daje kat B, nie jest wyracliowalna
przez logarytmy; ale mozna z niej wywiesdz inng do tego ra-
chunku dogodna.

Jakoz,

4 \ —dosB

wst8 B= -— =225 dos*yB = - dosB

ajesli za dosB podstawimy wartos$¢ (1), otrzymamy

1. _ (c+df—(a—hf (b+c+d—a) (ft-t-r-t-rf—b)
Ws 9 \{ab-\-cd) i [ab -+ cd)

. .. (gri-Bf —(r—d)'__(a+b+d—0) (a-j-b-hc—d)
°'2 i (ab - cd) 4(ab -+~ cd)

Oznaczmy teraz przez 2p obwdd a-+-4 + c+ rf czworobo-
ku, bedzie b+ c+ d—a—2(p—a), etc; zatem

«g= V=3 (b
wst* B ab mcd

= (p—a)(|>~d)
dos 1B s/ ab-+cd
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Zted, dzielgc stronami, wywodzimy zedane formute

I (p—a){p—b).
@ V' (p—c)(p—0d)

Znajec ket B, wyrachuje sie tatwo przeketne AC, rozwiga-
zujac trojket ABC.

Tak samo otrzyma sie ket A, i nastepnie przeketne BD.

159. Powierzchnia czworoboku wpisanego skfada sie z troj-
katéw ACB i ACD, zatem

S= i [ab-+cd) wstB.

Oowoz,
WstB = ZWSIE Bdos& B= 2 \hp—O)u{bp—-bgd[p—ci(p—d) _
wiec

S= \i(P—a) {p—b) {p—0) (p—0d).

Jesli przypuscimy bok d= o, czworobok zamieni sie na
tréjket. Znajdujemy tym sposobem juz wiadome formute po-
wierzchni trojketa w funkcyi trzech bokoéw.

Nakoniec, mozna wyrazi¢ promien #t kola opisanego na
tym czworoboku wfunkcyi bokow. Albowiem, jako juz wiemy,
w tréjkecie ABC

2wstB ’
wiec, podstawiajgc warto$¢ przekatnej AC i wstB,
\  /(ab-t-cd){ac-hbd){ad-t-bc)

=1V =0 [p- b) —o) fo—0)

13
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160. Powierzchnia czworoboku jakiegokolwiek. Znajac obie
przekatne czworoboku i ich kat, mozna mie¢ powierzchnie
Jakoz,

pow.ABE = i EA.EBwsStE,

pow. BEC = R/IEC' EB wstE;

Ztad, dodajac, wynika
pow.AGB= - AC.EBwstE.

Tak samo
pow.ACD= | AC.EDwstE.

Biorac summe tych dwaoch tréjkatéw, otrzymujemy
pow. ABCD= | AC.BDwstE.

Wiec powierzchnia czworoboku réwna sie potowie wieloczynu
z przekatnych przez wstawg ich kata.

161. Wihasnosci figur zalezace od katéw dowodze sie tatwo
przez trygonometrye. | tak. wiemy ze dwa trdjkaty majace kat
réwny albo spetniajacy sg proporcyonalne do wieloczynéw z bokdw
ego kata. / nawzajem. Nazywajac S i S' powierzchnie dwdch
tréjkatow ktorych katy A i A' sg zawarte miedzy boka-
mi b,c i b’,c; mamy

S= '&fowstA S'= jﬁG'c'wstA';
satem S  bcwstA
S'  6c'wstA"

Owoi, jesli katy A i A" sg réwne albo spehiajagce, ich
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wstawy sg réwne; wiec
S bc

S b'e”
To dowodzenie pokazuje, na samo spojrzenie, dlaczego twier
dzenie istnieje, i czyni jego wzajemnice przez sie oczywists.

Wezmy jeszcze kilka twierdzen geometryi ktérych dowodze-
nia przez trygonometrye sa rownie jasne jak ogolne.

POPRZECZNE | PEKI.

162. Twierdzenie. W trojkgcie ABC, wszelka poprzecz-
na abc wyznacza na bokach sze$¢ odcinkéw takich ze wieloczyn
stosunkow odcinkowych réumu sic jednosci dodatnej.

W tréjkacie ABC (fig. 1) poprzeczna abc tworzy z boka-
mi trzy trojkaty Abc, Bac, Cab, ktére daja

cA wstb aB__ wstc bC_ wsta
bA wste’ eB wsta’ aG wsth

Mnozac te réwnania stronami, i uwazajac ze liczba stosun-
kéw odjemnych jest zawsze parzysta, 2 albo 0, otrzymamy

aB te ca._
aC‘bA"cB~ + 1
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163. Twierdzenie. W trojkacie ABC, trzy poprzeczne
Oa,Q),Q:, poprowadzone z jednego punktu ptasczyzny do
wierzchotkéw, wyznaczajg na bokach sze$¢ odcinkéw takich ze
wieloczyn stosunkow odcinkowych réwna sie jednosci odjemne;.

Jakoz, trojkaty aOB i aOC daja

aB OB j rac. _OC.

wstaOB  wsta wstaOC  wsta’
ztad
aB  OBwstaOB _
aC  OCwstaOC
Tak samo
bC OCwst60C . CA OAwstcOA

b\~~"OAwstAOA * B OBwsteOB

Jesli teraz pomnozymy te réwnania stronami, uwazajac ze
wstaOB =wstM)A, etc. i wiedzac ze liczba stosunkéw odcin-
kowych odjemnych jest zawsze nieparzysta, znajdziemy

aB iC cA
aC 4A cB

Wazne wzajemnie tych dwdch twierdzen sg obie prawdziwe;
byle tylko uwazano trzy poprzeczne réwnolegte jako spotyka-
jace sie w jednym punkcie w nieskoriczonosci.
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164. uwaga. Geometrya mato posiada sposobow wyraze-
nia ze trzy punkta se w linii prostej; w tym wzgledzie po-
przeczne trojkata moge by¢ uzyteczne. Ale ich zastosowanie
rzadko sie zdarza, z przyczyny ze owe trzy punkta musze by¢
na kierunkach bokéw pewnego trojketa ktéry nie zawsze
istnieje.

Dajmy jedno zastosowanie. Trzy $rodki podobieristwa prostego
trzech kot O, O,'O', sa w linii prostej; i kazde dwa $rodkipodo-
biefstwa odwrotnego z nieodpowiednym $rodkiem podobienstwa
prostego sg takie w liniiprostej.

Na dowodzenie tego, nazwijmy R, R, R' promienie trzech
kot, S,S,S" i T, T, T ich $rodki podobiefistwa prostego
i odwrotnego ktore leze na kierunkach bokéw 00",00", 00"
trojkela 00'0"; bedzie

SO0'_R SW_R' RO_R.
SO— R'5 S0—R’ S0—R’
zked
SO S'0" S0 _
SO™ S'0 'S'0'—+ 1.
Wiec trzy punkta S, S, S" se w linii prostej.

2°, Biorec na przykiad T, T' i S', znajdziemy podobnie
TO' TO' T'0__
TO”TO T'00 + 1’
wiec trzy punkta T, T', S' se w linii prostej.
165. okresienie. Nazywa sie stosunkiem nieharmonicznym
czterech punktéw A, B, C, D w linii prostej, iloraz stosunkdw

odlegtosci dwdch ktérychkolwiek z tych punktéw od dwdch
innych. | tak, wezmy na przyktad punkta B i C; ich odlegto-

sci BABD i CA, CD daje iloraz ~ ; ktoryjest jednym
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z dwudziestu czterech stosunkdw nieharmonicznych, i pisze
sie symbolicznie (ADBC).

Twierdzenie. Gdy poprzeczna spotyka cztery proste OA,OB,
OC, OD przechodzace przez jeden punkt, stosunek nieharmonicz-
ny czterech punktéw przecie¢ a, b, c, d jest staty, niezalezny od
kierunku poprzeczne;j.

Jakoz, uwazajgc na przyktad stosunek nieharmoniczny {achd),

mamy

ba wst®On bc wstbhOc_da wstrfOa dc  wstdOe
a0 wstd ’ cO wstd ’ a0 wstrf ” cO wstrf

Wiec, dzielec iloraz dwoch pierwszych stosunkéw przez
iloraz dwéch ostatnich, otrzymujemy

(acbd) —~ ~  wst6Oa wstrfOa
bc ‘dc  wstdOc ' wst</Oc

166. Uwaga. Wyraza sie czasem powyzsze twierdzenie
moéwiec : stosunek nieharmoniczny czterech punktow w linii pro-
stej zachowuije siew perspektywie.

Taki stosunek nazywa sie harmonicznym, gdy jest réwny —1;
wtedy uktad czterech prostych OA, OB, OG, OD, przechodza-
cych przez cztery punkta uktadu harmonicznego, stanowi pek
harmoniczny.

Dowodzi sie podobnie przez trygonometrye twierdzenia ;
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Gdy pek czterech ptasczyzn, przechodzacych przez jedna linie
prosta, jest przeciety ptasczyzng poprzecznag, stosunek nieharmo-
niczny czterech linij przecie¢ jest staty, niezalezny od potozenia
plasczyzny poprzecznej.

(Czytelnik znajdzie wiecej szczegotow tej teoryi w naszej
Geometryi, wyd. 1869).

RZUTY POWIERZCHNE.

okrestenie. Rzutem jakiejkolwiek powierzchni na ptasczyznie
jest miejsce rzutowjej punktow na tej ptasczyznie.

Jesli ze wszystkich punktow obwodu figury ptaskiej spusci-
my prostopadle na plasczyzne, utworzymy na tej ptasczyznie
inng figure ktéra bedzie rzutem pierwsze;j.

167. Twierdzenie. Rzut trojkata na ptasczyznie réwna
wieloczynowi jego powierzchni przez dostawe kata jaki ptasczyzna
tej powierzchni czyni z ptasczyzng rzutow.

Przypus¢my najpierwej ze tréjkat ABC ma jeden ze swoich
bokdw BC na ptasczyznie rzutow MN. Jesli z wierzchotka A
spuscimy stopadte AA na ptasczyzne  MN,, trgjkat ABC
b%dzie rzu'téyriﬁ tFOjketa) ABCT{P%)prowadz’mng/ pro»s)topad’re AD

sie
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do BC, ipotgczmy AD. Prosta AD, jako wiadomo, jest prosto-
padfa do BC, i kat ADA" mierzy nachylenie ptasczyzny ABC
na ptasczyzne MN; zatem, nazywajac a ten kat, bedzie
AD= ADdosa. Owoz, tréjkaty ABC i ABC, majace te sama
podstawe BC, sg proporcyonalnc do wysokosci AD i AD;
co daje

ABC AD

ABC  AD dosa; wiec ABC= ABCdosa.

Jakikolwiek jest trdjkat ABC w przestrzeni [fig. druga), mo-
zna zawsze sobie wyobrazi¢ ze ptasczyzna rzutow MN przecho-
dzi przez jeden z jego wierzchotkdw C; bo wolno przypusci¢
ze ta ptasczyzna przenosi sie réwnolegle do siebie samej az do
punktu C; przez cowielkos¢ rzutu trojkata ABC bynajmniej
sie nie zmienia. Niech bedzie tedy AB C rzut tréjkata ABC.
Przedtuzmy AB az do spotkania O zptasczyzng MN;, punkt
O bedzie na prostej AB, i trdjkaty A'OC, BOC bedg rzutami
tréjkatéow AOC, BOC. Owoz, na mocy tego co poprzedza,

AOC= AOCdosa i BOC= BOCdosa;
wiec, biorac réznice, otrzymujemy
AB'C= ABCdosa.

168.  w niosek. Ztad fatwo sie przechodzi do rzutu wielo-
kata. Jakoz, niech bedg T, T, T',... trojkaty sktadajace wie-
lokat jakikolwiek, i t, rzuty tych tréjkatéw; mamy

f—Tdosa, ¢= T'dosa, = T'dosa,.. .

zkad, dodajagc, wynika

i+ f co. = (T+ T-+-T"-t- ...) dosa.
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Wiec, jesli oznaczymy przez A powierzchnie wielokata,
przez a powierzchnie jego rzutu, bedzie

D a= Adosct.

Ten wynik stosuje sie do powierzchni ptaskiej, zamknietej
jakakolwiek linig krzywa; mozna albowiem uwaza¢ te po-
wierzchnie jako granice powierzchni wielokgta wpisanego,
0 nieskoniczenie wielkiej liczbie bokow nieskonczenie male-

jacych.

169.  Formufa (t) pokazuje ze zwigzek miedzy powierzch-
nig plasky i jej rzutem na plasczyznie jest taki sam jaki miedzy
linig prostg ijej rzutem na osi. Owoz, wiadomo z geometryi,
ze dwie proste odpowiednio prostopadte do dwoch plasczyzn
czynig katy réwne katom tych plasczyzn; wiec, jesli do po-
wierzchni ptaskich A, A', A"... lezacych w przestrzeni, popro-
wadzimy prostopadte, i na nich wezmiemy dtugosci /, ..
proporcyonalne do A, A, A"... a potem zrzutujemy te wszyst-
kie powierzchnie na jedna plasczyzne, i te wszystkie dhugosci
na jedng o$ prostopadig do tej ptasczyzny, rzuty prostolinijne
beda proporcyonalne do rzutéw powierzchnych. Wynika ztad
wazne nastepstwo, to jest, rzuty powierzchni ptaskich przywo-
dzg sie do rzutéw linij prostych; trzeba tylko, zamiast tych po-
wierzchni i ich rzutéw, podstawi¢ linie proste ktoéreby do nich
byly prostopadte i proporcyonalne.

Zatem, wszystkie wkasnosci rzutéw prostolinijnych przeno-
szg sie do rzutéw powierzchnych. | tak, stosujac jedng z tych
wilasnosci, powiemy : aby zrzutowa¢ powierzchnie plaskg na
dang plasczyzne, dos¢ jest zrzutowac jg najpierwej na trzy
plasczyzny prostokatne, nastepnie zrzutowac te trzy rzuty na
dang ptasczyzne, i potem zrobi¢ summe trzech nowych rzu-
tow.
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170. Twierdzenie. W kazdym, wieloscianie zamknietym, sum-
ma rzutdw wszystkich Scian, na plasczyznie jakiejkolwiek, jest
Zero.

Niech bedzie wieloscian zam-
kniety ABGDEFGH. Wyobrazmy
sobie ze patrzymy na ten wieloscian
z punktu w nieskoniczonosci, wziete-

v go na przyktad na prostopadiej HO
do ptasczyzny Sciany ABGF; zo-
baczymy zaraz ze summa rzutéw,

na tej plasczyznie, wszystkich Scian widzialnych, jest ta sama
co $cian niewidzialnych; bo kazda z dwoch summ stanowa ten
sam wielokat ktorego obwdd jest rzutem obwodu widzial-
nego DCBGFE. Owoz, uwazajmy ze rzuty dwoch $cian przy-
legtych, ktére majg spoiny krawedz, sg albo przytykajace jako
rzuty Scian HGFE i HGBC, albo zakraczajgce jako rzuty
Scian GBAD i GBGH; wiec, jesli damy jednakowe znaki
dwom rzutom przytykajacym a znaki przeciwne dwom zakra-
czajacym, przechodzac po kolei wszystkie Sciany wielo-
Scianu i baczac na znaki rzutow, znajdziemy fatwo ze summa
algebryczna wszystkich rzutow jest zero na ptasczyznie
Sciany ABGF, i tak samo na wszelkiej ptasczyznie.

171.  Nazwijmy A, A, A"..* Sciany wieloscianu zamknie-
tego; jesli poprowadzimy proste /, T, f,... prostopadte i pro-
porcyonalne do tych Scian, tak zeby, czyniac katy rowne ich
odpowiedajgcym nachyleniom, tworzyty linie ciggls, ta linia
bedzie wielokagtem zamknietym. Albowiem, jesli tak nie jest, ozna-
czmy przez x bok ktory zamyka wielokat. i zrzutujmy ten wie-
lokat na o$ jakakolwiek, a wieloscian na ptasczyzne prostopadiy
do tej osi. Poniewaz katy Scian A, A, A",... zptasczyzng rzutow
sg rowne katom bokéw |, 1, /... zosig, a summa rzutéw po-
wierzchnych z A, A, A"... jest zero, summa rzutéw prostolinij-
nych, z I, I', jest takze zero. Ale, w wielokacie zamknie-
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tym przez bok x, summa rzutow wszystkich bokéw

jest zero (40); wiec rzut boku x bytby zero na osi jakiejkol-
wiek; co niemozebne, chyba ze #=0, Wiec proste /,t,
tworze wielokat zamkniety.

172. To wazne twierdzenie pokazuje ze wszystkie zwigzki
miedzy bokami i katami wielokata stosuje sie do wielo$cianu.
Aby dac¢ przyktad uzytku zadania, szukajmy zwiezku miedzy
Scianami i ketami czworoscianu. Nazwijmy ABCD czworobok
ktorego boki AB, BC, CD, DA se prostopadte i proporcyo-
nalne do Scian A, A, A, A" czworoscianu. Ten czworobok nie
jest ptaski, bojego ptasczyzna musiataby by¢ prostopadta zara-
zem do wszystkich $cian czworoscianu, i temsamem do wszys-
tkich krawedzi. Zatem, jesli dopetnimy réwnolegtoboku ABCE,
i poprowadzimy krawedzie AF, BG, EH, réwne bokowi CD ido
niego rownolegte, utworzymy réwnolegtoscian wktdrym znamy
zwiezek miedzy przeketne AD, trzema krawedziami AB, AE,
AF iich ketami BAE, EAF, BAF. Owoz, te kety se spetnie-
niem ketdw ABC, BCD, ECD ; wiec, podstawiajec w formule (2)
nru 41, za boki ikety czworoboku odpowiedajece Sciany i kety
czworoscianu, otrzymamy szukane réwnanie

A" = Al -+ As-+ A5—2AA'dos (A, A) —2AA"dos (A, A)
—2A'A'dos(A'AY).
Whiosek. Gdy w czworoscianie ket tréjscienny przeciwle-
gly Scianie A" jest trdjprostokatny, wtedy

A'2= As-t- A2-t- A2

Dajemy teraz kilka zagadnien, nietylko jako potrzebne ¢wi-
czenia, ale jeszcze zeby tem wyrazniej pokazac ze trygonome-
trya jest koniecznem i niezbednem dopetnieniem geometryi.
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173. Zauadnienie |. Rozwiaza¢ trdjkat prostokatny, znajac
przeeciwprostokatne a isummo b-\~c albo rdznice b—c dwoch
innych bokow.

Réwnania
b= awstB, c¢= awstC
daje :
1° b+ c= a(wstB -i- wstC)= 2nwst-"~j- dos—t -
zted
B—G b-\-c
dos————=m.
2 afi

Znajdujemy tym sposobem réznice B—C; a poniewaz
54 C= 90°, mamy kyty B i C. Po czem, tatwo wyracho-
wac bok b i nastepnie bok ¢, znajac przytem summe b-j-c.
2°.  b—c— a(wstB —wstC)—2ados * j~("wsi-* *

zlad

Reszta jako wyzej.

174. zagadnienie li. RozwiazacC trojkat prostokatny, znajac
summe h+ ¢ bokéw kagta prostego i wysoko$¢ h odpowiedajaca
przeciwprostokatnej.

Mamy

dosB wstB

zatem
(b -i- )wstB dosB = h (wstB -+ dosB).

Wynoszac do kwadratu, bedzie

"(b-i- cf wstBdosB=+h8(1 2wstB do %B)
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albo
(b -+ cf wst’2B —4#wsI2B —Air= 0.
Wiec
2+ 2h\Jhl +(6-t-c)s
(b -+o*

Pierwiastek odjemny nie stosuje sie¢ do tego zagadnienia;
zeby je dodatny rozwigzywat, powinno by¢
2hl+ 2nyjic-1(6 -+~ (6-4cf;
zked b-\-c> 2\)%

Jesli temu warunkowi staje sie zados¢, zagadnienie ma je-
dno tylko rozwigzanie.

Uwaga. Mozna wprost otrzymac przeciwprostoketne. Jakoz,

a= bl-i- -+ 2lc—2bc— (b-+ cf —2ha.
albo
nl+2ha—{p-+cf=0

To réwnanie ma tylko jeden pierwiastek dodatny, ktéry nie
trudno znalez¢ geometrycznie ; albowiem powyzsze réwnanie
jest to samo co a(a-f-2h)= (b-\- cf, ato ostatnie przywodzi
zagadnienie do juz wiadomego. Ale, zeby rozwigzanie stoso-
walo sie do trojkata prostokatnego, musi by¢

~a>h,  albo  —h+ yjif -t-(6+c)2> 2li:
zked wynika b ¢ > A\JZ jako wprzody.

175. zagadnienie Ill. RozwigzaC trojkat, znajac bok a, kat
przylegly 1 i summe albo roinice dwoch innych bokdow.

1°. Jesli summa b-hc jestwiadoma, mamy zaraz p i p—a
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Owoz,

- A - .
sty-B; (PFES)LP—)C) st,yzlc {//Eps(p!c:;' ;

zted, mnozec stronami, otrzymujemy
N ic= ——-e
styZB S tJyzl c D

Ta formuta daje ket C; po czem wyznaczy sie boki b i e
przez proporcye, znajec przytem summe b -t-c.

2°. Jesli roznica b—c jest wiadoma, znamy temsamem
p—b i p—c; anastepnie formuta

sty| G__p—b
sty|B —p”~c
daje ket G, irozwigzanie dokonczg sie jako wyzej.

176. zZagadnienie Y. RozwigzaC trojkat, znajac bok a, kat
przeciwlegly A, isumme b+ c dwoch innych bokdw.

1°. Jesli summa b-f-c jest wiadoma, trzeba wzie¢ formute

_(b+ cwst|A
dosj(B—G
D i n,n »

ktéra da pot-réznice —E—; a poniewaz T:QO°—?

kety Bi C bede wyznaczone; po czem, otrzyma sie boki b i c
przez proporcye, znajec przytem summe b-+~c ktéra postuzy
za probe.

2° Jesli roznica b—c jest wiadoma, trzeba wzie¢ formute

» (b—C)dos™A |
a~ wst*(B—G)’

znajec kety B i C, wyznaczy sie boki b i ¢ jako wyzej.
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177. Zagadnienie V. {Zag. Paskala). ROZWiQZﬁé tréjkqt ABC,
znajac podstawe a, kat przeciwlegly A, i stosunek réznicy b—c
dwoch innych bokéw do wysokosci h.

Formuly now124 i 127 dajg

nwstB wstC b—oc .awstj(B—C)
WStA ' dos-J-A

zkad, czynigc »* e€—m, wynika

wstAwsti (B—C) = mdosi AwstB wstC
Y l/
J

albo

*j t- i i — I-A=
@) mWSté(B—C)tZWSt;*AWStI.iB—C) mdos.ZA 0.

Pierwiastki tego rownania sg rzeczywiste, jeden dodatny
drugi odjemny; ostatni odrzuci¢ nalezy. Pierwiastek dodatny,

jako wyrazajacy wstawe kata -](B —C), musi by¢ mniejszy od

jednosci; ale na tem niedosyc, trzeba jeszcze zeby ten kat, wy-
znaczony przez powyzsze rownanie, stosowat sie do trdjkata.

Owoz, wiadomo ze kat i(B —C) réwna sie nachyleniu dwoj-

siecznej kata A na wysoko$¢ h, albo, co to samo, réwna sie
nachyleniu dwojsiecznej kata A na strzate odcinka kofa ktory

go obejmuje; wiec, zeby kat f—A\(B—C) rozwigzywat zagadnienie,

powinno by¢
é(B—C) -t-§A< 90°;, ztad W5ti§B—C)<dosiiA,

warunek konieczny i dostateczny.
Temu warunkowi staje sie zawsze zado$¢ w obecnem zaga-
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dnieniu; bo, rownanie (I) dowodzi zc

mwst*i(B—()) < »hlos'"*A. albo wsl-i(B—C) < dos”A,

Wiec zagadnienie jest zawsze mozebne i ma jedno rozwigza-
nie. Mozna to bylo przewidzie¢ a priori; albowiem, gdy bok a

i kat przeciwlegly A sg dane, stosunek 2-C pierze taka war-

tos¢ jaka sie podoba miedzy 0 i oc .

178. Zagadnienie Yi [Zag. Fermata). ROZquzaétréijtABC,
znajac bok a, kat przeciwlegty A i summe s wysokosci h i ro-
znicy b—c dwach innych bokow.

Stosujac formuty uzyte w poprzedzajgccm zagadnieniu,
otrzymujemy
awstBwstG  awst| (B—G)__

WStA dos{ A
albo

(1) awstl-(B—Gr—2awst~Awst"(li—C)-MwstA—ados8*A=0-

Jesli pierwiastki tego rownania sg rzeczywiste, to obydwa
sg dodatne, albo jeden dodatny a drugi odjemny : wiec zaga-
dnienie moze mie¢ dwa rozwigzania albo tylko jedno, albo na-
wet nie mie¢ zadnego.

Dyskussija. Natura zagadnienia wymaga zeby pierwiastki
byty nietylko rzeczywiste i dodatne, ale jeszcze mniejsze od
jednosci, i stosowaty sie do tréjkata; a wiadomo z poprzednie-
go zagadnienia ze sie dopetnia dwoch ostatnich warunkéw

jesli wst|(B —C) < dos™A.

Warunek rzeczywistosci pierwiastkow réwnania (1), ktére
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jest drugiego stopnia, wyraza sie przez
aZ\Nst*%A —aswstA -4-aZd052i >0, albo a—swstA>05
zkad

Co do znaku pierwiastkow réwnania (d); poniewaz maja
summe dodatng te pierwiastki, przypuszczajac jc rzeczywiste,
sg oba dodatne albo jeden dodatny a drugi odjemny, wedtug

jak ich wieloczyn -swstA—dosf j.est dodatny albo odjemny,
czyli wedtug jak

A,

> a
s<2-do”[2

Moze by¢ takze $="'dot”; co sie zdarza gdy mniejszy

z dwoch pierwiastkow jest zero.
Owoz, wiemy ze eIA wyraza $rednice kota opisanego na tréj-
kacie ABC; a nie trudno spostrzedz ze dotbznacza strzate

odcinka kota obejmujacego kat A. Te geometryczne wyniki
. . . G ad, A -
jasno pokazujg ze kazda z ilosSci a i -dot- jest mniejsza
od mi m; co zresztg widoczne. Wiec, jesSli summa s jest
WStA
mniejsza od jednej z tych trzech ilosci albo jej rowna, rowna-
nie (i) ma pierwiastki rzeczywiste.
Réwnanie (1) rozwigzane daje

wst%B—Bﬂ _ awstiA+ \.J;i——aswstA
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Jesli przypuscimy pierwiastki rzeczywiste nierowne, i \ve-

I
zmiemy k8t -(B—C) zados¢ czyniacy nierdwnosci

w
i2(B —0 +éA < 90°, wtedy, aby pierwiastek wiekszy odpo-
wiedat zagadnieniu, trzeba i dos¢ jest zeby

1 /

s ]
WStQA 4-, \//ll----éwstA < doséA.

Ta nieréwno$¢ wymaga
1 1
z < - .
wst 2A dos > A;
musi przeto by¢ A< 90° i nastepnie

*
1----OW5tA < (d%s-A—wst-lAj\ , wiec a<s.

Jesli pierwiastek mniejszy jestdodatny, to powinien jeszcze
dopetnia¢ warunku

N - - N .
WStZA Vl aWstA< dosZA,

wiec, jesli A<90°, ten drugi pierwiastek rozwigzuje takze

zagadnienie.
Ale, jesli A > 90°, pierwiastek wiekszy nie stosuje sie do

trojketa; zeby sie drugi stosowat, powinno by¢
AN . N
WSt2A \\/I |awstA < doszA,
zked
I > AN\ 1 AN - 1 > .
1 aWstA \(WStZA dos&Al ;  wiec a>s
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To ustaliwszy, tatwo wiedzie¢ czy zagadnienie jest mozebne
i ile ma zawigzali; dos¢ tylko odrézni¢ trzy przypadki.

1°. Gdy summa s zawiera sie¢ miedzy bokiem a istrzaly
a, A
- dot—,
J
wiek jest kat A. Jakoz,

zagadnienie ma zawsze jedno rozwigzanie, jakikol-

albo a<s<-got2—, albo przeciwnie a>s>-90t2—-

W pierwszem przypuszczeniu musi by¢
a< |dot! ’ zk?d sty |A < |;

co dowodzi ze kat A < 90. A poniewaz s< ~dot|, réwna-

nie ma tylko jeden pierwiastek dodatny; wiec, dlatego ze
a<s i A< 90" ten pierwiastek rozwigzuje zagadnienie.

W drugiem przypuszczeniu, rownanie ma dwa pierwiastki
dodatne; ale, z przyczyny a > s, pierwiastek wiekszy nie przy-
daje sie do trojkata. Zostaje tedy drugi dodatny, ten za$ powi-
nien sprawdza¢ nieréwnos¢

WSIéA—\/’r —éwstA < dosbA,
ktora tu wtasnie ma miejsce z katem A > 90.
2. Gdy s”-4doth is>a>a% s< o gt i A<90°,

zagadnienie ma dwa rozwigzania. Albowiem, nierownosci
s<—— i s>"dot— dowodzg ze pierwiastki réwna-

nia (1) s rzeczywiste, nieréwne i oba dodatne, a nieréwnosci
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a<s i A< 90 pokazujg ze te pierwiastki rozwigzujg za-
gadnienie.

W szczeg6lnym przypadku gdy s= — , pierwiastki ro-

wnania sg réwne, co daje

N = ZA .
WstZ(B —C) WstZA ;
zkad

{B—G—"A albo B= A-pC.

Wiec, w tym razie, byle tylko kat A byt ostry, zagadnienie
ma jedno rozwigzanie, tréjkat prostokatny przy B. Ten tréj-
kat przedstawia okolicznos¢ godng uwagi; w nim summa s, ro-
wna $rednicy kota opisanego, dosiega wartosci najwiekszej mo-
zebnej, czyli jako sie méwi, jest maximum.

Ale, jesli s= « i A= 90° szukany trdjkat nie istnieje.
. Gdy s=-dot>, jeden z pierwiastkéw réwnania jest

zero; wtedy zagadnienie ma najpierwej za rozwigzanie trojkat
rownoramienny w ktdrym B= C, i moze jeszcze mie¢ dru-
gie rozwigzanie.

Jakoz, podstawiajgc wartos¢ dla s w réwnanie (1), bedzie

wstNB—C) £wst|(B —C)—2wstial = 0.

Pierwszy czynnik tego wieloczynu zréwnany do zera, to
jest wst-(B—C)=0, rozwiazuje zawsze zagadnienie jakikol-

wiek jest kat A, i wyznacza tréjkat rownoramienny majacy
podstawe a. Drugi czynnik, zrownany takze do zera, daje

WS'[}(B —Q= 2wstlA; zeby ten pierwiastek mogt rozwig-
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zywac zagadnienie, powinno by¢

2wsty A< dosi A czyli sStyyA< ye
Wiec, jesli kat ostry A dopetnia tego warunku, zagadnienie
ma dwa rozwigzania; inaczej ma tylko jedno.
Nakoniec, gdy s< otk i s< a, nragadnienie jest

niemozebne; albowiem wtedy réwnanie (I) ma jeden tylko
pierwiastek dodatny, ktory sie nie stosuje do trojkata.

179. Zzagadnienie VII. Rozwigzac tréjkat, znojac obwdd i katy.

Réwnania
a b ¢ a-i-6-t-c
wstA  wstH  wstC  wstA —+ wstB -t- wstG
P
2dos™Ados|Bdo? JC
dajg
yjwst{A p WStyB ywstjC
a~ dosABdosAC’ ' dos-j AdosjG’ dosi AdosiC
180. Zagadnienie VIII. Rozwigza¢ trojkat, znajac powierz-
chnie i katy.
Formuta
a*wstB wstC
2wstA
daje
-= ZR'
wstA  V wstAwstB wstC
wiec
a= 2RwstA
4= 2RwstB

c= 2RwstC
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181, Zagadnienif IX. Rozmazaé tréjkat, znajac promien kota
wpisanego i katy.

Formuty n* 153 dajg
p—a—rdOt-lA, p—é:]‘rdot-B, pl—C: rdot-G;

dodajagc p —a, p —b, p —¢€, znajdziemy p, a potem a, b, c.

Uwaga. Gdyby, zamiast promienia r, byt wiadomy pro-
mied Ta jednego z k&t zawpisanych, wtedy znajoma formuta

4
rO=psty-A databy obwod p, i zagadnienie przywiodtoby
sie do juz rozwigzanego.

182. Zagadnienie X Rozwigzaé¢ trdjkat, znajac trzy toyso-
kosci.

Oznaczmy przez a',b',& wysokosci szukanego trojkata ABC,
odpowiedajgce bokom a, b, ¢; bedzie

aa = bb'= cc= 2pr,

zkad

(i)

c 2p

b
=T=T=T
b’ c r

W- _|!-'D

Ta roéwnos¢ stosunkdw dowodzi ze trojkat ABC jest podo-
bny tréjkatowi A'BC', majagcemu za boki odwrotnosci ' ib, A
al
trzech wysokosci; mozna wiec fatwo wyznaczy¢ katy przez
czwarty przypadek rozwigzywania tréjkatow. I tak,

czynigc % + ]1 A2 4

VEZESH:
Vv p
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znajdujemy
sty| A:

Podobnie dla dwoch innych ketéw.
Woyrachujmy teraz boki. Trojkaty ABC, ABC' s§ podobne;
. . . 1.1 L
zatem ich powierzchnie pr i = m~ maje sie jako kwadraty

z bokoéw odpowiednych, to jest

pr_a_
T~T,;
pVv a2

zted, poniewaz pr =N-1 wynika

@ aa'= bb'—cé=

Wiec

T
S
o
I
o
as
o
rolm

Uwaga. Nie trudno otrzymaé powierzchnie tréjketa, promienie kot
opisanego i wpisanego, w funkcji trzech wysokosci.

Jakoz, réwnanie (2) daje

2S=aa' =¢ .

Wiec, podstawiajgc wartosé dla rl bedzie
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albo
abd

O — pW —ow — p)

Co do promienia R kola opisanego, mamy

wiec

" S —p)E—P)

Nakoniec, uwazajec ze 2p = a-f-6-(-C, zréwnania (1) wyprowa-
dzamy promien r kola wpisanego

183.  Zagadnienie XI. Dwie proste XX, YY przecinajg sie
tu punkcie O pod katem 0; majac dane dwa punkta A i B
na QY, znalei¢ na XX' punkt M taki, zeby proste AM i BM
tworzyly kat AMB maximum.

Oznaczmy odlegtosci OA, OB, OM przez a, b, x, kety AMX
i BMX przez a i p; bedzie

t JR—
styAMB = sty (a—p) — 1S-zastyasgyt§p
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Owoz, trojketyj AOM i BEM daje

X 7= dbsO'— ddtd \vste
a wsta

_ WstE—9_

X  \&<4—G=dos© —dot3wst0.
b wstp

Aby wyrugowaé kety a i a dane przez dotyczne, uwa-
zajmy ze

stya—styp __ dotjt—dota
1 +styastyp  dotadotp -+-1

Owoz, z dwdch poprzedzajacych réwnan, przez odcigganie
i mnozenie, wynika

. _ (b—d)x
dotp —dota bWS6

dota dotp = (x—n d(;i)()\),\l(s)(':’o—bdos()) ’

wiec, podstawiajgc te wartcsci, znajdziemy
. (b—a) x wst0
StyAMB Xr— (a-A- b)x dosO-+ab’
Zeby ket AMB byt maximum, trzeba i do$cjest zeby war-

tos¢ algebryczna jego stycznej byta maximum. Owoz, te war-
tos¢ mozna pisac

(b—a) wst0
X -t-X——{a+b) dosO
Teraz licznik jest iloscie state, dos¢ wiec dla maximum
styAMB zeby tylko mianownik byt minimum; co sie zdarzy

jesli czes¢ zmienna x + — tego mianownika bedzie minimum,
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A paniewaz wieloczyn x.—"ab jest ilosci? stat?, sum-
ma x -+~— bedzie minimum jesli wezmiemy
x
5 zk?d x = x\fch.

Te dwie wartosci dla x, roéwne i znakdw przeciwnych,
niezalezne od k?ta 8, pokazuj? ze, jesli przez dwa dane pun-
kta A i B na OY, poprowadzimy kofa styczne do XX,
te kota dotkn? prostej XX' w dwoch punktach M i M
rowno oddalonych od O, ktére hed? wierzchotkami dwdch
k?téw AMB i AMB rozwi?zuj?cych zagadnienie. Co wido-
Czne geometrycznie

Pierwiastek odjemny x — — \-nb daje dla sty(a—p) war-
tos¢ odjemn?, ktora jest algebrycznera minimum jej wartosci
(b—a)a;wst0
X~—(a-+by x dos8+ab’
ale trzeba uwazac ze

StyAMB = sty (BMX —AMX) = —sty (a—p);

wiec warto$¢ odjemna x = —\fab= —OM' czyni maximum
styBM'A i daje k?t AMB maximum.

Uwaga. Mozna byto przewidzie¢ a priori ze s? dwa k?ty
maximum, jeden AMB, drugi AMB. Jakoz, gdy punkt M
pada w punkcie O, k?t AMB jest zero; a gdy punkt M
oddala sie od O, w kierunku OX albo w kierunku OX,
k?t AMB najpierwej rosnie ciegle a potem maleje i d?zy
znowu do zera. To pokazuje ze od Sredniego zera do kazdego
skrajnego jest jedna warto$¢ maximum k?ta AMB; wiec wierz-
chotek jednego k?ta maximum przypada na kierunku OX
w punkcie M, a wierzchotek drugiego na kierunku OX
w punkcie M.
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184. W niosek. Majgc dane dwie proste XX, YY' przecina-
jacesie wpunkcie O, ipunkt A na YY'; znalei¢ dwapunkta M

* N na XX takie, 7eby stosunek ON ich odlegtosci od O ré-

wnat sie danej liczbie, i kat MAN byt maximum.

Przypusémy ze kat MAN jest szukanym katem maximum;
jesli przez punkt N poprowadzimy réwnolegta NB do MA,
bedziekagt ANB= MAN.

Owoz, oznaczajac odlegtos¢ OA przez a i stosunek N
przez k, mamy

OB O N,
OA  OM , zkad

wiec obecne zagadnienie przywodzi sie do powyzszego.

OB= ka;

185. Zagadnienie XII. Przezpunkt A ptasczyznykota O po-
prowadzono dojego okregu sieczne ABC. Doiciesdz ze, taczacpunkta

przeciecia B i C ze Srodkiem O kota, wieloczyn sty 5 sty 5

jest staty, niezalezny od kierunku tej siecznej.
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X

Spusémy ze Srodka kota O prostopadta OP nasieczne ABC,
oznaczmy promien kola przez R, odlegtos¢ AO przez a
katy AOH i BOH przez a i p; bedziemy mieli

wst (SLi) wst

dosS—dosa
Btyrsty”N+S=

dos fc£) dos (iii)  d»sP+d»*

Ale, w trojkacie AOB,

OA__wstB albo a dosp
OB  wstA R  dosa
zkad
dosp—dosa a—R.
dosp -t-dosa a+R’
wiec
sty sty 2*P albo  stv AOB,,.AOC Z:g ,

C b dd

Zakonczymy te zagadnienia nastepujacem zadaniem ktdre
tu bedzie na swojem miejscu.

186.  Twierdzenie. ObjetoS¢ czworoscianu ma za miare szdsta
czes¢ icieloczynu z dwoch krawedzi przeciwleglych przez ich naj-
krotsza odleglos¢ iprzez wstawe ich kata.

Niech bedzie czworoscian ABCD; na jego
podstawie BCD i krawedzi AD zbudujmy
graniaston tréjkatny BCDAEF, ktéry bedzie
trzy razy wiekszy od danego czworoscianu.

Owoz, objetos¢ tego graniastonu réwna sie

c potowie wieloczynu ze $ciany BCFE przez
jej odlegtos¢ od krawedzi przeciwlegtej AD;
bo rzeczony graniaston jest potowg réwnolegtoscianu ktory ma
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za podstawe Sciane BCFE, i zawysoko$¢ odlegtos¢ krawedzi
AD od ptasczyzny BCFE. Ale rownolegtobok BCFE ma za
miare i

BC.BEwstCBE,
a odlegtos¢ krawedzi AD od ptasczyzny BCFE jest oczywiscie
rowna najkrotszej odlegtosci dwoch krawedzi przeciwlegtych
AD, BC, czworoscianu ABCD; wiec, nazywajac 3 te odlegtosc,
objetos¢ graniastonu BF wyrazi sie przez iBC.BEowstCBE.

Zatem objeto$¢ Y czworoscianu ABCD réwna sie
V= %BC.BESwstCBE.

W niosek. Zted wynika ze, jesli na dwdch prostych, nie leza-
cych na jednej ptasczyznie, wzieto dwa odcinki, jako AD i BC,
na dwie krawedzie przeciwlegte czworoscianu, objeto$¢ tego
czworoscianu zostaje ta sama jakiekolwiek maje potozenia te
odcinki na dwach liniach.

1$$ CWICZENIA.
I. Znalez¢ prawdziwe warto$¢

— M~ N —
boku ¢ /\}}vsti(A—B) gdg a—bh.

i
I. Oznaczajec przez A, B, C kety trojkata, dowiesdz zc :

WStA + wstB -t- wstC = ||

WSst2A -t- wst2B 4 wst2C = iwstA wstB wstC = K

wst & Awsté Bwst-2~ C= AR
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dosEAdosé BdoséC: IR

wst*i A+w”t3i B-f-wst3i C= | -
sty XA+sty i B+sty | G-sty i Asly *Bsty| G= ~

N N nNC= i AQOt T - C= A
dot2A+dotZB+dotZC dotbA ot&BdotZC 0
wst (A—B) a3—i3
wst (A+ B) . ¢3
Wst3A -t- wstB 4 wst*C
= 2wstB wstG dosA —+ 2wstA wstC dosB -t- 2wstA wsIB dosC,
a3+ bl + c¢* _
4(dotA-t-dotB+dotG) ’
a3-+ 63—c3 "

4styMA-i-B—C)
ab -+ac-f-bc=p* -+ r3m-4Rr

abc= AprR.

I1l.  Dowiesdz ze tréjkat w ktdrym
(e

WSIA _ 505G

wstB

jest rownoramienny, B= C.

styB__ wstB

Trojkat w ktorym G WSt

jest rownoramienny albo prostokatny.
Tréjkatw ktorym

dosA dosB dosG = W.StB - V\.'Stc
sieB —+sieC

jest prostokatny.
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Trojkat w ktdrym zarazem

2
1—styC

jest réwnoramienny i prostokatny.

I'Y. Jakiekolwiek sg tuki A, B, C, dowiesdz ze zawsze

wstA wstB wst (A—B) -t- wstB wstC wst(B—C)
-I- wstC wstA (G—A) -+ wst(A—B) wst(B—C) wst(G—A) = 0.

V. Jaki jest zwigzek miedzy trzema lukami A, B, C, ktore
zado$¢ czynig réwnaniu

wstAwst (B—C) wstBwst (C—A)  wstCwst(A—B) n>
wst2Bwst2C  +  wst2Gwst2A wstzAwst2B

V1. Oznaczajac przez K $rodek kota wpisanego w trojkat
ABC, przez A, B, C punkta w ktérych dwojsiecznc katow
A, B, C spotykaja boki przeciwlegte; dowiesdz ze :

KA= -dos”
- 0S ZA‘

KA .KB .KC' _(a+0)(a+c)(6+c) _
abc -iltr8

VII. Nazywajac d dtugos¢ dwojsiecznej AA, dowiesdz ze:

26cdosiA
d—= .
b+ ¢

b+ cyrf-*_4 (b+ cf !rc-di +~4#cdwstsA= 0.

VIIl. W trdjkacie ABC oznaczajagc przez O, K, L, M, N
Srodki kot opisanego, wpisanego i zawpisanych, przez R, r,
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ra) rb r9promienie tych kot, dowiesdz ze :

i OK2= R(R—2r),
OM*=R(R4-2r),
UL2= R(R«- 2r,,).

ON*= R(R + 2ro).

2U I +wst*"ANwstr"A —r =0

2R(1 4- wsti Aj wst*A—ra= 0.

3, ?W = a4edos"Ados'23dosé:.

. b

A KL— KM — —
d0S3A’ dosAB” KN dostc

0, MN— b

LM— —
WSta] A’ wstjB ' LN WstC}C
6°, KL2 KM2s- KN24- MN24- LM24- LN2= 48R5
7°, w tréjkacie prostokatnym przy A,
S=rr.=nr.~(p —b)(p—2o).

r,—r—r.-t-rc— a.
IX. Oznaczajac przez H punkt spotkania trzech wysokosci

trojkata ABC, przez P, Q, R spodki tych wysokosci na bo-
kach a, b, ¢, dowiesdz ze :

1° AH= ndotA =2RdosA.

2" AH.HP= BH.HQ= CH.HR= aZSridosAdosBdosC.
3, a3+ AH5= i34- BH2=-.c34- CH2= 4R’

4°) pow.tr.PQR = 2SdosA dosB dosC.

0°, obwdd trojkata PQR jest minimum miedzy obwodami
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trojkatow majacych wierzchotki na bokach trojkata ABC.

X. Dowiesdz ze powierzchnia tréjkata jest réwma wieloczy-
nowi z promienia kota opisanego przez potow® obwodu tréj-
kata ktory sie otrzymuje taczac spodki trzech wysokosci.

XI. Rozwiaza¢ trojkat, znajac:

1°, odlegtos¢ wierzchotkow od srodka kota wpisanego.

2°, podstawe, wysokos¢ i réznice katéw przy podstawie.

3° bok, kat przylegty i powierzchnig,

«t°, bok, réznice katéw przylegtych i powierzchnie.

o\ kat i summe boku przeciwlegtego z kazdym bokiem tego
kata.

6°, bok, kat przeciwlegty i wieloczyn dwdch innych bokéw.

7°, powierzchnie, promien kota wpisanego i jeden Kkat.

8°, bok, wysoko$¢ mu odpowiedajaca, i summe dwdch i
nych bokow.

9°, jeden bok, kat i jego dwdjsieczne.

10°, trzy ktorekolwiek z pieciu promieni R, r,ra, rh rc.

110 trzy osrodkowe,

12°, trzy dwdjsieczne.

13°, znajac dwa katy A, R, i wiedzac ze trojkat, obraca-
jac sie okoto réwnolegtej do boku BG poprowadzonej przez
wierzchotek A, tworzy dang objetos¢ V.

XIl. W czworoboku, majgcym dwa katy przeciwlegte pro-
ste, Sany jest jeden kat pochyly i dwa jego boki; wyznaczy¢
dwa inne boki i obie przekatne.

XIlI. Znalez¢é zwigzek miedzy czterema bokami a, b, c, d
i dwiema przekatnemi x, y czworoboku.

XIV. Znajac liczbe n bokdw,wielokata foremnego i pro-
mied R kota opisanego, wyznaczy¢ w funkcyi ilosci n i R:

1°, bok tego wielokata, i bok wielokgta podobnego opisa-
nego.

15
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2°, boki wielokgtow foremnych, wpisanego i opisanego,
podwaojnej liczby bokdw,

XV. Znajac powierzchnie dwéch wielokatéow foremnych,
wpisanego i opisanego; wyznaczy¢ w funkcyi tych powierz-
chni, powierzchnie dwoch wielokgtow foremnych, wpisanego
i opisanego, podwojnej liczby bokow.

XVI. Znalez¢ promien kota, znajac réznice miedzy lukiem
n stopni i jego cieciwa.

XVII. Na $rednicy AOB kota O wzieto punkt K, przez
ktory poprowadzono jakgkolwiek cieciwe KDE; dowiesdz ze

sty KOD
stosunek jest staty.
sty KOE
XVIIl.  Cztery punkta niedostepne A, B, C, D, lezace w li-

nii prostej, sg widzialne z punktu O na ktérym stoi miernik;
znajac odlegtosci AB i CD, wyznaczy¢ odlegtos¢ BC.

XIX- Dwie proste XX, YY' przecinajg sie w punkcie O.
Majac dany punkt A na YY', znalez¢ na XX' dwa pun-
kta M,N takie, zeby réznica ON— OM réwnata sie danej
linii, i kat MAN byt maximum.

XX.  Nadwdch prostych, nie lezacych najednej ptasczyznie,
wzieto dwa odcinki i zbudowano czworoscian. Wiadomo ze
objetos¢ tego czworoscianu nie zalezy od potozenia wzietych
odcinkow. Ale, jakie powinno by¢ potozenie tych odcinkéw,
zeby powierzchnia czworoscianu byta najmniejsza mozebna?

XXI.  Jesli zpunktu O plasczyzny wielokata ABC... popro-
wadzono promienie do wierzchotkdw, wieloczyn stosunkéw
wstaw katow ktore kazdy promien tworzy z dwoma bokami
przylegtemi, idac wjedng strone, réwna sie + 1 albo —I
wedtug jak liczba bokow jest parzysta albo nieparzysta*
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XXII. Dwojsieczne katdw pod ktoremi wida¢ z jednego
punktu ptasczyzny wielokgta ABC... jego boki AB, BC,...
spotykajg te boki w punktach a, b, c... tak ze wieloczyn sto-

sunkéw odcinkowych jest zawsze réwny jednosci dodatnej
albo odjemnej,

aA b B _ |.
«B‘6C -- - - 1i

trzeba bra¢ znak -+~ albo —wedtug jak liczba bokow jest pa-
rzysta albo nieparzysta.

XXIII. Jedli, biorac punkta a,b,c... na bokach po sobie
idacych wielokagta ABC.., zrobiono perspektywe figury na
jakiejkolwiek ptasczyznie, wieloczyn stosunkéw perspektyw

odpowiedajacych stosunkom odcinkowym oB /aC bedzie

staty,

XXIV. Dowiesdz ze wielokat jakikolwiek, ptaski albo spaczo-
ny, jest zamkniety jesli jego rzuty, wyznaczone przez plasczy-
zny rownolegte do trzech $cian trdjscianu, sg zero na kazdej
ze trzech krawedzi tego trdjscianu.

XXV. Bzut linii famanej jest najwiekszy mozebny, gdy o$
rzutow jest réwnolegta do wynikowej tej tamanej (to jest do
linii prostej ktéra jg zamyka).

XXVI. Rzut linii tamanej zostaje ten sam na wszystkie
osiach ktore czynig katy réwne z wynikowg tej famane;j.

Uwaga. Trzy powyzsze twierdzenia stosujg sie do ukiadu
linij prostych roziaczonych w przestrzeni; byle tylko brano za
wynikowe tego uktadu linie prostg ktoraby go zamykata,
gdyby te linie proste, przeniesione réwnolegle do siebie sa-
mych, tworzyty linie famana.
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XXVII.  Na jakiej ptasczyznie summa rzutéw powierzchni
ptaskich, danych w przestrzeni, jest maximum?

XXVII. W trojkacie ABC poprowadzono przez kazdy wierz-
chotek jedne linie prosty take zeby czynita z bokiem przeciw-
legtym ket a skierowany w te sarne strone. Dowiesdz ze tréj-
kat utworzony przez te trzy proste jest podobny danemu.

Jaki powinien by¢ ket a zeby utworzony tréjket byt maxi-
mum albo minimum?

XXIX. Zagadnienie excentryka starozytnych. Punkt ru-
chomy M przebiega okreg O ruchem jednostajnym; ruch
punktu M jest obserwowany z punktu O' r6znego od O,
J czas liczony od punktu A w ktdrym 00' spotyka okreg O;
wiadome se czasy w ktérych promieri OM opisuje dwa kety
AOM, AOM, i wiadomy czas T catego obrotu. Wyrachowa¢
stosunek odlegtosci 00' do promienia kota O.

Starozytni mniemali ze ruch ciat niebieskich odbywa sie
okoto Srodka ziemi, ze jest kotowy ijednostajny’. Ale, przeko-
nawszy sie ze storfice nie porusza sie wedle tej ustawy, przy-
puszczali ze ziemia znajduje sie poza $rodkiem ruchu S$wiata;
zted nazwisko excentryl:a.

XXX. Znalez¢ pierwiastki rownania

| —dosx = \x wsU’,
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TRYGONOMETRYA SFERYCZNA

189. Niech bedzie, na sferze promienia R, trdjkat sfery-
czny ABC. Jesli potagczymy jego wierzchotki ze Srodkiem O
sfery, utworzymy trojscian OABG, ktérego katy dwajscienne
bede katami A, B, G tego trojkata; ajesli nadto wezmiemy
promien sfery za jedno$¢ linijng, Sciany czyli katy plaskie
tréjScianu bede miaty za miary boki trojketa sferycznego kt6-
rych dtugosci wyraze sie przez a, b, c. W zastosowaniach, ozna-
czasie zwykle przez A, B, G liczbe stopni zawartych w ketach
trojketa sferycznego, przez a, b, ¢ liczbe stopni zawartych
w bokach przeciwlegltych. Kazda z tych szesciu czesci trojketa
miesci sie, jako wiadomo, miedzy 0° i 180°.

Trojket sferyczny jest wyznaczony, gdy se dane trzy ktdre-
kolwiek z jego szesciu czesci : niema potrzeby, jako w troj-
ketach prostolinijnych, zeby miedzy czesciami danemi znajdo-
walt sie jeden bok przynajmniej; bo tréjket sferyczny jest na
sferze promienia \. Rozwieza¢ trojket sferyczny jestto wyra-
chowac liczbe stopni, minut, sekund... zawartych wjego bo-
kach i ketach, gdy liczba danych wielkosci jest dostateczna
do wyznaczenia tego tréjketa. Znajec liczbe stopni wyrazaja-
cych boki tréjketa sferycznego, nie trudno znalez¢ dtugosc
tych bokdéw wzglednie do promienia sfery; i nawzajem.
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Trygonometrya sferyczna ma za cel rozwigzywanie trojka-
tow sferycznych.

Ogolne zagadnienie trygonometryi sferycznej zalezy na tem
zeby, znajac trzy z szesciu ilosci a, b, ¢, A, B, G, wyznaczy¢
trzy inne. Trzeba wiec m;e¢ réwnania miedzy czterema ktoremi-
kolwiek z tych ilosci. Owoz, sze$¢ ilosci, kombinowane po

cztery, dajg R2-15 kombinacyj. Ale te pietnascie kombi-

nacyj stanowig tylko cztery nastepujace zwigzki istotnie rozne.

ZWIAZKI MIEDZY BOKAMI | KATAMI TROJKATA SFERYCZNEGO;

190. Zwigzekmiedzy trzema bokami i jednym katem. Niech be-

E dzietrdjkatsferyczny ABC, nakre-

Slony na jakiejkolwiek sferze ma-

jacej Srodek w O. Do tukéw AB

\ i AC kata A poprowadzmy sty-

—~" czne AD i AE. Przypuszczajac

- zetuki AB i AG sg mniejsze od

¢wiercianéw, te styczne spoty-

kajg w punktach D i E promienie OB i OC przedtuzone;
zatem, biorgc promien sfery za jednos¢, mamy

AD= styc, AE= styb, OD= siec, OE= sien.
Nadto, kat DAE stycznych jest wihasnie katem A trojkata

sferycznego ABC, a kat DOE ma za miare bok a tego troj-
kata.

To ustaliwszy, uwazajmy ze trojkaty prostolinijne DAE
DEO dajg

DE~AD’ | AE*—2AD.AEdosA
DEx OD* | OEx—20D.0Edosa
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zkad, odciggajac te réwnosci stronami, wynika
0— OF —AD* 4 OE*— AE* —20D.OEdosa-t-2AD. AEdosA
albo, z przyczyny OD'— AD5= 1, OFE — AE*= 1,
i dzielac przez 2,
i —sie6 siecdosa-1-stj6styedosA = 0.
Ale,

. i wsti .
Sie&= | i 6 wstc

dosA’ siec= dosc’ °Y°7 doso stye= dosc’
wiec, podstawiajac te wartosci i znoszac mianowniki, bedzie
dosa= dos6dosc -t- wstawst6 dosA.
Taki jest zwigzek miedzy trzema bokami i jednym katem

trojkata sferycznego.

191. Powyzsze dowodzenie zostawia wiele do zyczenia; da-

lisSmy je dlatego jedynie ze sie opiera na prostej wiedzy trygo-
nometryi plaskiej. Ale nie jest ogolne, bo przypuszcza ze boki
b i ¢ sg mniejsze od- Cwiercianéw. Trzebaby wigc jeszcze oka-
za¢ ze formuta obejmuje przypadki w ktorych jeden z bokow
b i c albo obydwa sg wieksze od ¢wiercianow albo im réwne.
Zamiast wchodzi¢ w te szczegotowg dyskussye, wolimy daé
ogolne dowodzenie samej formuty przez metode rzutdw.

Niech bedzie trojkat sferyczny ABC. Popiow dziny koto
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wielkie DHD' majace 0$ OA, ktore przetnie kota wielkie AC
i AB w punktach D i H; poprowadzmy jeszcze osie OE i OF
dwdch ostatnich kot, i promienie OD, OH.

Owoz, wzglednie do trzech osi prostokatnych, OA, OD, OE
formuta nr“ 44, daje

dosBOC = dosCOA dosBOA -+ dosCOD dosBOD
-t- dosCOEdosBOE.

Ale dosCOE= 0; zatem, podstawiajac tuki ktére mierza
katy, bedzie
dosa= dosé dosc -t- wstd dosBOD.
Teraz, aby wyrazi¢ dosBOD wfunkcyj ilosci b, c, A, wezmy
trzy osie prostokgtne OA, OH, OF; uwazajagc ze dosDOA= 0,
dosBOF = 0, dosDOH = dos A, znajdziemy

dosBOD = dosBOA dosDOH = wstc dosA.
Wiec, podstawiajac te wartos¢, mamy ogolng formule

dosa= dos6 dosc —+ wstéwstcdosA.

Z ostatniego réwnania wywodzimy, prosta przemiang liter
dwa inne. Sg tedy, miedzy bokami i katami trdjkata sferycz-
nego, trzy oddzielne réwnania

dosa= dosédosc + wstdwstc dosA
@ dosly = dosa dosc -+ wsta wstc dosB
dosc= dosa dos6 -+wstawstd dosC.

ktore nalezy uwazac jako trzy fundamentalne formuty trygono-
metryi sferycznej. | w samej rzeczy, nie moze istnie¢ zadna
inna formuta oddzielna, zawierajgca boki i katy; bo, rugujac
z niej wszystkie katy zapomocg rownan (1), otrzymanoby zwia-
zek miedzy samemi bokami; wiec, znajac dwa boki trojkata
sferycznego moznaby wyznaczyc¢ trzeci; co oczywiscie niemo-
zebne.



TRYGONOMETRYA SFERYCZNA 233

192. Uwaga. Formuty fundamentalne dowodze ze trzy
tuki a, b, ¢ kot wielkich, mniejsze od potokregu, ktore zadosé
czynie jednej z nich, se bokami trojkata sferycznego. Jakoz,
wezmy na przyktad pierwszy formute. Poniewaz dosA jest
zawarta miedzy —1 i 4-1, podstawiajgc —1 za dosA
bedzie

dosa > dosi dosc—wstowstc, albo dosa—dos(6-t-c) > 0;
zked

wst- EWS’[@-:Q-- &

Ta nierownos¢ pokazuje ze obydwa czynniki maje jedna-
kowy znak. Owoz, nie moge one by¢ oba odjemne; albowiem,

jesli jest
a d4b4-c. b-+c—a
2* > J— 3_____> " 21>

ztedby wynikato b4-c> 2ir;

ajesli
Bir > a4-b-+c a—b—c 0

2
bytoby a > o0

Obydwa nastepstwa sprzeciwiaje sie zatozeniu. Wiec musi by¢
t+ 4+ c<2-t i a<04-c.
Podstawmy teraz 4-1 za dosA, bedzie

dosa < dos6dosc 4-wstiwstc albo  dos(6—c)—dosa>0,
zked

Rozumujec jako wyzej, znajdziemy fatwo ze musi byé

i<0 4-c c< a4-b.
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To wszystko razem dowodzi ze trzy tuki a, b, ¢ zado$¢ czy-
nig czterem nieréwnosciom

a-t-i+te<2jr, a<b+c¢, b<a+c, c<a+h
Wiec istnieje tréjkat sferyczny majacy za boki trzy tuki kot

wielkich, mniejsze od potokregow, ktére sprawdzajg jedna
z trzech fundamentalnych formut.

193.  Zwigzek miedzy dwoma bokami i dwoma katamiprzeciwle-
gtemi. Jesli chcemy mie¢ zwigzek, na przyktad miedzy bo-
kami a, b i katami przeciwlegtemi A, B, trzeba wyrugowac
bok c i kat C miedzy réwnaniami (1). Poniewaz C nie wchodzi
do dwéch pierwszych réwnan, dos¢ jest wyrugowaé ¢ miedzy
niemi. W tym celu, dodajac i odciagajac te rdwnania i rozkia-
dajac na czynniki, otrzymujemy

(dosa -+ dos6) (1 —dosc) = (wstd dosA —+ wsta dosB) wstc
(dosa—dosi) (1 -t- dosc) = (wstd dosA —wsta dosB) wstc;

jesli teraz pomnozymy stronami, i opuscimy czynniki réwne
1—dosz, wstZ, c wyruguje sie i bedzie
dos*a— dosB= wst&dos*A—wsta dosB;
Zkad wynika
WStawstB = wstBwst2A.

albo, poniewaz wstawy sg dodatne,

wsta_ wsti
WstA  wstB
Ztad wnosimy ze
©) wsta__wstd  wstc

wstA  wstB ~ wstC'

Wiec w trojkacie sferycznym, zostawi, bokéw sg proporcyonalne do
wstaw katow przeciwlegtych.
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Tego waznego twierdzenia mozna wprost dowiesdz. W troj-
kacie sferycznym ABC, spusémy zwierz-
chotka C prostopadta CH naptasczyzne
AOB, a ze spodka H prostopadte HK,
HL na OA, OB, i potgczmy CK, CL, CO.
Na mocy twierdzenia trzech prosto-
padtych, proste CK i CL sg prostopa-
dite do OA i OB; zatem katy CKH i CLH

mierzg katy dwdjscienne Ai B.
Owoz, trojkaty prostokgtne CHK i CHL dajg

CH= CKwstK= CLwstL,
zkad
wsta  wsti

wstd wstA = wsta wstB albo WSA  wstB
Wiec
wsta wsté  wstc
wstA  wstB  wstC

194. Zwiagzek miedzy dwoma bokami, kgtem zawartym i katem
przeciwleglym. Aby mie¢ zwigzek miedzy bokami a, b i ka-
tami C, A, trzeba wyrugowa¢ c i B.

Rugujac najpierwej dose miedzy pierwszem i ostatniem ré-
wnaniem (1), mamy

dosa= dosados8A-f- wstowstd dosAdosC -+ wstd wstc dosA;

po czem, zastepujac wstc przez ~ j” wsta, i znoszac spoi-
ny czynnik wstA, bedzie

dosawstA = wsta dosA dosC -t- wsta wstC aotA;

nakoniec, jesli podzielimy przez wsta, znajdziemy zadany
zwigzek
dotawstA= dosAdosC +- wstC dotA.
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Z tego rownania, prosty przemiang liter i baczac na kat za-
warty i kat przeciwlegly, wywodzimy pie¢ innych podobnych;
co razem daje sze$¢ rownan :

dotawstA = dosAdosC -+-wstCdotA
dotAwsta = dosa dosG 4- wstC dotB

dotawstc = dosc dosB 4- wstB dotA
dotcwsta  dosa dosB 4- wslIB dotC

dotAwste = dosc dosA 4- wstA dotB
dotcwstA= dosAdosA 4- wstA dotC.

Mozna wyrazi¢ te rownania w innym ksztalcie, fatwiejszym
do spamietania. Dzielgc pierwsze réwnanie przez dosAdosC,
otrzymujemy

dota i _j dotA |
dotA dosG dotG dosA

to jest : stosunek dotycznych dwoch bokéw, podzielony przez do-
stawe kata zawartego, przewyzsza jednoscig stosunek dotycznych
dwoch katéio podzielony przez dostawe boku zawartego, a bok
i kat, znajdujace sie w licznikach tych stosunkéw, sg sobieprzeciw-
legte.

195.  Zwiagzek miedzy jednym bokiem i trzema katami. Mo-
znaby otrzymac zwigzek miedzy a. A B, C, rugujac Ai c
zrownan (1); ale prosciej jest uzyc trojkata biegunowego. Ja-
koz, jesli zastosujemy réwnania () do tréjkata biegunowego
z danym ABG, uwazajagc ze odpowiedne boki i katy tych
tréjkatdw sg nawzajem spetnieniami, bedzie

dos(it—A)=dos(ir—B)dos(*—G)4-wst(it—B)wst(r—C)dos(*—a)
albo
dosA= — dosB dosC 4- wstB wstC dosa.
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Mamy wiec trzy nowe réwnania

dosA = —dosB dosC -+ wstB wstC dosa
@ dosB = —dosA dosC -+ wstAwstG dosb
dosC = —dosAdosB -+ wstAwstB dosc.

196. W tasnoscitrojkatow sferycznych prostokatnych. Wtrgj-
kacie sferycznym katy ostre albo rozwarte nazywajg sie katami
pochylemi. Wiadomo ze trojkat sferyczny moze miec jeden,
dwa, a nawet i trzy katy proste. Gdy ma dwa katy proste,
wtedy boki im przeciwlegte sa ¢wiercianami, i trzeci bok mie-
rzy kat odpowiadajacy; a gdy trojkat ma trzy katy proste, na-
tenczas wszystkie jego boki sg ¢wiercianami. Trojkaty tego
rodzaju nie moga, jako widzimy, da¢ zadnego zagadnienia,
i tworzg tylko przypadki szczegolne.

Trojkat sferyczny majacy tylko jeden kat prosty nazywa apro-
stokgtnym, a bok przeciwlegty temu katowi przeciwprostokatna.

W tréjkacie sferycznym prostokgtnym summa katdw pochy-
tych jest wieksza od kata prostego, poniewaz summa wszys-
tkich trzech katéw jest wieksza od dwoch prostych.

Aby otrzyma¢ formuty dotyczace trojkatow sferycznych
prostokatnych, dos¢jest w znalezionych rownaniach uczy-
nic A=+90°; te ktdre zawierajg kat A stajg sie

1) dosa = dos6dosc

( wsti = wstawstB
) | wstc — wstawstG
| sty¢= styadosC
\ slyc = stya dosB
®) j styi= wstcstyB
\ styc= wstdstyC
( dosa= dotBdotG

) ] dosB = dosdwstC
[ dosC = doscwstB
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197. Jest pamieciowe prawidto obejmujgce wszystkie dzie-
sie¢ formut.
a Jakoz, jesli w tréjkacie sferycznym prostoka-
tnym ABC, na bokach b, c kata prostego A
¢£.6 napiszenay ich dopetnienia iz—Db, i z—c,

i, nie liczac kata prostego, bedziemy uwazali za

¢ czescitrojkata piec ilosci <zC :112 —b,i—\z—c, B

jakoby tworzyty cigg zamkniety na obwodzie; zobaczymy tatwo
ze, biorgc trzy ktdrekolwiek z tych czesci, jest zawsze miedzy
niemi jedna S$rednia, ktorej saprzylegte dwie inne albo od niej
oddzielone. Otdz, wszystkie powyzsze formuty sg zawarte w tern
jednem prawidle, spostrzezonem przez Nepera, ktOre stanowi

niejako ogdlne twierdzenie trojkatow sferycznych prostoka-
tnych :

Dostawa CZ€Ci sredniej jest rowna wieloczynowi dotycznych

dwoch czesci przytegtych, a wieloczynowi wstaw dwich czesci
ODDZIELONYCH.

| tak, 1° szukajmy zwigzku miedzy a, b, c. Poniewaz na

obwodzie trdjkata ilos¢ a jest oddzielona od ilosci -z—Db
i -z—c, mam
A y

dosa= wst”|z —bywst |z —cj

albo
dosa = dos6 dosc.

2°. Znajdzmy zwigzek miedzy b, c. B. llos¢ Lz —cC jest

przylegta ilosciom B i Al b; wiec

dos Miir —cj = dot |z —bj dotB
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albo
styb=wstcstyB.

198. Uwaga. ROwnania poprzedzajgcego numeru wskazuja
niektére wiasnosci trojkatéw sferycznych prostokatnych, go-

dne uwagi.
1°. Rownanie dosa= dosi>dose dowodzi ze, w trojkacie

sferycznym prostokatnym, jest zawsze jeden bok mniejszy od ¢wier-
ciami, a dwa inne oba mniejsze albo oba wieksze od iwiercian6w.

2°. Rownanie sty6=wstc styB pokazuje ze, w trdjkacie sfe-
rycznymprostokatnym, kat pochyty i bok przeciwlegty sg oba je-
dnego rodzaju, tojest oba mniejsze albo oba wigksze od 90°.

3°. Nakoniec, rownanie wsté=wsta wstB jest podobne do
rownania 0= awstB w trojkacie prostokatnym prostolinij-
nym.

rozwigzywanie trojkatéw sferycznych prostokatnych.

199. Trojkaty sferyczne prostokatne przedstawiajg, miedzy
bokami i katami, dziesie¢ zagadnien, ktorych rozwigzywanie
przywodzi sie do szesciu roznych przypadkow.

Pierwszy przypadek. Majgc dana przeciwproslokatne a i bok b
kata prostego, wyrachowac trzeci bok ¢ i dwa katy pochyte B, C.

Wyrachuje sie bok ¢ przez formute

o5 forg
a zaSkaty B i C przez formuty

wsté = wstawstB i dosC= dotastyd,
napisane wedle prawidta Nepera ;

zkad wstB = wsto bosc S0
wata Sty«
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Mozebno$¢ zagadnienia wymaga zeby bok a byt zawarty

miedzy b i n—Db; warunek konieczny i dostateczny. Albo-

wiem, figura pokazuje ze wszelki

tuk kota, jako GB, poprowadzo-

A ny z punktu C do okregu kota

wielkiego ABA’, jest wiekszy od

prostopadtych sferycznych CA i CA!, ale mniej-

szy od drugiej; wiec, jesli bok a czyni zados¢ temu warunko-

wi, fuk kota nakreslony z punktu C jako bieguna i promieniem

sferycznym a, przecina okreg kota wielkiego ABA' w dwdch

punktach symetrycznych wzgledem CA, i wyznacza dwa tréj-

katy symetryczne, majece bok CA spoiny. Ale te trojkety
stanowie tylko jedno rozwiezanie zagadnienia.

Uwaga. Powyzsze formuty, wyznaczaje niewiadome czesci
trojketa przez wstawy; co niezawsze daje dostateczne przybli-
zenie. Mozna wykona¢ rachunek tych niewiadomych przez sty-
czne. Jakoz,

. ¢ ./i—dosc /dos6—dosa ,/ , a-hb , a—b
S'2 V14-dosc V dosid4-dosa V S' 2"sN 2

Tak samo

,tvlc . A—dosC [ stya—styly [ wst(« — &
72V la-dosC V styad-styg V wist(a4-b)

Poniewaz wstB= dos(90°—B), mamy takze

- _ - - sta—wsto
sty fio- 121 )= §/13 I5l1j= ivllN

14-W StB Wwsta-t-wstA
_ sty —6
"V syj@ai

W ostatniej formule trzeba wzieé znak 4- albo mniej, wedtug
jak dany bok h jest mniejszy albo wiekszy od éwiercianu.
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Drugi przypadek. Majac dane dica boki b i ¢ kata prostego,
wyrachowa¢ a i B, C.
Trdjkat jest oczywiscie zawsze mozebny, i formuta

dosa = dos6 dosc

daje przeeiwprostokatne a.
Do wyrachowania katow B i G uzyje sie formut
_styft styc
styB wstc yG wst6
Jesli przedwprostokatna a jest zle wyznaczona przez swojg
dostawe, trzetia najpierwej wyrachowac kat B albo C, po
czem otrzyma sie a przez jedng z formut
dota = dotcdosB albo dota = dot6dosC.

Trzeci przypadek. ZNAajac przeeiwprostokatne a ikat pochy-
ty B, wyrachowa¢ b,c i C

Formuty

wsto= wstawstB, styc= styadosB, styC= -j—m

rozwigzujg zagadnienie, ktore jest zawsze mozcbnc, i ma tylko
jedno rozwigzanie; bo bok b, otrzymany przez wstawe, powi-
nien by¢ lego samego gatunku co wiadomy kat B.

Jesli bok b jest Zle wyznaczony przez swojg wstawe, trzeba
najpierwej znalez¢ c albo G, ipotem wyrachowa¢ b przez
jedng z formut

sty6 = wstcstyB, styi= styadosC.

Czwarty przypadek. Majgc dany bok b kata prostego i kat
przylegty C, wyrachowa¢ a, c i B

Szukany trdjkat jest zawsze mozebny, i niewiadome otrzy-

mujg sie przez formuty
stya = , Styc= wstbstyC, dosB— dosiwstG.

D

dosG
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Ale ket B moze by¢ Zle wyznaczony przez swoje dostawe;
dla uniknienia tej niedogodnosci, trzeba najpierwej znalezé a
albo c, i potem wyrachowac ket B przez jedne z formut

dotG _ styo
BB osar VBT st

Piaty przypadek. Majgc dany bok b i kat przeciwlegly B,

wyrachowa¢ a, ¢ i C.

Jesli trdjket istnieje, mozna szuka¢ niewiadomych biorec

formuty

wsta = wsth wstc = styo wstC doso

wstB ’ styB’ dosB ’
Ale lepiej jest uzy¢ nastepujacych:

(*ro  a\ _ Isty|(li b)
y\ 2/~ V sty|(B-t-6) ’

°-6 = =+ ly.st| B~
SWEs™-5= = gL
sty M5°—| cj = + \Jsty|(B-+-6)styi (B—h) m

ktére wyznaczajg trzy niewiadome przez ich styczne.

Te dwa ukfady formut daje dla kazdej niewiadomej dwie
wartosci' spetniajgce. Wiec zagadnienie moze og6lnie mieé
dwa rozwiazania, i trzeba wiedzie¢ ktére ze znalezionych war-
tosci powinny iS¢ razem. Przede wszystkiem wartosci dla ci C
musze by¢ tego samego gatunku. Co do przeciwprostoketnej a;
poniewaz w trojkecie sferycznym prostoketnym wszystkie
trzy boki se mniejsze od ¢éwiercianu albo tylko jeden, zatem:

jesli b <£, trzeba wzie¢ wartosci dla a i ¢ obie mniej-

sze albo obie wieksze od ¢wiercianu; jesli za$ wtedy



ROZWIAZYWANIE tréjkatéow sferycznych 243

wartosci dla a i e powinny by¢ jedna mniejsza a druga wie-
ksza od ¢wiercianu.

Ale, w szczegdlnym przypadku gdy li — b, formuty dajg dla
kazdej niewiadomej jedng tylko wartos$¢

wsta = wste= wstG= 1, zkad a—c— C= 90°%

wtedy trojkat dwojprostokatny jest jedynem rozwigzaniem za-
gadnienia.

Zobaczmy teraz pod jakiemi warunkami zagadnienie jest
X mozebne. Niech bedzie najpierwej troj-

kat sferyczny ABC majacy kat B ostry.

Poprowadzmy koto wielkie DED' prosto-

padie do Srednicy BB'; to koto przecina

boki tréjkata ABC, przedtuzone jesli

trzeba, w punktach D, E, P. Punkt P

jestbiegunem boku AB, atuk DE miarg

kata B. Owoz, PD= PA, i w trdjkacie prostokagtnym PCE
PE<PC; ztad wynika DE > AC. Wiec, w tréjkacie sfery-
cznym prostokagtnym BCA majacym kat B ostry, jest B> b.
Przeciwnie, w trjkacie sferycznym prostokatnym BCA' maja-
cym kat B rozwarty, jest B < b. Te warunki konieczne s3 do-
stateczne ; albowiem, jesli kat B tego samego gatunku co bok
przeciwlegty b dopetnia tych warunkéw, mozna zawsze wy-
znaczy¢ wierzchotek C kreslagc mate koto zbieguna P tuku BA,

promieniem sferycznym PC= ~—b albo PC= "~ -mb

wedtug jak kat B jest ostry albo rozwarty.

Jest dwa rozwigzania; figura jasno pokazuje ze dwa trojkaty
ACB i ACB' zado$¢ czynig zagadnieniu. Ale, gdy B=b, te
trojkaty sa rowne i tréjkat dwojprostokatny BDE jest jedy-
nem rozwigzaniem.
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Szésty przypadek. Majac dane dwa katy pochyle B i C,
wyrachowac trzy boki a, b, c.

Istnienie trdjkata sferycznego wymaga zeby summa trzech
katéw miescita sie miedzy dwoma i szeScioma katami pros-
temi, i kazdy kat powiekszony dwoma prostemi byt wiekszy
od summy dwoch innych. Ztad wynika ze, w trojkacie sfery-

cznym prostokatnym ABC w ktérym A=£, powinno by¢

y > ,j+c>8 1 B~ G<r

przypuszczajagc B>

Jesli tym warunkom koniecznym zado$¢ uczyniono, zaga-
dnienie ma jedno tylko rozwigzanie.

Niewiadome wyrazajg sie przez formuty

= H= N -A = oY
dosa= dotBdotC, doso welc! dosc st&,

ale do rachunku lepiej jest uzy¢ nastepujacych :
—dos(B+C)
v/ dos(B—C)
sty|=y/W - U7sty

sty| = \fsty (2+£-4B«).ty (E=* + «&)

ktore potrzebujq tej samej liczby logarytmow, i dajg przybli-
zenia zawsze dostateczne.

Uwaga. W rachunkach logarytmicznych linij trygonome-
trycznych, zdarza si¢ nieraz pewna trudno$¢ ktorg uprzatnaé
powinnismy. | tak, na przyktad w pierwszych formutach,
niewiadoma « jest dana przez dostawe. Owoz, jesli ta dostawa
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jest odjemna, nic mozna do niej stosowa¢ logarytméw. W ta-
kim razie trzeba wzig¢ spetnienie tuku a, i szuka¢ dos(-*—a)
ktora bedzie dodatna i wyrachuje sie przez logarytmy; znajac
warto$¢ =—a, tatwo z niej wyprowadzi¢ niewiadome a.

Jesli trzeba wyrachowac warto$¢ dosG = stya a oba tuki

a I b sgwieksze od ¢wiercianow, wtedy do$¢ wziec styczne
spetnien tukdw a i b- tym sposobem, nie zmieniajac bynaj-
mniej wartosci dosG, uczyni sie mozebnym rachunek loga-
rytmiczny.

200. Nim przedsiewezmiemy rozwigzywanie tréjke £owsfery-
cznych jakichkolwiek, wytozymy najpierwej formuty Delambra
i Nepeka, dowodzenie oprzemy na naslepujacem zagadnieniu.

W ijznaczy¢ kat trédjkata sferycznego w funkcyi trzech bokéw.

Szukajmy naprzyktad keta A. Pierwsza z fundamentalnych
formut daje
dosa — dos6dose
wstowslc

Owoz, wstiA = yll_.TQQ_S_A i hosa= y/1 t_cjo_g,_é_\

dosA

wiec, podstawiajac, bedzie

S /WSthStC -f- degidasc— dosa
S2 2wstbwste

\yuvs’tf-f-c-— wsthC g_ ¢
wstbwstc

;stb Wstc — doso dosc -+ dosa
dos§A=V ~ 2wstowste

a-+-b-\-c b+c—a
st wst
N/ A

wsto wstc

«
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zked, czyniec a-t-6-F-c = 2p, wynika

/wst(p—6)wst(p — r)

* ki A —
1A IV wsté wstc
/wstp wstfp—a)
AN —
@ dos™A = tV wstowstc
Vsty|A =t /wst(p—6)wst(p—C)

V  wstp wst(/j—3a)

Prosty przemiany liter, wywodzi si¢ z tych formut trzy po-
dobnedlaketa }B, i takze trzy dla keta e ; we wszystkich
pierwiastnik powinien by¢ wziety dodatnie, albowiem linie
trygonometryczne ketdw ostrych -1A, JEB, 1C se wszystkie

dodatne.

Uwaga. Z mnozenia miedzy sobe dwéch pierwszych ré-
wnaf (1) wynika nastepujaca formuta nieraz uzyteczna,

WStA= wst/JwsU \/'vstP wst (p—a) wst (p—b) wst (p—c)
2A
wstowstc

nazywajac A pierwiastnik \\vstp wst [p—a) wst(p—0) wst(p—c)

FORMULY DELAMBRA.
201. W formutach

WStE(AI’hB) —Ws£i AdosZ-B * dosz"A WSté\ B,

dos(AxB) = do§~Ad025IquwsztiAW52tiB,
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zastagpmy WSt-A | dosi-A, WSt:-LB i dos}B przez ich war-
tosci w funkcyi bokéw, dane w poprzedzajgcym numerze;
bedzie

wstifAzhBI = 'vst™~/>)twst(p—) [ wst/jwst(p—
' wstc wstawst*

do- 4fA+B+ —wst/) + Wst (p~ O\, Ayst(p- a) Wst(/—/)
V wstawsto

zled, biorec osobno kazde ze czterech formut, i zamieniajac
summy na wieloczyny, otrzymujemy

2wstrdos-—-dos-C

WSti(A-+-B) — ----- - el
2dosswst- -dos

Wstll(A—B)_ S? ............. ~

WStC

2dos™d"v/sk-wstic

d05|1(A+B) ....... Q_ _____ 6 té_

2 wete

2wstNirdos-wst-C

d03|(A—B) =3 (RS j

wstc
Te réwnania, uproszczone za pomoce formuty

wstc:2wst-lc dosi-c, daj§ nastepujace formuly Delambra

wst|(A --B)  dos *(a—bh)

dos{G dos™c
wsi(A —B) wsti(@—b)

dos|C wstfe
dosJ(A-t-B) dosf(a-t-£)

WStAC dos-jC

dosi (A—B) wst4-(a-4t>)
wst{C wst|c
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Uwaga. Jesli, w trojkacie sferycznym ABC, przedtuzymy
dwa boki jednego kata az do ich spotkania, na przyktad
boki AB i AC kata A az do punktu spotkania A, utwo-
rzymy trojkat BCA' ktory sie nazywa spetniajgcym, troj-
kata ABC. W trdjkacie BCA, bok BC—a, RA'—i:—c¢,
CA= tw—b; katCBA'= t—B, BCA= r—C. Otdz, za po-
mocg tréjkata spetniajgcego BCA' pierwsza formuta Delambra
daje czwartg a druga trzecia.

Formuly Delambra przypisujg blednie Gaussowi.

ANALOGIE NEPERA.

202. Jesli z formut Delambra wyrugujemy po kolei

przez trzecig i drugg przez czwartg, potem czwartg przez trze-
cig i drugg przez pierwsza, znajdziemy cztery nastepujgce
proporcye, znane pod nazwiskiem analogij Nepera.

sty| (A-+B)
__wstefn—h)
; styl(A — e a:?)dot C
® dosj(A-Bl: e
sty| (0+4)= gos|(A +B) ' 2
wst‘*(A—B) ¢
wst4(A-i-B) ‘2

Kazda z analogij Nepera zawiera tylko pie¢ czesci trojkata
sferycznego, gdy tymczasem kazda z formut Detamora zawiera
je wszystkie szes¢.
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Uwaga. Drugaproporcya Nepera cCzyli analogia jest podo-
bna do formuty n° 120. Ta proporcya daje pierwszg przez troj -
kat spetniajagcy BCA'; dwie ostatnie wywodzgsie z dwdch pier-
wszych przez Lrojkyt biegunowy.

Nie trudnoby nawzajem zanalogij Nepera Wyprowadzi¢ for-
muty Delambra.

ROZWIAZYWANIE TROJKATOW SFERYCZNYCH JAKICHKOLWIEK.

203. Rozwigzywanie trdjkatow' sferycznych jakichkolwiek
moze sie czasem uskuteczni¢ przez trojkaty prostokatne.

| tak. 1° Jesli miedzy danemi czeSciami trojkata sferycznego
jest bok rowny 90°, kat odpowiedajacy w trojkacie bieguno-
wym bedzie prosty; i nadto, bedg wiadome dwie z pieciu in-
nych jego czesci. Wiec bedzie mozna fatwo rozwigzac ten tréj-
kat prostokatny, iz niego wyprowadzi¢ niewiadome czesci za-
danego trdjkata.

2°. Jesli miedzy danemi czesciami tréjkata znajdujg sie dwa
boki a i fi rowne, albo dwa katy A i B takze rowne; wtedy
prostopadta CD, spuszczona zwierzchotka C na bok AB dzie-
li ten trojkat na dwa prostokatne symetryczne CDA i CDB;
w kazdym z nich, oprdcz kata prostego, wradonie sg dwie cze-
§ci. Rozwigzawszy jeden z tych trojkatéw prostokatnych roz-
wigze sie temsamem zadany.

3°. Jesli miedzy danemi cze$ciami znajduja sie dwa boki aib
spetniajgce, albo dwa katy A i B speiniajace, przedtuzajac
boki a i ¢ az doich spotkania B', utworzy sie troéjkat CAR'
rownoramienny w ktorym bok GA=CB', ikat CAB'=B'=B.
Wiec, na mocy tego co poprzedza, rozwigzanie trojkata CAB
daje rozwigzanie trojkata zadanego.

Trojkaty sferyczne jakiekolwiek przedstawiaja, miedzy bo-
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kami i katami, dwadziescia zagadnien, ktérych rozwigzywanie
przywodzi sie do szesciu nastepujacych przypadkow.

204 Pierwszy przypadek. I\/IanC danetrzy b0k| a, b, C, Wy'
rachowa¢ trzy katy.

Ket A jest wyznaczony przez formute

dosa —dosidosc
wstéwstc

Ale, poniewaz ta formuta nie jest wyrachowalna przez loga-

rytmy, wywiedziono z niej inne, temu rachunkowi dogodne.
ktore juz znamy, tojest:

WStAA — /wst (p—b) wst (p—c)
' wstéwstc

/wstp wst(/>—a)
do4 A=Y wstbwstc

[ wst(p—b)\sl(p—0)
std A=Y  wst/Jwst(/>—a)

Powyzsze formuty se podobne do tych ktéresmy w trygono-
metryi prostolinijnej otrzymali, z te réznice ze tu zamiast bo-
kéw i potobwodu se ich wstawy. Z tych formut otrzymuje sie
zaraz trzy inne do rachunku keta B, i takze trzy do rachunku
keta G.

Jesli chodzi o wyrachowanie trzech ketéw trojketa, trzeba
uzy¢ stycznej; bo jej formuta wymaga tylko czterech logaryt-
moéw dla wszystkich trzech ketow, i daje zawsze dostateczne
przyblizenie.

Uwaga. Dyskutujec te formuty, jako w trygonometryi pros-
tolinijnej, nie trudno znalez¢ ze, dla istnienia tréjketa sfery-
cznego majecego trzy dane boki, trzeba i dos¢ jest zeby summa
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tych bokéw byta mniejsza od 2ir, i kazdy z nich byt mniejszy
od summy dwoch innych.

Mozna takze skroci¢ rachunek katow trojkata sferycznego
przez styczne, dziatajac jako w trygonometryi prostolinijnej.
Jakoz, mamy

_tvi *_ i . [ wst(p— a) Wsi.[p— b)wst(p * j_
y2  wst(>—)V wstp
j.eé'li wiec uczynimy y/VEt()Z-_-@)-\A—’St(/H)W-S}@:Q)— styr,

oznaczajagc przez r promien sferyczny kota wpisanego jako
pozniej zobaczymy, bedzie

1. styr , 1P styr N styr
*>jA= s 5=1" stl2zc= A

Tym sposobem rachunek logarytmiczny znacznie sie uprosci.

205 Drugi przypadek. Majqc dane dWa b0k| a, b | kqt Za-
warty G, wyrachowac c, i A, B.
Formuty (3) nm 194 wyznaczajg katy A i B.

dot« wsté —dos6 dosG

dotA =
° wstC
dotB = dot6 wsta — dosa dosC
wstC

Mozna, za pomocg kata positkowego, przeksztatci¢ formuty na
wyrachowalne przez logarytmy. | tak, biorgc pierwszg i czynigc

dota= dosCdoto czyli  styp= styadosG,
znajdziemy

A= -tyCwst? m
(“ WA W
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Ten rachunek kata A wymaga pieciu logarytmow. O wicie
jest prosciej uzy¢ dwdéch analogij Nepiera:

stVj(Am dosh(a -4-6) 2

i hon _ Hy - wstifa—Dh)
styg(A b= Wi')rll4h\dotln.

ktore daje i(A-t-B) i I(A—B), azatem A i B

Znalazszy katy A i B, moznaby szuka¢ boku c przez pro-
porcye

wstc wsta _
wstC  wstA”’

ale pewniej jest wyznaczac len bok przez jedng z dwdch osta-
tnich analogij Nepera.

Jesli chcemy znalez¢ wprost bok e, nie przechodzac przez

katy A (i B, zwlaszcza gdy potrzebujemy samego tylko boku c,
trzeba wzig¢ formute

dosc = dosadosi -t- wsta wst6 dosC

i, postugujac sie katem positkowym ® uczynié

wstadosC = dosastyp  albo  sty®= styadosC ;
podstawiajac te wartos¢, bedzie

dosados [b—@® _
dosep

formuta wyrachowalna przez logarytmy.

Zdarza sie czasem zc bok c jest Zle wyznaczony przez swoja
dostawe; w takim przypadku trzeba najpierwej wyrachowac

) dosc =
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katy A i B, po czem bedzie mozna otrzyma¢ bok e przez
styczne. Jakoz, dzielgc formute

WSIG WStrt

wtc =
WStA

przez formute (2), znajdujemy réwnosc]

__wstC stv« dosep
SAL  wstA dos(6—y)
\
ktora, podzielona przez formute (1) i uproszczona za pomocg

rownosci  sty®= styadosC, daje ostatecznie

sty(i—?)

stye= dosA

206. Trzeciprzypadek. Majgc danedwa boki a,b i kat A
przeciwlegly pierwszemu, toyrachowa¢ c i B, C.

Ket B wyrachuje sie przez formule

wstoOwstA.
WSta

wstB

po czem, najlepiej bedzie wyznaczy¢ kat C i bok c przez
analogie Nepera, biorec na przyktad drugg i czwarty :

1p _ wstH« —i)doti(A —B)

m2° wst | {a -+ b) ’
. 1£ __\vst|(A 4- B)sty-]-(«—Db)
‘2 wstf(A—B)

Aby szukany tréjkat istniat, log wstB znaleziony za pomoca
tablic musi by¢ mniejszy od 10 a najwiecej réwny 10; jesli
tak jest, wstB wyznacza dla kata B dwie wartosci spetniajace.
Owoz, w trdjkacie sferycznym, mniejszy z dwdch bokdw jest
przeciwlegly mniejszemu katowi, i nawzajem; ztad wynika ze
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roznice a—b i A—B maje te same znaki. Wiec trzeba od-
rzuci¢ wszelka warto$¢ kata B ktora nie nadaje réznicy A—B
znaku roznicy a— b. Ten warunek konieczny jest dostate-
czny; albowiem, kazda wartos¢ kata B, dopetniajaca warunku,

daje sty-C i sty- obiedodatne, atemsamem kat Gi bok c

takie jakie by¢ powinny. Dowiedziemy zaraz ze istnieje troj-
kat sferyczny majacy znalezione czesci B, G, c i dane a, b, A
W samej rzeczy, mozna zawsze zbudowac trojkat sferyczny
majacy dwa boki a, b i kat zawarty G. Nazywajac ¢, A, B'
trzy inne czesci tego trdjkata, bedzie

.1, wst;(a—b)
h'2 wst-J-(a + b)sty (A'—Bj

Owoz, poprzednio znalezlisSmy

wst™ia — /)
2 wst, [a-t- b)sty"(A—B)’

W tym samym trdjkacie mamy takze

wstA'__ wstB'
wsta  wst6’
zkad
styl(A" BY)_sty{(a-f-b) _
styi (A —Bj —sty| @a—b)’

ale rachunek kata B daje
wstA  wstB
wsta  wstd

zkad
stylfA  B)_ styi(a-+b)
sty| A—B) sty|(a—hb)
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Z tych réwnali, poniewaz A—B= A—B, wynika

A'-t-B'= A+ B.
Wiec
A'=A i B'=B
Nadto
wiec €= c.

207. Dyskussya. Sg przypadki w ktoérych, nic szukajac
kata B, mozna wiedzie¢ czy zagadnienie jest mozebne i ile ma
rozwigzan; nastepujgca dyskussya wskazuje do tego sposéb

Na sferze wykresimy wielkie kolo AB; zrobmy kat BAG
rowny danemu A, wézmy bok AC= Q i przedtuzmy go az
do przeciecia A’ z okregiem AB; po czcm, z punktu C jako
bieguna i promieniem sferycznym réwnym bokowi a, nakresl-
my luk kola, ktéry spotka pétokrag ABA' w dwdch punktach
albo tylko w jednym, albo nie spotka w zadnym. To pokazuje
ze zagadnienie moze mie¢ dwa rozwigzania, jedno tylko, albo
nie mie¢ zadnego. Owoz, z punktu G spus¢my na okrag AB
obie prostopadie sferyczne GD i CD. Wiadomo ze, w tréjka-
cie sferycznym prostokgtnym AGD, bok DC kata prostego D
jest mniejszy albo wiekszy od ¢wiercianu, wedtug jak kat prze-
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ciwlcgly A jestostry albo rozwarty; wiec, w pierwszym razie
prostopadta CD jest najmniejszym lukiem, a za$ w drugim ta
prostopadta jest najwiekszym Jukiem kola wielkiego jaki z pun-
ktu C dopotokregu ABA' poprowadzi¢ mozna. Na tej prostej
uwadze opiera sie cata dyskussya zagadnienia; dos¢ tylko roz-
roznié trzy przypadki.

1°. Jesli bok a jest zawarty, miedzy bokiem h ijego spetnie-
niem x —b, zagadnienie ma zawsze jedno rozwigzanie, jakikol-
wiek jest kat A Albowiem okreg, nakreslony z punktu C jako
bieguna i promieniem sferycznym a, przecina jeden z tu-
kow CA albo CA' i przedtuzenie drugiego; wiec przecina
potokrag ABA' w jednym punkcie i wyznacza tréjkat sfery-
czny.

2°. JeSlibok a niejest zawarty miedzy b i x —Ii, i nie jest
tego samego gatunku cokat A, zagadnienie jest niemozebne. Jakoz,
przypuszczajac bok a wiekszy od b iod x—Db, albo réwny

wiekszemu z tych dwoch tukow, musi byé a> *; przypusz-
czajac przeciwnie bok a mniejszy od b i od r —b, albo ro-

wny mniejszemu z tych tukéw, musi by¢ a<”. Wiec, gdy

kat A<”, prostopadta CD<”, ale bok wtedy

bok a, wiekszy od pochytych CA, CA' itemsamem wigkszy
od prostopadtej mniejszej CD, nie moze mie¢ spodka na pot-

okregu ABA'. Gdy kat A > *, jest takze CD>", ale a<”;

wtedy bok a, mniejszy od pochytych CA, CA' i temsamem
mniejszy od prostopadiej wiekszej CD, nie ma spodka na pot-
okregu ABA' Nareszcie, gdy A= jj, bok a jest mniejszy
albo wiekszy od obydwoch prostopadtych CA i CA, albo

rowny jednej z nich; wtedy spodek boku a znajduje sie oczy-
wiscie na okregu ktéry nic przecina kota wielkiego AB, albo
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je spotyka w jednym tylko z dwdch punktow A, A. Z lego
wszystkiego wynika ze, jakikolwiek jest kyt A, szukany troj-
kat nie istnieje.

3°. Jeslibok a niejest zawarty miedzy b i r.— b, alejest tego
samego gatunku cokat A, zagadnienie moze mie¢ dwa rozicigzania
albo tylkojedno, albo nawet nie mie¢ zadnego. Jakoz, przypusz-

czajac i a<-—b bedzie a<£, i A<” ponie-

waz z zatozenia kyt A jest tego samego gatunku co bok prze-
ciwlegly; wtedy CD jest prostopadty mniejszy. Przypuszczajyc

za$ a>b i a>i:—b bedzie a>g, i A>""; wtedy CD jest

prostopadly wiekszy. Wiec, jesli bok a, w pierwszym razie
mniejszy od pochytych CA i CA! jest wiekszy od prostopa-
dtej mniejszej CD, aza$ w drugim razie, jesli ten bok, wiekszy
od pochytych CA i CA’ jest mniejszy od prostopadiej wie-
kszej CD, okryg nakreslony z punktu C jako bieguna, pro-
mieniem sferycznym a, przecina potokryg AB'A" w dwoch
punktach B, B' réwno oddalonych od spodka D, i dwa tréj-
kyty ACB, ACB' rozwiyzujy zagadnienie. Ta okolicznos¢ sta-
nowi tak zwany przypadek watpliwy.

Gdy bok o, mniejszy albo wiekszy od obydwdch pochytych
CA i CA, jest rowny prostopadiej sferycznej ktora odpo-
wieda kytowi A, wtedy trojkyt prostokytny ACD jest jedy-
nem rozwiyzaniem zagadnienia.

Nareszcie, gdy bok a jest mniejszy albo wiekszy od oby-
dwoch prostopadtych sferycznych, zagadnienie jest niemo-
zebne.

Wielkos$¢ prostopadiej sferycznej CD otrzymuje sie tatwo
przez trojkyt sferyczny prostokytny ACD, w ktérym

wstCD = wstowstA.

Wiec
wslB — WstCD

17
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Ostatnia formuta pokazuje ze, w obecnym przypadku, liczba
rozwigzan zalezy od liczby wartosci kata B ktore dajg ro-
znice A—B ze znakiem roznicy a—b.

Do tego paragrafu naleze dwa szczeg6lne przypadki a— b
i a= z2—b, z kagtem A tego samego gatunku co bok a.
W pierwszym z tych przypadkéw tréjkat rGwnoramienny roz-
wigzuje zagadnienie, w drugim trojkat majacy katy A i B
spetniajace. Ale,gdy szukany trojkat ABC jest rownoramienny,

sty-lc i sty9 przedstawiajg sie w ksztatcie symbolicznym 9.
Zeby znalez¢ ich prawdziwg warto$é, dos¢ wziaé trojkat pros-
tokatny ACD, w ktdrym (197)
1
dosa= dotAdot-C, zkad dotlc = dosastyA;

dosA = dotasty” zkad sty(-g: styadosA.

Nakoniec, trzeba uwazac przypadek osobliwy a= ©&—6=",

w ktorym, jesli kat A jest prosty trdjkat jest dwdjprostoka-
tny i zagadnienie niewyznaczone; ajesli kat A jest pochyly
trojkat nie istnieje.

208. Moznaotrzymac wprostkat C przez rownanie (nul94)

dotawstd = dosé dosC -t- wstC dotA
albo

dosC -i- wstC~"- = dotastyo,

biorgc tylko kat positkowy <€taki zeby

dotA
D =
Sty dosé
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Podstawiajac te wartos¢, mamy

dosG dos? -+ wstCwst? = dota sty¢ dos?
albo

dos(G—?) = dotastybdos?.
Ta formuta wyznacza G—o, zkad C.

209. Jesli chcemy znalez¢ takze wprost bok ¢, trzebawziac
réwnanie
dosa— do$¢ dosc -+ wsti wstc dosA
albo
dos6(dosc -+ wstc styi dosA) — dosa,

i uzy¢ kata positkowego g, czynigc
styA= sty0dosA;

kat <} bedzie mniejszy albo wiekszy od 90°, wedtug jak wie-
loczyn styddosA jest dodatny albo odjemny.
Z podstawienia kata A wynika

— dos(c-*) = dosa,
zatem

dos(c-~ = " satlost.

Ta formula daje warto$¢ c—A, zkad c.

210. Uwaga. Jedli, w tréjkacie sferycznym ABC, spusci-
my z wierzchotka C proslopadie sfe-
ryczng CD na AB, bedzie kat ACD=cp,
i odcinek AD='j/.

Jakoz, w tréjkacie sferycznym ACD
prostokatnym przy D, mamy

dos6= dotAdotACD; ztad styACD sty?
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Podobnie

dosA —dotostyAD ;  ztad  styAD = sty6dosA = sty{.

Teraz uwazajmy ze kgt BCD=C —?, i odcinek BD=c—i,
a trojkat prostokatny BCD daje

dosBCD = dota styCD, i dosn=dosBDdosGD.
Owoz, w trdjkacie prostokatnym ACD,
dos?= styCD doti i dosi = dosCDdos";

wiec, podstawiajgc wartosci styCD i dosCU wyciagniete
z tych dwdch rownan, znajdujemy

dos(C—9)= dotasty6dos? i do$(c—t)—~" .

To pokazuje ze dziata¢ przez katy positkowe ? i | jestto
rozwigzywac tréjkaty prostokatne ACD i BCD, na ktdre
prostopadta CD rozkiada trojkat sferyczny ABC. Ale uzycie
katdw positkowych wymaga zwykle wielu logarytméw, i jest

wtedy korzystne gdy trzeba wyznaczy¢ wprost jedng tylko
z szukanych czesci tréjkata.

211. Czwarty przypadek. Majgc dane dwa katy A, B i bok
zawarty c, wyrachowa¢ a, b i C.

Najprosciej jest wyznacza¢ boki a i b przez analogie Ne-

pera,
_ dosiA — . C
St?i@ +h= dos iA"T %V-J‘Z

1, »  WstilA—B) . ¢
Stys(»- »)= ™ 4 [aT b) tya'

Po czem, wyrachuje sie kat C przez jedng z analogij Nepera,
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na przyktad przez drugg

Av*r _ wsH(a—6)dot-|(A—B)_
‘2 wstj(a -+b)

Ale, jesli chodzi o wyrachowanie samego tylko keta G
trzeba wzie¢ formute

dosC = wstA wstB dosc — dosA dosB,

i wyznaczyC¢ ket positkowy < taki zehy

wstB dosc = dosB dot?, zked doto = styB dosc;
zatem
dosBwst(A —?)

dosC =
wst?

Mozna takze wyrachowa¢ wprost bok a albo b, biorec
przyzwoicie jedne z formut (3) n° 194, i postugujec sie ketem
positkowym, jako$my to juz widzieli.

212. Piaty przypadek. Majgc dane dwa katy A, ISi bok a
przeciwlegly pierwszemu, wyrachowa¢ b, ¢ i C,

Bok b otrzymuje sie przez formute

wsta wstB

wsté =
WStA

ktora daje dla b dwie wartosci spetniajace.
Po czem, otrzyma sie ¢ i C przez analogie Nepera

¢ _ wstf(A -+B)styi(a —b)
s"2 wsti(A —B)

wsti(a —/z)doti(A—B)

style: wst}(« + b)

Jesli chcemy mie¢ wprost bok ¢, trzeba wzie¢ formute

dotawste= dosc dosB -+~ wstBdotA ,
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albo
dota wstc — dosc dosB = wstB dotA
i uczynic dota = dosB dot<p;
bedzie
AN (wstedos? —doscwst?) = wstB dotA
zked

wst (c— ?) — styB dotA wst?.
Do wyznaczenia wprost keta G uzyje sie formuty

dosA = wstB wstC dosa — dosB dosG,
czyniec w niej
wstB dosa= dosBdoty, albo doty = styBdosa.

Po dstawiajec te wartos¢, bedzie

dosA= (wstC dostf — dosC wsty);
wsty

wiec

Uwaga. Ten przypadek, podobny do trzeciego, moze miec¢
dwa rozwigzania albo tylko jedno, a nawet nie mie¢ zadnego.
Dyskussya taka sama jak w trzecim przypadku do ktérego sie
zreszte przywodzi przez trojket biegunowy.

213. szesty przypadek . Majgcdam trzy katy A, B, C, wy-
rachowac trzy boki a, b, c.

Bok a jest wyznaczony przez réwnanie

dosA = —dosB dosC -t- wstB wstC dosa
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ktore daje
dosA -+ dosBdosC

dosa: wstB wstC

Zted, za pomocy wiadomych przeksztatcen, otrzymujemy

wstB wstC —dosB dosC—dosA
wstl = \/ 2wstB wstC

-dosA+B+Cdosg+C~ A
—dos(B-+-G)—dosA  \/ g

=\ 2wstB vhIE r wstB wstC
Podobnie
a 4/ WstBwstC -(- dosB dosC -+ dosA
2=V' 2wstB wstC
A—B+C, A-hB—C
dos-—- -----=dos------—-
v wstB wstC

Jedli, dla skrécenia, uczynimy A-t-B+C —u= 2S (%),
bedzie

AN|EG =+ S ®zxjpi:=|+ S-A, et
zatem

stS wst(A—S)
=V < wstB wstC

a__  /wst(B—S)wst(C—S)
d0§2 Vv wstB wstC '

Wrsti

Zked
,a__ | wstSwst(A—S)
*r2 V wst(B—S)wst(C—S)

Proste przemiane liter otrzymuje sie z tych formut szes¢

Liczba A-|- B-f-C—., oznaczona zwykleprzez 2S, nazywa sig
zbytkiem sferycznym, albo przewyzke sferyczny. snicaccwi w SWOjE)
Trygonometryi kulistej, nazwat je przepetnieniem,
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innych ktore stuzg do rachunku bokoéw b, c.

Uwaga.Te wszystkie formuly moga sie wywiesdz z pier-
wszego przypadku przez trojkaty biegunowe.

ROZMAITE WYRAZENIA ZBYTKU SFERYCZNEGO.

214.  Wiemy ze, jesli wzieto za jednos¢ powierzchni trojkat
trojprostokatny, i za jedno$¢ katowg kat obejmujacy tuk ré-
wny swemu promieniowi, powierzchnia trdjkata sferycznego
ma za miare zbytek sferyczny A+ B+ C—

Owoz, czynigc A+ 13-+C—n= 2§,

warto$¢ -1(A-r+-51): -n lr+-S—-C podstawmy w 1» i 2»

formute Delambra, bedzie

dosf-C— dosf;‘:p
\2 ! 9
©) d oszic dosi
WSi \ié C— ) dosaJZrA
@
wstC d0s2

Teraz, rownanie (1) daje
dcgo-e) doséG dos- ) mi0sy
dosflc-S dos’éC dos-T-t-gos-
albo, zamieniajgc summy na wicloczyny,

(3) Sty C__szyQS = Sfyp __a U.p__ b .
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Réwnaine (2) daje takze

Wsté‘C—wst ﬂc -s )) dos- —dosT
wst-C + wst| dos- + d o&\P
dc- s) 2 -
zkad
@) dot™p-sty| = sty|styfcE.

§ Wiec, mnozac stronami réwnania (3) i (i) i wyciagajac
pierwiastek kwadratowy, otrzymujemy

s ./, »V— —b . p—
®) Sty2 = v f 2astyID sth— %

Ta, jako mowia, elegancka formula(znaleziona przez Symona
Lhuiter, nNastrecza fatwy sposdb wyznaczenia powierzchni
Iréjkata sferycznego ktoérego wiadome sg trzy boki.

215. Jesli, zamiast mnozy¢, podzielimy stronami réwnania
(3 i (4), bedziemy mieli

. sty j fp—a) styHp—IA
S™MC-S) P sirz styAfp—9)

Wiec, wyciggajac pierwiastek kwadratowy i przemieniajgc
litery jedne na drugie, znajdujemy trzy wazne formuty :

slyi(A-S) = \J styj(p—o6)sty }(p—C) 1

sty ii>styi {p-ci)
(B.s)z § | SYi—msty{(p—9)
®  swie-s)= 5] TR

i(C—s)= vy /Sy {P—0)Styjky—h)
stylC—s)= v/ sty styj (>0
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Rozwigzujac cztery rownania (5) i (6), wzglednie do ilosci
sty2, sty~", sty”i, sty*j— otrzymujemy naste-

pujace formuty ktore takze s§ przydatne.

Y5\ Syl (a—9) styl (B—5)sty| (C—9)
etTP~a__. /styls styl (B—S)sty| (G—S)

v 'l 2V styl (A—S)
»—0 _ /sty \ Ssty|(A—S)sty|(C-"S)

e 2V sty|(B—S)
ztvP~c t Aty|S sty |[(A—S)sty|(B"S)

J 2 -V sty|(G—YS)

216. Zrozwir%iecia réwnan (1) i (2), wynika
dosS -t- styjz-CwstS= do(%sk: ,
dosS—dot-ZC wstS = dog%slc ]
zted, mnozec pierwsze rownanie przez dosZJ—C drugie przez
wst2*C, potem dodajec, wyrugujemy wstS i bedzie

dos” dos2~C-t-dos” wstdc
J J J t

dosS =
c

dos2

a jesli wyrazimy doszflC i wstZlC przez dosG, i za-
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mienimy summy na wieloczyny, znajdziemy

dos™dos™ —+ wstwst~dosC
@) dosS =
dos”-

Rugujac dosS ztych samych réwnan, otrzymamy podobnie

Wst-wst-zwstC
(9) wstS =
dos”

Moznatatwo wyrugowac¢ dosG i wstC z rownan (8) i (9);
dos¢ tylko pomnozy¢ oba wyrazy utamkow, ktére stanowig

drugie strony, przez dos” dos&\, i uzy¢ formut nru 191 i 200,

bedzie:
-+ dosa +dosb  dosc
10 dosS = -
9 03 2doseadosyodos|c
(H) »  Yhst/2wst(p—a)wst(y—6)wst(rf—)
W6 2dos-"a dos”6 dos|c

Te dwie formuly wyznaczajg powierzchnie tréjkata sfery-
cznego w funkcyi trzech bokow; pierwsza jest stosunkowa,
druga jest wyrachowalna przez logarytmy; ale obie nie sgtak
proste jak formuta Lhuilera.

Nie trudno teraz wyrazi¢ wst(A—S), wst(B—S), wst(C—S)
w funkcyi bokow. Jakoz, formuty nru213 dajg

WStS
sty§std  wst(A—S)’
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wiec, podstawiajac waetos¢ wslS znaleziong wyzej, i prze-
mieniajac litery jedne na drugie, otrzymamy

' _\Jwstp wst(p—a)wst(p - b)wst(p—o0)
ws () 2dostawstE4wst\c

(12) ) ..t/L gs_ Vwstpwst(p-a) wstjp—b)wstjp—c)
' A 2dos£6wst?awstfc

.o Wwstpwst (p—a) wst (n—b) wst (p—)
wst (C—S) 2dos|e wstjawst~d

217. Jesli podzielimy stronami réwnania (8), (9), wyrugu-
jemy dos”i i otrzymamy formule

(13) dols _doti'adoy\ii-+-dosC

wstC

ktora daje powierzchnie trdjkata sferycznego w funkcyi dwéch
bokdw i kata zawartego.

Z tej formuty wynika kilka waznych nastepstw:

1°. Dwatrojkaty sferyczne ABC, AB'G, majace kat réwny C
sg rownowarte jesli styczna potowy tukow zawierajacych ten kat sg

.a, b .a, b

odwrotnie proporcyonalne, to jest jesli )
Wrothie proporcy Jestjest sty2 styi.=sty 2 sty2 ¢

2. Trojkat sferyczny ABC, w ktorym dwa boki a i b za-
wierajgce dany kat C czynig summe a-\-b stalg, jest maxi~
mum gdy te boki sg réwne.

Jakoz, wedle formuty (13), maiimum powierzchni trojkata
ABC odpowieda wartosci minimum dla dolS; a poniewaz

kat C jest dany, do$¢ wiec zeby tylko wicloezyn dol"dotg
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byt minimum. Owoz ten wieloczyn réwna sie

a, b i a\b a—b aAb
tlogdosy  Cios® 5> h dos™° 2dos ¥
— = 1t
wst3 wst? dos® P gos?t® dos? P gos?F®
a ostatni wyraz, w ktérym  dosfl jest stata i dosa M -

zmienna, jasno pokazuje ze trzeba i do$¢ dla minimum dotS
zeby a— b. Co byto do dowodzenia.

3°. Aby zbudowa¢, z koleni C, trojkat sferyczny rowno-
ramienny CDE i réwnowarty danemu ABC, trzeba wzia¢

styij® $rednig proporcyonalng miedzy sty ™ i sty” e

PROMIENIE SFERYCZNE KO, OPISANEGO, WPISANEGO | ZAWPISANYCH.

218. Promien sferyczny kota opisanego. Niech bedzie O
biegun kota opisanego na trdjkacie sfe-
rycznym ABC; potagczmy go z wierzchot
kiem B kata wewnatrz ktdrego sie znajduje,

ispus¢my prostopadte sferyczng OD na
bok BC. Trojkat sferyczny prostokatny BDO
daje

dosOBD- styBD dotOB,;

albo, oznaczajagc przez R promien sferyczny OB, przez a
bok BC,

sty*dotR=dosOBD.

Aby znalezé kat OBD, uwazajmy ze trojkaty steryczne ro-
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wnoramienne OAB, OBC, GAC daja,

OBD= C—OGA
B—0OBD= A—OAG;

ztad, odciggajcie stronami, wynika

obd=5%|_"=" +s- a,

Na figurrze biegun O jest wewnatrz trojkata ABC; ale, gdy
ten biegun przypada zewnatrz, katy OCA i GAC majg oba
znak -t- i wyrazenie wartosci kata OBD zostaje to samo-

Podstawiajgc wartos$¢ kata OBD, znajdujemy formute

_ Sty™a
D YR = st (A—s)

ktora daje R w funkcyi jednego boku, kata przeciwlegtego
i zbytku sferycznego.

Jesli teraz zastgpimy wst(A—S) przez jej wartos¢ wskazang
w nrze 216, otrzymamy formute

2wst| awst16wst{c

styR= i
\Jwstp wst (/i—a) wst (p—Db)wst(p—c)

ktora daje R w funkcyitrzech bokdw.
Nnakoniec, jesli w formule (1) podstawimy za sty2 jej

warto$¢ znaleziong w nrz 213, bedziemy mieli formute

wstS
wst(A—S) wst (B—S) wst (G—S)

ktora daje promien R w funkcyi trzech katow.
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219. w niosek. Ztego co poprzedza wynika :

1°. dosOBC = wst(A—S), dosOAC= wst(B —Y9),
dosOAB = wst (C—S).

Te rownania pokazujg co katy A—S, B—S, G—S przed-
stawiajg w trojkacie sferycznym.

. a . b c
2», Sty2 Sty2 e Sty2
wst(A—S) = wst(B—S )~ wst(G—S )~ StyR'

220. Uwaga. Za pomocy formuty (1) poprzedzajacego nu-
meru tatwo sie dowodzi nastepujacego twierdzenia ktére po-
dat Lexell,

Miejscem geometrycznem icierzchotkow tréjkatow sferycznych spél-
nej podstawy i tej samej powierzchni jest okrag, ktory przechodzi
przez dwa punkta Srednicowo przeciwlegte skrajnosciom podstawy.

Niech bedzie ABC jeden z tréjkatow majacych zbytek sfe-
ryczny 2S staty; oznaczmy przez B' i C punkta srednicowo
przeciwlegte skrajnosciom B i C podstawy, przez 2S' zhytek
sferyczny trojkata ABC iprzez R' promien sferyczny kota opi-
sanego. Wiadomo z geometryi ze summa powierzchni dwoch
trojkatow sferycznych ABC, AB'C', wierzchotkiem przeciw-
legtych, rowna sie wrzecieniu ktérego katem jest A; ma-
my wiec

25-1-2S' = 2A, zkad A—S= S

Padstawiajac wartos¢ réznicy A—S w formule (1), bedzie

*a
Sty?2

tyR":
Y WstS

aponiewaz ilosci a i S sgstate, promien R' jest takze staty;
co dowodzi twierdzenia.
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221. Promienie sferyczne kot wpisanego i zairpisanyeh. Niech
bede F i Il punkta zetknie¢ kot wpisane-
go i zawpisanego; rozumujec jako w try-
gonometryi prostolinijnej, znajdujemy
AF—p —a, i All=p. Zatem

1°. Trojket sferyczny prostokatny AFK

daje (197)

WStAF = styKFdot-A

albo
styr = wst(p—a)sty AA’

nazywajec r promien sferyczny kota wpisanego.
1
Wiec, rugujec sty-A, bedzie
/wst [p—a) wst (p—b)wst(p-e) A _
L syr vy wstp wstp

2°. Jesli oznaczymy przez Ta rH, r*. promienie sferyczne
kot zawpisanych w kety A, B, G, trdjket sferyczny prosto-
katny AHL da

wstAH = styLHdot-A ,

albo
styra= wst/?sty-A;
wiec A
__ lwstpwst[p—b)wst [p—C)
@  styr«=y. wst (p—a) wst(p—a)
Otrzymamy tak samo
tvn= Iwstpwst(p—a)wst(p—Cc) A
sSyn=y, wst [p—b) wst(p—b)
A
styrc= A /wstp wst [p—o) wst (p—h)

wst (p—) wst(p—)
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222. Whniosek. Zlgd wynika

A —wstp styr = wst(p—a)styra= wst (p—b)styrj
= wst(p—<)styn.
Al—styr styr,, styréstyrc.
223.  Nazastosowanie rozwigzywania trojkatdw sferycznych
wezmy jeden przyktad liczebny.

Sn dane trzy boki
a= HO0°24'36", 48
b= 89°36" 2", 84
c= 44°12°48",76

wyrachowac katy A, B, C, i zbytek sferyczny.
PIERWSZA VETCDA

wst (p—a)wst (p—b) wst (p—)
wstp
p—*(a+b+¢)=422°1629'04  logwst(p—a)= 4,3130222
p—a= 41°5i'52'56 logwst(p— 6)= 1,7283142
p—b— 32°2026°,20 logwst (p—c)= 4,9905460

styr=

p—c= 78 410,28 —log wsip = 0,0728877
logwstp = 1,9271123 log sty5?— 4,1047401
logstyr=1,5523704

Rachunek kata A. Rachunek kata B.

ty Q v WstS(I B/ [a) *2 wsf(tgr—b)
logstyr = 4,5523701 logstyr = 4,5523701
logwst(p—a) = r,3130222 log wst (p—b) = 1,7283143
log sty JA= 0,2393479 logsty | B= 1,8240558

|A = 60°2 41,83 ifi = 33"41 56°,40

A= 120°0°23’,66 B=67°23'52",98
18
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Rachunek kata G.

lyic- tyr
sy2| WS%(%)/—C)

logstyr = 1,5523701
log\vst(p—c)= 4,9905160
logstyiC = 1,3618341

JG= 20°2’0', 397
G= 40°4'0",79

Rachunek zbytku sfery-
cznego 2S.

A=120° 323,66
B= 67°23'52',98
G= 40° 4 079
A+t+B G= 227°33'17,43

zkgd

2S= 47°33'17",43

DtIUGA] METODA.

a_ . Istyl(p—a)styi (p—b) styifp—)

{p= 6i° 814",32
i(h-a) - 5°33'36",28
A= 16°10'43",10
[((p—<)= 39° 2" 0", 14
logstyjp= 0,2387073

sty bp

logstyi (p-a)= 1,0166362
log stv{(p—b) =1.4623455
logsty|(p—¢)= 1,9089079

— logstyjp =1,7412927

logA2=2,1292023

log/i = 1,0646011

Rachunek zbytku sfery-
cznego 2S.

sty|S = Astyjp
log A= 1,0646011

log sty ?p = 0,2587073

logsty }S = T,3233084

$S= H°3319" 338
25 = 47if3317",43

Rachunek kata A.
Styi(A'S)_s:[yi](_p—ﬂ)
log A=1,0646011
logstyj (p—a)= 1 0166362
log sty AA—S) = 0,0479449
i (A—S)= 48°9'22",476
AA= 60°2'41",834
A= 120°5'23", 60
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Rachunek kata B. Rachunek lenta C.

W1 C\— n _
520§ sylo—n  VHC STayidho

Jogh= 1,0640011 log/<=7,0646011
logsty j (p—b)= 1,4623455 lossty| (p-c) =1,9089079
log sty| (B—S) = 1,6022556 logsty|(C—S)=1,1556932
|(B—S)= 21°48'37",H4 (C—S) = 8°8'41T032

IB = 33°41'56",972 JC= 20°2'0%390
B= 67“2352",94 C= 40°4'0',78

Sprawdzenie
i (A-S) -t-1(B-S) 4-1(C-S) +| S= 89°59'59",98
na mniej niz O,02.

ROZWIAZYWANIE TROJKATOW SFERYCZNYCH KTORYCH BOKI

SA BARDZO MALE WZGLEDEM PROMIENIA SFERY.

224. Gdy boki trojkata sferycznego sg bardzo mate wzgle-
dem promienia sfery, ten trojkat bardzo sie mato rézni od
trojkata prostolinijnego majacego boki tej samej diugosci.
Stawny Legendre dat wazne twierdzenie dotyczace takich
tréjkatdw i wielce uzyteczne w geodezyjnych dziataniach.

Niech bedzie na sferze promienia R trojkat sferyczny ABC;
jesli oznaczymy przez a, b, ¢ dtugosci jego bokéw odniesione
do jednosci linijnej' jakiejkolwiek, ten trojkat daje

dosi— dosb—do ¢
It IL°H
dosA —
b ¢
"Vlu " s,u

Ale mozna wyrazi¢ wstawe i dostawe W lunkcyi luku, za
pomocg szeregéw, o ktérych bedzie mowa w ksiedze 1V) zwa-
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zajac ze boki a, b, ¢ sg bardzo mate wzgledem promienia R.

i zaniedbujac potegi z - wyzsze od czwartej, mamy

a2 a'
dos”1 2R2 1.2.3.4R4

bl y

A —
dos™= 1 o4 1.2.3.4R}

c2 c*

U»4=5 RS+ 1.2.3.4R

b y
wstl It 1.2.3R3'"

o c3
WS R 1.2.3R3'"

Podstawmy tak przyblizone wartosci. Opuszczajac zawsze

potegi z £ wyzsze od czwartej,i znoszac spoiny dzielnik i,

otrzymamy
y+c5—a2 i4t-CA—at+G62c2
24R!
dosA:
be[ 1— 2+ €3
Git2)
- . //m
a jesli pomnozymy przez | 6R2 oba wyrazy utamka wy-

razajgcego drugg strone, i przestaniemy na potegach z Al

nizszych od czwartej, znajdziemy

_ 24sc2-+2a2c-+ 2a-l1r—as—bk—c2
dOSA= g 2obelV

Owoz, w tréjkacie prostolinijnym AB'G'" majagcym boki
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a (,r ikaty A, B, C, jest

Ft-es—ab | ,
obe :dosA',
e~k KRAk___ b RE_F
26%Cc*+ 2a*C fTﬁeGk a 6 C—WS'E*A'

wiec
dosA = dosA' _abc" wst!IA',

Uczynmy teraz
A= A -t-x

bedzie
dosA = dosA'dos.r — wstA'wste;

a poniewaz ket a jest bardzo maty, mozna wzie¢ dosx = |

i wsU = a, zbledem mniejszym od —; zatem

dosA= dosA'—dwstA'.

Porownywajec te warto$¢ dosA z wyzej otrzymang, wi-
dzimy ze
*= A"StA-.
Ale i2/icwstA' wyraza powierzchnie trojketa prostolinijnego
ABG; nazywajec S' te powierzchnie, mamy X= - ho

z btedem czwartego rzedu wzgledem

Wiec
A= At
R
G= G-z

3R2
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Jesli dodamy te réwnania stronami, uwazajac ze
A-tB 4 C =« -4-25i A-f- B -t-'C'=Tt, otrzymamy

K4-2S—TT
zkad wynika
S'= 2R,
z btedem drugiego rzedu wzgledem ]11

Podstawiajgc te wartos¢ S' w réwnania (1), znajdujemy
ostatecznie

A= A+ f
[o]
_ 2S
) B= B 3
9«
C=C"'4-n,
(0]

Oto6z teraz na czem zalezy twierdzenie Legendra.

Jesli boki trojkata sferycznego sq bardzo mate wzgledem pro-
mienia R sfery, "powierzchnia tego trojkata jest rowna, z bledem
drugiego rzedu wzgledem — powierzchni trojkata prostolinij-
nego majgcego boki tej samej dtugosci; a za$ katy trojkata sfery-
cznego sg rowne, z bledem czwartego rzedu wzgledem ; katom
trojkata prostolinijnego powiekszonym trzecig czescig zbytku sfery-
cznego.

225. Zobaczmy teraz uzytek twierdzenia Legendra w roz-
wigzywaniu trojkatow sferycznych na powierzchni ziemi.
Boki tych trojkatow sg dane w metrach, i wiadomy logarytm

romiema ziemskiego, logR = Iog.aE:6,8038801.
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Aby mieéws topn iach katy A, B, C, trzeba zna¢ w sekun-

dach liczbe

Owoz, poprzedzajaca jedno$¢ kitowa, to jest k™t obejmujacy
tuk kota réwny swemu promieniowi, wyraza sie w stopniach

rzez wiec liczba .. Zhacz — = AS,
P T Ve k2 y — 10R

nazywajac A spotczynnik 11(;)4%, Mamy logA= 9,2295437.

Nie trudno teraz rozwigza¢ nastepujace zagadnienia.
1°. Sg dane trzy boki a, b, c trojkata sferycznego.

Wyrachowawszy powierzchnie S' ikaty A', B, G trojkata
prostolinijnego majgcego- boki a, b, ¢ w metrach, otrzyma
sie katy A, B, C trdjketa sferycznego za pomocg formut (1).

2°. Sg dane dwa boki a, b i kat zawarty C.

1.
M S'=+ tC'; ale, C'=C = ,
amy -ai wstC'; ale, z przyczyny 3
wstG' rozni sie od wstC dopiero w wyrazach rzedu A;

mozna wiec wzie¢
S'— g')’ib wstC, azatem AS= 51; kab wstC.

Znajac AS, otrzymamy C przez trzecig formute (1); po
czem, rozwigzawszy trojkat prostolinijny w ktérym wiadome
sg czesci a, b, C, bedziemy mieli ¢ i A, B'; nastepnie for-
muty (1) dadzg katy A i B.

3. Sa dane dwa boki a, b ikat przeciwlegly A.

Mamy .
S' = - bWwstA (b dosA'dr sjg*—//wstA").

Uczyniwszy te formute wyrachowalng przez logarytmy, i
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zastapiwszy w niej A' przez A, bedziemy mieli] AS, i nastepnie
kgt A’ za pomocy pierwszej formuty (1); poczem, rozwia-
zawszy tréjkat prostolinijny z wiadomemi czesciami a, b, A',
wyznaczymy kety B i G przez formuty ().

4°. Sg dane dwa katy A, B, i bok zawarty c.

Mamy
__c*wstA'wstB'
2wst(A'+ B)’
ale mozna wzie¢
__c*wstAwstB
~2wst(A-t-B)’

Znajec AS, wyznaczamy A’ i B' przez formuly (!); a roz-
wigzawszy tréjket prostolinijny zwiadomemi czeSciami ¢,A',B’,
znajdujemy a, b, C, ipotem C.

5°. Sg dane dwa katy A, B i bok przeciwlegly a.
Mozna wyrachowa¢ S' biorec

c, aiwstBwst(A-t-B) _
2WstA ;

otrzymuje sie potem A' i B' przez formuty (1), i zagadnienie

przywodzi sie do rozwigzywaniatrojketa prostolinijnego z wia-

domemi czeSciami a, A, B.

Objasnijmy to co poprzedza jednym przyktadem liczebnym.
Niech bedg dane :
loga= 4,3678901 logh= 4,9876332 C= 120° 43'36',8

Znajdujemy logS'=9,1887019, dodajemy logA=9,2293437,
i mamy logAS' = 0,4182436; zatem AS= 2,Gl. Trzeba teraz
rozwigzac¢ trojket prostolinijny majecy boki a i b jako wyzej
i ket zawarty C= 120°45'34",19. W tym celu uzyjemy me-
tody wskazanej w n°® 128.
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logh= 49876532 log sty @—45°)= 1,6521660
Joga= 4,3678901 log dotAC' =1,7547661

logsty?= 04197631 logsty ‘(B —A) = T,4060321
®= 69°10'24", 03 KB'—Aj= 14°433",66

, |-(B"4- A) = 29°37' 12",90
‘(B—A)= 14°43° 3°,66
A= 14°34 9,24
B'= 44°20'16', 36
Do wyznaczenia boku ¢ trzeba wzigé formute c= Qws™ ‘.
WStA'
log« = 4,3678901
log wstG'— d, 7088004
— log wstA'= 0,3897694

log c— 4,8664396
c= 73329, 130

Wiec szukane czesci trjkata sferycznego sg

£= 73529"50 A= 14°54'6",63 B= 44°20'13",95.

226. Twierdzenie Legendra *moze stuzy¢ do rozwigzywania
trojkata sferycznego w ktérym dwa boki a i b roznig sie mato
od 180° przedtuzajgc albowiem te dwa boki az do ich spotka-
nia, utworzymy tréjkat sferyczny majacy dwa boki bardzo
mate 180°—a i 180°— b. Rozwigzawszy drugi trojkat, znaj-
dujemy zaraz czesci pierwszego.

Nakoniec, mozna zastosowac to twierdzenie do rozwigzywa-
nia trojkata sferycznego w ktérym dwa katy A i B mato sie
roznig od 180°; albowiem wtedy trojkat biegunowy ma dwa
boki bardzo mate ISO9— A i 180°—B.
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ZASTOSOWANIA TRYGONOMETRVI SFERYCZNEJ.

227.  Zagadnienie |. Znalez¢ objetos¢ rownolegtoscianu iv funk-
cyi trzech kraioedzi przylegtych i ich katow.

Niech bedg OA,0OB,0G trzy krawe-
dzie przylegte réwnolegtoscianu; na-
zwijmy /, g, h dhugosci tych krawe-
dzi, A, B, Gkaty dwdjscienne trojscia-
nu OABC, i a, b, ¢ jego Sciany. Jesli
z punktu G spuscimy prostopadte CH
na podstawe OABD, i prostopadie CK

na krawedz OA, kat CKH bedzie mierzyt kat dwojscienny A,
i trojkaty prostokatne CKO, CKH dadza

CK= Awsto, CH= CKwstA = hwsto wstA.

Réwnolegtobok OADB ma za miare /g'WstAOB = /jwstc.
Zatem objetos¢ V réwnolegtoscianu wyraza sie przez

Y — fgh wstAwstc wstA .
Owoz, trjscian OABC, odpowiedajacy trjkatowi sferycz-
nemu majacemu boki a, b, ¢ i katy A, B, C, daje (200
WstAwstc WstA = 2\/wst/i wst(/>—a) wst(/>—Awst(/>—e);
wiec szukana objeto$¢ réwnolegtoscianu jest
V= 2fgh \/wst/Jwst (p—a) wst (p—b) wstip—c),

albo (75)
Y = fgh \/l—dosa—dos*A—dossc-i-2dosa dosA dosc .

228. Whiosek. Piramida trojkgtna OABC jest sz0stg czes-
cig rownolegtoscianu OADBC; wiec objetos¢ piramidy tréjka-
tnej, iofunkcyi trzech krawedzi przylegtych i ich katow, jest

V= 2 fgh \jwst/iwst{p—a)wst[p—b)wst[p—c0) i
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albo

V= j;fgh V1—dosa—dos2—dosZ-t- 2dos« dosfy dosc.

229. Zagadnienie Il. Majac dane sze$¢ krawedzi piramidy
trojkatnej znaleic jej objetosc.

W piramidzie tréjkatnej OABC, oznaczajac trzy krawedzie
przylegte OA, OB, OG przez f, g, h. uczynmy jeszcze kra*
wedz BC= /", AC= ¢, AB= h. Tym sposobem krawe-
dzie f, g, h podstawy piramidy sg odpowiednio przeciwle-
gte krawedziom f, g, h, wierzchotka.

Nazywajac a,b,c Sciany tréjscianu OABC, widzimy tatwo ze

iosa= 1Y or" dos dosc= £-+ ?-K2
ciosa Fgh 274 219

Wiec, jesli podstawimy te wartosci dostaw w drugiej for-
mule nr 228, czynigc dla skrdcenia

g+ hi-r =F% r +h*-g'= G* f*-bg*—Ad=s H,
otrzymamy zadang objetos¢ piramidy

V=i “F2—gm1—, F IGHS

230. Zagadnienie lll. Przywiesdi kat do poziomu

Niech bedzie kat BAC lezacy na ptasczyznie pochylonej do
poziomu. Zwierzchotka A tego
kata, i zpunktow B i C wzie-
tych dowolnie na jego ramio-
nach, spus¢émy prostopadte BE,
CE na ptasczyzne poziomg MN,
i potaczmy DE, DF. Otdz, kat
EOF, bedacy rzutem kata BAC
na ptasczyznie poziomej, nazy-
wa sie kotem przywiedz omjm do
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poziomu-, chodzi wiec 0 wyznaczenie tego kata gdy sg wiadome
katy BAC, BAD, CAD.

Aby rozwigza¢ zagadnienie, z wierzchotka A jako $rodka
i promieniem jakimkolwiek, nakresimy sfere. Plasczyzny
BAC, BAD, CAD wyznaczajg na tej sferze trojkat PQR, kto-
rego boki sg wiadome jako miary danych katéw, i kat QPR
jest réwny szukanemu katowi EDF. Mozna wiec wyrachowac
ten kat przez jedng z formut pierwszego przypadku rozwig-
zywania trojkatéw sferycznych.

Biorac na przykfad formute dostawy

do SZU V  wstAwstc

trzeba w niej uczyni¢ kat P=A, bok QR=a, PR—b, PQ=c.

Niech bedg na zastosowanie liczby
a=48°59"37", b— 71°45'23\ ¢=82°16'36\
Mamy 25=203°1'36', p=101°30'48', p -a —52°31'I\

logwst 101°30'48' = log dos 11°30'48' =  1,9911722
logwst52°31'H* = 1,8993813

—logwst71*4523' = 0,0223980
—logwst82°16'36' =  0,0039370

logdos§ P = T,9171083
7,9385542

logdos|P
Wiec kat P = 49°16' 13, 95,

To zagadnienie stuzy w zdejmowaniu planéw, gdy punkta
ktore chcemy wyznaczy¢ znajdujg sie, jako zwykle, w réznych
wysokosciach nad ptasczyznag pozioma.

Teodolit daje odrazu kat dwojscienny Pz przyblizeniem
czesto dostatecznem.
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231. Zagadnienie IV. Majgc dane szerokosci i dhugosci
dwoch punktow globu, znalez¢ odlegtos¢ tych punktow.

Niech bedg A i B dwa dane punkta na sferze ziemskiej;

N biegun pdinocny, ECE' rownik;

NAS i NBS potudniki punktow A

i B. Przypusémy ze dtugosci, ktdre sie

licze, na réwniku, maje za poczatek

punkt O; tuk OC jest dlugoscig

wschodnig punktu A, azas$tuk OEC

jego dtugoscia zachodnig wzgledem O.

Roéznica dtugosci OD i OC, czyli tuk CD, jest miarg kata N

zawartego miedzy dwoma potudnikami NAS i NBS, a tuki

AN i BN sg dopetnieniami danych szerokosci AC i BD.

Jesli wiec poprowadzimy tuk kota wielkiego AB, bedziemy

mieli trojkat sferyczny ABN, w ktérym wiadome sg dwa

boki NA, NB i kat N zawarty miedzy niemi; chodzi o wy-

rachowanie boku AB. Ten bok AB=n otrzymuje sie wprost
przez jedng z formut nru 205.

Jako przykfad, szukajmy odlegtosci Warszawy od Paryza.

W dziele pod tytulem Connaissance des temps (znajomos$¢
czasow) na rok 1869, wydawanem corocznie przez biuro dtu-
gosci astronomicznych w Paryzu, czytamy :

Paryz (obserwatorium) szeroko$¢ potnocna z= 48050'I"
dtugos¢ L=0°0'0".

Warszawa (obserwatorium) szerokos$¢ potnocna a= 52°135",
diugos¢ L'= 18041'42\

Zatem mamy:

kat N czyli L'=18°41'42"
bok BN czyli 4= 90°—52°13'0’
bokAN czyli 6= 90°—48°50'11".
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Rachunek kala positkowego o. Rachunek odlegtosci n.
styo = sty« dosN A dosados(E—z)
dosa
logstya =1,8893997
logdosN =1,9764593 log dosa =4,8978184
logdos(6—y) =1,9984277
los stya = 18658589 ogdoscp  =0,0936417
= 36°17'20
b—%= 00°—85°7'31* logdosa =1,9898878
T= 12°19'%".

Zeby wyrazié w metrach luk AB= n, ktdry mierzy w sto-
pniach odlegtos¢ miedzy Paryzem i Warszawa, trzeba pamietac
ze ¢wier¢ potudnika ziemskiego zawiera 10000000 metrow;

. . - 100000C0 ) -
zatem jeden stopief zawiera =—--——metréw, a nastepnie
odlegtosé

. 12°19 1*
ab= 10000000-.

Zamieniajac stopnie na sekundy, znajdujemy

AB=«3417X10000 = 13~ kilometr.
324

albo prawie 274 mil, liczec o kilometrow na mile.

z FORMUL TRYGONOMETRY! SFERYCZNEJ WYWIESDZ

FORMULY TRYGONOMETRYI PROSTOLINIJNEJ.

232. Wiadomo ze, na sferze promienia 1, boki trojketa sfe-
rycznego; wyrazone przez liczby a, b, ¢, s&. miarami kgléw ma-
jacych wierzchotek we Srodku tej sfery. Dla ogoInosci wynikow
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ktore otrzymac¢ chcemy, biorgc jakakolwiek linie za jednosc,
uwazajmy na sferze promienia 11 tréjkat sferyczny ABC,
i oznaczmy dhugosci jego bokéw przez a, b, ¢ ; bedziemy
mieli

Jesli teraz przypuscimy ze promien It zwieksza sie nieo-
graniczenie, ale dlugosci a, V. ¢ zostajg state, liczby a, b, ¢
bedg coraz wiecej 'dazyty do zera, i tréjkat sferyczny ABC
bedzie sie coraz mniej roznit od tréjkata prostolinijnego ABC
ktory ma boki a, b\ ¢ i katy A, B, C; tak ze, gdy promien
staje sie nieskofczenie wielkim, trojkat sferyczny ABC staje
sie trdjkatem prostolinijnym AB'C. Owoz, formuty dotyczace
trojkata sferycznego sg niezalezne od wielkoSci promienia
sfery; a poniewaz one majg ciggle miejsce na wszelkg wiel-
kos$¢ tego promienia i nie przestajg by¢ prawdziwe gdy R= X,
wiec sie stosujg do trdjkata prostolinijnego AB'C.

233.  To przeksztalcenie formut trygonometryi sferycznej
na odpowiedne w trygonometryi prostolinijnej otrzymuje sie
za pomocg hastepujgcej zasady :

Boki ci, b, d sggranicami wieloczyndw M.wsta,W.testb,\Iwstc,
i takie granicami wieloczyndw Rstya, listy b, Rstyc, gdy R=x .

Jakoz, z przyczyny a'= aR, mamy

%
° ilwste= - a zatem  flr.lIWsta= a'grt5!a!"*
Ale, gdy R= ae, wtedy a= 0, i gr.——= 1,
wiec
yr.Rwsta= a'i
28. Mamy takze Rstya= 2 wsta

dosa a
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zatem

Owoz, gdy R = x , wtedy a= 0 i nastepnie

1 , wsta
" oa

wiec
gr. Rstya= a

Ustaliwszy te zasady, tatwo przeksztatci¢ formuty trygono-
metryi sferycznej na odpowiedajece w trygonomelryi prosto-
linijnej. | tak, biorec na przyktad réwnania

wsta wsté  wstc
wstA  wstB  wsIG

mozemy je pisacjako nastepuje

Rwsta Rwsti Rwstc
WStA wstB wstC

Pod tym ksztattem, widzimy zaraz ze, gdy k= x, liczniki
stosunkdw staje sie a, U, ¢ na mocy dowiedzionej zasady,
i kety A, B, G staje sie ketami A, B, G; wiec otrzymujemy

d b c
wstA= wetB' wstC'”

znane proporcye trygonometryi prostolinijnej.

Przeksztatcone takim samym sposobem analogie Nepeka,
daje wszystkie cztery formuty rozwiezywania drugiego przy-
padku tréjketow prostolinijnych. Co usprawiedliwia ich na-
zwisko,



ZASTOSOWANIE TRYOONOM ETRYl SFERYCZNEJ 289

Uwazajmy teraz fundamentalny formule trygonometryi sfe-
ryczuej

dosa= dosddosc  wstd wstcdosA.

Aby wiedzie¢ co ona przedstawia w trygonometryi prosto-
linijnej, wyrazmy dostawy bokdw, to jest dosa, dos6, dosc,

w funkcyi wstaw bioryc dosa = 1—2wst*£, etc. Podsta-

wiwszy te wartosci, bedzie

Wst!?) = WSt!2+ WSt'& —2wst*z"wst!§—E/vstiwstcdosA ,

albo
pay ,
(«wst]) = (Rwst?) + (RwstE) - M(Rwst]|j-(Rwslg8)
\
—- Rwst6. Rwstc dosA ;

wiec, gdy R= ae, otrzymujemy

albo
u‘= b*—+cl—2bc dosA .

Co jest wihasnie fundamentalny formuty trygonometryi pros-
tolinijnej.

Zobaczmy jeszcze jakiej wiasnosci trojkyta prostolinijnego
odpowieda formula

dosa— dosi dosc.
Jesli zamienimy dostawy na wstawy, bioryc po prostu
dosa= \/{ —wsfa, etc; znajdziemy

wstke= wsl’¢ + wsl*c —wsPéwsUCc.

i 19
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albo, co to samo,

(Rwstft)2= (Rwst¢)24- (Rwstc)2—"(Rwst6)2(R\vstc)!.
Wiec, gdy 1= o, bedzie
al - b*4-c
Go wyraza znane dobrze twierdzenie geometryi.

Szukajmy nakoniec przeksztatcenia formuty

ktora daje zbytek sferyczny 2S w funkcyi trzech bokéw.
Nazywajac S' kwadrature trojketa sferycznego, to jest stosu-
nek jego powierzchni do kwadratu zbudowanego na jednosci
linijnej, mamy

2S= A+ B-t-C—it i S=2RZ%;

na mocy tej réwnosci, zadane formute mozna tak pisa¢
2Rty | =
wiec, gdy R—x , bedzie

S= WP—a)p—b)F —c).

Znajdujemy tym sposobem powierzchnie trojkata prostoli-
nijnego w funkcyi trzech bokow.
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ZASTOSOWANIE TRYGONO.METRYI DO FIGUR SFERYCZNYCH.

234.  Szukajmy najpierwej jakim sposobem mozna rozcig-
gna¢ wiasnosci figur ptaskich do figur sferycznych, aby otrzy-
mac¢ odpowiedajace twierdzenia.

Jesli twierdzenie wyraza opisowy whasnos¢ figury ptaskiej,
wtedy, idgc za jego dowodzeniem przyzwoicie dobranem, mo-
zna zwykle znalez¢ podobne twierdzenie na sferze. Niech ber-
dzie na przykifad twierdzenie : W trojkacie OAB dwdjsieczna OC
kata AOB dzieli bok przeciwlegty AB na dwa odcinki propor-
cyonalne do bokéw przylegtych. Dowiedzmy tego twierdzenia
jako nastepuje.

Trojkaty OGA i OCB daja

GA OA i GB OB
wstyJ  wstC wstfO  wstG”’
wiec
CA_OA
GB ~ OB’

To dowodzenie stosuje sie do trdjkata sferycznego OAB;
dos¢ tylko zamiast odcinkdw CA, CB i bokéw OA, OB, wzigé
ich wstawy, i bedzie

t
wstCA__ wstOA

' wstGB wstOB

Wiec w trojkacie sferycznym, dwdjsieczna sferyczna kata dzieli
bok przeciwleglty na dwa odcinki ktérych wstawy sg proporeyo-
nalne do Wstaw bokéw przylegtych*

Dowiedzie sie tak samo ze : w trdjkacie sferycznym OAB,
dwojsieczna sferyczna OD kata zewnetrznego O wyznacza na boku
przeciwlegym AB dQo odcinki DA i DB, ktorych wstawy sg
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proporcyonatne do wstaw bokéw przylegtych, to jest

wstDA__ wslOA
wstDB  wstOB

Wzajemnice tych dwoch twierdzen se prawdziwe

235. Z dwoch proporcyj (1) i (2) wynika trzecia

wstCA  wstDA
wstCB wstDB ’

Z ostatniej proporcyi, majec wzgled na znaki stosunkoéw,
wywodzimy stosunek nieharmoniczny

wstCA, wstDA
wstCB' wstDB

ktory mozna pisa¢ symbolicznie (wst.ABCD)= —1.

Mowi sie ze cztery punkta A, B, C, D, lezece na jednym

luku kota wielkiego i dajece stosunek nieharmoniczny w-staw’
odcinkéw rowny — 1, to jest (wst.ACBD)=—t, stanowie
uktad harmoniczny w ktorym punkta B i D sg sprzezone har-
moniczne wzgledem tuku AC; i nawzajem punkta A i C sg
sprzezone harmoniczne wzgledem tuku BD.
Dla tej samej przyczyny uktad (0.ACBD) czterech tukow kot
wielkich OA, OB, OC, OD, ktore sie przecinaje w punkcie O
i przechodze przez cztery punkta A, B, C, D ukiadu harmo-
nicznego, nazywa sie pekiem harmonicznym.

236. Mozna niekiedy tatwo przejs¢ z twierdzenia geometryi
ptaskiej do podobnego twierdzenia na sferze. | tak, w czworo-
boku wpisanym w koto, i° wieloczyn przekatnych jest réwny
summie wieloczynéw z bokow przeciwlegtych; 2° przekgtne majg
sie jako summy wieloczynéw z bokéw ktore sie schodzg w ich skuaj-
noseiach. Aby przeprowadzi¢ to twierdzenie Ptolemeusza do
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geometryi sferycznej, uwazajmy czworobok sferyczny ABCD
wpisany w mate koto, i niech bedg a, b, c, d, e, f jego boki
i obie przekatne. Widzimy zaraz ze cieciwy tych linij sg bokami
i przekatnemi czworoboku plaskiego ABCD wpisanego w to
samo koto. Owoz, jesli wezmiemy promien sfery za jednosé,
wstawy bokow' i przekatnych czworoboku sferycznego bedg
potowami odpowiedajgcych cieciw'; wiec, na mocy rzeczonego
twierdzenia, znajdujemy

o e h d
1°. Wst-zwsgw— st;wsg -r+-wstgws’té

wst{-e  wst, awstyd -4 wEt{6 wst|c
wst|7  wstydwstyd -+~ wstycwstjd

237.  Oto jeszcze inny sposdb czesto uzyteczny. W geome-
tryi ptaskiej, jesli z punktu A ptasczyzny kota poprowadzono
sieczm? ABC do okregu, wieloczyn odcinkow AB, AC jest staty,
niezalezny od kierunku siecznej; temu twierdzeniu odpowleda
nastepujace w geometryi sferycznej :

Jesli przez punkt A na sferze poprowadzono do kota O sieczne

sferyczng ABC, wieloczyn styéB styf@ jest staty.

Abydowie$dz ostatniego twierdzenia, zrobmy rzut stereo-
graficzny figury na plasczyznie stycznej do sfery w pun-
kcie A, biorgc za punkt widzenia punkt A' $rednicowo prze-
ciwlegly punktowi A. W tym rzucie, jako wiadomo, koto rzu-
tuje sie wedle kota; wiec, nazywajgc b i c rzuty stereografi-
czne punktéw B i C, poniewaz z wykre$lenia sieczna sfery-
czna ABC ma za rzut stereograliczny sieczne prostg Abc, wie-
wieloczyn Ab.Ac jest staty. Owoz, odcinki Ab i Ac s3

proporcyonalne do sty;\‘ i styé‘, bo tréjkaty prosto-
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Wiec wieloczyn sty ™ sty — jest staly.

Zt8d wynika twierdzenie : Jesli przez punkt A na sferze po-
rowadzono do matego kota BGD dwie sieczne sferyczne ABC,
ADE, bedzie

yAB *tyAC =S tyﬁD s”[y'iE

| nawzajem, cztery punkia B, C, D, E na sferze, zados¢ czy-
nigce temu réwnaniu sq na okregu matego kota BCD.

238. W niosek. Gdy jedna z dwdch siecznych, na przy-
kfad AD, staje sie styczne, wtedy

StvAsty” = stvo— e

Gdy punkt A jest wewnelrz matego kota, poprowadziwszy
przez ten punkt cieciwe sferyczne minimum KAK', bedzie

s’ty'A—\B styA’C- = sty!‘AK
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239. Uwaga. Wieloczyn sty — sly”™ moze sie wyrazié

w innym ksztatcie. Jakoz, oznaczmy przez O biegun matego
kota BCD, przez R jego promien sferyczny, otrzymamy

.AB, AC ,A0f+R, AO-R

sty ~ sty ~ sty— sty— —
albo
Y5 Y2 T GosR+dosAD

Wieloczyn sty— sty— jest dodatny albo odjemny, we-

diug jak odcinki AB i AC ide oba wjedne strone albo w stro-
ny wprost przeciwne, to jest, wedtug jak punkt A lezy ze-
whnetrz albo wewnetrz krymki sferycznej OBC. Co sie zgadza
z geometrye plaske.

240. Czasem samo podobienstwo dowodzen nastrecza spo-
sob odkrycia w trojkecie sferycznym wiasnosci odpowiedajecej
twierdzeniu geometryi ptaskiej. | tak, w trdjkecie prostolinij-
nym ABC, nazywajec a osrodkowe boku BC, i postugujec sie
fundamentalne formute a*— bl -+~ e8—2dcdosA. znajdujemy
tatwo twierdzenie bl <o— 2a8-+-a—8. Owoz, w trojkecie sfe-
rycznym ABC. nazywajec takze a osrodkowe sferyczne AD
boku a, i stosujec fundamentalne formule trygonometryi
sferycznej, mamy najpierwej w trojketach sferycznych ADC
i ADB

dos6= dos”™dosa -t- wst*wstadosADC,

dose = dos” dosa — wst*wsta dosADC;
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il potom, dodajac te rownania, otrzymujemy szukang wasnosé

()] dos6-4-dosc =2dos?dt sa.

241. Uwaga. Ostatnie réwnanie pokazuje ze, Miejscem
punktu A na sferze, ktorego odlegtosci b i ¢ od dwoch punktéw
niezmiennych G i B czynig summe dosb-t- dosc statg, jest okrag
matego kota majacy za biegun Srodek D odlegtosci BC.

Nie trudno takze znalez¢ twierdzenie odpowiedajace temu
ktore, w tréjkacie prostolinijnym, daje rzut osrodkowej boku na
jego kierunku. Jakoz, niech bedzie DH rzut oSrodkowej sferycz-
nej AD na kierunku boku BG; rozumujac przez podobienstwo
dowodzen jako wyzej, w przypuszczeniu ze dosc < dosé od-
ciggamy przedostatnie rownanie od poprzedzajgcego, i mamy

dos6 —dosc = 2wst’jéwsta dosADC.

Ale trdjkat sferyczny prostokatny ADH daje
dosADH = dolastyDH.

Wiec, poniewaz dosADC= dosADH z powyzszego przy-
puszczenia, rugujagc dosADC, bedzie

dos6- edosc= 2wst’jjdosastyDH;

zkad, dzielagc stronami przez réwnanie (1), wynika zadany
zwigzek

2 sty styDH dos —dosc_ sty b-2hcstv_t_)_|—1_c5

dos6 -i- dosc  ~ *
ktory odpowueda twierdzeniu gemnelryi

2ffDH= bl—c’.
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POPRZFCZNE SFERYCZNE

242. Twierdzenie. W trojkacie sferycznym ABC. poprzeczna
abc wyznacza na lokach szes¢ odcinkow takich ze

A A

wstaB wsIAC wstcA__ |
wstaC  WstAA  wstcB

Jakoz, w tréjkacie sferycznym acB (fig. 1), mamy

wstaB__ wstc
wstch  wsta’

tnk samo, w tréjkatach sferycznych abG i bcX,

wstiC  wsta WSt&A  wstc
wstaC  wst/i ’ WStCA wst6

Mnozac te trzy proporcje stronami, i uwazajgc na znaki
stosunkéw, otrzymamy zwiastowane réwnanie.

243. Opierajac sie na ostatniem twierdzeniu fatwo dowie$ 1z
nastepujgcego

Twierdzenie. W trojkacie sferycznym ABC (fig. 2), trzy po-

przeczne sferyczne OA, OB, OC, poprowadzone przez jeden punkt
sfery do wierzchotkéw, wyznaczajg na bokach sze$¢ odcinkow
takich te

wstaB  wst/iC  wsleA (

wstaC  wstdA wsteB
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Uwaga. Wazne wzajemnice obydwdch twierdzen sg praw-
dziwe, i dowodzg sie jako w geometryi plaskiej.

SRODKI PODOBIENSTWA DWOCH KOL NA SFERZE.

244.  Twierdzenie. Sieczne sferyczne, przecinajgce dtca kota
na sferze pod katami réwnemi, spotykajg sic na linii biegunéw
w dwoch tych samych punktach

Mozna zawsze wyobrazi¢ koto X, styczne zewnetrznie albo
wewnetrznie do dwdch két O, O danych na sferze, i przez
punkta zetknie¢ poprowadzi¢ sieczne sferyczng ktdra przecina
te kota pod katami réwnemi. Niech bedzie ABA' jedna z ta-
kich siecznych, spotykajaca linie biegunow 00' w punkcie S.
Poprowadzmy promienie sferyczne OA, 0'A’, i nazwijmy je
R, R. Poniewaz katy A i A" sg rowne, trdjkaty sferyczne
SOA i SOA' dajg

wstSO__ wstSO'.
WstR wstR ’
zkad
styi(SO+S0O") sty j(R+R")
sty ADO sty|(It—R)’
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albo, oznaczajac przez K S$rodek tuku 00',

styjtg __ styl (R+R)stv|00 .
M J styi(R—R)
Ten wynik dowodzi ze sieczne sferyczne zewnetrzne, prze-
cinajace dwa kota pod ketami réwnemi, spotykaje sie wszys-
tkie na linii biegunéw, w dwaoch tych samych punktach z kté-
rych jednym jest punkt S blizszy kota mniejszego.

Uwazajmy teraz sieczne sferyczne wewnetrzne, ktore jako
CD, przechodzac przez punkta zetknie¢ kota réznie stycznego
do kot O i O, przecinajg te kota pod ketami réwnemi i linie
biegundéw w punkcie S'. Rozumujec jako wyzej, znajdziemy

. sty|(R—ROstylOO'
@ SKS'= ylétyi(R-t-RY)

Ta formuta pokazuje Ze sieczne wewnetrzne spotykaje sie
takze wszystkie na linii biegunéw, w dwdch tych samych pun-
ktach, z ktérych jednym jest punkt S' lezecy miedzy biegu-
nami O i O.

Punkta S i S nazywaje sie Srodkamipodobienstw dwdch két
na sferze; pierwszy S jest Srodkiem podobieristwa prostego,
drugi S' Srodkiem podobieristwa odwrotnego.

Wynika z twierdzenia ze 1°, Wszelka sieczna sferyczna dwoch
kot na sferze, przechodzaca przez jeden ze $rodkow podobierstwa,
przecina te kota pod katami réwnemi.

2°. Styczne sferyczne spolne dwom kotom przechodzg przez
ich $rodki podobiefstwa. Zatem, gdy dwa kola na sferze se
styczne miedzy sobe, punkt ich zetkniecia jest Srodkiem po-
dobienstwa, prostego albo odwrotnego wedtug jak te kola se
styczne zewnetrznie albo wewnetrznie.

245.  Srodkipodobierstwa dwoch kot na sferze dziela harmoni-
cznie linie biegundw. Jakoz, trojkety sferyczne SOA, SO'A’
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majace kat, S spoiny i katy A, A" réwne, a trojkaty sferyczne
SOD, SOD' majace kat S spolny i katy D, D' rowne, dajg

wstSO__ wstSO . wstS'0  wstS'0'
wstlt wstlt wsth wstlt'

246.  Twierdzenie. JeSli, przez jeden ze srodkow podobien-
stwa dwdch kot na sferze, poprowadzono dwie sieczne sferyczne.
styczne potowy ich odcinkéw odpowiednych sg proporcyonalne.

Niech bedg dwie sieczne sferyczne SA'A i SCO; popro-
wadzmy prostopadte sferyczne OH i OH do cieciw AB i AB,
i potagczmy OA, 0'A'. Trojkaty sferyczne prostokatne SOtl

AOH dajg

WstSH —styOH dotS i wstAH = styOH doiA;
zkad
wstSH_ dotS
wstAH  dotA

Trojkaty sferyczne prostokagtne SOH' AOH  dajg takze

wstSH' _ dotS
WstAH dotA'
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Z tych dwdch proporcyj, poniewaz kety A i Al se rdwne,
wynika trzecia

wstSH__ wstSH
WstAH  wstAH"’
ktora jest to samo co

. SA SB
slyT sty

, SA" SB'
sty sty

Uwazajac sicczne sferyczny SCC, znajdziemy podobnie

I

. SC" ', 8D
sty— sty-?—

Owoz (237)
SA_, SB , SC, SD
sty-S-sty—
SA _, SB , SC . SD”
sty— Sty— sty sly-5-~
wiec
. SA . SC . SAB . SD
styy  styT sty sty
, SA . SC . SB SD

styT — Sty— stye  Sty—

Dowiedzie sie takim samym sposobem ze sieczne sferyczne
wewnetrzne S'EF i SHH daje proporcye

. SH . SF .
sty-szE- sty T sty T styS-'-<
. SE . SH" . SF . SK
sty-2-  otyT* sty-5-  sty-g-
247. Punkta A i B, B i A'... nazywaje sie przcciwodpo-
wiednmi wzgledem $rodka podobieristwa S'. punkta E i F,



302 KSIEGA TRZECIA

F i E'.. przeciwodpowiedne wzgledem $rodka podobien-
stwa S'. Cieciwy dwéch kot O i O, jako AC i BD), taczace
kazda punkta przeciwodpowiedne skrajnosciom drugiej, nazy-
waja. sie cieciwami przeciwodpowiednemi.

Twierdzenie. Dwa dwojany punktéw przeciwodpowiednych,
lezace na dwdch siecznych, przechodzacych przez jeden $rodek po-
dobienstwa, znajdujg sie najednym okregu kota matego; takiemi
sg dwojany A, BiD,G; E,F i F, E.

Dowodzenie jako w geometryi ptaskie;j.

248. Uwaga. Formuty (I) i (2) nn244 sg ogolne, i do-
wodzg ze dwa kota na sferze majg zawsze dwa $rodki podobien-
stwa. Ale, gdy dwa kota sg spétbiegunowe, ich $rodki podo-
bienstwa schodza sie w spélnym biegunie; a gdy dwa kota sg
rownolegle, te srodki schodzg sie w biegunie kota mniejszego.

Styczne sferyczne spélne dwom kotom wyznaczajg poprostu
ich srodki podobienstwa. Mozna tatwo wykresli¢ te dwa srodki
innym sposobem, ktory stuzy wtedy szczegélniej gdy styczne
sferyczne spdlne nie istniejg. Dos¢ tylko wyznaczy¢ biegun kota
stycznego do dwoch két danych, potgczy€ ten biegun zich bie-
gunami, prowadzac tuki kot wielkich ktére przetng owe okregi
w punktach przeciwodpowiednych; sieczna sferyczna prze-
chodzaca przez te punkta da odpowiedny Srodek podobien-
stwa. | tak, przypusémy ze, majgc dane koto O wewnatrz
kota O, chcemy znalez¢ $rodek podobienstwa prostego S.
Z biegunéw O i O, promieniami R—x i x—R' kresli-
my dwa tuki kot przecinajgce sie w punkcie X; prowadzimy
tuki kot wielkich XO i XO' ktore dajg dwa punkta przeciw-
odpowiedne; i nakoniec przez te ostatnie prowadzimy sieczng
sferyczna ktdra wyznacza Srodek podobienistwa S. Mozebnos¢
tego wykreslenia wymaga tylko zeby x zados$¢ czynito dwom
nieréwnosciom

00-
2 2 2
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249. Twierdzenie. Trzy kota na sferze, uwazane po dwa,
majg szes¢ Srodkowpodobienstwa, takie ze: 1% trzy Srodkipodobieri-
stwa prostego lezg na jednym okregu kota wielkiego ktére sie nazy-
Wa OSIA podobieristwa prostego; Kazde dwa érOdkipadObieﬁStica
odwrotnego z trzecim nieodpoiciedmym $rodkiem podobieristwa pro-

stego lezg takze najednym okregu koto tuielkiego ktdry sie nazywa
OSI* PODOBIENSTWA ODWROTNEGO.

tatwe dowodzenie przez poprzeczne sferyczne.

250. Biegunowa sferyczna wzgledem kota. Jesli przez
punkt A dany na sferze, poprowadzono do matego kota O sie-
czne sferyczne jako AEP, miejscem geometrycznem punktu M
sprzezonego harmonicznego z punktem A wzgledem cieciwy sfery-
cznej EF, jest okrag kota wielkiego MB prostopadty do Srednicy
sferycznej AO malego kota przechodzacej przez punkt A.

Jakoz, cieciwa EF i $rodnica CD matego kota O, lezace
na plaszczyznach ktére sie przecinajg wedle promienia TA
sfery, spotykaja ten promien w punkcie G; a z zatozenia uktad
(wst. AMEF) albo, co to samo, pek(T.AMEF) jest harmoni-
czny. Wiec, oznaczajgc przez H punkt przeciecia promienia
sfery TM isiecznej EF, uklad prostolinijny punktéw G,E,M,F
bedzie harmoniczny; i miejscem punktu H bedzie bieguno-
wa HK punktu G wzgledem kota CDF* prostopadia do jego
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Srednicy CD. Ztyd wynika ze miejscem punktu M jest prze-
ciecie MK sfery przez ptasczyzne TUK prostopadty do plas-
czyzny ACD, to jest okreg MB kota wielkiego prostopadty do
Srednicy sferycznej AG kota O.

Ten okreg kota wielkiego MB nazywa Si€ biegunowa
(sferyczng) punktu A, i nawzajem, punkt A jest biegunem
[sferycznym) okregu MB wzgledem kota O na sferze.

Wiasnosci biegunowej prostolinijnej stosujy sie do bieguno-
wej sferycznej. | tak, biegunowa sferyczna punktu lezycego
zewnytrz kota jest cieciwy punktow zetknie¢ stycznych sfery-
cznych ktore przez ten punkt przechodze. | nawzajem.

Biegunowe punktéw lezycych na jednym okregu kota wiel-
kiego przechodze przez biegun sferyczny tego okregu. I na-
wzajem, bieguny sferyczne okregéw kot wielkich, przechodzy-
cych przez jeden punkt, lezy na biegunowej tego punktu; etc.

251. Punkta A'i B sprzezone harmonicznie wzgledem
Srednicy slerycznej CD=21t kola 0 sy okreSlone przez pre-

porcye
wstBC  wstAC

wstBD —wstAD ’
z ktérej wynika réwnanie
styOA styOB = styMt.

To rdwnanie, stuzyce zarazem za okreslenie dwoch punk-
tow harmonicznie sprzezonych, dowodzi ze, gdy punkt A
lezy na okregu kota matego O, jego biegunowa wzgledem tego
kota jest styczny w punkcie A; a gdy punkt A przypada w bie-
gunie O, jego biegunowy jest okreg kota wielkiego majycy
punkt A za biegun.

252 Oé pierwiastna koé+ na sferze. Miejscem geometry—
cznem punktu M k'6ry daje teieloczyny réwne

, MB |, MA , MB
sly~2~=sty ~2~sty
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wzglednie do dwoch kdt O, O na sferze, jest okrag kota wielkiego
prostopadty do Unii biegunéw 00'.

Jakoz, nazywajagc 11 i R' promienie sferyczne kot O, O
wiemy (239) ze powyzsze rownanie jest to samo co

dosR — dosOM__ dosR' — dosO'M
dosR -t- dosOM  dosR' -+ dosOM’

albo
dosOM  dosO M.
doslt dosR' ’
zlad wynika
dosOM—dosOM  dosR —dosR' ctril—R'  R+R'
dosOM+dosOM  dosR -t- dosR' £ 2 2

Owoz, w trojkacie sferycznym MOQ, oznaczajagc przez D
Srodek boku 00', przez DH rzut oSrodkowej sferycznej DM
na linii 00', pierwsza strona ostatniego réwnania wyraza wie-

loczyn sty”-styDH; wiec

styRB=FRty R-1;-R
styDH =
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Co dowodzi ze miejscem punktu M jest prostopadia sfery-
czna MH do linii biegunéw 00'. Ta prostopadta MH nazywa
sie 0s14 pierWiastn” dwoch két 0, 0' na sferze.

Uwaga. Gdy dwa kota dane na sferze sg sieczne, ich osig
pierwiastng jest sieczna sferyczna spoina ; a gdy te kota sg sty-
czne, 0sig pierwiastng jest styczna w punkcie sp6lnym. Nako-
niec, gdy dwa kota sg spdthiegunowe ale nieréwne, ich osig
pierwiastng jest okreg kota wielkiego odpowiedajacy temu
biegunowi; a gdy sa spdthiegunowe i rdwne, wtedy ich oS pier-
wiastna przechodzi przez spoiny biegun i jest niewyznaczona.

253. Os pierwiastna na sferze jest podobna w swoich wia-
snosciach do osi pierwiastnej na plasczyznie, i wykresla sie
podobnie. Pojmiemy wiec fatwo nastepujace twierdzenia:

Trzy osie pierwiastne trzech kot na sferze, branych po dwa,
przecinajg sie w jednym punkcie ktory mianowano $rodkiem
pierwiastnym tyCh kot.

C8 pierwiastna dwach kot na sferze jest miejscem Srodkow kot
ktore je przecinajg prostokatnie.

Miejscem punktéw z ktérych mozna prowadzi¢ styczne réwne do
dwoch kot na sferzejest 0§ pierwiastna tych kot.

Cieciwy przeciwodpowiedrle dwoch kot na sferze spotykajq sie na
ich osi pierwiastnej.

254. Koia styczne do trzech kol na sferze . ROZUmUjQC ja-
ko w geometryi ptaskiej, nie trudno, po tern co poprzedza,
rozwigza¢ wprost zagadnienia két stycznych na sferze, opiera-
jac sie na nastepujagcem twierdzeniu :

Gdy dwa kuta, styczne do trzech két na sferze, naleza dojednego -
dwojanu, wtedy: 1°, cieciwasferyczna kot danych przechodziprzez
ich $rodek pierwiastny; 2°, ta cieciwa zawiera, wzgledem swego
kota, biegun jednej osi podobierstwa trzech kot odpowiedajgcej
uwazanemu dwojanow i; 3°, lima biegunéw kot stycznych jednego
dwojanu jest prostopadia do tej osi. (Po szczegoty odsytamy do
naszej geometryi, wydanie 2sie 13611 r.)
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CWICZENIA.

I. Dowiesdz ze, wtrojkacie sferycznym ABC,

\vstIh 5 Wst212 A+ wst® 2" dosZ’Z A= Wst2§ .

WSI%(6+C—a) WSt:!'_(a-’f-C—]?) \vst%aﬂ—c)
N 1 N
dotzA d0t|2U dot 2C
I. Dowiesdz zc w trojkacie sferycznym prostokgtnym
sty = sty2* + sty2* - sty|sty|sty].
sty S==sty]|sty]|.

. W trdjkacie sferycznym ABC, nazywajac R, ra, rb re
promienie sferyczne kot opisanego, wpisanego i zawpisanych,
i czynigc jako zwykle A B -+ C—"= 2S, dowiesdz ze

1 —dos2A — dosB — dosZC H- 2dosA dosB dosC
= 4wstS wst(A —S) wst(B — S) wst(C —S).

r ylwstSwst(A—S)wst(B—S)wst(C—S)
2dos™Ados|Bdos|C

_ VwstS wst(A—S) wst(B—S) wst(C—S)
S 2dosAAwstaBwst AC

styr,, styrt __ styr,, styr
styJA sty*B  styAC—styaAstyi BstyAC'

2wstS dos£jdas~dos- "
-2 2 wsti wsttf wstA

styr:
Y wstp 2wstp
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2\vst(A—S) dos{awst|6wstjc  WStAWSLC WStA
wst (p —a) 2wst(p —a)

stwastS:stijsty%styi‘.

__StyRstyr,, styr6styrc wstp styR
2dos|adosAdosle  2dos{ados|A dosjc

V. W tréjkacie sferycznym, oznaczajac przez a o$rodkow
boku a, przez D, E, F $rodki bokow a, b, c, przez EF, DF, DE
luki kot wielkich; dowiesdz ze

dosSdos% = dosEF

dosEF dosDF dosDE t+dosa-l-dosA-t-dosc ~ g
dos™a dos"A  dosjc 4dos”ados* Ados-se

V. W trdjkacie sferycznym ABC, oznaczajac przez d dwdj:
sieczne kgta A, dowiesdz ze

VI. Nazywajac A A, A trzy wysokosci trojkata sferycznego
odpowiedaj8ce bokom a, b, c, dowiesdz ze
wsta wst/i — WStAWStA= wstc wstA"

= 2\Jwstp wst (p—a) wst {p—b)wst (p—c).
wsta wstA= wstAwstc wstA= 2A.

wsta  wstA__ wstc _ wstbwstc_ wstawstAwstc
wstA  wstB  wstC — wstA 2A

VII. W trojkacie sferycznym ABC, nazywajac O i K bie-
guny kot opisanego i wpisanego, R i r promienie sferyczne
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¢ doskKO
2 wstrwstR

C doskO
2 wstr wstR

VIII.  Niech bedzie H punkt przeciecia sie trzech tukow kot
wielkich AA', BB' CC z ktdrych kazdy dzieli trojkat sfery-
czny ABC na dwa trojkaty rownowarte; dowiesdz ze

sty| HA' _sty{HB'__sty"HC'
stylHA  styJ-HB  styfHC

IX, Wierzchotki tréjkatow sferycznych tej samej podstawy
i rownej powierzchni sg na okregu matego kota, a $rodki bo-
kéw zmiennych znajdujg sie na okregu wielkiego kota réwno-

legtego do tego matego kota.
X. Nabokach AB i AC trojkata sferycznego ABC wzigto
punkta P i E takie zeby

wstFA__ wstEA
wstFB  wstEC

dowiesdz ze; 1°, tuk AO kota wielkiego, taczacy wierzcho-
ek A zpunktem przeciecia sie O tukdw kot wielkich BE i CF,
przechodzi przez srodek D boku BC; 2°, prostopadte BH,CK
spuszczone na EP sg rdwne; 3°, nazywajac P punkt spotka-
nia tukéw kot wielkich BC i EF, odlegtos¢ DP jest réwna

éwiercianowi.

XI.  Wtréjkacie sferycznym ABC, przedtuzajgc boki, utwo-
rzono tréjkaty spetniajace BCA', ACB', ABC' i na nich opisano
kota; dowiesdz ze styczne promieni sferycznych trzech kot sg
proporcyonalne do stycznych potbokéw trojkata ABC ktore
odpowiedajg tym kotom.
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XIl. W trojkacie sferycznym ABC, przedtuzono tuk kota
wielkiego EF, przechodzacy przez $rodki bokéw AC i AB,
az do spotkania w L z bokiem a; po czem, zaczynajac od
punktu L, wzietonatuku LE dtugos¢ LM=EF, inatuku LB

dhugos¢ LN= %; dowiesdz ze trojkat sferyczny LMN jest

prostokatny przy N ibok MN réwny potowie zbytku sfery-
Cznego.

XI1I. Przez trzy wierzchotki tréjkata sferycznego ABC, po-
prowadzono do bokdéw przeciwlegtych trzy tuki két wielkich
AA, BB, CC ktore sie przecinajg w punkcie O wewnatrz
trojkata; dowiesdz ze

wstOA dosOA"  wstOBdosOB ~ wstOC dosOC'
WStAA' + wstBB' + wstCC' ’

Uwaga. Co sie staje z tern rownaniem, gdy punkt przecie-
cia O pada zewnatrz trojkata?

XIV.  Niech bedzie trdjkat sferyczny ABC majacy boki a, b, c;
oznaczajac przez A, B, C katy tréjkata prostolinijnego ABC
ktorego bokami sg cieciwy bokdw a, b, ¢, dowiesdz ze

* 0= _ [
Wstza -4 wst 5T wst 5 2wst§ Wst2 dosA
4 2wst” wsti dosB' 4- 2wst” wst” dosC'.
2 2 2 2
XV. Rozwigza¢ trdjkat sferyczny prostokatny, znajac prze-
ciwprostokatne i promien sferyczny kota wpisanego.
XVI. Bozwiazac tréjkat, sferyczny, znajac

1°, podstawe, wysokos¢ i kat przy wierzchotku.
2°, podstawe, wysoko$¢, i summo albo rdéznice dwoch
innych bokdw.
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3°, bok, kat przeciwlegty i summe albo réznice dwoch
innych bokdw.

4°, bok, kat przylegty i summe albo rdéznice dwdch in-
nych bokdw.

5°, promien sferyczny kota opisanego, jeden bok i po-
wierzchnie.

6°, powierzchnie, jeden kat, i punkt przez ktéry ma
przechodzi¢ bok przeciwlegty.

7°, znajac summy a-I-A, 0-t-B, c-t-C.

8°, znajac trzy wysokosci.

9°, znajac trzy osrodkowe.

XVII. W tréjkacie sferycznym, znalez¢ odlegtosci bieguna
kota opisanego od bokow, i odlegtosci bieguna kota wpisanego
od wierzchotkdw.

XVII. W czworoboku sferycznym ABCD, o0znaczajac przez
a b, cd ef boki i przekatne, przez g odlegtos¢ sferyczng
Srodkdw' tych przekatnych, dowiesdz ze

dosa -i- dos4 4 dosc m dosc/ = 4dos§ doéé dosj-.

XIX. W czworoboku sferycznym réwnokagtnym i majacym
dwa boki przeciwlegte réwne, oznaczajac przez a i b dwa
boki przytykajace, przez 2S zbytek sferyczny, dowiesdz ze

.S .a.b
S'y2=sty2sty2'

XX. Znajac liczbe i wielkos¢ Scian kata wielosSciennego fo-
remnego, wyrachowac jego kat dwdjscienny, i katy stozkow'
opisanego i wpisanego.

XXI. Sg dane na sferze koto O i dwa punkta A. B; popro-
wadzi¢ przez te punkta koto ktéreby przecinato koto O tak
zeby cieciwa tuku odcietego miata dtugos¢ dana.
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XXIl.  Gdy trzy kota na sferze przecinaj? sie¢ po dwa, ich
cieciwy sferyczne spdlne spotykaj? sie w jednym punkcie.

[XXIIl. Na powierzchni sfery promienia R, nakreslono
mate koto promienia r, podzielono jego okr?g na trzy czesci
proporcyonalne do liczb 4,2,3, i pot?czono punkta podziatu
A, B, G tukami kot wielkich. Znaj?c te ilosci, wyrachowa¢ boki
trojk?ta sferycznego ABC w metrach, powierzchnie w me-
trach kwadratowych, i k?ty w stopniach, minutach, sekun-
dach.

Dane s? R= 6366198 metrow i r = Rdos4805i'13\

XIV. Znaj?c dtugosci i szerokosci trzech punktéw A, B, C
ez?cych na powierzchni ziemi, wyrachowaé powierzchnie troj-
k?ta sferycznego ABC.

nn i; <it »



KSIEGA CZWARTA

ZASTOSOWANIE FUNKCYJ KOELOWYCH DO ALGEBRY-

ILOSCI URQIONE.

255.  Rozwigzywanie réwnan stopnia drugiego prowadzi do

wyrazen ksztattu
a+ b\j—I

ktore nazwano ilosciami urojonemi. Litery a i b oznaczaj?
ilosci rzeczywiste, dodatne albo odjemne, a wyrazenie \J— 1
przedstawia pierwiastnik ktorego kwadrat jest — 1 Trzeba
dobrze zrozumie¢ te fundamentaln? zasade ze, poniewaz ilos¢
urojona sprawdza rownanie z ktérego pochodzi, to jest przywo-
dzi do tosamosci 0=0, jesli, podstawiajac j? za niewiadome,
wykonano wskazane dziatania jak gdyby pierwiastnik \J—1
byt istotn? ilosci?, i wszedzie zamiast kwadratu z tego pier-
wiastnika potozono —+t, wolno uwaza¢ symbol \J—t jako
ilo$¢ samoist? ktorej kwadrat rowna sie —1.

llosci urojone graj? wielk? role w matematyce, dlatego

przez skrdcenie kladzie sie zwykle litere i zamiast \J—Ii
i pisze sie a+ bi, pamietaj?c z2 P——i.
Zeby te wyrazenia urojone, nazwane ilosciami urojonemi,
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mogtly by¢ uzyte jako ilosci, trzeba Scisle okresli¢c co nalezy
rozumieC przez ilosci urojone réwne, i co znaczg ilosci urojone
wieksze albo mniejsze.

Otéz, mowi sie ze dwie ilosci urojone a4- bi i a 4-bi
sg rownegdy a=d i b= b’ tojest gdy czesci rzeczywiste
sg rowne miedzy soba, i czesci urojone takze réwne miedzy soba;
tym sposobem réwnanie

] a-+bi—a + bl
znaczy dwa réwnania

a—a=0 i b—06'=0.
Ztad wynika ze rownanie (1) jest to samo co
a—a4-(b—bji= 0.

Uwazane pod tym wzgledem, ilosci urojone zogdélniajg ma-
tematyczne wyrazenia.

256. Mozna da¢ inny ksztatt ilosci urojonej. Jakoz,

wiec, jesli wezmiemy liczbe dodatng r=yja*-b‘, i tuk a
. a . b
taki zeby dosa—{(w—clé—2 i w sta—\a ih CO zawsze

mozebne poniewaz summa kwadratéw tych dwoch utamkow
rowna si¢ jednosci, otrzymamy

2 a 4- bi= r(dosct 4- i wsta).

Liczba dodatna r nazywa sie modutem, a tuk @ argumen-
tem ilosci urojonej. Modut jest liczbg wyznaczong; argument,
bedac dany przez swojg wstawe i dostawe, ma takze jedng
tylko wartos¢ od 0 do 2~ ale mozna go zwiekszy¢ albo
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zmniejszy¢ wielownikiem okregu; co bynajmniej nie zmienia
ilosci urojonej.

Wszystkie powyzsze wyrazenia ztozone z czesci rzeczywistej
i czesci urojonej nazwano ogolnie ilosciami wielorakiemi.

Wszelka liczba dodatna albo odjemna moze by¢ uwazana
jako ilos¢ wieloraka, majaca za modut swojg warto$¢ samoi-
sni, a za argument liczbe parzystg albo nieparzysta potokre-
gow. 1tak, oznaczajac przez A liczbe dodatna, bedzie

4 A= A0s2ATL 4 «wst2Au)
—A= A[dos(2A -i- 1):r == i'wst(2A + 1)t]

W tem ogdlnem pojeciu ilosci i ich wyrazeniu, ilosci rzeczy-
wiste i ilosci czysto urojone sg szczegGlnemi przypadkami
ilosci wielorakich.

257.  Geometrya daje sposob przedstawienia ilosci urojo-
nych, czyli wielorakich, co do wielkosci i co do znaku. Obierz-

my punkt staty O na plasczyznie, i poprowadzmy przez niego
dwie osie prostokatne XX' i TY'. Jesli wezmiemy kat albo
raczej tuk kota Ali réwny argumentowi a, i dlugos¢ OI3M
rowng modutowi r, prosta OM bedzie przedstawiata ilos¢ wie-
loraka r (dosa 4 iwsta).

1w samej rzeczy, zmieniajagc a od 0 azdo 2-, albo, jesli
chcemy, od 0 az do + x , i biorgc przyzwoitg dlugos¢ OM,
mozna otrzymac wszelka ilos¢ wieloraka a -4 hi.
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Gdy a= 0, ilos¢ wieloraka ?'(dosa -t- iwsta) staje sie ilo-
Scig rzeczywisty dodatng r, ktory przedstawia czes¢ osi  OX,
rowna dtugosci r wzietej wkierunku OX. Gdy u= r., ilos¢
wieloraka staje sie ilosciy rzeczywisty odjemng —r; przed-
stawia jy czes¢ osi OX réwna dhugosci r wzietej w Kkie-
runku OX.

Gdy *=5. ilos¢ wieloraka staje sie ri; te ilos¢ wyraza
czes¢ osi YY' rowna dtugosci r wzietej w kierunku OY pro-
stopadtym do XX'. Agdy a= , ilo$¢ wieloraka staje

sie —ri; wyobraza jy dhugos¢ r wzieta na osi YY' w Kie-
runku QY" wprost przeciwnym kierunkowi OY.

Nakoniec, gdy sie dodaje - doargumentu a, czynniki dosa
i wsta zmieniajy tylko znak ; zatem wtedy ilo$¢ wieloraka
r(dosa-t-jwsta) zmienia sam tylko znak swojej wartosci.

To pokazuje ze dwie ilosci wielorakie rdicne przedstawiajg
sie geometrycznie przez dwie dtugosci réwne i w tym samym
kierunku; a zas$ dwie ilosci wielorakie réwne i znakéw przeciwnych
przedstawiajg sie przez dwie dhugosci rowne ale w kierunkach
wprost przeciwnych,jako OM i OM.

Pojmujemy teraz jasno ze modut ilosci wielorakiej wyraza
jej wielkos¢ geometryczny, a za$ argument oznacza kierunek
tej wielkosci na ptasczyznie. Ztyd wynikajy nastepujgce wazne
whnioski.

llos¢ wieloraka moze by¢ zero tylko wtedy gdy jej modut
jest zero. Zeby dwie ilosci wielorakie byty réwne, trzeba i doé
jest zeby ich moduty byty réwne i argumenta takze réwne albo
sie roznity wielownikiem okregu. Z dwach ilosci wielorakich
majacych rowny argument, albo argumenta réznigce sie wielo-
whnikiem okregu, tajest mniejsza ktérej modut mniejszy.

Z punktu M spusémy prostopadie MP na o$§ XX, bedzie
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a= rdosa= OP i 4= rwsta= MP.

Widzimy tedy ze cze$¢ rzeczywista ilosci wielorakiej jest
rowna rzutowi prostej OM na osi 0X, a spdtczynnik ilosci i
rzutowi tej samej prostej na osi OY.

Prosta OM przedstawiajgca wielkos$¢ i kierunek ilosci wie-
lorakiej nazywa sie iloscig geometryczna.

Przechodzimy teraz do czterech dziatan na ilosciach uro-
jonych.

DODAWANIE.

258. Mozna rozciygny¢ do ilosci urojonych prawidta czte-
rech dziatan algebrycznych, byle tylko, uwazajyc litere i ja-
koby ona oznaczata ilos¢ rzeczywisty, zaslypiono wszedzie
i- przez —1. Na mocy tej ugody, dodaje sie ilosci urojone
a-t-bi i a-~bi zbierajyc razem czesci rzeczywiste i takze
razem czesci urojone. Tym sposobem otrzymuje sie summe

(a 4bi) -~ (@ -~bi)= (@+ a) -+ (b4-b)i

Ta summa fatwo sie przedstawia geometrycznie. Popro-
wadzmy proste OA= r i OA”r' tak zeby czynity z osiy 0X
kyty a i Jesli przeniesiemy

‘proste  OA' réwnolegle do nigj

samej, tak zeby zaczynajyc od

punktu A wzietapotozenie AB;

prosta OB, zamykajeca trojkyt OAB, bedzie summg geome-
tryczng dwoch ilosci urojonych. | w samej rzeczy, rzut prostej
OB na kazdej z dwdch osi 0X i QY jest rowny odpowie-
dajycemu rzutowi a+d i b-t-b' tamanej OAB na tych osiach;
wiec prosta OB przedstawia geometrycznie summe

(@a-t-a) + {b4- 8)i.
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259. W trojkacie OAB, bok 013 jesl mniejszy od summy
bokéw OA i AB, ale wiekszy od ich rdznicy. Wiec modut
summy dwach ilosci urojonych jest mniejszy od summy ich modu-
tow ale wiekszy od réznicy tych modutéw.

Gdy dwie ilosci urojone maje argumenta rowne albo rézniece
sie wielownikiem potokregu, wtedy trojket OAB jest linie
proste, i modut summy tych ilosci rowna sie summie albo ro-
znicy ich modutow.

260. Takim samym sposobem jako dla dwdch, znajduje
sie summa wielu ilosci urojonych, i modut snmmy ilukolwiek
ilosci wielorakich, nie przewyzsza summy modutéw tych ilosci.

odcigganie.

261. Od jednej ilosci urojonej a-t-bi odciegne¢ druge
urojone d —~bi jestto znalez¢ trzecie ilos¢ ktéra dodana do
drugiej wydaje pierwsze. Wiec rdznica tych dwaoch ilosci jest

(@ +bi)—(a -t- hi)— (a—a) -+ (b—Db)i.

Ta roznica otrzymuje sie tatwo geometrycznie. Niech pro-
ste OB i OA' (fig. powyzej) przedstawiaje dwie ilosci uro-
jone ammd i a -hbi. Zeby odciegne¢ druge ilos¢ od pier-
wszej, dos¢ poprowadzi¢, przez punkt B, proste BA réwnole-
gte do prostej OA ijej rowne ale w kierunku przeciwnym;
prosta OA zamykajeca trojket OBA bedzie réznice geome-
tryczne wielkosci OB i OA. Albowiem dodana do wielko-
sci OA' czyli AB wydaje wielkos¢ OB.

Uwaga. Modut réznicy dwdch ilosci urojonych jest zawarty,
mowiec ogolnie, miedzy summe i réznice ich modutowi
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262. Wykonywajac mnozenie dwdch ilosci urojonych
a-\-bi i amb'i, wedle prawidel mnozenia wielomiandw,
otrzymujemy wieloczyn

u -l-bi){u 4 bi)— (aa -f- bb) 4 (@b -# bu)i
ktdry jest ilocie. urojony.

Dwie ilosci urojone, a+ bi i < -+ b'i, ktore sie réznij sa-
mym tylko znakiem spdtczynnika ilosci i nazywaja, sie sprze-
ionemi; ich wieloczyn jest rzeczywisty

(@-h bi) @—bi)= a-+ W.
Jesli damy ilosciom urojonym a -+bi i d -hbi ksztat
r(dosa-t-nvst«) i r'(dosc¢ -+ iwsla'),
znajdziemy powyzszy wieloczyn w postaci

rr (dosa dosa’ —wstawsta') -i- rr (wstadosa’ + dosa wsta')i ,

albo prosciej

€)) rr [dos(a 4d) +iwst(a 4a)].

Wiec wieloczyn dwoch ilosci urojonych jest iloscig urojong kto-
ra ma za modut wieloczyn modutow i za argument summe argu-
mentow.

To prawidto jest ogdlne, i stosuje sie do jakiejkolwiek liczby
czynnikdw. Ztad wynikajg dwa wazne twierdzenia, takie same
jak w ilodciach rzeczywistych, ktére stanowig cechujacg wia-
snos¢ wieloczynu.

1° Wieloczyn czynnikéw urojonych nie zmienia wartosci, gdy
sie przemienia miejsca tym czynnikom. Co oczywiste ha mocy
powyzszego prawidia.

2> Aby wieloczyn czynnikow urojonych byt zero. trzeba zeby
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jeden z tych czynnikéw byt zero. Albowiem, modut wieloczynu
jest roéwny wieloczynowi modutéw czynnikéw : wiec, zeby
wieloczyn byt zero, trzeba zeby jeden z tych modutéw, a tem-
samem jeden z czynnikdw urojonych, byt zero.

263. Nietrudno okaza¢ to wszystko geometrycznie. Niech

r_

proste OA i OA' przedstawiajg dwie ilosci urojone a+ hi
i a4 b'i. Wiadomo ze przez wieloczyn dwdch linij prostych
nalezy rozumie¢ wrieloczyn dwéch liczb ktére je mierzy. Zeby
wiec pomnozy¢ ilos¢ geometryczny OA przez ilos¢ geometry-
czny OA, trzeba najpierwej mnozy¢ dtugos¢ OA przez liczbe
oderwany ktéra mierzy dtugos¢ OA, co daje diugos¢ OC;
potem, trzeba obréci¢ OC, okoto punktu O, pod kytem COB
rownym kytowi XOA!, co sprawia ilo$¢ geometryczny OB. Ta
wielkos¢ OB jest wieloczynem czynnikow geometrycznych
OA i OA’; albowiem jej modut jest réwny wieloczynowi
modutéw i argument réwmy summie argumentéw tych
czynnikow',

Mnozenie ilosci geometrycznych jasno pokazuje ze ich wie-
loczyn skiada sie z mnoznej tak jako mnoznik skfada sie z je-
dnosci Unijnej. To sie wkasnie zgadza z okre$leniem mnozenia
ilosci rzeczywistych.

Zastosujmy wytozone prawidta do wieloczynu i.i. [lo$¢
urojona i, jako wiemy, jest przedstawiona przez dtugos¢ OB
rowny jednosci i wziety na osi OY w kierunku prostopadtym
do XX'; zeby wiec otrzymac¢ wieloczyn ilosci geometry-
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cznej OB pomnozonej przez siebie samy, trzeba najpierwej
mnozy¢ dhugos¢ OB przez jednosé¢, co daje wielkos¢ OB, i
potem obrdcié¢ te wielko$¢ pod kytem prostym okoto punktu O,
co daje ilos¢ geometryczny OA' w kierunku OX; wiec wie-

loczyn i.i= —\. Ten wynik sprawdza fundamentalny
ugode P= —1.
DZIELENIE.
264, Dzieli¢ jedny ilo$¢ urojony a+ bi przez drugy uro-

jony a + b'i jestto znalez¢ trzeciy ilo$¢ ktéraby mnozy¢ dziel-
nik wydata dzielne. Stosujyc to okreslenie do dwdch ilosci
urojonych, wyrazonych w ksztatcie

r(dosa 4 iwsta) i r'(dosa’ 4-jwsta’),
mamy zaraz iloraz

r (dosa-hiwsta)

w r (dosa'4-?wsta’)

[dos(a—a) 4- i wst(a—a)].

Wiec iloraz dwoch ilosci urojonych jest iloscig urojong, ktéra
ma za modut iloraz modutdiu i za argument réznice argumentow
dzielnej i dzielnika.

Ztyd tatwo sie wywodzi iloraz w funkcyi algebrycznej. Jakoz,
d0Sa doSa 'f wsta wsta'4-(wsta dosot—dosa wsta')?];

wiec, podstawiajyc wartosci wstaw, dostaw i modutéw, bedzie

a+bi__ ad4- bﬁ'i‘(bd— ab’)i

a+bi + /-

lloraz dwach ilosci urojonynh znajduje sie tatwo geometry-

cznie. | tak, zeby podzieli¢ ilos¢ geometryczny OB przez

ilos¢ geometryczny OA, trzeba najpierwej podzieli¢ diu-
21
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gos¢ OB przez liczbe oderwany ktora mierzy dhugosé OA', i tak
otrzymang wielko$¢ obréci¢ okoto punktu O w strone odje-
mni, pod katem BOA réwnym katowi A'OX; co daje iloraz OA

POTEGI.

265. Wieloczyn m czynnikw réwnych nazywa sie po-
tegg m* jednego z nich. Wiec, przypuszczajac ilosci urojone
rowne, z prawidla mnozenia wynika nastepujace prawidio
poteg

Zebij podnies¢ ilos¢ urojona r (dosu. 4- i wsta) do potegi
trzeba podnie$¢ modut do tej potegi i pomnozyé argument przez

wyktadnik m; CO daje
(0) j>(dosa 4- iwsta)]Jm= rm(dosma -t- iwstffla).

To prawidto stosuije sie do poteg utamkowych i odjemnych,
byle tylko uwazano samg jedng warto$¢ liczebna pierwiastnika.
Jakoz, mamy

|>" ~dos™ 4-iw st~ j] = rm(doswa 4- iwstma)
= [r(dos« 4- i wsta) Jm;
wiec

(6) (dosa 4- iwsta)J»Z r« "dos— 4-i WSt—j

Jesli wykiadnik m jest liczbg odjemna catkowitg albo utam-
kowa, bedzie

[r(dosa 4- 2wsta)] m= !

rm(dosma 4- twstma)
_ r~m(JosmCl — {wstma);
wiec
[r(dosa 4- i wsta)]- ““= r~ m[dos (—m8) 4- i wst(—8) ].
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Gdy wyktadnik jest niespotmierny, potega nie przedstawia
wyraznego znaczenia; chyba ze, uwazajac taki wyktadnik jako
granice liczb spétmiernych nieskonczenie przyblizonych, za-
stepujemy go przez jedng z tych liczb i przechodzimy do gra-
nicy.

Jesli wyktadnik m jest urojony, potega nie ma zadnego
sensu a priori, i moze istnie¢ tylko jako symbol naprzéd okre-
Slony.

Uwaga. Druga strona rownania (6) ma jedng tylko wartosc,
gdy tymczasem pierwsza, wyrazajgc pierwiastnik wskazu n,
ma n wartosci algebrycznych. Wiec formuta (6) bytaby fat-
szywa, gdyby brano wartosci algebryczne pierwiastnika nie
za$§sama jedng warto$¢ liczebng, jakosSmy juz powiedzieli. Damy
po6zniej formute ogdlina.

266. Prawidto wyktadnikéw, Niech bedzie ilos¢

a—r (dosa -t- i wsta).
Mamy
am _.rra(dosma 4 zwstma), a"= rn(dosn« mmzwstna);
zatem
aman= T +"[dos(m+ n)a-+iwst(m+ na].
Ale wiasnie
amn= thn [(JOSO 4 Ma + j'wst(w mar)«];
wiec
aman= amnl
| nastepnie

aM_zam-h.
| an »
Wiec w mnozeniu i dzieleniu poteg ilosci urojonymh, pra-
widto wyktadnikdw jest to samo co dla ilosci rzeczywistych.
Ztad wynika ze, jakakolwiek jest ilos¢ a, rzeczywista albo
urojona, bedzie zawsze
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Na zastosowanie, tworzmy potegi po sobie idece ilosci uro-
jonej i. Mamy najpierwej t = —#4;poczem

»r*={*»= —i

= = —l«= —t*= —(—)= -n/

Poniewaz potega pojmujemy fatwo ze te same wy-
niki powtorze sie okresowo co cztery; wiec og6lnie

tin=+4,  i“+1= j, tntl= —1 "= —i
Potegi parzyste ilosci i se rzeczywiste, potegi nieparzyste
se urojone.

267. Szukajmy teraz czemu sie rowna ilos¢ urojona yj—/
To wyrazenie znaczy to samo co yAl(dos- iwst*)- Owoz,
ilos¢ pod pierwiastnikiem jest kwadratem zupetnym

JMANdosM-f-tw st~ ) zted, uwazajec sarne tylko wartosc

liczebne pierwiastnika, otrzymujemy
V.V (dosTr* iwstjr) = A~™dos| 4 iwst® = Ai

Wiec
y/NAS= A\AT .
Mozemy teraz tatwo wiedzie¢ czemu sie rdwna wieloczyn
Trzeba tylko rozrézni¢ dwa przypadki.
$\ Jesli oba pierwiastniki se wziete liczebnie, to jest z do-
myslnym znakiem +, wtedyV

V—a—\ay—1 i \— yj—1;
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zatem
\—ami— V—IX \byj—\=\Ja (\'—i)*=—\ab.

2°. Jesli pierwiastniki yj—a, yj—6 wyrazajg wartosci alge-
bryczne, trzeba je uwaza¢ jako majgce podwdjny znak +;
co daje
souayi- iyl N—7= 1+ ym (YCJ)’

268. lloscindjemne. Teorya ilosci urojonych zawiera, jako
przypadek szczegdlny, teorye ilosci odjemnych. | tak, niech
bedg A i B dwie ilosci rzeczywiste jakiekolwiek, dodatne
albo odjemne. Nazywajac a i b wartosci samoiste tych ilosci,
mozemy je wyrazi¢ w ksztatcie ilosci urojonych

A—a(dosAz 4- iwstAir), B= i(dosfc'x 4 -twstftr).
Biorac wieloczyn, mamy
A.B= ab[dos (k -+ k)it 4- iwst(A 4- Jfc)4].
Zt8d wvnikaj§, co do znakéw, cztery mozebne wieloczyny :
1°. Jesli k=0 i k'=0, bedzie A=4-a i B= 4-0¢;
wiec
4a X -+~b= ai(dosO 4- iwstO) = 4- ab,
dlatego ze ilos¢ geometryczna ab, majgca argument O, jest

przedstawiona na osi OX w kierunku od O do X

2°. Jesli A= i, i A'=0, wtedy A= —a i B= + i;
wiec
—« X +4 = ab(dosir 4-iwstar)= —ab,

poniewaz ilos¢ geometryczna ab, majaca argument w; jest
przedstawiona na osi OX w kierunku od O do X.

3. Jedli A=0i k=i, wtedy A= 4-a i B= —Db;
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swiec
-+a X —0= ffJ(dos- -+~ iwsti:) = —ab.

4° JeSli k— T i K—it, wtedy A= —a, i B= —b;
wiec
—a X — b==ab(dos2ir -+ i wst2ic) — -t- ab.

Jako widzimy, otrzymuje sie tym sposobem prawidto znakow
wieloczynu dwdch ilosci jakichkolwiek, dodatnych albo odje-
mnych. Ale nie trzeba sobie robi¢ ztudzenia. Mnozenie jakiej-
kolwiek ilosci przez ilo$¢ odjemng nie ma samo przez sie
zadnego sensu, ijest tylko symbolicznym wynikiem poprze-
dniczych dziatan. Powyzsza teorya nie dowodzi prawidta zna-
kéw, bo go nic dowodzi¢ nie moze, ale je tylko sprawdza; co
wiasnie by¢ powinno.

ROZMAZYWANIE ROWNAN DVWUMIENNYCH
269.  Niech bedzie réwnanie dwumienne

(1) xm— A=0

w ktérem A oznacza ilo$¢ jakakolwiek rzeczywisty albo uro-
jony. Wiemy ze wszelka ilos¢ A wyraza sie og6lnie przez
R(dosa-t-i wsta); jesli wiec dane réwnanie ma piarwiastek
rzeczywisty albo urojony, to jest, jesli istnieje wyrazenie ktdre
podniesione do potegi m wydaje R(dosa 4- iwsta), to musi
by¢ ksztattu r (dos<*-t- iwsta); zatem, zeby sprawdzato ré-
wnania (1), trzeba i dos¢ jest zeby byto

A(dosma -I- iwstma) = R(dosa - iwsta).

To réwnanie znaczy ze czesci rzeczywiste obydwdch stron sy
rowne miedzy sobg i czesci urojone takze réwne miedzy soba,
to jest

["doswia = Rdosi? i /"wslwia= Rwsta;
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zkad
r —R™ €= B

oznaczajac przez k liczbe catkowity dodatng albo odjemna,

i nawet 0.
Wiec, wszystkie pierwiastki rownania (i) sg zawarte w for-

mule]
@ a = ﬁl "-‘/ jdosg:.t:_z.fp_[- M '\Nstq_-!::_z.fp_ré .
\ m m

Owoz, zeby dwie wartosci k* i K' catkowitej k dawaly
dwa pierwiastki rdwne, trzeba i dos¢ jest zeby roznica argu-

mentow ni m byta wielownikiem z 2r, albo in-

nemi stowy, zeby réznica k'—K' byta wielownikiem z m;
wiec formuta (2) daje m pierwiastkow roznych, i tylko m,
ktore sie otrzymuje ktadac za k m catkowitych po sobie ida-
cych miedzy — o i + 00, jako na przykiad

0,123 ... m—1
Zwykle przywodzi sie rozwigzywanie rownania xm—A= 0

do rozwigzywania rownania xm—1=0. Jakoz, nazywajac xn
jeden z pierwiastkéw pierwszego réwnania, uczynmy

X = X,Y,

bedzie
Xm—xrnym= A;

zkad, poniewaz xrm— A, wynika
ij"= \.

Wiec znajdzie sie wszystkie pierwiastki réwnania 3 —A=0,
mnozac jeden z nich przez kazdy z m pierwiastkow jednosci;



358 KSIEGA CZWARTA

2&x
=
ktorg sie wyprowadza z formuty (2) czynigc R =+ i a= 0.
Wyznaczywszy pierwszy pierwiastek xOréwnania xm—A= 0,
otrzyma sie wszystkie za pomocg formuty

te za$ ostatnie sg dane przez formute y— dos— + iwsto%’\,

= M N " ~t-1 f—
3) x= R (dosm t IWStm—\) \(dosE t-iwst p

Wiasnosci pierwiastkow réwnania xm—1=0.

270. Réwnanie dwmmienne xm—1=0 ma m pierwiast-
kéw, z ktorych pierwszy xQ odpowiedajacy wartosci k= Q
rowna sie 1; a jesli m jest parzyste, wtedy réwnanie ma
drugi pierwiastek rzeczywisty xr;]— dosTi +twstrc= —1.

Wszystkie inne pierwiastki sg urojone, isg po dwa sprzezone
i wzajemne. Jakoz,

1°, jesli wezmiemy
xn— dos—— biwst=",
m m
bedzie takze
= dos!L- w* + -wst2M - - 7)”
m m
albo

xm n= dos— —fwstrn,
m m

2°, Wieloczyn xnxm n— 1.

Ztad wynika ze pierwiastki réwnania x»—1=0 sg dane
przez formute

4 X= dosZit xwst2l",
m m
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w ktorej za k trzeba potozy¢ wartosci 0,4,2,3,.. azdo M

albodo m , wedtugjak m jest parzyste albo nieparzyste.
Tym sposobem formuta (3), ktora daje pierwiastki réwna-
nia xm—A= 0, moze sie wyrazi¢ przez

x= R™(dos—4 iwst— (dos™-"d; iwst— ? .
\ m mj \ m m

271. Gdy m jest liczbe nieparzysta 2n-M, réwnanie
. . 1 s 2w . .
xm—4=0 moze sie znizyC do stopnia —-—. Jakoz, dzielgc

to rownanie przez (x —I)xm otrzymujemy

Uczynmy teraz
X+-=y i -+-= V*;

poniewaz

mamy formute
V,=yV, 1V nt

Owoz, V0= 2, V,=y; wiec, postugujac sie tg tormutg,
znajdujemy zaraz wartosci
V,=y>-2,
V= y'—dy* + 2,

ktore podstawione dajg réwnanie

?(y)=o
stopnia n. Pierwiastki tego rownania, bedac summami pier-
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wiastkow urojonych réwnania xm— 1=0, wyrazajg sie
przez formuie

— 2iC
y= EJOSTT] y

w ktorej za k trzeba podstawi¢ catkowite 0,1,2,3,.. m—1

272. Twierdzenie. Wieloczyn albo iloraz dwdch pierwiastkow
réwnania xm«—1=0 jest pierwiastkiem tego réwnania

1°. Niech bed£ dwa pierwiastki jakiekolwiek

:dos=--=-h twst— i #p= dos”2-t-iwst— ;
m m m m

* ., = do, +.-Wtar%’r*

jest pierwiastkiem ktéry odpowieda wartosci w+p danej
dla k.
2°. lloraz tych dwoch pierwiastkow

N = dosglw- . ™ + iw st/ --N

Xp m m
jest takze pierwiastkiem odpowiedajecym wartosci n—p da-
nej dla k.

273. w niosek. Potegi pierwiastkow réwnania xm—1=0
sg pierwiastkami tego rownania. | tak (x,,y — xmp.

274. T wierdzenie. JeSli N jest pierwsze do m, pierwiastek x,,
przez swoje potegi po sobie idgce, wydaje wszystkie pierwiastki
réwnania dwumiennego x'n—t=0.

Mamy pierwiastek

X,,— d0s=-----E Xwsi— ;
m m
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aby otrzymac jego potegi po sobie idace 0, 1,2, ... Ww—1,
trzeba mnozy¢ argument Z— przez wyktadniki 0,1,2, ,.m—1

tych poteg. Owoz wiadomo ze, dzielac przez m wielowniki
po sobie idace
On, 1« 2»,jSn, ... (m—1)n

liczby n pierwszej do m, otrzymuje sie, w pewnym porzad-

ku, reszty
0,12 3 ... m—1,;

wiec znajdujemy tym sposobem wszystkie m pierwiastkéw
rownania zn —1=0.

275. W niosek. JeSli liczby n i m majg najwiekszy spolny
dzielnik d, wtedy pierwiastek x,,, przez siuoje potegi, wydaje tylko

wszystkie — pierwiastkow réwnania x d—1=0.

Jakoz, niech bedzie m= dni i n= dn-, pierwiastek Xx,,
wyraza sie przez

xn— dos--—-- h iwst(.D.r_':_dos V=t z\/vsta’—’—;
m m m

wiec xn zado$¢ czyni rownaniu xmi—1=0; a poniewaz R
jest pierwsze do ni, pierwiastek x,, przez swoje potegi po
sobie idace, wydaje tylko wszystkie pierwiastki rownania

[%—i—n albo xd—1=0.

Okrestenie. Nazywa sie pierwiastkiem pierwotnym réwnania
dwumiennego xm—1=0 wszelki jego pierwiastek ktory,
przez swoje potegi, wydaje wszystkie inne pierwiastki. Wynika
z twierdzenia ze 1°, rownanie dicwmienne xm—+4 =0 ma tyle
pierwiastkow' pierwotnych ile jest liczb mniejszych od m i pier-
wszych do m; 27 pierwiastki, pierwotne réwnania x"—1=0
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posiadajg to cechujgca wtasnosc, ze nie sg pierwiastkami pierwo-
Inemi zadnego réwnania stopnia mniejszego od m; a zas$ pierwiastki
niepierwotne sa pierwiastkami pierwotnemi réwnania dwumiennego
ktérego stopien jest podwielownikiem wyktadnika m.

276.  Twierdzenie. Summa jednakowych poteg pierwiastkéw

réwnania dwumiennego xm— 1 =0 jest zero, wyjawszy tylko
gdy wykladnik potegi jest wielouAikiem z m. Jakoz, na mocy
twierdzenia, pierwiastki tego réwnania sg potegami po sobie
idgcemi pierwiastku xx to jest wyrazajg sie przez

jesli wiec podniesiemy je do potegi n, otrzymamy postepnie
geometryczng
rﬂp M?lip Wian me1 900 fj/anim I).

ktorej stosunkiem jest xrt, a summga
Owoz xinH= (x,m"= 1;
wiec summa wyrazOw postepni jest zero.

Gdy n jest wielownikiem z m, kazdy wyraz postepni staje
sie 1, isumma wyrazow réwna sie m.

277. Twierdzenie. Gdy n i p sg pierwsze miedzy soba,
otrzymuje sie wszystkie pierwiastki réwnania xmp—1=0 mno-
zac kazdy pierwiastek réwnania xn—1=0 przez kazdy pier-
wiastek rownania x*—1=0.

Niech bedzie

jeden z pierwiastkow réwnania xmpp— 1=0. Poniewaz n i p
sg pierwsze miedzy sobg, mozna zawsze znalez¢ dwie liczby
catkowite Xi u takie zeby byto

21t. 2;att _ 2 kr,

p np

wa-4-NAa= Kk albo
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wiec mamy
X = Hdos----- hewstzxm Jdosmtr

+ iwst-zl(«'
« «) P

To dowodzi ze wszelki pierwiastek réwnania xrif—1=0
jest wieloczynem jednego pierwiastku réwnania xn—1=0
przez jeden pierwiastek rbwnania a?—1=0; zatem, otrzyma
sie wszystkie pierwiastki rownania x"r—1=0 mnozec, po dwa
miedzy sobg pierwias/ /Nréwnan xn— 1= 0 i x?—1= 0.

278. Whniosek. Gdy ni p sg pierwsze miedzy sobg, otrzy-
muje sie pierwiastki pierwotne réwnania xre— 1=0, mnozac
kazdy pierwiastek pierwotny rownania xn—1=0 przez kazdy
pierwotny rownania —1= 0.

To wynika z formuty

= (dos— + Avs dos?”™ + iwstS“
{/ « é/ § P P

Albowiem, jesli X jest pierwsze do n, i p pierwsze do p,

summa dwdch utamkéw niezredukowanych, ~ +” jestutam-

Kiem mezredukowanym p\knu_ L;
np np
co daje
dos-Z?SrJ--Hi' Xin / dosZH---p |wst“2u—tt\
n n)\ 0]
— dos-zf'g-tri--t- |Ws’t2—kr
np np
wiec

2
‘. dos—‘r’1Vr -4- 1wstf-‘f-'-z-

jest pierwiastkiem pierwotnym réwnania x’f— 1=0.
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279. wniosek. Powyzsze twierdzenie i jego wniosek sg
bardzo wazne, bo przywodza rozwigzywanie rownania
a:"w—1=0, w ktérem n, p, q,.. s3 liczbami pierwszemi
albo potegami liczb pierwszych, do rozwigzywania rownan pro-
stszych xn—1=0, uf—1=0, xi—1=0,... Do$¢ wyzna-
czy¢ jeden tylko pierwiastek pierwotny kazdego ztych osta-
tnich rownan, ich wieloczyn bedzie pierwiastkiem pierwotnym
zadanego rownania; a ten pierwisstek, przez swoje potegi,
wyda wszystkie inne pierwiastki tego réwnania.

WIELOKATY FOREMNE.

280. Niech bedzie m punktéw lezacych na okregu w ro-
wnych przedziatach. taczac te punkta po kolei, tworzymy
wielokat foremny wypukly majacy m bokéw. Ajesli je pola-
czymy biorgc po k przedziatdw, byle k byto pierwsze do m,
utworzymy, jako wiadomo, wielokat foremny gwiaZzdzisty, ma-
jacy takze m bokow i ktérego obwaod podpasuje k razy okrag;
bioragc po m —k przedziatdw tworzy sie ten sam wielokat.
Ale, jesli k i m majg spoiny dzielnik d, tak utworzony wie-

lokat gwiazdzisty posiada tylko — bokéw i obiega ~ razy

okrag. lIstnieje wiec tyle wielokgtow foremnych majacych m

Zagadnienie podziatu okregu kota na m czeSci réwnych
przywodzi sie do rozwigzyw ania rownania dwumiennego r —1.
i kazdy pierwiastek pierwotny tego réwnania odpowieda wieloka-
towi foremnemu ktéry ma m bokéw.

Albowiem, jesli podzielimy okrag na m czesci réwnych

i wezmiemy k przedziatéw, tuk Qﬁm, zawierajacy te prze-

dzialy i podpasany przez bok wielokgta foremnego, jest argu-
mentem pierwotnego pierwiastku réwnania xm—1=0.
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Wiec, biorec promien kota zajednos$¢, i nazywajac bi bok tego
wieloketa, bedzie

Owoz, 2dosi—|r(: jest wkasnie summa dwaoch pierwiastkdw

pierwotnych sprzezonych, poniewaz k jest pierwsze do m

z zatozenia. Do wyznaczenia tej summy moze, w stosownym

przypadku, stuzy¢ rownanie <?(y)=0 ktdresmy dali w n° (271).
Zastosujmy te zasady do kilku przyktadow.

281. Troejkat rewnoboczny. Podzial okregu na trzy czesci
rowne zalezy od rownania

&—1= 0.

Odejmujac pierwiastek 1, mamy réwnanie wzajemne
4£-+1= 0,

ktore, czymec x-h -1: y, daje

y-1-1= 0, zked 2dosnh= —1.
(o]

jest wiec jeden tylko trojkat foremny, ijego bok i=\/2+1=\/3.

Szesciok™t foremny. Pierwiastki réwnania a6—1=0 za-
leze od pierwiastkow rownan r2—1=0 i x3—1=0

S
Owoz, rownanie J'>-(-I-1= a-+-t ma jeden tylko pierwia-

ar—

stek pierwotny —1, a rdwnanie 11 x- f-x 41—0

. . . . it -
daje dwa pierwiastki merwolne It Ve
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mnozec te ostatnie przez —1, znajdujemy dwa jedyne pier-
wiastki pierwotne

1zhiV3

réwnania x6—1=0. Jest wiec jeden tylko szeScioket fore-
mny, i jego bok réwna sie 1.

282. Pieciokat foremny. ROWNanie x5—1=0 ma cztery
pierwiastki pierwotne; co dowodzi ze jest dwa pieciokaty fo-
remne. Odjewszy pierwiastek 1, zostaje rownanie wzajemne

X>+al+x*+4-x -f-1= 0,

albo ?(y) = y5-t-y-HI=0
ktore daje
—1zhvo
y=—- 2-

Wiec mamy pieciokat wypukty ktdrego bok jest

VIo_Vo=y/l +i(yg_ i)5,

i pieciokat gwiazdzisty ktorego bok jest

Dziesiecioro foremny. Pierwotne pierwiastki réwnania
x*—1=0 se wicloczynami pierwotnych pierwiastkow ro-
wnan x1—1=0 i x5—1=0.

Odejmujec pierwiastek 1, bedzie

x-)-1=o0 i X, +X,+ xI-I-x+ 1=0.

Pierwiastki tych dwdch rownan s§ wszystkie pierwotne; aby
wiec otrzymac pierwiastki pierwotne réwnania x10— 1, dos¢
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jest pomnozy¢ przez — 1 pierwiastki ostatniego rownania
ktore staje sie
—x3-hx~ —x-t- 1=0.

Owoz, to réwnanie jest wzajemne; wiec czyniec X —~- =y,
X

bedzie
—U—1=0, zked y-'*Vv/3
albo
2ir 1_4_\65_ I 3r_ 1 vl
?dole 5 i dos 0 -

To dowodzi ze istnieje dwa dziesieciokety foremne, co zrc-
szte widac a priori, dziesiecioket wypukly ktérego bok jest

4 (vs- o.

i dziesiecioket gwiazdzisty ktérego bok réwna sie

Pietnastokt foremny. Otrzyma sie wszystkie pierwiastki,
pierwotne rownania 35— 1=0, mnozec, miedzy sobe, po
dwa, cztery pierwiastki pierwotne réwnania x5 1=0 przez
dwa pierwotne réwnania a3—1= 0. Se wiec cztery dwojany
pierwiastkéw pierwotnych sprzezonych ktoére daje cztery
pietnastokety foremne. | tak, biorec summe dwoch takich
pierwiastkOw sprzezonych, znajdujemy naprzykiad

+ \3+ V.30- 0\,
1o | ’

22
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zatem

-

albo

Wyznaczone podobnie boki trzech pietnastokatéw gwiazdzi-
stych sg:

283. Uwaga. Opierajagc sie na twierdzeniu

Pierwiastki rownania dwumiennego xm—1=0, gdy m jest
liczba pierwsza, wyrazajg sie algebrycznie przez formuty zawiera-
jace same pierwiastniki wskazu m—1,

dowiedziono ze, jesli m—1 jest potega z 2, czyli jesli
liczba pierwsza m réwna si¢ 2"-+-1, te pierwiastki przywodza
sie do ksztattu A 4- B\J—1 w ktorym ilosci A i B, zawiera-
jace same tylko pierwiastniki kwadratowe, wykreslajg sie za
pomocy liniatu i cyrkla.

Ztad wynika ze mozna wpisa¢ w okrag wielokaty foremne
ktorych liczba bokow wyraza sie przez 2" -t- 1, jesli ta liczba
jest pierwsza, jako

3, 5 17, 257, 63337, ...
Ale dowodzenie powyzszych twierdzen wymaga rozwiniecia

rachunkow, ktore raczej do algebry wyzszej nie do trygono-
metryi nalezg; i dlatego ich tutaj nie umieszczamy.
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284. Za pomocy réwnan dwumiennych rozwigzuje sie ro-
wnania tréjmienne ksztattu

@) xim4- pxm4- = O.

Jakoz, to rownanie, rozwigzane jako réwnanie drugiego sto-
pnia, daje

i tym sposobem przywodzi si¢ do rozwigzywania dwoch ré-
wnan dwumiennych

-rnj—9=0 A~ +1+4r-5-=0,

ktore juz znamy.

285. Uwazajmy szczeg6lny przypadek w ktérym spoiczyn-

niki p i g se liczbami rzeczywistemi, ale ~ < q; wtedy

Xm— —"+ y/y —q— R(dosat twsta).

Zatem rownanie (I) staje sie

(xm—Udosa—Riwsta) (xm— Rdosa 4- IUwsta) = 0
albo
) xim— 2Ramdosa4-R2=:0.
Pierwiastki rownan

af —R(dosa 4-iwsta) = 0, x"—R(dosa—iwsta)= 0
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se zawarle (269) w formutach

X—Rm Adosz_l'(!t'ﬁ:'g" h ’ZWS,tg{I]_tI:n:t_—z

X — R* Ados--=----- Twsiz&2=! )
m

w ktorych za k trzeba podstawi¢ m liczb catkowitych po so-
bie idgcych jakichkolwiek. Owoz, podstawi¢ w drugiej formule
za k liczby 0, —1, —2. — 1) jest to samo co pod-

stawie w formule f??'n(éosz'a‘«+ St a;

liczby 0, 1, 2, ... (m—i); wiec wszystkie 2m pierwiastkow
réwnania tréjmiennego

za h

xim— 2Rajndosa 4 R*= 0

se dane przez formute
z= Rm(gos - :iWstg-I(-':[-ﬂ'-?P

w ktorej za k trzeba podstawi¢ m catkowitych po sobie ide-
cych jakichkolwiek.

TWIERDZENIU MOAWRA | KOTESA (*).

286. Na mocy tego co poprzedza, dzielniki pierwszego sto-
pnia dwumianéw

xm—R(dosa (- zwsta) i xm— R(dosa — zwsta)

(*) Moivre i Cotf.s spotczesni rodacy Newtona, przy kofcu wieku xvn
i na poczelku xvnr.
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s§ dane przez odpowiedajgce formuty

x —A il flos2Mz® a ¢ jysr2l4-a

x — B (Bos 20T ™ g yyst?
m m

w ktorych « bierze m wartosci 0,1, 2, ... m—d.
Owoz wieloczyn dzielnikéw ktore odpowiedaje tej samej
wartosci « daje trdjmian rzeczywisty di ugiego stopnia

y? _ 2Rmxdos®“ " 4-R”

wiec, wieloczyn wszystkich trdjmianéw otrzymanych kiadec
za « wartosci 0, d, 2,... m—1, ktdry towieloczyn oznaczamy
przez

[=m-I|

S=0

k a
(a:s—Zern rdos XLt ¢

jest réwny wieloczynowi dwdch uwazanych dwumianow

[a” —R(dosa 4- iwsta)] [xm— R(dosa —t wsta)]
_ Xim_ 2Ra?*dosa 4- R2.

Mamy wiec tosamos¢

i—2R"™jrd "+ k
J— - ]
-0 Xi jrdos am r)

—X-m— dosa 4- R2,
ktora daje wszystkie dzielniki drugiego stopnia trdjmianu

x-m— 2Rantosa 4- R2
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Zeby mieé takze wszystkie dzielniki drugiego stopnia troj-
mianu
X jm+ 2RE™dosa 4- R2,
dos¢ jest uwaza¢ ze ten tréjmian mozna pisa¢
xim—2Rardos (it 4- a) 4- R2;

wiec, zamieniajac a na i4-« w ostatniej tosamosci, znaj-
dujemy drugg tosamos¢

1£ (*m_ 2RizdosBzxxL*£ + Bi)

= x2n4- 2RK™dosa 4- R2,

ktora daje zadane dzielniki

Pierwsze i drugie dzielniki przedstawiaja sie geometrycznie.
Zeby znalez¢ ich wyrazenie, trzeba najpierwej, dlajednorodno-
sci, uczyni¢ R= rnt tym sposobem dwie powyzsze formuty
stajg sie

@) nr x2—2nrd052[¢m. 4-r

= xdn—2rnxmdosa 4- ram
(2
— Xxim4- 2rnamdosa 4- ra

Niech bedzie teraz okrag O promienia r, podzielony na 2m
czesci rownych w punktach
AQ A, A2 A% Asfeh; wy-
znaczmy, poczawszy od AQ,
tuk AB= — ina pro_
m
mieniu OB wezmy dtugos¢

OP = x mpo czem potacz-
my‘punkt PJze wszystkie-



ZASTOSOWANIE TRYGONOMETRYI DO ALGEBRA  34»
mi punktami podziatdw. Trojkaty POAZ, POAZAtL daj?

PA\4= a3—2rxdos— + a+ r9,

m

PAW, = 2rxdos™Nixihx£ + r9;

m

Wiec, na mocy formut (1) i (2), bedzie
PA*0. PA3 . PA\e.« PA2, 2= xim—=2&inmxmdosa 4 rim
PA3 e« PA* ¢ 1W5... PAa,,-, = x-m4- 2r"'xmdosa 4 - rim

To dowodzi ze trdjmian Xim— 2rmxmdosa 4 - rim
jest rowny wieloczynowi kwadratéw odlegtosci punktu P
od punktéw rzedu parzystego AQ A, Ad... , a za$ trojmian
Frmxn Aom 4- rim  réwny wieloczynowi kwadratow
odlegtosci tego samego punktu P od punktéw rzedu niepa-

rzystego A, A,, A5..
Te dwa réwnania stanowi? twierdzenie Moawra.

287. Gdy k?t a jest zero, punkt P.lezy na promieniu OAQ;
wtedy obie drugie strony powyzszych réwnan s? kwadratami

zupetnemi; zatem
xm—rm= £P AO0PAsS.PA4...

X"+ m= PA,.PA3.PA, ...

Na tych dwoéch réwnaniach zalezy twierdzenie Kotesa [Co-
tes). W pierwszem réwnaniu trzeba wzi?¢ znak 4- albo —
wedtug jak punkt P znajduje sie zewnetrz albo wewnetrz

okregu.
ROZWIAZYWANIE ROWNAN TRZECIEGO STOPNIA

288, Niech bedzié réwnanie zupetne trzeciego stopnia
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majace spétczynniki a, b, ¢ rzeczywiste. Jesli zastgpimy x

przez x — o przywiedziemy to réwnanie do ksztattu

1) x3+px-bq—0;

w ktérym litery p i q oznaczaja ilosci rzeczywiste jakiekol-
wiek, dodatne albo odjemne.
Szukajac pierwiastkéw tego réwnania, uczynmy
X—y-t-z,
bedzie
y %t z3l-{3yz +p{y 20+ q—0.

A poniewaz dwie niewiadome y i z s§ zwigzane jednem
tylko réwnaniem, mozna jeszcze rozporzadzi¢ jedng z nich
czyniac

3yz+ p= 0;

tym sposobem mamy do rozwigzywania dwa réwnania

) yz= —|* i y3—hz3: —4q.

Widzimy zaraz ze y3i z3sq pierwiastkami réwnania dru-
giego stopnia

fb°
ktore daje
/1?7, f
'+\/ 4 27
e 41V . P3
2 4 27

Rozwigzujac te réwnania dwumienne, znalezionoby trzy
wartosci dla y i trzy wartosci dla z; coby dato dziewie¢ war-
tosci dla x\ gdy tymczasem rdwnanie (l), trzeciego stopnia,
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nie moze mie¢ wiecej niz trzy pierwiastki. Ten zbytek warto-
$ci pochodzi ztad ze, zamiast rdwnan (2), rozwigzalismy uktad

Tak dziatajac, otrzymujemy dla y i z nietylko te wartosci
ktore zadoS¢ czynig uktadowi (2), ale jeszcze i takie ktore mu
sg obce i sprawdzaj? tylko ostatnie dwa réwnania.

Aby rozezna¢ prawdziwe wartosci od obcych, uwazajmy ze,

na mocy warunku yz — —jj, trzeba dodawa¢, dla utworze-

nia pierwiastku x, te tylko wartosci y i z ktdrych wie-
loczyn jest rzeczywisty. Co whasnie zrobimy, rozrozniajac trzy
mozebne zatozenia dotyczace wartosci 1/ danych przez
formuty (3).

1°. Przypusémy najpierwej

Ta nierbwnos¢ pokazuje ze p jest odjemne, i wartosci y’,
s urojone; zatem, w rownaniach (3) mozna uczyni¢
i+ — ~ rswst*a i r dos*

co daje
w

Za pomocg tych dwoch ilosci, przeksztatcamy réwnania (3)
na dwa inne

y*= r(dosa-f-twsta)

«s= r(dosa —iwsta),
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i znich dopiero wywodzimy wartosci

.2lin -4- a\
v 3 .
(. 2A%r-4-a ' . .2#ir3»t—a\
< nvst .
r s 3

majace cze$C urojong wydatng ktorej rownania (3) nic wy-
kazuja.

Zeby teraz mie¢ wieloczyn yz rzeczywisty, trzeba kombino-
waé miedzy sobg pierwiastki sprzezone, odpowiedajace tej
samej wartosci dla k; tym sposobem czes¢ urojona znika, i
zostaje

a= 2y/rdos— ------

Ztad, podstawiajac za k wartosci 0, i,2, otrzymujemy trzy
pierwiastki réwnania (1),

2~dos|, 27"dos2" a, 2°rdos4” a,
albo
Vo o=r dosi’
Wiec, gdy ilos¢ (M + jest odjemna, réwnanie

a?+j/X -+-~=0 ma wszystkie trzy pierwiastki rzeczywiste i
nierowne. Te pierwiastki sg wyrachowalne przez logarytmy.

2° Gdy = 0, réwnanie ma dwa pierwiastki ro-

wne; bo ten przypadek tem sie tylko rézni od poprzedzajgcego
ze w nim, na mocy réwnan (4), argument a jest zero; co
wiasnie czyni dwa ostatnie pierwiastki réwne.
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3. Gdy > 0, drugie strony réwnan (2) s?rze-

czywiste; oznaczajac przez A i B dwie wartosci rzeczywi-
ste y i z ktore zado$¢ czyni? tym réwnaniom, bedzie

X\

Jesli teraz nazwiemy j jeden z pierwiastkéw sze$ciennych
urojonych jednosci, drugi bedzie f (274), i wartosci niewia-
domych y i z wyraz? sie przez

A Aj, Al B, B/, BI/.

A poniewaz wartosci dla y i z powinny czyni¢ wieloczyn
yz rzeczywisty, s? tylko trzy mozebne summy tych wartosci
ktore daj? x, to jest

A+ B, Aj+ Bf, V +B/;

zt?d, podstawiaj?c zaj iji ich wartosci
—I1_+/yn VY —1—ivsi
J 0 AN 2 '
otrzymujemy
ARlip g A+ B . .A—B

Wiec, gdy ilosé jest dodatna, réwnanie
x*+px + q= 0 ma tylko jeden pierwiastek rzeczyioisly i dwa
urojone.

Nie trudno, za pomoc? k?ta positkowego, wyrachowaé przez
logarytmy pierwiastek rzeczywisty i spétczynnik ilosci i; trzeba
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tylko rozrézni¢ dwa przypadki, p dodatne i p odjemne.
1°. Jesli p< 0, poniewaz zzalozenia mozna

uczynic¢

\? 57 = O/% WSto>.

Podstawiajgc te warto$¢, bedzie najpierwej

A= + |dosw = y/—?wstlih

B=y/~2~—]|dos*=y/—*dos,| “5

po czem, zastepujec y przez jego warto$¢

otrzymamy

Wezmy teraz ket positkowy ? taki zehy

sty<p= W styiow,

bedziemy mieli
f lﬁtycp i B=y —2 dot?;
zatem znalezione pierwiastki rbwnania wyraze sie przez
\j~~- (sty? -+dot?),

—E£\N f N (sty? + dot?)+ i yIZTp (Sty? —dot?).
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albo

-> /7

Wst2® wst2a - '¥=p dot2®.

Te wartosci, jako widzimy, tatwo sie wyrachuje za pomoc?
logarytmow.

2°. Jesli p > 0, uczynmy

I K sIn
bedzie najpierwej

AN b ™V oow

m<7dos3Iw
B=V ~-2dk:=V : dosw ~’

po czem, zastepujec q przez jego wartos¢ y

przychodzi
A= v W stylw> 1 b=~\A\/dotp-

Biorec ten sam k?t positkowy 9 co poprzednio, mamy

wiec uwazane pierwiastki réwnania przedstawiaj? sie przez

\ /| 'slytp — dot®),

I S/1 (dot? ~ (sty?+ dot?)
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albo

: ylp
-2 A _|dot2.fi W2

Te wartosci se takze wyrachowalne przez logarytmy.

Uwaga. Rozwigzujgc ukfad (3) algebrycznie i rozumujgc
jako w 3°, otrzymuje sie zaraz trzy pierwiastki réwnania
x3—t—px + g—0O tojest:

Te trzy pierwiastki zawieraje sie w jednej formule. Jakoz,
uwazajmy ze biorec za y kazde z wartosci pierwszego pier-
wiastnika, mamy dla z odpowiedajece warto$¢ _5) wiec
0
wszystkie trzy pierwiastki zadanego réwnania se przedstawio-
ne, bez zadnej watpliwosci, przez formute

Wktérej pierwiastnik szescienny ma trzy wartosci.
289. Uwaga Teformuly (), jakkolwiek wazne teorycznie, nie sgdogo-

(*) Znaleziona W r. 1534 przez matematyka wioskiego Tartagi.U,
a podstepnie ogtoszona przez jego spdlczesnego ziomka Kardana (Gardan).



ZASTOSOWANIA TRYGONOMETR Yl DO ALGEBRY 351

dne w zastosowaniu, z przyczyny dwdch pierwiastnikéw potozonych jeden
na drugim; a co gorsza jeszcze, gdy réwnanie ma wszystkie pierwiastki
rzeczywiste, wtedy wiasnie formuly daj? je wszystkie trzy w ksztatcie
urojonym. Jest wiec niedorzeczno$¢, ktéraby sie usuneta gdyby mozna
byto zawsze wyciagna¢ algebrycznie pierwiastek szeScienny z dwumianu

-j- ., tak zeby cze$¢ urojona zostata oddzielona od rze-

czywistej w przypadku -f-A < 0. Czego dotad zrobi¢ nie potrafio-
no, i ten przypadek nazwano niezredukownym. Wprowadzenie ilosci
modut i argument znosi calg trudno$¢, i poprawia gtéwng wade powyz-
szych formut.

Gdy jeden z pierwiastkéw réwnania X3 px A-q = 0 jest spélmier-

— A

ny, wtedy dwumian " + V 4"r17 " sztdcianem zuPeint'm-
Jakoz, nazywajac a ten pierwiastek, mamy

a3+ pa+g = 0, zkad —g= a(a2+p);
zatem
£ p3 Sm2{a-+p)2+ 4p3 /3as+ 4p\/3a2+ p\3
4 21— 4.27 o3 )\ 0 )
albo

VIS AEU SEVLE NS

Podstawiajac te wartosci, znajdziemy

. la3-j-po , 3a2+ p. /,,, , 4p_ a 1, . 4p.
VvV 2 ¢ \/a+T-2+2Va+T
co tatwo sprawdzi¢ mozna.
Wiec
Przyk#ad

«3— 2icc-}-10 = 0*
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Stosujac powyzszy rachunek, otrzymujemy

wiec
*= (24- + 2- \l~2)= e
Dali$my len przykiad jedynie dla pokazania mozebnosci rozwigzywania
réwnan trzeciego stopnia, nie za$ jako sposdb wyznaczenia pierwiastku

spdlmiei nego, bo ten pierwiastek znajduje sie poprostu za pomocg teoryi
pierwiastkéw spélmiernych.

FORMULA MOAWRA.

290.  Podnoszac do potegi mle ilo$¢ urojone dosa-t-i wsta
ktérej modulem jest jedno$¢, ctrzymyjemy wazne réwna-
nie (265)

) (doso + Avsta)m— doswia -+~ iwstma.

znane pod nazwiskiem formuty Moawra.

Ta formuta, na mocy wiadomego prawidta poteg, jest praw-
dziwa na wykiadnik m catkowity albo utamkowy, dodatny
albo odjemny, byle brano sarne jedne warto$¢ liczebne pier-
wiastnika w przypadku wyktadnika utamkowego.

Jedli chcemy mie¢ formule ogdlne na potege utamkowe,
uwazajmy ze rownanie

@ [dosa + 2wst«'j~—dos— + fw st”,

prawdziwe dla samej wartosci liczebnej pierwiastnika, prze-
staje by¢ doktadne ogolnie; albowiem jego druga strona przed-
stawia jedne tylko z n warto$ci strony pierwszej. Zeby wiec
przedstawiata wszystkie n wartosci, trzeba je pomnozy¢
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przez dOSZ—EIZ +# ig\/st?Art, to jest pisad
Loosa + iwsta)n="'38sME- h ewst™ 2 \Tos2 1 juy st%it\ ,
\ / \ n nij\ n n)

albo

o * {dosa&iwsta‘))»: dos— . +iw s nt

Otz ogolna formuta Moawra na wyktadnik jakikolwiek rze-
czywisty.

Uzycie formuty Moawra w przypadku wyktadnika utamko-
wego = wymaga pewnej ostroznosci. Symbol A» oznacza
zwykle ze trzeba najpierwej podnies¢ iloS¢ A do potegi mtei
i potem z wyniku wyciegne¢ pierwiastek m . Wzieta w tern

m
znaczeniu potega utamkowa A’l, jako pierwiastnik wskazu n,
musi mie¢ n warto$ci; dlatego wiasnie nie wolno uproszczacd

wyktadnika -, Z tern zastrzezeniem formuta (3) jest dokita-
dna i ogolna.
m
Ale wyrazenie An moze takze pochodzi¢ zted ze najpier-
wej wyciagnieto pierwiastek n  zilosci A, a potem podnic-
. m
siono wynik do potegi m“i; co daje (YyA)m=A~. Tak uwa-

zana potega utamkowa A™ nie jest ta sama co poprzednia.
Albowiem, jako wiadomo z algebry, gdy wyktadnik . moze

sie uproscic i zamieni¢ na utamek niezredukowny wtedy

m
potega A” wzieta w drugiem znaczeniu, ma tylko q war-
23
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todei. Wiec, w tym przypadku, chcec uzy¢ formuty Moawra,
trzeba najpierwej przywiesdz wyktadnik = do najprostszego

ksztattu, i dopiero zastosowac formute, to jest pisaé
(dosa-Mwsta\« = (dosa-t-iwsta\

= doPix2” + FwstE + 24!,
9 9

LU :
Rozumie sie samo z siebie ze, gdy wykfadnik - jest me-
zredukowny, potegi utamkowe obydwoch znaczen maje te
same wartosci, to jest

(/\_/\_Anj‘

Wiec, jesli m i n se pierwsze miedzy sobe, wyrazenia

dosm{a + 2 fot) + .

sa zupetnie réwnowarte

MNOZENIE +UKOW.

291. Formuta Moawra daje sposob wyrazenia dostawy
i wstawy wielownikow tuku w funkcyi poteg dostawy i wstawy
tego tuku, to jest daje wartosci dosma i wstma wyrazone
przez potegi dosa i wsta; dos¢ tylko rozwine¢ potege ml«
dwumianu dosa+ fivsta, iporéwnaé czesci rzeczywiste oby-
dwach stron miedzy sobe, i czesci urojone takze miedzy sobe.
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Jakoz,
dosma -+iwstma= (dosa -+nvsta)m

fwsthdos®~3 -I- ...
wiec,

() désma= dos"a— "II ] 1MwsL-a dos’

m (m—i)(m—2) (m_g)wstla dosm—4&
i.2.3.i o

(2 wstma= —wstadosm—a —— —wsl*adosm<a

m(m—1).. .(m—4)

123.4.3 wsté dos®-3 a

W tych dwoch rdwnaniach wyrazy drugiej strony se wszys-
tkie stopnia m.

Trzeba uwaza¢ ze dosma, zawierajagc same potegi parzyste
wstawy, moze sie wyrazi¢ w funkcyi stosunkowej z dosa, ma-
jacej wszystkie wyrazy jednakowej parzystosci; nadto, dosma
gdy m jest parzyste, i wstma gdy m jest nieparzyste, wy-
razajg sie obie w funkcyi stosunkowej wsta, majecej wszystkie
wyrazy jednakowej parzystosci.

292. Uwaga. Jesli w formule
dosma 4 iwstma= (dosa m-iwsta)®
zamienimy a na —a, bedzie

dosma—iwstma= (dosa—iwsta)®
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Zt¢id wynikaja dwie formuty niekiedy uzyteczne

Aosma  (dosa+fwsta)mt+(dosa—iwsta)"

2
_ (dosa-M wsta)m—(dosa—i wstaV'
wstma -
293. Dzielgc stronami réwnanie (2) przez (), otrzymujemy

formute

Pota - MO gl

ktéra wyraza styma w funkcyi stosunkowej stya.
DZIELENIE LUKOW.
Formuty (1) i (2) daje. ogolne rozwigzanie zagadnien dzie-

lenia tukdw ktérem sie teraz zajmiemy.

294. Znalei¢ do?n—, znajac dosa-
Jesli w formule (1) zamienimy najpierwej a na i po-

tem zastgpimy dosE> wst— przez x, \I\ —J, otrzymamy

réwnanie
® f(x)—dosa= 0

w ktdrem f(x) oznacza wielomian stosunkowy catkowity
stopnia m, zlozony z wyraz6w jednakowej parzystosci, to
jest ksztattu kxm+ Br1-2 + -t ...

Mozna dowies$dz a priori ze zagadnienie ma ogdlnie m roz-
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wigzan. Jakoz, luki odpowiadajgce danej dosa sg 2/m -+
i 2kr.—a; biorgc cze$¢ kazdego z nich, tworzymy dwa
wielokaty foremne majace m bokow; te wielokaty sg syme-
tryczne wzgledem $rednicy AA', wiec dos™ ma m warto-

Sci rzeczywistych i ogolnie réznych.

Nadto, summa wszystkich wartosci, czyli summa pierwias-
tkdw rownania,Mest zero (70). AjeSli m jest parzyste, wierz-
chotki kazdego z dwdch wielokatow sa, po dwa, $rednicowo
przeciwne : wiec wartosci dos™- sgrowne i znakéw przeci-

wnych ; czego whasnie dowodzi samo roéwnanie, ktore w tym
razie zawiera tylko potegi parzyste niewiadomej.

295.  Uwazajmy szczegélny przypadek w ktorym dosa= I;
co przywodzi réwnanie (1) do
2 f{x) —4=0;

wtedy a= 0, i pierwiastki rownania (2) otrzymuja sie przez
formute

x — dos= j
m

ktadac za k wartosci 0, 1, 2, 3, ... m—4.

Pierwszy pierwiastek jest -+~1; co do innych, zobaczmy
najpierwej czy one sgwszystkie rozne. Owoz, zeby dwie do-
stawy, odpowiedajagce wartosciom k i k', byty rowne, trzeba
i dos¢ jest zeby summa tukow réwnata sie okregowi, to jest
powinno by¢

M L2 2t zkad  K-\-k=m.
ni m

Ale k< k', wiec k< ~-e

Ta nierowno$¢ pokazuje ze réwnanie (2) posiada " ; :
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albo \’1_27i pierwiastkéw podwdjnych, wedlug jak m jest

nieparzyste albo parzyste.

1°. Przypus¢my najpierwej m parzyste. W tem zatozeniu
rownanie (2) ma wszystkie pierwiastki réwne i znakéw prze-
ciwnych ; dwa sa pojedyncze + 1 odpowiedajgce wartos-

ciom 0 i Zedla Ig wszystkie inne sg podwojne.

Uczyrmy x»- 2z, réwnanie (2) stanie si¢ .
P()- j=0.

Teraz, jeSli m— 2(2,un-1), pierwiastki podwdjne beda za-
warte w réwnaniu

wyznaczymy wiec te pierwiastki rozwigzujac réwnanie
o(z)= 0 ktére jest stopnia =~ °

Ajesli m= 4, réwmanie f(x)—1=0 madwa pierwia-

stki rowne zero, odpowiedajace wartosciom /f= T i k= ik
wtedy

F(--)-!

s(z—1)

i pierwiastki podwdjno rozne od zera, wyznaczg sie rozwigzu-
jac rownanie ®(s)= 0 ktdre bedzie stopnia m—4

2°. Przypusémy powtdre m nieparzyste. W tem drugiem
zatozeniu, réwnanie f(x)—1=0 ma jeden tylko pierwia-
stek pojedynczy -+-1, a wszystkie inne podwdjne i zawarte
w réwnaniu

m -i _
X_1—Qxy.
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Moznaje znalez¢ rozwigzujac rownanie @(x)= 0 ktore jest
stopnia E—_l—. Ale, zwazajac ze te pierwi>astki wielowno
wywodzg sie z formuty
#= tlos—
m

przez podstawienie za k wartosci 1, 2, 3 m;15
widzimy zaraz ze one sa potowami pierwiastkow roéwnania
wzajemnego <py), ktéreSmy wskazali w n° 27%; to zas ro-
whnanie otrzymuje sie tatwiej niz powyzsze.

296. Uwazamy jeszcze drugi przypadek szczegolny
dosa —1, ktéry daje réwnanie
€)] A*)-m = 0;
wtedy a= -, i pierwiastki tego rdwnania otrzymuja sie przez
formute
Xx=dos it+ 2fcr

ktadac za k wartosci O, 1, 2,3, ... m—1

Przypuszczajac najpiorwej m parzyste, i rozumujac jako
w przypadku poprzedzajagcym, fatwo spostrzegamy ze pier-
wiastki réwnania (3) sg réwne i znakéw przeciwnych,
a wszystkie sg podwdjne. Wiec, jesli m— Au, otrzyma sie

te pierwiastki rozwigzujac rownanie stopnia ™; jesli za$
m— 22[A+ 1), réwnanie (3) majeden pierwiastek pojedyn-
czy —1 odpowicdajacy wartosci k= — wszystkie
inne s$ podwajne i zawarte w réwnaniu

/M)+1
X -+ 0°
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Otrzymuje sie te ostatnie, rozwigzujac rownanie tp(")= 0
ktore jest stopnia — o

297. Znalei¢ WS}n—, znajac ivsta.
Jesli w formule (2) nru29l zamienimy a na —, i zasta-
U

pimy potem wst”, dos®- przez a;, yj{_ x\ otrzymamy,

jesli m jest nieparzyste, rownanie
@) f[x)—wsta= 0

w klérem f[x) oznacza wielomian stosunkowy i catkowity
stopnia m, majacy wszystkie wyrazy stopnia nieparzystego.
Ale, jesli m jest parzyste, znajdziemy réwnanie

V'l —x*f(x) —wsta= 0,

w ktorem f(x) znaczy wielomian stopnia m—\ takiego sa-
mego skiadu jak poprzedzajacy. Podnoszac do kwadratu obie
strony, bedziemy mieli rdwnanie stopnia 2m

(t —x-)f(xf —wstm= 0,

Ktéore mozemy znizy¢ do stopnia m kladagc x'-=z.

Widzimy tedy ze dane zagadnienie ma m albo 2ni rozwig-
zan, wedtug jak m jest nieparzyste albo parzyste.

Do tych wynikéw fatwo sie dochodzi geometrycznie. Jakoz,
tuki majace dang wsta sg 2"-4-a i (2A-M)te—a; wiec
otrzymamy wartos¢ x przez formuty

X — Wt Zkr.ml i X = Wsi (2&-t-1)tt—«

podstawiajac za k wartosci 0,+,2,3, .. m—i.
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Wstawy jednej formuty nie moge by¢ rowne; bo roznica
dwach tukdw tej formuty jest mniejsza od okregu, a ich summa,
zawierajac tuk jakikolwiek a, nie moze by¢ ogolnie wielowni-
kiem potokregu.

Zobaczmy teraz czy wstawy dwoch formut moge by¢ réwne.

Owoz, réznica dwdch tukéw -- rﬁl'a i —- -

zawierajac a jakiekolwiek, nie jest wielownikiem okregu;
zeby za$ ich summa byfa nieparzystym wielownikiem pot-
okregu, trzebaby

2(k+ k) 1= (2nm-I)m,

co wymaga zeby m byto nieparzyste. Wiec niewiadoma x
ma m albo 2m wartosci rzeczywistych, wedtug jak m jest
nieparzyste albo parzyste. Dodajemy jeszcze, jako przedstawie-
nie geometryczne, ze, biorgc ml*cze$¢ kazdego z tukéw odpo-
wiedajgcych danej wstawie, tworzy sie dwa wielokaty foremne
majace m bokéw. Gdy m jest nieparzyste, te wielokaty sg
symetryczne wzgledem $rednicy BB, i dlatego WStH ma tyl-
ko m wartos$ci; a gdy m jest parzyste, owe wielokaty nie sg
symetryczne, ale wierzchotki kazdego s po dwa Srednicowo
przeciwne, i dlatego wstawa ma wtedy 2m wartosci ktore sg
rowne i znakow przeciwnych.

Moznaby teraz szuka¢ wstf, gdy wsta= + 1; ale, po

tern coSmy w poprzedzajgcem zagadnieniu powiedzieli, to po-
szukiwanie nie potrzebuje juz zadnych wyjasnien.

Uwaga. Formuty (i) i (2) n» 291 pokazuja ze wyznaczenie

dosr-n wfunkcyi wsta zalezy od rownania stopnia 2m: a za$

wyznaczenie wst™ w funkcyi dosa zalezy od réwnania sto-

pnia m albo 2m wedtugjak m jest parzyste albo nieparzyste.
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298.  Znalezé sty— znajac stya, To zagadnienie [Tl za-

wsze m rozwigzan. Jakoz, czynigc sty—="'x i stya= b,

z formuty (3) numeru 293 wywodzimy réwnanie stopnia m

b\ @ MM m{m—I)(m—2)
m

mHr o | *

ktorego wszystkie pierwiastki sg rzeczywiste.

I w samej rzeczy, danej stya odpowiedajg tuki Kit-h a;
biorac cze$¢ kazdego z nich, mamy tuki zawarte w for-

mule m Owoz, ostatnie tuki sg zakoriczone na wierz-

chotkach wielokata foremnego majacego 2m bokow, a te
wierzchotki sg po dwa Srednicowo przeciwlegte; wiec istnieje

dla sty  roznych m wartosci, ktore sg whasnie pierwiast-
kami powyzszego réwnania.

Te pierwiastki posiadajg znamienitg whasnos¢, sg funkcya
stosunkowg jeden drugiego. | tak,

T
* X -t- sty—=
#= stya—. a:—styt+ — m ,
m m i —a;s’t)(E
m
padobnie
X nsté(ﬁ
»_ a 2 m .
X"= sty pah o etc.
1—#sty

Wiec, gdy jeden z pierwiastkdw jest wiadomy, wszystkie
inne wywodzg sie z niego stosunkowo iw tym samym ksztalcie.

299. Uwaga. Mozna zawsze sprowadzi¢ dzielenie tukdw do
dzielenia przez liczby pierwsze. Niech bedzie na przykiad
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m = pq, i przypusémy ze znajac dosa chcemy znalez¢ dos~-

Uczxr’]mg ar=dos—= dos— i y=dos-, niewiadoma po-
m Vi P
sitkowa y bedzie dana przez rownanie stopnia p
dosa= Ayr -4 Alp—-t-Ayp-'4- ...
a nastepnie niewiadoma x przez réwnanie stopnia g
y= Bxi -t- ]
Kazda zp wartosci y da q wartosci dla x.

300. Zwigzek miedzy dwiema liniami trygonometrycznemi
dwoch tukow spétmiernych a i b. Niech bedzie a—mu i b=na,
oznaczajgc przez m i n dwie catkowite pierwsze miedzy sobg.
Przypusémy na przyktad ze chcemy mie¢ zwigzek miedzy
dosa i dosd. Znajoma formuta daje

dosna= dosmrta= dos"a— 3 —dosn_sawst,a + ...

6osmb — doswma= dosnmé—m 12 1)dosm-& wst*6+ ...

Ztad, odciggajac, otrzymujemy réwnanio

O= dos"a— 12—"d03"—9&wst81+

— dosmA-+ 1 2—|—idos”l—2i wstd — ...
ktore jest stopnia n dla dosa i stopnia m dla dosé.
Przyk#ad. Znojgc icsta znalezé wst®.
Réwnanie ktore daje wst- = x w funkcyi wsta= b, jest

b= +x\Il —A[0(4 — x*f— 2(k'8(l Gxi]
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albo
D—=+ A\ -A(167-16" + 3).

Jesli podniesiemy do kwadratu, znajdziemy réwnanie dwu-
nastego stopnia

10241» — 307220+ 3436"8— 1792264- 420x1—3Gx2-1/-= 0

ktore sie przywodzi do réwnania stopnia szostego.

Ale, uwazajac ze dzielnik 6=2.3, uczynmy wst|=y

i wst*=x. Namocy przytoczonej powyzej formuty, mamy

6= 3y(l —ys)—y3

albo

W —3y-f-6= 0;
a nastepnie

y=+ X\l —a*
albo

42*—Ax2-+-ys: 0;

Tym sposobem, rozwigzywanie zagadnienia przywodzi sie
do rozwigzywania dwoch rdwnan, z ktérych jedno jest stopnia
trzeciego a drugie dwukwadratowe.

Mozna byto otrzymac a priori dwa ostatnie réwnania.
Jakoz, jesli w rownaniu

6= = 2eVI —x!(162*—462*4-3)= 0,
uczynimy =22 \Jl—x‘=y, bedzie

425 AR wmy. = O]
. a nakoniec

6 = y(3—4y9 albo Ayl—3y-t-6 = 0.
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Wyrazenie r0TgG Wstna i dosnd, w funkcyi unijnej wstaw
| DOSTAW WIELOWNIKOW LUKD <

301. Takie wyrazenia stanowig zagadnienie odwrotne tego
ktore formuta Moawra rozwigzuje.
Niech bed? réwnania

@ dosa + i\vsta=:u, dosfl —iwsta = t;,

ktore daj§
2mdosna = (U4-v)m  2*emwstna= (U—v)m
zk&d, rozwijajac, wynika

m(m —1)
TTs

m3034-_ Tuv'

albo, gromadzac wyrazy réwno oddalone od skrajnych,

3 2*fmwstma = (U vn) —rnuv(um* £vm-3
ampt, AL vmp—

znak 4- albo — wedtugjak m jest parzyste albo nieparzyste.
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Owoz, oznaczajac przez k liczbe catkowity, réwnania (i)
daje:
ula- w= 2doska, uk— «*= ZWaIka,
wiec, >
1°, jesli m jest parzyste, zwazajagc ze rozwiniecia (2) i (3)'
maje tylko jeden wyraz srodkowy, bedzie

@ 2m 1dosna = dosrna 4-"dos(m — 2)«

ANM-1) M4
m[m--- [2dos(»z—4)a 4- ... 4--
1.2 v 2

1,2 75
5) 2m-“(—l)7wstma = dosma —y dos (m—2)a

m(m—1)...("4-17

4—\, , dos(m—4ja— K .4-(—I)t

12 .2
2°, jesli ra jest nieparzyste, rozwiniecia (2) i (3) maje dwa
wyrazy srodkowe i daje

(6) 2m-tdosna=dosrna 4-"ldos(?w—2)«
L m{m—1). M 3
MM D) dos(m—4)4-... 4 dosfl
1.2 19 m—1

@) 2m-1(—1) 8 wslna= wstma — ?Wst(zn —2)a

4- WStim — &) — 4~ . ..
wz(m—1) .. 11124’3
4-(-1)8. 1 mysta.

1.2..
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Widzimy tedy ze dos™a wyraza sie zawsze przez funkcye
linijne. dostaw wielownikow tuku; a za$S wst™a wyrazasie przez
lunkcye linijny. dostaw albo wstaw wielownikéw tuku, wedtug
jak wyktadnik catkowity m jest parzysty albo nieparzysty.

ROZWINIECIA FUNKCYJ DOS# | WSTX NA SZEREGI

POTEG ROSNACYCH LUKU x.

Dowiedziemy najpierwej dwaoch przybranych twierdzen kté-
rych potrzebujemy.
302. Twierdzenie |. Granica stosunku I.J.>(§.":I-|’ gdy

catkowita n rosnie nieskoniczenie, jest zero.
Niech bedzie k liczba rowna x albo wieksza od x ; mamy

XM X X X X X X X
1.2.3..n~1'2’3“"'F FfT'Fp2" n’

iki [ — _C eee X i iei i
Czynniki KT 7k-+- 5 - sa utamkami mniejszemi
od jednosci, a ich liczba jest n —k;
wiec

X X* ( x \nt
1.2.3...« <1.2...k*“\k -+1) j

Owoz, liczba n—k mozestac sie wieksze od wszelkiej danej,

a wiadomo ze potegi rosnece utamka ﬁix'h'i- maje zero za gra-
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303. Twierdzenie Il. Granicg potegi dosm— gdy m ro-

$nie nieskorczenie, jestjednosc.
Wiemy ze
> - )
dost>1-41;
zatem
. D —_ =
dos m " \U 2m
Rozwinmy drugg strone nieréwnosci wedle ustawy dwu-
mianu, bedzie
X m x1  m{m—u

- > 1
m i 27712 1.2 2% 4

m{m—i).. .(m —nN-£-1)
1.2 ... N Zn.m ,n~h

Owoz, jesli m jest dostatecznie wielkie, w tem rozwinieciu
kazdy wyraz jest liczebnie mniejszy od poprzedzajgcego; albo-
wiem, zeby przejs¢ od wyrazu rzedu n do nastepujgcego,
m—n-t-1 a2, _1( g N—ha-2

n 2m 2m\ m n
a ten mnoznik moze sta¢ sie tak matym jak sie podoba; wiec,
piszgc powyzsze nierdwnos¢ jako nastepuje

trzeba mnozy¢ przez

[

dos™- > 1- ~ | m(m—1) w*  m(m—L)(m—2) yc
m 2m 1.2 -im" 1.2.3 8«'. e )
widzimy zaraz ze dosm— jest wieksza od ilosci i —=—
m 2m

powiekszonej summe liczb dodatnych; zatem

dosmx—g 1—X
m 2m

Zted wynika ze dosm— jest zawarta miedzy dwiema
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bami 1 i 1--= , ktérych réznica — maleje az do ze-
m 2m

raw miare jak m rosnie az do nieskoriczonosci; wiec
R — =
6.dos p 1 gdy m=cc.
304. Uprzatngwszy te trudno$¢, przystepujemy do naszego
przedmiotu.

Czyniec = — w formutach (1) i (2) nru2'Jl, mozemy
pisaé 3
o . mm=1 . tx mm—I)(m—4g(m—3)
dosj7=dosnzz " 7y 5 1.2.3.4 ym
mm—1) ... (m—2n+ 1) st
1.2 2n W -]
X mim — 1)(m —2) X
wstx = dosfhe LI ty — 53 StySm

3 I i 1

albo jeszcze w innym ksztatcie

\(n}) dosx = dosmrm 1—1_2\(I _n~1)\f ~

<L (-]
1. 2n\ m) \

- stym— , .. { sty-Z

£ 123\ »IN £
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Wezmy najpierwej rownanie (1), i uwazajmy ze, aby przejs¢
z wyrazu ktéry ma n wyrazéw przed sobe do nastepujacego,
trzeba mnozy¢ przez

Owoz, 1° czyniec a=£, przypusémy x state a zaS m

. X
nieskonczenie rosnece. W tern zatozeniu stosunek Stym

m
d8zy do jednosci ktér§ ma za granice, gdy in zwiekszajac sie
przechodzi wszelke wielko$é¢; albowiem

sty—  wst—
gr.—-=g9gr. —-"xgr--—- -='1 gdy

- - dos£

m m m

- *

Zatem ; oznaczajac przez e ilos¢ ktéra jest

m
tern blizsza zera im m jest wieksze,
2°, czynniki 1—E, 1—~n ' "m dazadojednosci wmia-
m
re jak m rosnie. Wiec, jesli wezmiemy 2«41 wieksze od
x{i -t-e), co zawsze mozebne, caly mnoznik bedzie mniej-
szy od jednosci, to jest
/ y X"
x3 I2n\/j o 2n-t-l w
(2n-a-D(2n-4-2J\ e /\ m N (2n—+1)s

Zted wynika ze wyrazy nawiasu, poczewszy od tego ktdry
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ma dzielnik 2n+1, maleja, i tem bardziej deze do zera im 2n
jest wieksze, biorec zawsze m > 2n.

Wyrazy nawiasu, jako widzimy, se naprzemian dodatne
i odjemne. Dla skrocenia oznaczmy te wyrazy przez
] uln, Manta.., przez S, summe n pierwszych, aprzez S
summe wszystkich; bedzie

S= SBmm(<n VHl+?) “m(«2m*— 4G + ...
S= Sn — (QL+2— Q10—

To dowodzi ze
S,< S< S, -t-W2,.

Owoz, roznica dwdch liczb miedzy ktére wpada summa S
moze sta¢ sie mniejsze od wszelkiej liczby oznaczonej, gdy m
i 2n se przyzwoicie wielkie; wiec summa wyrazéw nawiasu
ma pewne granice, ktora sie tem mnigj rézni od S,, im wiecej
wzieto wyrazéw. Dla tej przyczyny wyrazy nawiasu stanowie,
jako sie mowi, szereg zbiezny, Zled wynika ze, jesli dla wyzna-
czenia przyblizonej wartosci dosar, wezmiemy pewne tylko
liczbe wyrazow rozwiniecia, bled popetniony bedzie mniejszy
od wyrazu idecego po tym na ktérym poprzestajemy, i bedzie
znaku przeciwnego.

Wiec,

9 oznacza liczbe dodatng mniejsze od jednosci.
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Jesli teraz liczba m rosnie do nieskorczonosci, poniewaz

gr. dosmx—:l, gr-‘ Syt ) =1, a czynniki
\'m
\ 2 2 1
1— 1——. *E/‘I— deze do jednosci, bted pocho-

» * . . .
dzecy z wyrazdw zaniedbanych jest mniejszy od oo 57

Ale ostatnia ilos¢, jesli wezmiemy n dostatecznie wielkie,
staje sie mniejsze od wszelkiej ilosci oznaczonej; wiec szereg
jest zbiezny, i jego summe jest dosar; wiecnakoniec

rirA J%5)
©) dosx =1+ + ..
llozumujec podobnie, znajdziemy

_ X X5
W WsX= X- 4538 12345 1.2.6

305. Uwaga. Te dwa szeregi se zbiezne na wszelke wartos¢
tuku x; poniewaz bted pochodzecy z zaniedbania wyrazéw
rozwiniecia jest mniejszy od wyrazu idecego po tym na ktd-
rym sie zatrzymano, a ten wyraz jest tem blizszy zera im wig-

cej wzieto wyrazow.
Na mocy lej uwagi szereg (4) daje

W Stx > X -~ ; wiec x—wstx<0—-

Biorec szereg (3), bedzie

dosx < i- ~ wiec dosx- (l1-]) < .

Oba wyniki juz nam wiadome.
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ROZWINIECIA FUNKCYJ DOS.!" I WST.r NA WIELOCZYNY.

306. Formuty numeru 291 pokazujg ze, gdy m jest parzy-

ste, dosma i wstma sz funkeyami catkowitemi z wst2;
wsta dosa

a gdy m jest nieparzyste, to wtedy dosma i wstma
funkeyami catkowitemi z wst2a. Rozréznijmy te dwa przy-

padki.
1°. Gdy m jest parzyste, dosma i odpowiedajeca jej funk-
cya stajg. sie obie zero na kazde warto$¢ tuku a zawarte w for-

mule a—(Zk;nl)n' co dowodzi ze ta funkeya stopnia LS

wzgledem wst2 jest podzielna przez dwumiany ksztahtu

/ WSt L . . .
5—(2-(-4_-':-1);1 a ze sie przywodzi do jednoSci na
( wst.
2m ]
wsta==0, wiec, jesli za k potozymy liczby 0,1,2... —1 5
bedziemy mieli tosamos$¢
wsta wst2a \ wsl2a
dosma= /1
wst2, . Wst2\!"
2mj m

Szukajmy tak samo wieloczynu czynnikéw ktéry wyraza

_wst"fl . Ta ilos¢ i odpowiedajeca jej funkeya, staje sie
wsta dosa

obie zero na kazde warto$¢ fuku a zawarty w formule a="-";

co dowodzi ze ta funkeya stopnia ~ —1 wzgledem wst2,
wst2 \
wst2—

m

jest podzielna przez dwumiany ksztattu / aze
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sie rowna ilosci m na wsta= 0; wiec, podstawiajgc za k

liczhy 1,2,3... Q —Iy mamy tosamos¢

wstma
wsta dosa
wsta' wsta N wsta
=m 1m -
wst2 wsta- . wstAr 207
m/ wi/ 2m

Jesli teraz zastgpimy a przez el otrzymamy na m parzy-

sle dwie szukane formuty, wyrazone podtug wiadomej notacyi,

wst2—

dosa; = n-: ?-«( 4, m

V

/ wst2* '

wstas=mwst—d os—m == ..( Sn

0)

doswa | wstma

@ &dy m jest nieparzyste, wtedy

funkcyami catkowitemi z wsta. Rozumujac jako wyzej, znaj-
dziemy fatwo dwie inne formuty

dosa; = dos —
m

(&)

wsta; = mwst
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Formuty (1) i (2) stuzg do roztozenia funkcyj dosx i wste
na jakakolwiek skoriczong liczbe czynnikéw.

Gdy m= *, drugie strony otrzymanych formut stajg sie
wieloczynami zbieznemi nieskonczonej liczby czynnikow i
przedstawiajg wartosci dosx i wstz; zeby tego dowiesdz,
przybieramy nastepujace twierdzenie :

z 5
307. Gdutuk x rosnie od O do 5 stosunekwcx—) ma-

leje, a stosunek powieksza sig; to jest wyrazniej
wstr  wst(x 4 h) . styx  sty(a? 4- h)
X N x+h ' x N xAHA

przypuszczajac ze tuki x i h sg oba dodatne i ich summa nie

przechodzi * e

1°. W pierwszej zatozonej nieréwnosci znieSmy mianowniki,
i rozwinmy wst(x -+ h), bedzie

[x -+ Adwstar > x wstr dos/i 4- a?dosx wst/i;

ta nierdbwno$¢ sprawdza sie, bo oczywiscie .rwskO”*wskcdosA,
aza$S Awst# > #dosxwstA z przyczyny ze Asty# > aiwstA.

Jest wiecej nawet. Stosunek —— maleje takze w drugim

¢wiercianie gdy x rosnie od £ do z, poniewaz licznik sie
zmniejsza a mianownik zwieksza.

2°. Jedli w drugiej zatozonej nieréwnosci wyrazimy styczne
przez wstawy i dostawy, a potem zniesiemy mianowniki,
bedzie

(x + h)wstxdos(X'+ h) < x wst(;c 4- A)dosx
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albo

(x 4+ A)[wst(2x  li)— wst/i] < x[wst(2x-t- A)-t- wstA],
zked

WBE(2x -+h)  wst/(
2x-+h " h

nieréwnos¢ dowiedziona przez i°.

Whiosek. Z lego twierdzenia wynika wniosek ktérego wia-
$nie potrzebujemy :

Gdy tuki x i x+h sgzawarte miedzy 0 i -, wtedy

Wstx X styx
wst(x + h) ~ XFH ~ sty(x -t- h)
308. To ustaliwszy, uwazajmy ze mozna wziec¢ catkowite m

dostatecznie wielka, tak zeby warto$¢ liczebna tuku = byta

wst—
mniejsza od izeby mwstr=x— <x. Wiec,wtem

m
zatozeniu, jesli zastepimy stosunek wstaw przez stosunek ich
tukdéw, na mocy powyzszego wniosku bedziemy mieli, co do
wartosci liczebnej, dwie nieréwnosci

d0* < U - (ir W)

biorec granice wyzsze k stosowne do uzytej formuty.

Zeby wiedzieé od czego dosx i wstx se wieksze, wyrazmy
stosunek wstaw przez stosunek stycznych. W tym celu, nazy-
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wajgc a i p dwa jakiekolwiek Juki kota, mamy widocznie

wstfe styja(l  t ,p)dossa= dos’«+ 1 ;
wsti  sty'g’ Jr \sty P/
zatem

wstla /. styla\ |,
wsfp—V  stydj dosta,

Przeksztatcajac tym sposobem formuty (1) i (2), znajdziemy

styZX—
dos:r= dosm—m_ Feol ty'5(2/h D

sty*—
wshr = Wistyﬁdos"l—l I O 1 Y-

ilkli sfyb

biorgc granice wyzszg k stosowng do uwazanej formuty.
W tych dwdch formutach zastagpmy stosunek stycznych przez
stosunek tukdéw; na mocy okazanego wniosku i zwazajac przy-

mt

tem ze m dostatecznie wielkie daje WistyF: £ - > X,

bedziemy mieli, co do wartosci liczebnej, dwie nieréwnosci

0°— m U <-prv)

Znamy tedy dwie ilosci miedzy ktéremi sa zawarte wartosci
dos# i wste.
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Owoz, wiemy ze
gr.&osmx—: 1 gdy m= oc;

swiec, nazywajac 0 i O dwie ilosci dodatne ktdre sie stajg zero
gdy wi= oo, bedzie

w ,te=xa-.jnL (‘-w )-

Jesli teraz bedziemy powiekszali catkowdte m az do nie-
skoniczonosci, ilosci 61 8 beda coraz bardziej dazyty do zera;
wiec, przechodzac do granicy, mamy ostatecznie dwie for-

muty u
. .
ot =FT] =
'] (2/\+|j*)

Wstx = X
n

©)
,h £

ktore wyznaczajgq dosar i wstx przez wieloczyny nieskonczo-
nej liczby czynnikéw Unijnych.

309. Z formut (3), biorac logarytmy, wywodzimy dwie inne

wse ED (=)
wste = Ix n(l\l——

z ktdrych, wyrazajgc logarytmy przez szeregi i sumujac,
otrzymuje sie dwa szeregi dostatecznie zbiezne, stuzace do wy-
rachowania wprost logarytmoéw dosa;, wsU. Czytelnik znaj-

dzie o tern obszerniejszg wiadomos$¢ w: przedmowie do tablic
Kalleta.
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310. Formuta w arrisa. Jesli wdrugiej formule (3) uczy-

nimy x= ’ bedzie

2 itrl="y. I\ TTfc=« (27-1)(2%+ 1)
2A.2%
zkad
T rI X . X
9 (2 ) (2 )
albo
s 2 2 4 4 6 6
W s T'3¢3'3'5'7

Ta znamienita formula, ktdra znalazt angielski matematyk
Walus (XYlllywiek), daje warto$¢ liczby ~ jako granice
wieloczynu nieskoriczonej liczby czynnikéw, naprzemian wiek-
szych i mniejszych od jednosci.

FUNKCYE KOLOWE ZMIENNYCH UROJONYCH.

311. Szeregiurojone. Szereg
@) a0 w,-t-m wi4-...
ktorego wyrazy maje ksztat
®4-bji  a, 46, +bj,,..

nazywa sie zbieznym, gdy czesci rzeczywiste jego wyrazow
tworzg szereg zbiezny i tak samo sp6fczynniki ilosci i, tojest
gdy kazdy z dwoch szeregéw

aOf-a,4-%4-... fina- ...

604- bl 4-bt4- ... 6,4- ...
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jest zbiezny: a jesli jeden z tych ostatnich jest rozbiezny,
wtedy oczywiscie szereg (1) jest takze rozbiezny.

312.  Twierdzenie. Szereg urojony jest zbiezny, gdy szereg
modutdw jego wyrazéw jest zbiezny.

Niech bedzie szereg

(3) rO+ r(+ r,+ r,-t-...

ktérego wyrazy se odpowiednio modutami wyrazéw szere-
gu (t). Wartosci samoiste wyrazow szeregow (2) se mniejsze
od odpowiedajecych wyraz6éw szeregu (3); wiec, gdy szereg (3)
jest zbiezny, tem bardziej szeregi (2) s§ zbiezne, i temsamem
szereg (1) jest zbiezny.

Ten warunek dostateczny zbiezno$ci szeregu urojonego nie
jest konieczny; albowiem, wezmy szereg urojony

szeregi

s8oba zbiezne, wiec uwazany szereg jest zbiezny; ajednakze
szereg modutow jego wyrazow, to jest

y2 V8 VS
T+T + 3
jest rozbiezny.
313. Twierdzenie. Oznaczajac przez x i m dwie ilosci rze~
czywiste, jest
/ x\m

gr. 1+ =" —e* gdy m— <ewm



ZASTOSOWANIF TRYGONOMETRYI DO ALGEBRY 381

Aby dowiesdz tego twierdzenia, przypusémy najpierwej m
(1-+ X—\lm wedle for-

muty dwumianu; nazywajgc n liczbe catkowitg dodatng,

mniejszg od m ale ktorg mozna wzig¢ lak wielkg jak sie po-
doba, otrzymujemy

Rn znaczy summe m—n wyrazéw, to jest

Owdz, summa wyrazéw w klamrach jest mniejsza od summy
postepni geometrycznej

a ostatnia summa jest mniejsza od ——, biorgc n takie

zeby -U< 1, wiec, oznaczajac przez 0 liczbe dodatng mniej-
szgod 1, bedzie

X
2.. .(n—1) n—x

Przypus¢my teraz ze n zostaje niezmienne, aza$ m rosnie



382 KSIEGA CZWARTA

bez granic; dwa powyzsze réwnania, w ktérych m=o0
staje sie

9w Kk yu=*+f 12 1.2.(n—1 ™or-RE
A
gr. t.2...(n—1) n—x

A jesli nadto zwieksza¢ bedziemy coraz bardziej catkowite
n, reszta R, bedzie coraz wiecej dezyta do zera swej granicy;
wiec mamy

X X2
gr- + =1+ 4+12 123

szereg zbiezny jakakolwiek jest wielko$¢ zmiennej X,
Gdy ¢ = 1, summe tego Szeregu 0znaczono przez e; zatem
/ 1> 11 4
r-{1+Sj =e=4+i+r2+0-3+ --

Wazne jest rzecze wiedzie€ ze liczba e nie zalezy od ksztattu
liczby m; i, jakiekolwiek jest m, catkowite albo utamkowe,

] . / i\>»
liczba e réwna sie zawsze gr.\\. j gdy m= ac.

Jakoz, gdy jest dodatne utamkowe, albo niespot-

mierne, istnieje oczywiscie dwie liczby catkowite g i t*-t-1

miedzy ktore wpada -; co daje
NHH
1+ e +1)/ <
do -
1+ iH
W/ (+

ud-1
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wiec
J,.(d+ 2)5=,.

Gdy m jest liczbe odjemng jakakolwiek —n, wtedy

To ustaliwszy, widzimy ze

wiec ostatecznie

. m 2 Vi) X
® or- 4p o +ro 1234
314. Uwaga. Dowiedziono ze liczba e, podstawa logaryt-

mow neperyanskich, i jej kwadrat sg niespotmierne; zeby zna-
lez¢ przyblizong wartos¢ liczby e, trzeba uwazac ze, w szeregu
ktory jg daje, jest

R. Uy ntys

wiec, zaniedbujgc wszystkie wyrazy tego szeregu idace po n‘tm,
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popetnia sie bted mniejszy od tego wyrazu podzielonego przez
n—21. Tym sposobem otrzymuje sie

e= 2,718281828459045...

315. Mozemy teraz uwaza¢ funkcye kotowe z punktu wi-
dzenia daleko rozleglejszego niz ten z ktéregosmy sie dotedna
nie zapatrywali. | tak, dowiedliSmy ze, na wszelke wielkos¢
zmiennej rzeczywistej x, jest zawsze

x 3 3?

WStX = X-

TO +12345—1.12..7
Xt x 6
dosx 1 12+ 123 i.2...6
X 32 X3

e- 1+i+u +ro + "'

Ale jest wiecej jeszcze. Trzy szeregi

27123 12343 123.7
©® 1.211234 1.2..6
z 72 z3
1 1.270 123

nie przestaje by¢ zbiezne, gdy zmiennej z dajemy warto$¢
urojone jakakolwiek. Albowdem, nazywajec r modut zmien-
nej z, widzimy ze moduty wyrazow tych trzech szeregow two-
rze szeregi zbiezne

123 112345+ 1.2...7"

1.2+ 1.2.3.4+ 1.2.3.45.6 '
Yy w2 o~
1 12 1123 '1.2.34
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Ostatni szereg ma zasumme er, a summa kazdego z dwoch
pierwszych jest mniejsza od tr. Jesli wiec okreslimy funkeye
wstz, dos:, ez przez szeregi (5), biorec jako tosamos¢

WSh—:® 123 :1.2.34.0"
dosi=1—4 21.2.3.4
- 3
te=1 TTETY 1
bedziemy mogli dawa¢ zmiennej z wartosci rzeczywiste albo
urojone jakiekolwiek.

Inne funkeye kotowe okreslaje sie przez réwnania

st . Wwst:

y: dos:

doi: dos: dosie: = --—-- >
wst: wst:

dowiedzione dla zmiennej rzeczywistej.

316. Tak ogolnie okreslone funkeye kotowe wieze sie z funk-
cje wyktadniczy .\ Jakoz, z okreslenia mamy

iz ) tzb
1 —1+T7T* 1.2 1.2.371.2.3.471.2.3.4.5

—(/*0"10J4” ”)+,( 12371.2.3.4.3- ")
wiec
(©)] t*— des: H-1wst:.
Zastepmy teraz i przez —i, bedzie takze
e~il= dos: — lwstz;

25



386 KSIEGA CZWARTA
Zked wynika dwie wazne formuty

(7) dosz — ------—- , WStz : 9‘*—29

Jesli w dwoch ostatnich formutach zastgpimy z przez iz,
otrzymamy dwie nastepujgce rownie uzyteczne (*)

e-he . »—e
wstiz —i

e) dosiz:
To wszystko dowodzi, ze trzy funkeye dosz, wstz, t* tworzy
jednei tylko funkcye.

317. Twierdzenie. Otrzymuje sie wieloczyn dwoch ilosci ‘wy-
kfadniczych urojonych €% € dodajgc wyktadniki jako w ilo-
Sciach rzeczywistych, to jest

te*= c'+".
Oznaczmy przez S,, Sn, S, summy n wyrazow trzech sze-

regdbw odpowiedaj8cych trzem funkeyom wyktadniczym
e, e\ et+* tojest:

9 .
171.2721.2.3
7 -3
Sn—l-19 12 123
o* z+s , (s+z"R (ztz"B

. 28,
S"-1+ r + T2 +1X3'T

nazywajac p i P moduly zmiennych z i Z, uczynmy po-
dobnie

(® Cdy zmienna z jest rzeczywista, funkeye dosiz i \etiz nazy-

wgje. sie pierwsza dostawg hiperboliczng druga wstawg hiperboliczna.
Zobacz note na koricu dzieta.
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2,= 1-4 + .
’ 1YY 123
v —1+£ ,11 . 1 L
~n 1 1 12+ F23 ‘
, prp . (prpl i (prp)Ri
1lwezmy jeszcze
V& 1, PP +pd” +m. (p+p)8
“2n-1 1+ 3+ e T2 7(N—1) 12(2ra—2)

\Vidzimy fatwo ze
ViR A Mp Vi X- %
albowiem, oczywiscie wicloczyn 2,,.2', zawiera wszystkie
wyrazy summy 2, izawiera jeszcze inne; a za$ przeciwnie
summa 22, zawiera wszystkie wyrazy tego wieloczynu i
zawiera takze inne.
Owoz, wyrazy skrajne powyzszej podwojnej nieréwnosci
d8zg do jednej granicy, wiec
gr-(Zn.zn- S°B)= O.
Na mocy tego réwnania, wracajgc do szeregdw urojonych,
mamy
gr.(mod.Sn.S,,—mod. S',,)=0

zked wnosimy ze

yr. (S,,.S»— =0
albo
gr.(Sn.S'K= yr.S"H.
Ale
gr.Sn= e, </hSh= &, gr s',= em+H
wiec
(©) e*,t*"=e"+\
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318.  Whniosek. Funkcya wyktadnicza urojona e*jest funk-
cya okresowy majacg okres urojony 2-u Jakoz, dodajac 2xi
do zmiennej urojonej z, bedzie

esthr'= e‘.elUi= e*(dos2- -+iwst2ir)= t*.

Jesli dodamy pdtokres, to jest ¥, dozmiennej urojonej
funkcya wyktadnicza zmieni tylko znak; albowiem

i .
<tm= g*e*= e-(dos- -t- iwst-)= —c*

319. Funkcye wstz, dosz zmiennej urojonej z sg okreso-
we i majg ten sam okres 2~, jak gdyby zmienna byfa rzeczy-
wista : co jasno pokazu # formuly (7), w ktérych dodaniem Ir.
do zmiennej z nie przeinaczamy byr 4 mniej funkcyj wykla-
dniczych.

Te same formuty dowodzg takze ze funkcya dosz jest funik-
ajg parzysta, a zaS wstz funkcya nieparzysta, to jest

dos (—z) —dosz, wst(—z)= —wstz.

Nakouiec z formut (7) wynika

e”
Go pokazuje ze styz jest funkcya okresowg majgcg okres r.,
i funkcyg nieparzysta.

320. Twierdzenie. wstZ -+dossz = 1.

321.  Zobaczmy teraz jak sie rozwijajg fundamentalne for-
muty dos(z-4z) i wst(z-I-z) gdy#ttiki z i z sg rojone.
Podtug formut (7) i (9) jest
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e(’*k<>’_+E-e—(*|*)< e‘s.el\/-t-%—w e~h

(los(z+:")=

(dosz-R Wstz)(dosz'-t-zwstz)+O(dos,z - iwstz)(dosz—zwstz)

albo, wykonywajec wieloczyny,
(10) dos(z-+-z)= dosz dosz —wstz wstz'

Otrzymuje sie tak samo
wst (z +2z)= wstz dosz' -t- dosz wstz'.

Formuty zupetnie takie same jak dla tukdw rzeczywistych.
Zted wynika ze wszystkie formuly trygonometryi, wywiedzione
z formut odnoszacych sie do dodawania tukdw, nie przestaje
hy¢ prawdziwe gdy te tuki se urojone. Tym sposobem znajdu-
jemy zaraz ze

dosz = wst™ —zj,

ho wstg-z9\= wsi-dosz—dos wstz= dosz; etc.
322. Szukajmy nakoniec Wartosci funkcyj wyktadniczych
i kotowych, gdy zmienna urojona z bierze warto$¢ x -+ iy.
Mamy <= e*.('z

dos(x -+iy)= dosx dosiy — wstx wstiy
wst(x -i- iy) = wst.r doszy -+ dosx wstiy;

podstawiajagc za 6z doszy i wstzy, ich wiadome wartosci,

otrzymamy
e~+<z— e*(dosy -t- zwsty)
fz+ ¢z fz—e-z
dos(x -+~ty) = ----2---—- dosx -#-z--------—- wstx
# ez-t-e- z SH—e~z
wst(x —+~ty) ~ -----a-----wstx ---—- — dosx
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Te formuly zawsze prawdziwe, jakiekolwiek nadamy war-
tosci rzeczywiste albo urojone zmiennym x iy, sauzyteczne
wtedy zwhaszcza gdy trzeba przyprowadzi¢ do zwyczajnego
ksztattu ilosci urojonych fuwkcye e%dosz, wstz w ktorych
zmienna z ma warto$¢ urojony x -t- iy.

323.  Nietrudno takze znalez¢ wartos¢ sty(x -+iy); albo-
wiem, jakiekolwiek sgzmienne x i y, mamy z okreslenia

stv (x-\-iy) = wst(@ + W)= wst(® + t,y)dos(a; —i
( ¥) doséx#-iy; dos{(x -t- iy)y(%osé(—iy)

wst2x  wst2iy
dos2a.” -t- dos%aly ’

wiec, z przyczyny formut (8), bedzie

Advstd  iETr—t 2)

(12 sty [x+1iy) 5 0o, (elz -t-

Zted, czyniec « = 0, wywodzimy

{&-\-er*) (9>—e~y) e

Jou (e ~t-er-yt ey -(-e~v
wynik ktéry formuty (8) daje. odrazu.

324. Podobienstwo, ktoreSmy widzieli miedzy funkcyami
kotowemi i wyktadniczemi, istnieje takze miedzy funkcyami
kotowemi odwrotnemi i logarytmami.

Wiemy ze wszelka ilo$¢ rzeczywista albo urojona z=a+bi,
moze sie zawsze wyrazi¢ w ksztatcie z— r (dosa -t- iwsta).
Otdéz, nazywa sie logarytmem neperyariskim ilosci wielorakiej
r(dosa -+iwsta), wyktadnik potegi do ktorej trzeba podnies¢
liczbe e zeby otrzymaé r(dosa + zwstoc). Ten logarytm jest
ksztattu x -hiy; trzeba wiec szuka¢ wartosci rzeczywistych
dla x iy ktoreby zados¢ czynity rownaniu

ex+Hy = r(dosoc -f- iwsta),
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albo
e*(dosy -tei wsty) = r(dosa + iwsta).

Owoz, zeby te dwie ilosci wielorakie byty réwne, trzeba i
dos¢ jest zeby ich moduly e* i r byly rdwne, a ich argumen-
tay i a byly takze réwne albo sie ré6znity wielownikiem
okregu Z7c; co daje dwa réwnania

ex=r albo x=Ir, i y=a-t-2for,

w ktérych Ir znaczy logarytm neperyanski liczby dodatnej
r= yfl8+ tr, a wyraza tuk najmniejszy mozebny majycy do-

stawe a — iwstawe , ~ ® azas k oznacza liczbe

catkowity jakakolwiek dodatny albo odjemny. Wiec ilos¢
z= a-bbi=r(dosa-biwsta) re”

ma nieskonczony liczbe logarytméw neperyariskich. iwszys-

tkie sy dane przez formuile

13 (@)= Ir-b (a - 2fot)i ,

w ktorej przez notacye 1((z)) chcemy wyrazi¢ ze bierzemy
wszystkie logarytmy ilosci z, nie za$ sam jeden togarytm
arytmetyczny jako Ir.
Gdy z jest liczby rzeczywisty dodatny, mozna wzie¢ a=0;
wtedy
1((z))=Ir -bihti.

To pokazuje ze liczba rzeczywista dodatna majeden tylko
logarytm rzeczywisty, to jest arytmetyczny Ir odpowiedajycy
wartosci k—0, i nieskoriczony liczbe logarytmdw urojonych.

Jesdli z jest liczby rzeczywisty odjemny, mozna wziy¢é a=ir;
wtedy

«m(2b -b 4)7ri,
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te wszystkie logarytmy sg urojone.
Ztad wynika

(1(+1))= 2fon, L (-D)= @&k+1)w.

14) . / X
[((x£1))= QA-T:£-ji

325. Przechodzimy teraz do funkcyj kotowych odwrotnych.
Widzimy zaraz ze symbole

tukwstz, tukdosz, tukstyz, etc.

przedstawiajg wyrazenia urojone ktérych wstawa, dostawa,
styczna, etc. jest rowna ilosci urojonej z; te tuki urojone sg
znatury swojej niewyznaczone, lak jako tuki rzeczywiste od-
powiedajace danym liniom trygonometrycznym.
Niech bedzie tukdosz= w; ten symbol znaczy ilo$¢ u
takg zeby byto
dosw= z.
Ale wiemy ze
= dosw -t-lwstw= z* iyt—2z2;

ztad wywodzimy
u——il((zzhi 1—22).
albo, co to samo,
tuk dosz = il((zzi'y t —22)).

Poniewaz wieloczyn dwoch ilosci z+i\J1—z2 jest rowny
jednosci, te ilosci majg moduly odwrotne jeden drugiego, i ar-
gumenta réwne ale znakéw przeciwnych; zatem, nazywajac
0 i w modutiargument jednej z dwoch ilosci, mamy temsa-

mem - i — o modutiargument drugiej; co daje
¢

| ({z-i-iV1—29) —lo+ (k. + g)i,
I((z- iyjl—z%)— —Ip+ (AT—opi.
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Wiec wszystkie wartosci fuku u sg zawarte w podwadjnej
formule

w2~ (o — ilg).

Jesli oznaczymy przez quednq z wartosci u, na przyklad
te ktora odpowieda na I;—0, wszystkie wartosci tuku u be-
da dane przez formute

u= r + i

Gdy zmienna z jest rzeczywista i jej wartos¢ liczebna nie
przewyzsza jednosci, wtedy pierwiastnik yjl—z* jest rze-
czywisty i p= i; zatem wszystkie wartosci fuku u s rze-
czywiste i zawarte w formule u=2k-K+b>. Inaczej wszystkie
s urojone.

326. Szukajac tak samo wartosci funkcyi odwrotnej
w= tukwstz, znajdujemy

wstw= z, €= dosM4 ?wst«= =x:\/|l—z*4-fz;
zkad
u= —il ((zt y1—2z24- 7))
albo
hukwstz= il ((z VF — —«))e
Owoz, wieloczyn dwdch ilosci w nawiasach jest rowny —1;
co pokazuje ze moduty tych ilosci sg j i iF3 ich argumenta

W i w— o Wiec wszystkie wartosci fuku a mieszczg sie
w dwdch formutach

u— -k- oj— ile.

a=:(2A'4-i)~ — (o — ilg.

Ajesli nazwiemy  jedng z tych wartosci, wszystkie wy-
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razy sie przez

i—2fa+ U0, tt= (ht1) —vd

Gdy z jest ilosciy rzeczywisty ktorej warto$¢ liczebna nie
przechodzi jednosci, p=1; wtedy wszystkie wartosci tuku u
Sy rzeczywiste i wyrazone przez

2Ac-+w albo przez (2k +1)ic —<o

327. Wezmy jeszcze w= tukstyz. Mamy zaraz

7= st u_Wstu e—» eu—1
= SV dosw “~r Y z(e2*-t-1)’
zkyd wyprowadzamy
Hh - 1't'82
& 1k
Wiec
b "((£S)-

albo

Niech bedy p i p moduly dzielnej i dzielnika; jesli nazwie-
my w argument dzielnej, widzimy tatwo ze —w jest argu-

mentem dzielnika; zatem i 2w sy modufem i argumen-
P

tera ilorazu 1--"51-'-'2tyd wynika

u= u + kr..

21 P
Jesli z jest rzeczywiste, p= p'; wtedy wszystkie wartosci

tuku u sy rzeczywiste w= -} fot.
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328. Gdybysmy, w poprzedzajacych zadaniach, wazieli
zmienne z w ksztalcie wydathym a+ bi, rachunki bytyby
zawilsze i formuty mniej ogdlne. | tak, uwazajmy na przyktad

tukdos(a + bi). Czynigc
tuk dos(a 4 bi) = x 4iy,
bedzie
-r 2e Xdosx —i ° ) Cw wste =a -i- bi.

To réwnanie znaczy dwa réwnania

(1 A dosx= a, S asta= —n

ktore dajg

@ dosx  wskr® € ot Twste”
odsuwajac przypadek szczegélny dosx —0 albo wskt—O0.
Ztad wynika
a5 6* .
dos# wstx |

albo

wsttr —(1 —a2—bdwstxX —Ir= 0

dostr— (1 -f- al4- b2 dos*a ar—O0.

Z dwdch ostatnich réwnan, uwazajac ze wstlr i dos&
powinny by¢ dodatne i czyni¢ summe réwng +1, wywodzimy

wts - t—a2—b2h V(;—aZ—b22+Ab2
d052<—\ -+a‘+b-—y/(|2+a2+632—4q2
2a2

i -t-as+ 6 24 v /(14 -« 24-&2)8B— 4rt2’
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po czcm, wyciegajec pierwiastek kwadratowy i baczac ze, na
mocy réwnania (1), dos# ma znak ilosci a, otrzymujemy

&) dos# - m 2, —.
MVl+a)s+t03+ V(i—

Jesli teraz oznaczymy przez #0 jedne z wartosci luku #,
przez yOwartoéé dla y odpowiedajece temu tukowi, réwna-
nia (2) i (3 dadze

#= 2faiz#0, y =%yO0i
biorec razem znaki wyzsze albo nizsze. Wiec ogo6lnie
lukdos@-t-oiy= 2cie (xOxiy,,).

329. Przypadki szczegdlne dos#= 0, albo wst#= 0, nie
objete réwnaniami (2), mieszcze sie w ogolniejszych, a= 0
albo b— 0, ktore teraz roztrzesnec nalezy.

1°. Gdy a= 0, wtedy dos#= 0, i wstt= = 1 wedlug
jak ilosci b i (e~y—ev) maje te same znaki albo znaki

przeciwne; zatem #=2«r:x ~. Rownania (1) daje;
tv—c*=x2t», zked egzqzb+ i y=I[\'b!-\-\\z"b)>
Wiec, w tern zatozeniu,
tuk dosbi= 2«r.zh™ il (ytr -t-1rp b);

biorec razem oba znaki wyzsze albo oba nizsze, wedtug jak
b j (e=y—bv) maje ten sam znak albo znaki przeciwne.

2°. Gdy b—0, wtedy moze by¢é wst#= 0 albo y—0.
Pierwsze zatozenie wst#=0, prowadzi do wartosci dos#=dzl
ze znakiem ilosci a. Réwnania (1) daje

e»+e-»=%2a, zked <»=xa+ sjal-\ i y=I(zax.\Jai—I)

co wymaga a'> 1
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Wiec, jesli a>1, bedzie

fuk dosa=2kr. -+ il (ax.\/cf—1);
jesli zas a< —i, wtedy

inkdosa= (2A4-t)~ 4- il(—azhja*I).

Uwazajmy nakoniec drugie zatozenie y= 0, ktore daje
dosa.'= a; w tym przypadku zagadnienie wtedy tylko jest
mozebne gdy a miesci sie miedzy —1 i 4- 1.

Formuty przypadkéw szczeg6lnych 1° i 2°, otrzymuje sie
wszystkie wprost z ogolnej formuty ktorgsmy w ne 325 wska-
zali.

330. Uwaga. Te wszystkie przyktady dostatecznie dowodze,
ze wprowadzenie ilosci urojonych do analizy uproszczg ra-
chunek i zogdlnia formuty.

llosci urojone, uwazane jako wyniki algebry konieczne do
uzupetnienia twierdzen, nic za$ joko wielkosci geometryczne
pojete a priori, graje wielke role w tak zwanych funkcyach
podwajnie okresowych. Dlatego wytozylismy teorye tych ilosci
dos¢ obszernie,i ze Scistoscig jaka w dziele elementarnem dac
mozna.

CWICZENIA.

|. DowieédZ ze rownania

XS 1.2...7°
Q=X—193 + 12345 Y=

X = X X5
0= 1- 124234 1235 =*"

nic maje pierwiastkow urojonych, ani pierwiastkdw réwnych.
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. Dowiesdz ze, gdy n jest liczby nieparzysty, jakiekolwiek
jest a, istnieje zawsze rdwnanie

dosna

= 2n 1dosados 2(n—1);

[1. Pierwiastki sp6lne dwom réwnaniom dwumiennym
xm—1= 0, xn—1=0 sy pierwiastkami réwnania xd—1=0;
nazywajyc d najwiekszy spoiny dzielnik wyktadnikéw m i n.

IY. Oznaczajyc przez a, b, ¢ czynniki pierwsze liczby cal-
kowitej N= a*Woc', dowiesdz ze formula

wyraza ile jest liczb pierwszych mniejszych od N i pierwszych
do N.

Y. Pokazaé ze réwnanie
»>—723—4*+ 4:-1-1=0,
(x3—1) @s—1)

pochodzyce z podzielenia —1 przez X—1

1
gdzieuczyniono x + - —z, wynika z wyrugowania y mie-
dzy dwoma réwnaniami
7*—yz+y—2=0 i yi—y—1=0.

Tym sposobem rozwiyzywanie powyzszego réwnania sto-
pnia 4s° zalezy od rozwiyzywania dwdch rownan drugiego
stopnia.

VI. Kwadraty z bokdw czterech pietnastokytéw foremnych
sy pierwiastkami réwnania

x- —"ie+ lir —8r+ 1= 0.
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VII. Wyznaczy¢ dosf wiedzac ze dosa=0.

Zastosowac biorgc m= 6 i m— 1.

VIII. Oznaczajgc przez a Htuk rzeczywisty zawarty miedzy

0 i przez z zmienne rzeczywisty albo urojony ktorej

modut jest mniejszy od a, dowiesdz ze

mod. < mod. - ¢
stya a

IX. Dowiesdz ze
1°, gdy m jest parzyste

dosmx= (—1)2£l - i“dos!x -+ dos‘a’

_ m8(ma- 2 9K -4 1) + 1
J

1l23.45

+ 1.2.3.4.5

2°, gdy m jest nieparzyste
dosro*= ( - [y desa-— m~ "~ ~ dossx

4 m(@*- i%m*- £} dos5, +,.;i
1.2.3.4.5

wst/n#= (—I1)” *wstfl j"l —" W} ~ dcsx

W -D I7-y) 1
1.2.3.4 J
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X. Dowiesdz ze, jakiekolwiek jest m, parzyste albo niepa-
rzyste,

dosmn=v(—i )1.2—* -

4.2:3 ...n
wsti/m 1 2mIn,[m u DM n 2).(u In) Ae»—
wste 1.23...n

Te formuly s§ ogblne, byle tylko w przypadku «= 0 uwa-
zano spotczynniki literalne
m(m—n— t)...(m—=2w+4) . (M——)(M—n—2)...(m—n-M)
1.2.3.. .n 1 1.2.3...n
jako rowne jednosci.

XI. Dowiesdz zc summa pierwiastnikow niezrcdukownych,
pomnozonych kazdy przez ilos¢ stosunkowg dodatng albo odjemna,
me moze by¢ iloscig stosunkowa, to jest ze réwnanie

Ar+B(/i+Cv'¢+...=H

w ktérem A, B, C, oznaczajg ilosci stosunkowe jakiekolwiek,
i a b, c liczby dodatne, jest niemozebne.

XII. Dowie$dz ze nie mozna, przez pierwiastniki rzeczywiste,
wyrazi¢ pierwiastkdw réwnania stopnia trzeciego gdy one s§
wszystkie rzeczywiste
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NOTA L

Dowodzenie geometryczne twierdzenia Summa wstaw ma sie do ich
réznicy, jako styczna potowy summy odjpowiedajacych katow ma sic do
stycznej potowy ich réznicy.

Niech bede w kole promienia wzietego za jedno$¢ luki AE=a i AC=6;
poprowadzmy réwnolegty Cli i prostopa-
dly Eli' do $rednicy AA'; a polem z pun-
ktu Il jako $rodka, promieniem OA na-
kreslimy luk kola HR', i w punkcie K po-
prowadzmy styczny II' do tego luku; be-
dziemy mieli

C E a—h, CE'= a-j-6,
EG — wsta, CD = wstft,

FE= wsta — wst6, FE'= wsta+ wsld,
Kl = styKHS = sty~(a- 6), KI'= styKHS = Sty-(a+ 6) ¢

Owoz, w tréjkycie HEE', wiadome twierdzenie daje

FE'_KI
FE — KI’

wiec .

wst(a-+h) _ sty|(a -f- b)
\vst(a — b) styj(a— > -
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NOTA II.
o . h f
B¥ad pochodzacy z uzycia proporcyi TABLIGOANE] — = /e
Proporcya tablicowa, za pomoca ktérej szuka sie przyrostu loga-

rytmu linii trygonometrycznej luku, albo liczby h sekund tego luku,
nie jest dokladna (stronica 105); wazmy wiec jest rzeczy wiedzie¢ na
jakie przyblizenie znalezionego wyniku liczy¢ wolno. W tym celu szereg
Taylora postuzy.

1°. Aby wyznaczy¢ granice wyzsza bledu + (*—” j w szukaniu

logwst {a-j- A), mamy

o ritiuki® ftsluksl™ 1
o=1log wst (a—--#) — log wsta = IogeJL stya 2wslt(a-f-0A)J

10tukI™ 102luk2l™ 1

A=logwsl(a-j-10")—Ilogwsta=loge styu 2Wt2(ZH-G 109 2

h
ztad, od pierwszego réwnania odciggajac drugie pomnozone przez — i

otrzymujemy
., h\_logetuk~r 10/i h- 1
10 2 |_wst2(@+ 0,109 wst2(a+ Ch)J
. . 1 1
Uwazajac teraz ze loge < -, h< 10, IluklO"<;
bedzie liczebnie
+ / 10/t h2 100
\Wst~ (zz4-6j lof)  \wst2(ctHh)/  wstA
i nastepnie
*+ (F_"\ < ; t
\ 10/ 4wsta ™ 1(>.108wslsu
Owoz, biorac «=">0, znajdujemy 16wst25°=0,121 ...; co pokazuje

ze, gdy luk a ma ii stopni albo wiecej, granica wyzsza btedu n
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wyraza sie, co do wartosci liczebnej, przez

+ (V ~< 1
\ 10/~ T07TX T 3T

Wiec, gdy tuk a jest wiekszy od tuku 5°, albo przynajmniej mu
réwny, btad pochodzacy z uzycia proporcyi tablicowej do wyznaczenia
logarytmu wst (¢-1-%) nie dosiega jednosci si6dmego rzedu dziesietnego;
a mozna nawet dowie$dz ze ten bled nie dochodzi do potowy jednosci rze-
czonego rzedu.

Ale, jesli a= 1°, poniewaz 16wstM°= 0,0048 ... biad pochodzacy
z proporcyi tablicowej, w lukach od t do 5 stopni, moze przechodzi¢
kilka jednosci si6dmego rzedu dziesietnego. Dlatego tez w proporcyi ta-
blicowej takich tukéw bierze sie przedziat 1", co daje

+ (— AA< Ni.tubwstau < to7x 4,8°

Tym sposobem bigd nie dosiega nawet ¢wierci jednosci siédmego
rzedu dziesietnego.

2°. Majac dany logwst(a -f- k), gdy sie szuka liczby sekund h przez
%
proporcye tablicowa, popetnia sie blgd + { h ----]JO.\ Nietrudno, za
pomocg szeregu Taylora, wyznaczyé granice wyzsza tego biedu. Jakoz,

i'—1 h— | _ TtuklI"log«dos(«-|-0&)
I'— logwst(a -)- h)— logwsta = wst o O

10tuk)"logewst(a -f- 0,10')

A= logwst (a-t- 19) — log wsta = wsta (a-1-01 10)

ztad wynika
to,’ o fiwst(0,10" — Ch)
"a” 1 wst[am=Chdos(@-j- 0,ta")

Wiec, uwazajgc wartos$¢ liczebna, znajdujemy

~f10) A 10+tuk 10" 1
—\ A / < wstados(a-+-10"j ~ z. 103wstados(a-j- to"; ’

Owoz, wietoczyn 2wstados(a+ 10')= wst(2a-f- 10")— wstlO"
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ro$nie gdy luk a powieksza sie od 0° do 45°5"; a poniewaz a= 5°
daje 2wst5#dos5011™ = 0,173..., wiec

< 1
10 X 1,7*

To dowodzi ze w lukach od 5° do S5° biled z uzycia proporcyi
tablicowej do wyznaczenia liczby h sekund nie dosiega setnej czesci
sekundy. Ale trzeba pamieta¢ ze jest drugi bled pochodzacy z ilorazu
E)'7; w ktérym ¢ i A se na mniej niz poi jednosci; ten bted mniej-

szy od ~  [zobacz nasze Arytmetyke), moze wptywaé na setne sekund.

Z przyczyny tych dwdch btedéw w rachunku liczby h, nie przechodzi
sie zwykle poza setne czesci sekundy.

Jesli luk a jest zawarty miedzy 1° i 5° albo miedzy 8b° i 90°,
poniewaz 2wstl°dosl010"= 2dos89°wst88° 59'50" = 0,0348 ...,. bled
z proporcyi tablicowej jest mniejszy od —~ ~ sekundy; ale sum-

ma dwéch btedéw moze wplywaé na sekundy. Dlatego wiasnie trzeba
wyznaczaé takie luki przez dostawy, albo lepiej jeszcze przez styczne
jesli mozna, jakeSmy to na swojem miejscu wytozyli.

NOTA 1II.
WSTAWA | DOSTAWA nfPERBOLICZNA.

Jesli, biorec promien kola za jedno$¢, oznaczymy przez X i Yy spot-
rzedne punktu M okregu, odniesione do dwoéch $Srednic prostokatnych
AA', BB' (lig. na stronicy i), i nazwiemy z dtugos¢ luku AM, bedzie

1) X'i+ yl= 1, a?=dosz, t/ = wstz,

i powierzchnia wycinka AOM wyrazi sie przez ”~z. To dowodzi ze spol-

rzedne X,y punktu M se dostawe i wstawe luku 2z, albo dostawe
i wstawe powierzchni wycinka kotowego dwa razy wiekszego od wy-
cinka AOM.
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Uwazajmy teraz hiperbole réwnoboczny ktérej pét-o$ rzeczywista jest
wzieta za jedno$¢. Jesli nazwiemy X, y spotrzedne punktu M tej krzy-
wej, jej réwnanie bedzie

@ X'-yt-=\-,

1
a oznaezajyc przez - z powierzchnie wycinka biperbolicznego AOM,

otrzymujemy przez analize

lz = r,xy— | X\UOx* — |1 dx= { iz .
1 1 J’ "Jj \Ix¢—I
Wiec
S r-N==(«™)i
Ji V*o—i
co daje
x+yjx*r—1=6" i X —~Ax'—t— c~s,
zkyd
e: _j_ e-——-g-z

(3) ) = ——— i y= - — .

Ot6z, przez podobienstwo do funkcyj kotowych, nazwano odciete X
i rzedne y, punktu M hiperboli réwnobocznej, dostawa hiperboliesna
i wstawg hiperboliczng luku z, albo dostawy i wstawy hiperboliczny
powierzchni wycinka biperbolicznego dwa razy wiekszego od wycinka
AOM. Wiec, przedstawiajyc te nowe linie trygonometryczne przez no-
tacye doshipz, wsthipz, znajdujemy, na mocy réwnan (2) i (3), fun-
damentalne formuty

dos*hipz — wst*hipz= 1
doshipz =: e— - — = dosiz

ez—e—~ wstiz



Str.

5 8
24 ii od dohu,
27 9
84 1 od dotu,
85 10
80 3
102 2 od dotu
104 3 od dohy,
107 13 od dotu,
109 1i2
lol 11
163 5
id. 7
id. 8
160 8 od dotu
id. 7 id.
id. 6 id.
172 5
173 1
190 9 od dotu
2lo 6 od dotu
216 10
219
220
221 1
244 9
102 10
id.
id. u id.
id. 10 id.
id. 4 id.
id. 3 id.
id. 2 id.
id. 1 id.

GLOWNIEJSZE OMYLKI DRUKU.

linia.

zamiast maleje czytaj rosnie.’

przywr6ci¢ w tytule wyraz Zwiazki ktéry wypadt.
zamiast (1) czytaj 1.

zamiast 2dosiea Czytaj 2dosie2a.

. 4 . 4
zamiast tukdos- czyta] tukwstr-
zamiast X—dos o CZytaj aidos o,

zamzast 10k 38 czytaj fuk 10°

zamiast sty64 26'20" Czytaj sty 64° 36' 20",
zamiast log dot 69° 38", CzZytaj logdot 69° 38", 3.
zamiast 1, 98494639 czytaj 1, 8494639.
Na poczatku linii brakuje numeru 130.
zamiast 9,8340287 Czytaj 9,8340448.
zamiast 6,7063034 Czytaj 6,7065213.
zamiast 5841244 Czytaj 5841461,
zamiast 9,9552975 czytaj 9,9333078.
zamiast 3,9499624 Czytaj 3,9499127.
zamiast 8910,5 czytaj 8310,7.
Na poczatku linii brakuje numeru 142.
Na poczatku linii brakuje numeru 2°.
Na poczatku linii brakuje numeru 156.
Na poczatku linii brakuje numeru 183.
zamiast numeru 183 Czytaj 184.
zamiast numeréw 184 i 180 Czytaj 183 i 186.

11 od dotu zamiast numeru 186 Czytaj 187.

brakuje numeru 188 na poczatku linii.

zamiast B czyta) B~ C
zamiast 35°23° 30", 12 czytaj 35°23'30", 52.

12 od odotu zamiast 9, 7G28008 Czytaj 9, 7028020.

zamiast 3, 0344950 Czytaj 3, 0344962.
zamiast 1082 667 czytaj 1082m 670.
zamiast 3, 0344949 czytaj 3, 0344962.
zamiast 3, 1829639 Czytaj 3, 1829640.
zamiast 9, 8513310 czytaj 6, 8513322.
zamiast 35°23'30", 24 Cczytaj 35°23'30", 318















