












P R Z E M O W A
D O  P I E R W S Z E G O  W Y D A N I A .

I  RYGO NO m e t r y  A kulista dawnićy prawie 
sarney tylko astronomii służąca, stała się clziś 
nauką do innych części, osobliwie matematyki 
stósowaney barzo ważną i potrzebną. Stała 

się nawet częścią istotną rachunku analitycznego, 
i ułatwieniem drogi do głębszych odnóg umie- 
iętności matematycznych. JV wielu zadaniach 
wpadamy na zrównania, które za pomocą tróy- 
kąta kulistego łatwo claią się rozwiązać. Spo.- 
tykamy iv głębszym rachunku analitycznym tru
dności, z których nas szczęśliwie ta nauka czę
stokroć wyprowadza. JV rozmiarze rozległego 

kraiu, i w robieniu dokładnych iego kart, 
obeyśdź się dziś bez niey nie można. Ktokolwiek 
choć lekko iest obeznany z clzisieyszym stanem 
matematycznych umieiętności, przyznać musi; 
ie  rachunek liniy trygonometrycznych iest i po
wszechną, i nciydzielnieyszą w nich pomocąm 
Brak wprawy i ćwiczenia w tym rachunku robi 
zuiele trudności, i na samym wstępie zatrzymuia 
postępek uczących się. Ze zaś w rozmaitych 
przemianach tego rachunku nic nas bardziey nie 
ćwiczy, iak trygonometrya kulista; dowodem 
tego całe teraźnieysze pism o: gdzie starałem
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się unikać formuł i zrównań niepotrzebnych. 
Bo zrównania analityczne, które albo nie ufa- 
twiaią rachunku, albo nowey nie ob-iawiiuą 
prawiły, albo prawiły znciney nie wystawiał ą 
w widoku prostszym i oczywistszym, są to nie
potrzebne w xiąikach dla uczących się straszy
dła : któremi zraza się i przerywa ich uwaga,
tak wielkiey potrzebuiąca ochrony do porządnego•t
obięcia rzeczy, pod rachunek podciągnioney.

Leonard Euler trygonometryą kulistą przed
tem dosyć zawiłą, w uzycilt żmudną, i w pra
widłach swoich nie powiązaną, naypierwszy 
przerobił na porządną analityczną rozprawę: 
wyciągaiąc z trzech $równań całą osnowę twier
dzeń, do rozwiązania tróykąta służących (Acta 

Acadenńae Imperialis scientiarum Pelropolitauae 

pro Anno 1779. pars prior. p. 72). Po dare
mnych usiłowaniach ku nadaniu tey nauce wię- 
Łszey ieszcze prostosci, wystąpił szczęśliwie De la 

Grange w roku , i z iednego tylko zrówna
nia całe pasmo prawd o tróykącie kulistym wy
dobył. (Journal de 1'Ecole Polytechnicjue Sixićme 

Caliier p. 270.) Przywieśdź umieiętność do nay- 
mnieyszey liczby prawd początkowych, iestto 
wielki krok do iey doskonałości. Powinna ta 
sztuka bydź znana uczącym się, do ocenienia po
żytków aualizy. Dla tego wziąłem się do iey
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•napisania pierwszy raz w naszym ięzyku / £ wy
łożeniem moich własnych dowodów na niektóre 
ważne zrównania, iedne dawno Znane, drugie 
mało iesżcze wiadome i Naukę o powierzchni 
tróykąta kulistego z przystosowaniem do prakty
cznego wymiaru krain, starałem się z dowo
dami do iasnego poięcia uczącym sic wystawić 

fV  wydciney przeze mnie roku t ”83 - Alge
brze zamierzyłem sobie wyłożyć czystą logikę 

tego rachunku: na mieysce złych i słabych niektó
rych dowodów, położyć moie własne, i zrobić zbiór 
dowiedzionych form uł i twierdzeń, nieuchronnie 
potrzebnych do wyższych rachunków. JN roz
dziale IN. drugiey części nie godzi się uczącemu 
Ładnego zrównania opuścić, bez szkody uczniów 

sposobiących się do głębszych matematyki części. 
JakoŁ od ogłoszenia tey xiązki, przed lat 34 
ieszczern nie spotkał Ładnego to dziełach pier
wszych Geometrów o liniiach trygonometrycznych 
zrównania zcdeŁącego od działań w Algebrze 
wyłożonych, któregoby mi się nie udało wycią
gnąć z twierdzeń w tym rozdzicde podanych. 
Ze zaś niektóre potrzebuią rachunku zawilszego, 
dla tego starałem się przytoczyć ie to terainiey- 
sżein piśmie z dowodami. Zaspokaiaiąc więc 
potrzebę Astronomii sferyczney, chciałem ieszcze 
to pismo mieć przydatkiem do rnoiey Algebry,



VIII

obeznać uczących się z tą częścią Analizy, i z no- 

7remi prawdami geometrycznemi, do których 
odkrycia posłużył rozmiar Francy i dokonany 
z taką chlubą i pożytkiem, iakiego nie masz 
przykładu w historyi nauk. Z  tey próbki wi
dzieć się daie , iak mało można zrobić w przy
stosowaniu matematyki z początkowemi tylko 
iey wiadomościami. Nikt zapewne nie wątpi 
o wielkich matematyki pożytkach i przysługach: 
ale z początkową tylko tey nauki znaiomością, 
żaden kray ani do tych pożytków nie trafi, ani 
do rzędu narodów gruntownie uczonych nigdy 
należeć nie będzie. Zęby zaś do głębszych wia
domości matematycznych przebrać się pomyśl
nie, i uczuć tę roskosz umysłu, iaką napełniaią 
myślącego człowieka, trzeba ie koniecznie w po
czątkowych zasadach obiąć gruntownie. Dla 
tego było zamiarem moiego życia, ułatwić mło
dzi kraiowey wstęp i drogę do tych głębokich 
umieiętności: ale przygody kraiowe miotaiąc
mną po rozmaitych trudach, ani z moiem po
wołaniem ani z moiemi chęciami niezgodnych, 
nie dały mi doprowadzić do końca tak potrze
bnego przedsięwzięcia. Przy schyłku tycia 
chciałbym ieszcze coś zrobić dla tey młodzi, któ- 
rey dobro i pożytki nigdy mnie nie przestaną żywo 
obchodzić. Pisałem w U ił nie Lutego /8 /J. /\
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D O  D R U G I E G O  W Y D A N I A .

n A iv t  ł o t o szczęśliwe przykładanie się 

młodzi polskiey do nauk matematycznych; ze po
wtórne wydanie tego pisma prędzey na świat 
wychodzi) tiiielim się spodziewał. Tak piękna 
skłonność do nauk, nadaiących umysłowi ludz
kiemu prosty kierunek, i bart ie  tak powiem jie- 

■ wności w poszukiwaniu prawdy, a prowadząca 
do gruntowney, i prawdziwie umieiętney kraiu 
oświaty, godna iest zachęcenia. Dla tego sta
rałem się to dziełko przydaniem ivielu ważnych 
prawd, uwag, i obiaśnień, oraz ich, i całey 

nauki rozlegleyszem przystosowaniem rozszerzyć, 
nie naruszaiąc planu i porządku, iaki sobie raz 
ułożyłem %v iego napisaniu. Powiedziałem pod  
§ 6 pierwszego, a pod 8 ieraźnieyszego wyda
nia; ze cztery zrównania, toiest iedno funda
mentalne, i z niego wyprowadzone trzy główne, 
są składem całey nauki: ze wszystkie znane do
tąd, i ieszcze potem odk/yć się mogące o tróy- 
kącie kulistym twierdzenia, są i będą tylko 
jnniey lub więcey dowcipnem, rnniey lub więcey 
głęboko potnyślanem tych zrównań przerobie
niem : dla tego postrzeżone iv dziełach anality
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cznych nowe o tróykącte kulistym prawdy, dłu
gim tam częstokroć i zawiłym rachunkiem do
wodzone, starałem się z pomienionyc/i zrównań 
w sposób prosty i łatwy wyciągnąć■ i ich 
użycie okazać. Przydałem zadania skracaiące 
drogę rozwięzywaniu niektórych przypadków 
tróykąta.

łV  irókącie kulistym wsZystko iest kątem pro- 
stokreśłnym lezącym na różnych płaszczyznach: 
w nim iedne kąty zawarte są promieniami kuli 
w iey środku; drugie są kątami płaszczyzn 
przecinaiących kulę. Mamy więc w tym tróy- 

kącie do czynienia z samemi ilościami ieduoro- 

dnemu Ta uwaga przyprowadziła mię do tey 
myśli: ze własność■ tróykąta prosiokreślnego
skazana przez Euklidesa, która otworzyła drogę 
w trygonometryi kulisley rachunkowi anality
cznemu, ułatwiła tę przedtem tak trudną i za- 

witą naukę, i stała się źródłem ważnych 
%v niey wynalazków, że mówię ta sama wła
sność tróykąta prostokreślnego , zamykać w sobie 
powinua całą trygonometryą płaską. Jakoż do
syć prostym, krótkim, i łatwym sposobem wy
ciągnąłem z niey wszystkie twierdzenia trygono
metryi płaskiey; przez co obie nauki na oko tak 
różne, przywiedzione są clo iednego początku. 
Jestto dobrodzieystwo analizy geometrycznej; żeby
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prawdy niezmierną przestrzenią na pozór odda
lone zblizyć do siebie: czegoby inną drogą pra
wie niepodobna było osięgnąć.

Juz temu lat blisko czterdzieści, iak sobie wy
stawiałem wszystkie nauki rachunkowe przez li
tery, iako iednę algebrę, uważaną w dwoiakim 
widoku: który nam skazali geometrowie greccy. 
Pierwszy widok zamknąłem w dwóch tomach 
wydanych roku i r8 3 ; gdzie są przygotowania 
uczących się do głębszych nad ilością zastanowień: 
drugiego widoku, który miał zawierać rachunek 
różnicowania i całkowania, przygody kredowe nie 
dały mi wypracować. Trzytnaiąc się atoli tey 
setnicy myśli, uważam trygouomet/yą kulistą ia
ko część istotną algebry, i dopełnienie iey ra
chunku iv pierwszym widoku-, bo ona nam obia- 
wia nowe prawdy i związki liniy trygonometry
cznych, główne mieysce, i rozległe użycie w tym 
rachunku trzymaiących. Z  tego, co się dziś 
clokazuie za pomocą tey nauki, rokować sobie 
można iey rozległe nadal w innych umieiętno- 
ściach pożytki. Bo iezeli w geometryi tak Eukli
desa iak liniy krzywych, iakiekolwiek ilości i ich 
fenomena , wyrazić możemy przez liniie; czernili, 
ich nie moglibyśmy wyrazić przez kąty ? i pyta
nie podane zamienić na trygonometryczne: iak 
tego mamy iuż przykłady w użyciu trygariome>
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tryi do rozwiązania zrównali wyższych stopni. 
Ula tego, dopełniaiąc moiey algebry, niektóre 
twierdzenia o związku kątów i boków tróykątas 
przytoczone bez żadnego dowodu w dziełach ge
ometrów, starałem'się dowieśdź, i w tern piśmie 
umieścił’, z ich użyciem i obiaśnieniem. Przyda
łem ieszcze z dowodami pod  § >3 . ważne wzory 
trygonometryczne, służące do przerabiania zró
wnali; których mi w moiey algebrze nie przy
szło umieścić: chociaż te daią się wyciągnąć 
z początkónu tam wyłożonych.

Zrównania trygonometryczne maią do siebie 
przywiązaną tę nieprzyzwoitość, co w Algebrze 
pierwiastki zrównania; ze nas wprawiaią w wąt
pliwość , który kąt do naszego pytania należy? 
A ayczęściey rodzą tę wątpliwość kąty posiłko
we. Dla tego potrzebną iest rzeczą mieć kilka 
zrównali na ten sam kąt; zęby iedne, służyły do 
poparcia drugich, i do zniesienia wątpliwości 
1 tey potrzebie starałem się takie zaradzić oso
bliwie w przystosowaniu trygonometryi kulistey. 
Pokazuiąc użycie tey nauki w rozmierzaniu 
ziemi, i w robieniu kart kredowych; przydałem 
rozwiązanie naywainieyszego, i często przypa- 
daiącego w tych robotach zadania.

Ale przystosowanie trygonometryi kulistey do 

zadań astronomicznych, z gruntownem dowie-
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(lżeniem używanych do tego wzorów i zrównań, 
z wystawieniem ich w pewnym porządku, i w po
staci do rachunku naywygodniej szey, osądziłem 
z mego długiego doświadczenia za rzeęz dla 
astronomów kraiouych barzo ważną i potrzebną; 
bo te sposoby są po wszystkich znanych mi 
astronomicznych dziełach zmieszane i rozrzu
cone , od różnych autorów rozmaicie, częstokroć 
ciemno i zawile, a nawet źle i dobrze dowodzone: 
kiedy tu razem zebrane, w pewnym, i iak mi się 
zdąie, bardzo właściwym uszykowane porządku, 
wywodzą się ze zrównań i początków ściśle do
wiedzionych, z przydaniem tu i ówdzie uwag 
i obiąśnień; iakich czytelnik w xiąikach astro
nomicznych nie znaydzie.

Rachunek Parallas, czyli odndan w położeniu 

gwiazdy z różnych mieysc widzianey; od którego 
zawisły odległości planet od ziemi i od słońca, 
a zatem ledwo nie cała znaiomość świata słone
cznego; od którego ieszcze zalezą oznaczenie zać
mień słońca przez xięzyc ziemski i przez planety 
niższe, zasłanianie gwiazd tarczą xiężyca, toiest'- 
fenomena do doskonalenia tablic biegu, i Geografii 
nay wdznieysze: rachunek mówię parallas to miarę 
rozległego swego na wzrost Astronomii wpływa, 
długo zatrudniał znakomitych astronomów i geo
metrów, którzy nam na to podali sposoby rozma
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ite, w licznych dosy ć zrównaniach, pod różną 
postacią, wystawionych, wydobytych z różnych 
widoków, a nąyczęściey otrzymanych przez dłu
gie i pracowite rachunki. Naukę tę tak ważną 
i zawiłą, udało mi się pod ieden widok ogólny 
zagarnąć; i z niego prostym i łatwym sposobem 
na parallaxę różnego położenia wyciągnąć wszy* 
stkie znane dotąd w Astronomii zrównania, wy
stawiane pod rozmaitemi postaciami. W  tein 
mieyscu znaycizie czytelnik i historyą wynalazków, 
i ich obiasnienie przystosowaniem do wielkiego 
zaćmienia słońca, które y. fVrześnia u.s. roku 
bieżącego przypadnie. Przyłączyłem arytmety
czne przykłady cło każdego prawie zrównania-, ba 
te wiele obiaśniaią czyste poięcie rzeczy, służą do 
rozpoznania kątów właściwych podanemu zada
niu, i do wprawienia uczących się w praktyczne 
przystosowanie analizy; które nie iest zawsze 
rzeczą tak łatwą, iak się na oko, i z lekkiego 

zastanowienia wyclaie.
Ząclaćby pozostało, i dla ułatwienia Astro

nomii uczącym się, i dła wygody astronomów 
chcących użyć swych praktycznych w obserwa
toriach robót do doskonalenia nauki, aby, co się 
zrobiło z przystosowaniem trygonometryi, zro
bić podobne przystosowanie wzorów i zrównań 
nauki o liniach krzywych i mechaniki • i z praw
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biegu ściśle dowiedzionych, & własności łiniy, 
po których sic te biegi oclbywaiąf wyciągnąć re
sztę sposobów, iakoto na wyrachowanie skutków 
łamiącego się w atmosferze światła (refraclio)j 

na obłąkanie wzroku przez światło (aberratio)> 

na kołysanie się osi ziemskiey (nutaiio), na 
oznaczenie drogi od ciała niebieskiego opisaney: 
zgoła na to wszystko, czego w umieiętnem uży
ciu, obserwacyy potrzebuiemy ; zostawuiąc szczę
śliwszym i wytrzymalszym głowom te głębokie 
badania, które nam Aslronomiia iizyczna na ra
chunek tablic podaie.

Taki zbiór zrównań ściśle wywiedziony, ścią- 
gniony do naymnieyszey liczby widoków i począ
tków niewątpliwych, uszykowany porządnie, ob- 
iaśniony przykładami dobrze wybrariemi, uła
twiłby obięcie tey rozległey umieiętności w swym 
związku, pokazałby dzielnośćięzyka analitycznego, 
wprawiłby uczących się do widzenia iednych 
prawd w drugich, do poznania zawisłości, i ie  
tak powiem powinowactwa, iakie zachodzi mię
dzy temi prawdami, i między dziełami przyro
dzenia na niebie. Mielibyśmy przeto zwięzłą 
treść nauki; początków, na których się opie «; 

i podręczny skład potocznych i naywainieyszych 
rachunków. Prawdziwie gruntowna ciał nie
bieskich nauka, pokazałaby się tern, czśm dziś
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iest rzetelnie; toiest, przystosowańieni trygo
nometrii, nauki o liniach kkzywych i mechaniki>
do fenomenów niebieskich. Podzielićby lą mo-

%
zna na historyą fenomenów, czyli opowiadanie 
dzieiów nieba: • i na ich ol) rachów ani e , czyli 
wywodzenie silą rozumu: bo iuzem to gdzie in- 
dziey powiedział; ze rachować, ieslld rozumować 

z pewnością*

Szerzenie Astronomii, prócz znanych wszystkim 
iey przysług, nie byłoby ieszcze bez drogiego dla 
społeczności pożytku: bo ta wysoka umieiętność 
będąc prawdziwą chlubą i zaszczytem ludzkiego 
poięcia, w rozwadze tylu wielkich prawd pod
nosi umysł do górnieyszych myśli, i czucie do 
szlachetnieyszych poruszeń; a razem wraża 
wstręt do tego wszystkiego, coby człowieka 
mogło upodlić i znieważyć. To czucie godności 
ludzkiey głęboko wrażone i rozszerzone, byłoby 
zdaie mi się wielkiem lekarstwem na drobne na
miętności, i na przywary wzrastaiącey cywid
zący i ; a zatem silną podporą życia moralnego. 
Pisałem w Wilnie dnia stycznia roku 1820.

J a n  Ś niadecki.
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ROZDZIAŁ PIERWSZY.
W Ł A S N O Ś C I T R O Y K Ą T A  K U L IS T E G O : 

Z R Ó W N A N IA  I W Z O R Y  N A  1EGO 

R O Z W IĄ Z A N IE .

Wiadomość trójkąta prostokreślnego i kuli, 
prowadząca do poięcia boków i kątów 

w trójkącie kulistym.

§ i ,  ^ ^ t r ó y k ą c i e  p r o s t o k r e ś l n y m , k tó r e g o  k ą t y
są A , B, C, boki na przeciw tym kątom leżące a, 6, c, 
podług Prop. X I I I .  księgi 2. E uklidesa  mamy:

l) ̂  | c “ Cl ̂
a2= b z-\-c-— 2tc.dost^: skąd dosl^f'=----------------

a zatem, wstA— \ / { \ — doslł ^)
_\^/'(462cz— ffc2+ c z— «2)2)  d

ibc 'ibc
nazwawszy d funkcyą pod znakiem pierwiastkowym; 
która będąc różnicą dwóch kwadratów, może się ro- 
zebraćna mnożniki: na ieden 2bc— (62+ c 2— —  
(b— c)2, i na drugi 260+(62+ ° 2— a 2)=(£>+c)2— a 2; 
każdy znowu z tych mnożników będąc także różnicą 
kwadratów, ma dwa mnożniki: pierwszy a — 6 + c , 
n-f-i— c; drugi 6 + c — a , b-|-c+fl; a zatem

d— \/  [(n+c—6)(a+6—.c)(6+c— n)(6+c+fl)]. 
D r u g i  znak pierwiastkowy — nie należy do tróykąta; 
ho w nim żaden kąt nie może bydź większy od 1&O0,
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a zatem nie ma wstawy odiemney. Geometrya nas 
uczy, że \bc.v/slsł iest powierzchnią tróykąta ; więc 
<£=2Óc.wsty/ iest powierzchnią tróykąta cztery razy 
wziętą: co nam daie sposób wyrażenia powierzchni 
tróykąta przez wszystkie iego boki.

Kula przecięta płaszczyzną przez iey środek prze
chodzącą wydaie koło wielkie, którego promień ró
wny promieniowi kuli. Średnica tego kola pionowa 
na iego płaszczyznę, nazywa się iego osią (axis), a 
iey punkla ostateczne na powierzchnią kuli wycho
dzące zowią się biegunami koła (poli). Skąd się wno
si, że biegun iest zawsze o 90° od swego koła odle
gły. Iestto środek (centrum), z którego się cerklem 
zakrzywionym rysuie koło wielkie na powierzchni 
kuli. leżeli kulę przetniemy drugą płaszczyzną przez 
środek przechodzącą; powstanie drugie koło wielkie, 
które się przetnie z pierwszem kołem w odległości 
180°, i obadwa zamkną plac na powierzchni kuli. 
Punkta przecięcia się płaszczyzn zrobią na powierz
chni kuli dwa kąty równe, o 180° od siebie odlegle, 
które są razem kątami pochyłości płaszczyzn do sie
bie. Nie może więc na powierzchni kuli bydź plac 
zamknięty od dwóch kół wielkich, chyba że każdy 
łuk koła iest 180°. leżeli chcemy mnieyszemi luka
mi zamknąć plac na powierzchni kuli, trzeba ią prze
ciąć trzecią płaszczyzną przez środek przechodzącą 
poprzecznie do pierwszych płaszczyzn: to iest, żeby 
ta trzecia płaszczyzna przecinała liniią, w którey się 
przecinaią dwie pierwsze. Natenczas przetną się na 
powierzchni kuli trzy luki kół wielkich, od trzech 
płaszczyzn zrodzone.

Wystawmy sobie, że tróykąta prostokreślnego 
trzy boki a, b, c, są cięciwami tych łuków, a zatem
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tróykąt A B C  wpisany w powierzchnią kuli; kąty 
A, B, C, uważane na płaszczyźnie tróykąta prostokreśl- 
nego, będą kątami cięciw; uważane zaś na powierz
chni kuli, będą kątami łuków. Od wierzchołków tych 
kątów poprowadzone liniie proste do środka kuli będą 
iey promieniami, i wystawią piramidę tróykątną, ma
jącą swóy wierzchołek w środku kuli, tróykąt pro- 
stokreślnv a b c za podstawę, a część powierzchni kuli 
między płaszczyznami przecinaiącemi albo między 
łukami od płaszczyzn zrysowanemi zawartą, za mia
rę kąta bryłowego. Ta część powierzchni kuli zamyka 
tróykąt kulisty, maiący za boki, luki kół wielkich 
mierzące kąty między promieniami kuli w iey środku 
zawarte: kąty zaś tróykąta kulistego są kątami stycz
nych, któreby się z wierzchołka poprowadziły do bo
ków tróykąta. Ponieważ te styczne są pionowe na 
promień kuli, a każdy promień iest przecięciem się 
dwóch płaszczyzn; więc kąty tróykąta kulistego, bę
dąc każdy' z nich kątem dwóch liniy pionowych na 
spólne przecięcie, wyrazaią pochyłości płaszczyzn 
przecinaiących kulę.

A  ieźeli od wierzchołka kąta łukowego A  (Jig. a 
l'ab. 1.) przeciągniemy każde iego ramie A B , A C , 
aż do 90°, i zarysujemy z tegoż wierzchołka luk MN 
między term ramionami; punkt wierzchołka A  będzie 
biegunem tego ostatniego luku. Promienie SM , SN  
W  środku kuli S przecinaiące się, i obeymuiące len 
łuk są równolegle stycznym, kąt lukowy A  zawiera
jącym; bo są także pionowe na liniią AS  spólnego 
płaszczyzn przecięcia: więc kąt między temi promie
niami iest równy kątowi między stycznemi, czyli ką
towi łukowemu A. Przeto w tróykącie kulistym ka
żdy kąt, iest równy lukowi koła wielkiego między ra
mionami zawartemu, i zarysowanemu z wierzchołka 
iako z bieguna, w odległości 90°.



Ma więc każdy kąt w tróykącie kulistym równy 
sobie luk na powierzchni kuli. Dla poznania lepszego 

* tych luków i kątów wystawmy sobie na fig . a. Tab. 7 . 
tróykąt kulisty A B C , poprzeciągaymy iego boki, ka
żdy do gOc; z wierzchołka każdego kąta w odległości 
go0 zarysu jm y luk i, póki się nawzaiem nie przetną; 
powstanie stąd inny trójrkąt kulisty A '  B 'C \  który się 
nazywa biegunowy tró jkąta  A B C .  W  tym nowym 
tróykącie luk Z)7i'=kątow i A ;  3 7 / . =  B ; N O = .C .

Ponieważ punkt A ’ leży na łuku C 'A ’  odrysowa- 
nym  z B , i razem na luku B ’ A ’  odrysowanym z pun
ktu C ,  więc A '  iesl biegunem boku B C .  Podobnie 
się dowodzi że B ‘ iest biegunem boku A C ;  C  bie
gunem  boku A B :  więc tró jk ą t A B C  iest zuowu bie
gunowym tróykąta A B ' C ,

Z odległości łuku od swego bieguna w ypada:, że 
Cv Z/=90°; M A '— yo°; więc M L  czyli kąt B  iest do
pełnieniem boku A ’ C  do i 3o°. Podobnie się dowo
dzi, że łuk D E  cz jli kąt A  iest dopełnieniem łuku 
B C  do 180°: i łuk A O czyli kąt C  iest dopełnie
niem łuku A 'B ‘ do 1800. Znacząc więc kąty tró y 
kąta kulistego wielkicmi literami alfabetu, a temiź 
samemi literami inalemi boki im przeciwległe; mamy 
nasląpuiące zrów nania;

^ + 0 = 1 8 0 ° ;  7ł - f  ó '= i8 o ° ;  C +  < '=  18o°.

Z  tego samego początku wj pada: ze 7ł 3 7 = g o ° ; 
C \\= gO °, więc B C  iest dopełnieniem luku A 3 7  czyli 
kąta A '  do 180°: podobnie się dowodzi, że A C  iesl 
dopełnieniem kąta B ' do 180°, i A B  dopełnieniem do 
180° kąta C : co się tak wyraża:

^ '+< 1= 180°; B '- f£ = i8 o ° ; t v4 -c= i8 o °.
W ięc w dwóch tró jk ą tach , z których ieden iest bie
gunowym  drugiego, każdy kąt w ieduym  którym -

4
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kolwiek iest dopełnieniem do 180® boku sobie odpo-. 
wiadaiącego w drugim tróykącie.

Troykąt biegunowy wypadaiący z własności kuli, 
był nasamprzód upatrzony i opisany przez Caswell 
w dziełach Wallis Tom II, k. 896. Jest on prawdą 
zasadową, iak go sprawiedliwie uważa Euler, uie zaś 
prawdą wypadkową rachunku.

Zrównanie fundamentalne caley Trygonometiyi.

$ 1. W eźm y iuż pod uwagą tróykąt kulisty A B C  
na tig. 1. złożony z trzech kątów, i z trzech łuków 
kół wielkich. Każdy kąt między łukami przecina-F,s" I- 
iącemi się zawarty wyrażać będziemy wielką literą 
alfabetu, jak się dopiero powiedziało: tąż zaś samą 
literą małą znaczyć będziemy łuk czyli bok naprze
ciwko tego kąta leżący: n.p. A  znaczy kąt, a bok mu 
przeciwległy. Przez takie znaczenie łatwo będzie czy
tać zrównania bez pomocy figury. -Można się w ca
łe y tev nauce obeyśdź bez figur. Z wierzchołka kątami 
poprowadźmy styczną AK  do luku c; styczną A L  
do łuku b. Przez punkla ostateczne t}'ch łuków -B,C, 
poprowadźmy ze środka kuli O liniie proste aż do 
przecięcia stycznych, to iest OK która iest sieczną 
łuku c, i OL  sieczną luku b: kąt K O L  w środku 
kuli mierzy się łukiem a. Złączmy punkla AT, L , li- 
niią prostą K L , która iak widzimy iest spoina dwom 
troykątom prostokreślnym KAL-, KOL;  więc 

K L '= K A *-\-A L -—jKA.AL.<]oilA 
—  K 0 2 +  L 0 2— i K 0 .L 0 Aus\a-.

przetłumaczmy te liniie na ich znaczenia trygonome
tryczne, i wypadnie

sly2c+ s ty z6— 2 sty c.sly- b.dos\A z=
=  sie:c-J-sie-ó— 2sie c.sie ó.dost a.
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aźe wziąwszy promień kuli za ietlność 
sie2c—sty2c =  t , sie-6— sty:6 =  i. W iem y z Roz

działu IV Algebry ź e s i e c = —r—11--- ; sień=-T-^— j-
6 J dost c dost b

sty c = wst c 
dost c ł sty b — wst b T e wartości wpro-

’ dost 6 *
wadziwszy w ostatnie zrównanie, rozdzieliwszy ie 
przez a, i zuiosfszy ułamki; otrzymamy

dost 4̂ =
dosta— doslń.dostc

dost5 :

wsto.wstc 

dostń— dostn.dostc

d o s lC =

wsta.wstc 

dostc— dosta.dostń
wsta.wstó

(0

zrównania na dost/i, dostC wypadną nam, kiedy to 
samo zrobimy z kątami J>,C, cośmy zrobili z kątemsf. 
Każde z nich len sam związek wyraża, ale przenie
siony do inszego kąta. Każde z tych zrównań nazy
wa się zrównaniem jundamentalnem; bo z niego De 
la Grange całą trygonometryą wyciągnął. Zrobimy 
i my toż samo w sposób ieśzcze iak nam się. zdaie pro- 
ścieyszy, przydaiąc inne wielkiey wagi zrównania, o 
których ten wielki Geometra nawet nie wspomniał. 
Nim daley postąpimy, nadaymy wprzód zrównanioin 
(l) inną wygodnieyszą do rachunku postać. Ponieważ 
$ 5 i. Algebry uczy nas, że i—  dosL^=awst2|^ , więc

2 wst*|y^ = wstń.wstc-fdostń. dostc— dosta 
wslń.wstc

dost (b— c)— dosta 
wstń.wslc

a wst' (a-|-ń— c’).wst4-(a-|-c— b) 
wstó.wstc $ 54. Algeb.
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pierwsza strona tego ostatniego zrównania iest koniecz
nie dodalna; więc i druga taką bydż musi: skąd wy- 
pada a-\-jb̂ >c, a-j-c>6: bo gdyby mogło bydż n-ł-6<c, 
aĄ-c<b; byłoby razem a < c — b, a<b— c , a zatem 
2n<o, co iest niedorzecznością. W ięc w*każdym tróy- 
icącie kulistym summa dwóch bólów iest większa od 
trzeciego. A  jeżeli n+/>>-c, musi bydż ay>c— b, to 
iest: każdy bok trójkąta iest większy od różnicy dwóch 
innych.

Tenże $ 5 1. Alg. dowodzi, że l+dosty/^radost2̂ ^, 
dodaymy do jedności pierwsze (,1), będzie

2 dost2̂ .^ =
wsti.wstc— dosti.dostc-j-dosla 

wstó wstc

dosta— dost(6 +  c) 
wstó.wstc

2wsti(n4-^+c).M'stt(6+c— a)
w st& .w stc

a r o z d z ie liw s z y  w s ta w ę  p r z e z  d o sta w ę

. i . . : t />_ wst^(a+6-c).w sU(n +  c- Ł )  ,
 ̂ ’  wst4(a+6+c).wst^(6+c— a)

podobnie robiąc z dwoma drugiemi zrównaniami na 
d ostii, dostC, przyydziemy do

21 id wst4(&4 -c— rt).wst4(l>+ « — c)
9  ̂ • wst4(o+ł»+c).wst4(o+c— 6)

. , , _ wstj.(a-f-c— b).wsU(&4-c—a)
J 2 w sU (a+6+c).w st4 (a+& —  c)

( O

(O -

Jeżeli te trzy zrównania (T), (i")' ( iw) rozdzielimy 
przez siebie, wypadną nam trzy iune, następujące:
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s ty 4. A_ws t4-(a -(- c— b)
sty wstKfc +  c—a)

sŁy ł ^ _ wsł4 Ca + Ł— c)
sty-iC wsU-(6-(-c— a)

sly\B_wst£(a-f-6 —c)
slyJ-C' svsU-(a-J-c— 6)

( O

( O

(»J

te trzy ostatnie zrównania częstokroć przydatne, i 
używane w rachunku analitycznym; pokażą się nawet 
w trygonometryi potrzebne.

Pierwsze zrównanie główne.

§ 3. Ze zrównań (1) wyciągnęliśmy wstawę, do
stawę, i wreszcie styczną potowy każdego kąta: 
szukaymy teraz wstawy kąta calkiego. Ponieważ 
wsiA=-\/ (1 — dost2 /̂), więc (1) dadzą

!  [/  [wsl2i.w st2c — (dosta—dost&.dostc)2]
wst 6. wsie

wstZ?
_  \Z~[wsl2a.wst2c— (doslb— dosla.dostćY1]

wsta. wsie

wstC _  \/  [wst2a.wst2 b—(dostc— dosta.doslć)2] 
w sta. ws Ib

znak drugi —  przed znakiem pierwiastkowym opu
szczamy, iako nie należący do tróykąta, dla tey sa- 
mey przyczyny, klórąśmy dali na tróykąt prostokre- 
ilny w § i. Niech będzie

f = \/  [wst26.wst2c— (dosta— dosti.dost c)2]

chociaż f  stanowiąc licznika ułamku, zdaie się mieć 
na każdy kąt A , B, C inuą wartość; ieżeli iednak wy
razimy wstawy przez dostawy; to rest wst2a = i — dost2a;
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vrstzb— i— dosl2&, wst2c = i — dost2c, po wykonanem 
mnożeniu, i po rozwinieniu w drugim terminie po
tęgi drUgiey; wartość na f  we wszystkich trzech zró- 
wnaniacli, to iest na wszystkie trzy kąty A ,B ,C , po
każe się ta sama, i to liastępuiąca:

f — \/  ( l— dost2fl—dosl2i>— dost2c-|-2dostrt.dost6.dostc)

dowodzi się w Geometryi; że wartość na f  wyraża 
stosunek równoleglościanu ukośnokąlnego, do pro
stokątnego: to iest: kiedy kąty między krawędziami 
kąt bryłowy zamykaiącemi, są: a, Z», c ukośne, albo 
proste. Be gendre Geometrie Kote p.igy. Przeto:

WsL^ = /
wst6.wslc »

wst S  =z f
wstc.wsta »

W ięc

wslC —  f  .
wsta.wsti

W'st// wst B   wst C
wsta wsli wstc

<to iest: wr każdj-m tróykącie kulistym wstawy kątów 
tak się maią do siebie, ictk wstawy boków tym ką
tom przeciwległych. Zrównanie (2) iest pierwszera 
zrównaniem głównem rozróżniaiącem tróykąt kulisty 
od proslokreślnego.

Jeżeli wstrt=rwslfi; wypada z (2) wst A=W stB, i 
na odwrót: więc w tróykącie równoramiennym, kąty 
przeciwległe bokom równym są równe: i znowu gdy 
dwa kąty w tróykącie są równe, tróykąt iest ró
wnoramienny.

2
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Ze zrów nań(a) w ypada, w st^.w slń =  w sln.w stB , 
wst^/.wstc —~ wrta.wstC,

ieżeli te dwa zrównania raz dodam y, drugi raz odcią
gniem y od siebie; otrzym am y

wst^(wst6-4-wstc) = :  wsUi(wst./?-f-wstC^ 
wsl.<^(wsl6—wstc) =  wslfl(wstB—wslG’)

a położywszy z $ 5 i .  Alg. za w s ty /~ .a w s li^ .d o s l? A, 
za wsta =  aw st^i.dost^a; i polem za summą i różnicę 
wstaw, ich wartość w mnogościach z § 54. k. 284 A l
gebry , łatwo przy jdziem y do naslępuiącj cli zrównań.

wsttrt dost r̂t ___ wstj// dosti//
wst-J(ń+c) dostań— c) dost^-(B— C) wst4(B-j-C^

K )
wst^rt dostJ.a ___ dosti^  wsl,V /̂

wsl^(ó —c)* dostań-j-c) wstali — C)*dosl±(BĄ-Cj

każde z tych zrównań nie iest-li złożone z dwóch 
zrównań prostych? dowiemy się niżey.

Drugie zrównanie główne.

5 4 . Maiąc tróykąt kulisty, którego kąty A, B, C: 
boki tym kątom przeciwległe a, ń, c; wystawmy sobie 
drugi tróykąt z kątami A j B,' G\' i z bokami im prze- 
chfleglemi a\ b\ c' tuk, żeby ieden był biegunowy 
drugiego. Podług tego, cośmy powiedzieli na koń
cu § 1. mieć będziemy następujące zrównania:

A = i8 o ° —a', B  =  1800— b\ C =  1800— c', 
A '=  1800—a, B ' =  i 8o°— b, C '= i 8 o ° — 0, 

a zatem
A +  B +  r + =  3. i 8o°, 
A ’+ B '+  C + a  + b+c =  3.iSo°.



A iezeli y^=i 8o° — wst y/— w sta', dos1̂ = — dosta': 
podobnie wsli?:=wstb\ dosli?— — dostó'; \TstC=\vstc' 
doslC =  — dosl c' ; wsi A' —  wsi a , dost.//' =  — dosta; 
wsi />' =  wst b , dost fi' —  —  dosl b ; wst6v =  wsie , 
dostO' =  — doslc. W prowadźmy te wartości w zró
wnania (i)  $15 otrzymamy

więc i

, doslv^'-l-dostfi'.dostCv
QOSt CL ----  ~ . n .  7 /■ 1»wsl/»'.wstG

dosl ,.^-1-do't H.dosl C
dost a = ---------—„ ----rpi------wstif.wstG

, dost fl-l-dost^.doslC
dosl b— -------- —  —n----------WsGtf.wsLG

dost 1
dostC-l-dost BAoslA

wst-ff.wsL^

(3)

Jak zrównania (1) wyraźaią każdy kąt przez trzy 
boki; tak zrównania (3) wyraźaią każdy bok przez 
trzy kąty. Każde ze zrównań (3) wyraża len sam 
związek, do innego boku przeniesiony. Nazywać ie 
będziemy drngiem zrównaniem glównern. Przerób
my ie na postać do rachunku wygodnieyszą. Po
nieważ 1— dostana wst z\a: zrównanie pierwsze (3) 
odciągnione od iedności, wyda

wstJ5.wst C— dosl fl.dostC— dostyi 
2 wsŁ” °  = -------------- wsti?7wstC---------------

adost4{AJrBĄ- C).dost|(.fi+ C— A) 
w sl^ .w stG ’

Pierwsza strona zrównania iest koniecznie dodatna;

1 1



więc w drugiej stronie iedna z dostaw bydz musi 
odiemna, a zatem kąt iey rozwarty. Skąd wypada, 
że (slĄ- HĄ- C )>  i80“ ; a zatem w tróytącie kuLi~ 
slym summa wszystkich trzech kątów iest większa od 
dwóch kątów prostych.

Ażeśmy w yiey dowiedli że jlĄ- B-\-C Ą-a' Ą-b' Ą-ct 
=3.180^=6.90°¾ więc ieżeli C j^ a.yo0, musi
bydź («’-(-6’-[^c)-<4.go0, to iest: w każdym tróy kącie 
kulistym summa wszystkich trzech boków iest nuiiey- 
sza od czterech kątów prostych,

Z  przedostatniego twierdzenia wnosi się leszcze to: 
że przeciągnąwszy którykolwiek bok tróy kąta kuli
stego, ponieważ kąty przylegle są równe dwom pro
stym, kąt zewnętrzny w tróykącie kulistym, iest 
mnieyszy od summy dwóch,, kątów wewnętrznych.

Jeżeli każde ze zrównań (3) , przydamy do iedno, 
ści, 1-f-dosta =  adost^^a, wypadnie

ws t fi. ws t C-b d ost fi.doslC-J-dosty/
adost 2la— wstfi.wstC 

dost(fi— C)+dost^|
wstfi.wstC

__2 d o sU (/^4 -fi^0 .d o st4 (^ -|-C —fi)
wstfi.wstC

rozdzielmy wstawę px-zez dostawę; a otrzymamy

dost4-( A +  fi 4- C ),dost4( g +  C— A  
sty - ,a dostt f i — C).dostt( AĄ- C - f i )   ̂ J

Podobnie postąpiwszy z dwoma pozostalemi zrówna- 
niawi (5) na dosló, dostc, mieć będziemy

ł  2
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ci „ , , 7. __ dost4(4-f- B-\- C).dost4 ( —B)
" ,P —  ~ 'doslx ^ + B — C),dosą(B+C*-J)  ̂ 1

c . - r „ _  d o s l^ + t f + C l .d o s U ^ - ł - B - C )  /7,„N
J '-  d o s 4 (^ + c - 5 ) .d o s t i ( z ? + ć v r ^ )  ;

kiedy iedno z tych zrównań rozdzielimy przez dru
gie, wypadną tizy naslępuiące

s ty la  d ost.|(/?+C —sf) .
^T&— ddltiP+C-fi) 1 ‘ ]

sty4a dos!4( B-\- C—sf) „  .
siyjc dosl4(^-f~-^—^')

sty^6__dosU(y /4 C—B)
sty-|c iosi^A Ą -B—(-')

które wyraź aią stosunek boków' przez kąty, tak iak 
(i ) (i j  ( i j  w' § 2 , okazuią stosunek kątów przez 
boki: i jak pierwsze tak drugie wielkie mieć mogą 
użycie w rachunku analitycznym,

»

Trzecie zrównanie główne.

§ 5, W eźmy ieszcze do uwagi zrównanie funda
mentalne (i) § 2 ; wyciągniemy z niego

dostrt -— dostó.dosl c-f-wst&.wsic.dost y*/, 
dostft =  dosta.doslc+wsUi.wstc.dosl#, 
dostc =  dosla.dost 6-J-wst a.wst i.wsi C ,

iezeli za dost6 w pierwszem zrównaniu, weźmiemy 
Wartość z drugiego: otrzymamy

dostfl— dostu.dost2c-{-ws.t«.wstc.doslc.dostZf 
-J- w s t&. ws tc. d os t //:

przeniósłszy pierwszy wyraz z drugiey strony zró-



wnanla na pierwszy: i za i — tlost2c= w s t2c, w osla-
. . . . , . . , wsta.wsl/? t ,tnim<zas terinmie za wsibz=. —  włożywszy te

wst A  J
wartosri, i cafe polem zrównanie rozdzieliwszy przez 
wstc.wsta, 'otrzymamy

dostya.wstc =  doslc.dosf # 4  wst/?.dosty^ (4).

^  toż samo zrównanie pierwsze, wprowadziwszy war
tość na doslc z trzeciego, zamieniwszy i — dost=C na 

, . wsta.wstC
wst2ó, i w stc=  — 4 śT”Z— i Potljm całe zrównanie 

rozdzieliwszy przez wsla.wstC, mieć będziemy

dostya.wstc =  dostC.doslC4-wstG\dosly^ (4').

Podobnie postępując z dwoma zrównaniami na dosl6, 
dostp, każde z nich wyda nam dwa zrównania, na
stępujące: >

dostyC.wste —  d o sic. d os t A  4 - wst A. d °s ty B, 
dosty C.wsta =  dosla.dostG,-|-wst(.’.dosly£>, 
dostyc.wsta dosta.dost B-\-'wst fl.dosly C, (4*)
dostyc.wstC =  dostC.dosl^4-'vsfŷ -dostyrG’.

T e zrównania zachodzą między dwoma kątami i dwo
ma bokami, z których ieden iest przyległy, drugi 
przeciwległy ieduemu z kąiów: że zaś każdy kąt ma 
dwa boki przyległe, dla lego z każdego zrównania (i), 
wypadły dwa. W szystkie te zrównania (4) są łatwe 
do pamiętania: wszystkie wyrażaią ten sam związek 
do różnych boków i kątów przeniesiony, który sta
nowi trzecie zrównanie główne. W szystkie kombi- 
Hacye zachodzić mogące między dwoma kątami i dwo
ma bokami, iednym przyległym, a drugim przeciw
ległym; zawieraią się w sześciu zrówuaniach (4). Zró
wnanie fundamentalne (i), i z niego wyciąguioue trzy

i 4
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główne (2), (3), (4), rozwięzuią wszystkie przypadki i 
pytania zachodzące w trójkącie kulistym, iako to ni
żej* zobaczymy. Możnaby na ich przystosowaniu skoń
czyć trygonomelryą kulistą iak zrobił de la Grangę, 
z tym, potrzebnym przydatkiem, żeby każdemu zró
wnaniu (4) nadadź wygodniejszą do rachunku przez 
loga rytmy postać, iakeśmy to zrobili na (1), (3). Ale 
tu zachodzi iedna ważna uwaga: zrównanie fundamen
talne (1) wydało Irzy główne: kombinacya czterech 
tych zrównań między sobą, czy nas nie przyprowa
dzi albo do nowych iakich prawd o tróykącie kuli
stym, albo do sposobów ułatwiających rachunek w ro
związaniu tróykąla? Rozbierzmy to zapytanie.

Z rów n a n ia  m iędzy  trzem a bolcami i  trzem a  

kątam i razem .

§ 6. Poznawszy fundamentalne i główne trygo- 
nometryi zrównania, kombiuuymy ie teraz z sobą, 
to iest: związki iedne łączmy z drugiemi, przez ro
zmaite wartości tychże samych boków i kątów. Pier
wsze zrównanie (3) daie

dosty^ = : dosta.wst /ł.wstC— dostlł.dostf’ 
dosta.dost^/ =  dost^a.wstR.wslC— dost«.dost_B.dostG'.

Aże ze zrównań (1) dosta=:dosty/.wstZ>.wstc-(-doslZ>.dostct

włóżmy tę wartość za dostn w pierwszą stronę zró
wnania poprzedzaiącego, a «ti'zymamy

dost2y/.wsl6.wstc-4-dost^.dostń.dostc 
~ d o s t2a.wstł5.wstC’— dostn.dostił.dostC;

zamieńmy dostawy na wstawy: d o s t- ^ = i— wst2y£, 
dbst2r t = i— wst2« , będzie



i6

■ wsi J. wsie— wst2̂ .wstń.wslc-|-dost^.dostń.dostć 
— wslfl.wslC— wst=a.wst fl.wstG’— dosla.dostZł.dostC

w drugim wyrazie drugiey strony zrównania, z (2) po-
„  wstsf.wslb „  wst.-f.wstc

lozmy za wst/jiz= —  — —  za w s tC = -------- ------
wata. wsta

a terminy znoszące się wymazawszy; otrzymamy

wslA.wste.-|-dostA.dostc.dost.^=ivst/J.\vstC— dostfl.dostC.dosta (̂ ?x)

podobnie postąpiwszy ze /równaniami na dost/», dostC, 
w (3) wynaydzieiny dwa inne

wsUJ.wstd-^łosta-óostA.dostOzswst.^.wstB— dost .-/.dost/?.dosU' [3 2', 

15510.15^1 -̂1-(1041(1.(10511:^051/1=1^51.-/^510--dost^/.dostC.dostA [;5 3 )

każde ze zrównań (^,), (/?J, ((?,) zawiera wszystkie 
trzy boki i wszystkie trzy kąty tróykąla: podał ie 
naypierwszy Cognoli w swoiey Trygonometryi, Ale 
i zrównanie («) w § 2 toż samo wyraża, do które
gośmy' przyszli lak prostym i łatwym sposobem. Ka
żde nawet ze zrównań (4) może nas przyprowadzić 
do takiego, klóre ogarnia wszystkie rzeczy' w tróy- 
kącie zachodzące; kiedy n.p. w drągiem (4 ) albo za 
wstń, albo za W s t C ,  wprowadzimy z (2 ) wartość w y
rażoną przez r, B. Podobne związki między wszy- 
stkiemi rzeczami w Iróykącie miano za zabawkę ana- 
listów, póki się nie pokazało ich użycie w zawilszych 
astronomii pytaniach.

Zrównania («,) w § 3 które tak prostym sposo
bem wyciągnęliśmy z («), zdaią się każde z dwóch 
zrównań złożone, na które iednak nie mogliśmy ich 
rozebrać. Każde zrównanie Cagnoll powinnoby nas 
do tych, albo do podobnych wypadków przyprowa
dzić. Zróbmy lego próbę na (,?,). W iem y z § 5 i. 
Algebry, że



17

d o st/ / = l—  2Wst2A.<4 — 2dost2A//— i ) 
d o sla = . i — 2wst2£a =  2clost2|fl — i ;

WstZ>.wsLG’-|-dosti?.doslC =  dost(.Z?— C): 

a żalem

dosl B.dostC ±= dost(JS— C)— wstB.w stC 
dosl/i.dostC’— wstB.wstC —  dosl (B-\-C).

Ze zrównali (3) wziąwszy pod uwagę pierwsze, ma
my z niego

i— doslrt —  2WsL44-a— 2(1— dost2 '« ) =

wsttf.wstC— dost^.— dost S.dostC^ 
wsktf.wstG' 1

- skąd wypada:

2Wsta£a.\vstAwstt.ł— — dost(Z?-f- (7)— d osl^ ,
2dost2-iu.ws£ fl.WslC =  dost(.fl— C)-{-dost^.

W eźm y znowu pierwsze ze zrównań (1) § 2, i podo
bnie poslępuiąc, wyciągniemy

1— d o s l^ =  2 wst2̂  =r 2(1— dost2-iy/)

wst&.wstc —  doslrt-(-dosl6.doslc 
wsló.wstc ’

skąd znowu Wypada, źe

2 wst2-§- A  wstó.wstc —  dost (b— c) —  dostrt, 
2dost2-î 4 vvst6.wstc= —  dosl(6+c)-)-dosta.

Za pomocą przytoczonych tu wartości, staraymy s ę 
iakiekolwiek zrównanie Cagnoli, n. p. (/7,) przywieśdź 
do nayprostszych wyrazów, zachowuiąc w nićm wszy- 
slkie boki i wszystkie kąty:

w sli.w st c-f"dost i.dostc.dost^/=:\vst/?.\vstr— rlostB.dostC.do^t a (,#x)
5



wprowadźmy w za dost^iego wartość 2dost2i^/— i; 
za dosla wartość =  i —  2wst-^a, otrzymamy

— dost(6-|-c)-|-2dost24^.dost6.dostrz=
=  —  dost(jS-j-C)-f 2wst2ia.dost5 .doslC (f?t\:

aże dowiedliśmy wyzey, ze

2dost2-|^.dost5.dostf;=

=  2 dost24^.dost(6— c)— 2dost2i^.wstZ>.wstc 
=  2 dost24^.dosl(6 —c)-f dost(6-(-c) —  dosta ;

2wst2ia.d ostB .d ostC =

• =  2wst2-̂ rt.dost(Z?— C)— 2vvst24-n.wst/5.wstC 
=  2Wst2ia.dost(/^ — C) +  dost( B-\-C)-\-doslA:

te ostatnie wartości wprowadzone w po wyma
zaniu znoszących się terminów, dadzą

2dost2i^.dosl(ń—c)— dosty/=:
=  2wst2̂ «.dost(5— Cj+dostn.

W  tern zrównaniu za— dostał położy wszy' i — adosl2-^ ; 
a za d o s tn =  i —  3w st2£a; znaydziemy

2dost24-^[dost(ó— c)— i] =  2wst=^a[dost(i?— C)— i ] :

ale dost(ó— c) —  i —  2wst24{6— c ), dost(5 — C} =  1—  
2wst2̂ ( B— C) po wprowadzeniu tych wartości w zró
wnanie ostatnie, odmienieniu znaków, i po wycią- 
gnieuiu pierwiastków, przyydziemy do

wst£(ó — c) wstj (B — C) j
wst-Ja dostty^

Powtóre: W  to samo zrównanie (/?t) położmy za 
do*l//=  i — 2 wst2̂ ^ , za d o s l a = i — 2wst24a, przez 
co zamieni się na

i8



dost(6— c)— 2 wst24y^.dost6.dost c =
—  — dost(i>-j- 0 ”ha wst24a.dostii.dostC:

aże dowiedliśmy wyżey, ze ,

dost(Z> —  c) =  2 wst2iy .̂wrst i.w sl e+dost a  ,

—  dost(fi-)- C] —  2 wst24a.wst/?.wstC'-|-dosty^;

te wartości wprowadzone w poprzedzaiące zrównanie, 
zamienią ie na — 2 wst2i^/.dost(6-)-c)— dost^/ =
-=: 2 wst24a.dost(/? — C) —  dosta; za — dosly^ włożywszy 
iego wartość — l +  awst2̂ ^, za — dosta, — i-{-2wst2-§a, 
zamieni się na

wst24y4[i — dost(i-(-c)] =  wst24a[dosl(i?— C )+ i]:

•ze

1 — dost(6 +  c) 2= 2 wst24(&4-c) i 
i 4- dost(Z?— O  =  2 dost24(i?— C);

więc
wsti(ć>+c) dost|(#— C) jj

wsl^a wst hA

Potrzecie: Wprowadźmy w zrównanie (/?,) za 
dost^, dosta, następujące wartości.

dost^ =  2dost24 ^ —  i ; dosta =  2dosl2i a —  i ;

zamieniemy ie na

—  dost(6-j-ć)-f-2 dost2i^ .d o s t£ .d o s t  c =
—  dost( B — C) —  2 dosl^a.dostił.doslC:

a ponieważ

—  dost(6 +  c ) =  2 dost2- 4 w s t  6.wst c —  dosta, 
dost(i? — C )~  2 dost2̂ a.wstjB.wstC—  dosty-/;
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więc

2 dost2£y/.dost(ó— c)-|-dost^ =
=  — 2 dosl2.!a.dosl( B -(- G^-fdosta:

2dostJ'^/[i+dost(6— c)] == 2 dost--grt[i r- dost(2?-|-C)]; 

skąd wypadnie

dosti(ft —c) wst4( B -f- C) j
dost‘ a dost-i-̂ 4

Poczwarte: W  zrównaniu (/9,)  nadaymy nakoniec 
doslA ,  dosla, następujące wartości

dos|.y^= i — 2 \xsl-\A, dosta =  2 dost^a —  i :  za 
wst6.wslc+dost6.dostc, połóżmy 2 wst^-^.wst6,wstc 
-j-dosta; potem za wstó.wstc —  dost/>.dośtc==:
=  —  dost(6-|-c): zróbmy lo samo w drugiey stronie 
zrównania z funkcyą kątów _B, C; wypadnie

—  2wstH^/.dost(64-c)4-dost^ —
=  — 2dost24<i.dost(/?-j-C)— dosta:

tu znowu'za dosty/, dosln, gdy będą wprowadzone 
te same \yyzey położone wartości, zrównanie to za
mieni się na

wst2Az/[i-fdost(6 +  c)] =  dost:^n[i +dost(.5 + C 1)], 

przeto
dosl^(6+c)_dosti( BĄ-C) I-ir

dostfrt wst( A

Nic nie może bydż prostszego, iak zrównania I, II, 
111, IV , z których każde wyraża związek między 
wszy stkicmi bokami i wszystkiemi kątami tróykąta 
kulistego. Poda! ie naprzód Delambre w książce 
Connnisftance des tems 1809. k. która wyszła ro
ku 1807. ale bez żadnego dowodu. Potem Gauss
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w, dziele swoiem Theoria Aloius Corporum coelestium 
wydanero r. 1809. na k. 5 i. ogłosił le zrównania, ia- 
ko dotąd w Geometry i nieznane; ale także bez ża
dnego dowodu; i użył ieli do ważnych zagadnień 
astronomicznych. Doszło mnie dzieło Gaussa na po
czątku roku 1811: w niem \sspomnione zrównania 
uderzyły mnie i swoią prostotą, i swoiem użyciem. 
Szukałem zaraz ich dowodu, i len znalazłszy tak, iak 
tu iest wyłożony, posiałem go Akademii nauk Peters- 
burskiey 24. Marca i8 u  roku. W  Connoissance des 
tenis 1812. upomniał się Delambre przeciwko zdaniu 
Gaussa, o te zrównania, iako przez siebie naprzód 
podane; ale ich dowodu nie wydał. Dopiero w wiel- 
kiem i wyhornem swem dziele astronomii, wydaney 
w Paryżu roku 1814. w tomie I. k. 161.. i 63. dowo
dzi tych zrównań Delambre cale innym sposobem, 
wyciągaiąc ie z analogii Tepera; co robi i rachunek 
zawilszym, i dowód ubocznym. Rachunek raóy po
kaźnie, że zrównania te wypadaią ze zrównania Ca
gnoli, dwie wartości na dost yl, kombinuiąc z dwiema 
wartościami na dost a: czyli ogólniey, dwie wartości 
na dostawę kąta, kombinuiąc z dwiema wartościami na 
dostawę 1 oku temuż kątowi przeciwległego; co stanowi 
dow ód i wprost idący (dernonslra/io direcia), i ogól
ny: bo każde zrównanie Cagnoli biorąc kąt w pier- 
Wszey stronie przez doslawę wyrażony, i dostawę 
boku temu kątowi przeciwległego w drugiey stronie 
zrównania będącą, i poslępniąc sposobem tu skaza
nym: każde mówię zrównanie Cagnoli wyda cztery 
podobne zrównania. 1 tak zrównanie (/?2) wyda:

wstj (a— b) w st|fA— B) wsl4(rt+ń) dost
wstjc dost-J-C ’ wst|c w stł C

dost' 1̂7— b )  wst -̂( -̂)- B) dost4-(u-py dost-' (slĄ- B)
dostic dosltC ’ dostać wst^C’
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zrównanie trzecie (/l}) przyprowadzi nas do czterech 
naslępuiącycii:

wst|(«— e) wsl|(v^— C) wst4(a-)-c) dost|(^/— C)
WSI46 dost^tf ’ wst J-6 w slj#  ’

dostKa—c) wstf(.^+ C) dost-Ł(a+c) dostf(y^-fC)
dost-*-6 dost-jZ? ’ dost£6 wst \R  ’

gdzie zawarte są wszystkie kombinacye boków i ką
tów: co iest skutkiem dowodzenia ogólnego j wprost 
w) ciągnionego ze swego właściwego początku. Chcąc 
ieszcze to dowodzenie zrobić krótszćm i prostszem, 
wpadłem na zrównanie (a,) \y $ 2: alem poiedyńczo 
zrównań Delarnbra otrzymać nie mógł- W idzim y 
bowiem, że iedno zrównanie («t) iest mnogością II 
przez 111, drugie (at) iest I x lV .

Chociaż w tróykącie kulistym ani żaden bok, ani 
żaden k l̂ nie może bydź większy od 180°, ani na- 
Wel im równy; iednakże trafić się czasem mogą kąty 
odiemne; kąta odieinnego zawsze wstawa iest odie-

, . T dost-7^ \vst+(/ł-C)mna; zrównanie 1. -— - y -  = ------------ r' pokaźnie, zewst^a \vsl^(6— c) 1
ponieważ pierwsza strona tego zrównania iest isto
tnie dudatna, druga strona takąż bydź musi; więc 
B —C iest tego samego gatunku, co b— c, to iest, 
albo ohadwa dodatne, albo obadwa odiemne: więc 
kiedy / ? > C  musi bydź ó>-c, i kiedy B< .t\  także 
b < c : to-iest, w każdym tróykącie kulistym boi wię
kszy leży naprzeciw kala większego, a bok mnieyszy 
naprzeciw kąta mnieyszego, i odwrotnie, kąt wię
kszy ma naprzeciw siebie bok większy etc. Zrówna
nie 11 uczy nas, że różnica dwóch kątów; a zrówna
nie III że różnica dwóch boków iest zawsze mnieysza 
od i8o°; co iest rzeczą oczywistą. Zrównanie nako-
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nieć IV . dowodzi, ze summa dwóch kątów, i sum
ma dwóch boków przeciwległych tymże kątom, są 
zawsze iednego gatunku, to iest albo ^ńedwie wię
ksze, albo obiedwie mnieysze od i8o°.

A n  cilo g i i  e A  ep e r a.

§ 7. Jeżeli rozdzielimy naprzód zrównanie I przez 
II: pow/óre: III przez IV : potrzecie I przez III: po- 
czwarte II przez IV  ; otrzymamy zrównania nastę- 
puiące:

. -B—c 1 , , . w stV 6—c),ty  - - =

J 2 “ • a o s t^ (6 - |-c )

(50

b— c , wst-V H— C)
S t y  ---------=  St \-T<Z -------— ,

J 2 w sti(£ + C )'

sty
b-j-c  dost-|(fi— C) #

: sty-fa
d o stf(j9 -f c y

(5")

zrównania te liazywaią się jlnalogiiami JSepera: za 
pomocą dwóch pierwszych, ze znanych dwóch bo
tów , i kąta między nieuii zawartego, wynayduiemy 
dwa kąty: za pomocą dwóch ostatnich z dwóch ką
tów znanych i boku im przyległego, wynayduiemy 
dwa boki. Ponieważ cztery zrównania I, II, III, IV. 
dzieląc iedno przez drugie, wydadż mogą sześć wie-

lorazów : gdyż— =  6 $ a3 Algebry: cztery dziele-

' nia odkryły nam analogiie A epera, pozostałe dwa, 
to iest II przez III, i I przez IV , daią («,) § 2. Te 
zrównania (5') (5") wypadły ze zrównań wyciągnio- 
nych z (/?,). Odbyte podobne dzielenie ze zrówna-



niami pochodzącemi z (/9,), (/?,) wyda dwie pary 
z każdego, a zatem wszystkich, sześć par

A  —  Ii . , ,  wst-r(n— b)
J wsU(rt-j-6)*

, A -\-B  . d o sli(n -ó )
,tJr^ = d<“ly tc a5ni^+i)i

siv —  =  s iy ic  BX
y  , —  sly=c w s tK ^ + 5 )’

a -4-¾ dostf(_^— B )
Sly— := « 4 ^ ,

« ty d = 5  =  d o , ty iB 2 a 6 ? = i> ,
 ̂ J ‘ wst'(a-f-cj

. A -\-C  , , . „d o stJ(rt— c).
,.y 71— =  d05ly tf id S iijs+ J) ’ 

a y ± ^ = , i , i i= ! ą f c j= a
- J ■ w s t|(^ - |-C )1

. rt+ c . T/ dostf(yf—C)sty — t— = s t y - ^ - ---- — . ,J d o st-^ -j-C )’

(5'")

(5!V)

(5r)

(5vi)

te sześć par zrównali zawieraią wszystkie kom bina- 
cye boków, i kątów między niemi zaw artych, iako 
to 6, c, A  i b, ct, C ; a, c, B\ i znowu wszystkich ką
tów, i boków im przyległych, iako to B,  C, a ;  A , B , c ; 
A ,  C, b. Z któreykolwiek pary  wyciąga się zrównanie

sty-Ł(^/-j-jBjdost-j(a-J-£i) —  d ostyf C .d o st|(a—b) 

albo
sty ’ (n -t-ó )d o st!(^+  K) =  sly f e.dost ̂ — / i ) : 

każdego tego zrównania druga strona iesl koniecznie

24
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dodatna; bo każdy kąt, i każdy bok ranieyszy od 
i8o°, więc i pierwsza strona dodatną bydź musi: a 
zatem: połowa summy dwóch kątów, i połowa 
summy dwóch boków tym kątom przeciwległych, są 
zawsze tego samego gatunku: to iest aibo o bied wie 
oslre, albo obiedwie rozwarte.

Przypadki nie obięte Analogiiami Nepera.

§ 8. Zachodzi tu ieszcze taki przypadek : w tróy- 
kącie kulistym maiąc dwa boki b c, i kąt między 
niemi zawarty A , iakże wynaleśdź bok trzeci a , za 
pomocą logarylmów? Przez analogiie Tepera wy- 
nayduią się kąty, a dopiero z tych kąlów, bok. Jakże 
wynaleśdź zaraz bok trzeci, nie przechodząc przez 
kąty?

dost^.wsl&.wstc =  dosta —  dosti.dostc, 

a£e AosiA =  dost2- ^ —  wst2̂ ^ ;

(dost2̂  —  wst2‘ ^)wsti.wstc =  dosta — dost i.dost c 

(—  i +  2 dost24^)wst6.wstc4-dosl6.dostc =  dosta

dosl(6-{-c)-f 2 dosl2£.z/.wsl6.wstc =  dosta: 
polożmy
dost24^.w st5.w s tc =  wst2a ,  2 wst2nz= i — dost 2a ;

dost(i-4-c)-f- 1 —  dost 2u =  dost a =  i — 2 wsl2fa , 
więc

2 wsł2fa  =  dost 2w —  dost(6+c)

=  2 wst (^— +  «) " st(~t~ ~ u )

wst t̂f =  l /  j wsi +  u) wst — u) | (m)

4



i  zadanie rozwiązane. Albo

(i—2wst22̂ )\vst &.W!»lc-f- dosi J.ilost c=do5t a =2 1 — 2 wst2£a j 

połóżm y

WSt24^.WSt6.WStC —  WSt2m , 2 WSt2«> —  1 —dost 2«>,

dost(& —c)-|-dost 2w —  2(1 — w st2ia )  =  2dost2̂ a ; 

więc

dost-*- a — uost^-— - +  « ;^dost(-—- —b - i
(n).

T e  dwa zrównania (m), (n), podał Mollweide Zeit- 
schrift fiir Astronomie May, Junius 18< 6 p. 4 5 g bez 
żadnego dowodu, który po przeczytaniu tego pisma, 
wyciągnąłem zaraz ze zrównania fundamentalnego. 
T ą  samą diogą przyszedłem do rozwiązania naslępu- 
iącego zadania: Maiąc dwa kąty A, B, i bok c mię
dzy niemi leżący,- wytialeśdź kąt trzeci nie prze
chodząc przez boki insze 'i W  § (4 ) zrównanie główne 
(3 ) daie

dostć* — dost c.wst^/.wstfi — dost A.doslB

=  (d o s ta ć  — w st2 \c)wslA.wstB~ dostA.dostB

=  ( — 1 -|- 2 dost2̂ c)w st^ .wst.fi —dosty^.dost.B

=  2 d o st^c .w st^ .w st fi — dost(y/ — B): 
połóżm y

dosL2|c .w s t^ / .w s tf i=  wrs t2x, 2 w st2w 2= 1 — dost 2x,

, d o s tC = . 1 — 2 w st2\C  ~  1 — dost 2x— dost^A— B) ; 
więc

w s t^ C  = r  j d o s t ^   ̂ x ' j d o s t ( — ~ — x') (P)

26
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i znowu

doslC =  (i -  2 ws|2 'c)wst^/.wslJg-dost//.dostZ? 

— dost(^-(-i?j — 2 wst^^c.wsty^.wsl^ :

połóżmy

wst2*c.wst^.wstj9 = : wsl2y , 3 wst2y  =  i — dosl 2 j, 

2(1 — wst2̂ C) =— dost 2y — dosl(y/-f-.#) >

a zatem

dostf C —  V/ j wst ( - - J --  + y )  wst ( ^ ± -  -y )A + B
(q)

Delambre w Conn. des lems ran #520 p. 343. podał 
także dowód na zrównanie (m), (n); i rozwiązanie 
przytoczonego lu pytania. Nadio iak w pierwszym 
przypadku bok, tak w drugim kąl wyraził przez sty
czną, za pomocą dosyć stucznego i ciekawego prze
robienia, które także bez żadnego dowodu przyto-

(m)czyi Mollweide. I lubo zrównanie —4 daie styczną
(u)

połowy boku trzeciego, gdzie wchodzą dwa kąty u, w, 
posiłkowe, szukaymy atoli bez ty cli kątów wyrażenia 
slyczney na bok trzeci a.

dost a =  dost 6.dost c-4-wst Ł.wst c.dosly/; dost.4  = 1 - 2  wst22 A, 

dost (b — c) — 2 wst2̂ .wst&.wstc,

1 — dostn =  2 wst24 < i=  1 — dost(6— c)-f 2 w st24-y#.wst i.w stc , 

1 +  dostrt =  2 dost2 =  1 -f d o st'i -  c) — 2 w st2 M .w st Zi.wslc; 

więc
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zt _i — dost(6 — c)-j- 2 wst2̂ Jf.wst6.wste
 ̂ ' i-)-dost(6 — c) — 2 wst2̂  ŷ  wst ó.wstc

_2 wst>4(6 — c)-j-2 wst^y^.wsl b.wstc
2 dosL24(ó —c) — 2 wst2^y/.wst6.wstc’

a dla skrócenia położywszy

ws 12-i ws 16. ws t c1 =  ■
będzie

dost2i(ó — c)

sty ^ a = sty2̂ b- c\ + i
4 ~  Aj

—  st L(h _  c) f sly-g(^ ~ c)4~^’ dostyl(6 —c)
i-Jk

a położywszy, /■  dosly£(6 — c) =  sty s, otrzymamy

sly 2i  a =  sty|(Z»— c)sty[^(6 -  c)-fz], (r)

wsti.wsl c.wst^/.sl\ iAgdzie sty 2 = wst(6 — c)

ieżeli zaś w zrównanie fundamentalne włożymy zą 

dosty/ =  — i 2 dost2̂ ^ ,
otrzymamy:

i — dostrt —  « — dosl(i-f-c) —2 dost2̂ .v .̂wstZ).wstc, 

i + d o s ta =  i +dosl(&-f-c) +  2 dost2̂ .w s ti.w s tc :

a zatem

„j _i — dost(6-ł-c) — 2 dost^z/.wst&.wstć
 ̂ 2 i4-dost(6+c)+ 2 dost24-ytf.wsl Z>.wst c

_wst2.J.(&4-c) — dost2̂ .w s t  6.wst c
dost2j(7)-4-c)-f-dosl2̂ .w s T 6.wstc ’



29

a nazwawszy

/' =
dosl2’ A.\xs\ i.wstc 

d ost24 (6 + c )  ’

będzie

sty2ś«
, _ s t y 2;(6-fc)-yŁ>

1 +  P

=  sty|(6+c) 

niech będzie

I s l y j ( 6 + ę ) -  Z-'dostyi(/)-j-c) j
“ “1 r + i ' :

a żalem

gdzie

X-'dostyi(i-|-c) = : sty y , 

Z -'= styy.sty ’ (6 + c); 

sty2̂ a =  sly4(Z>4 -c).sly[^(6 +c) - y ]

^ y y =
w st& .w stc .w st// .dosly-£^  

Wst(6+c) ’

pomnąc, ze

a dosl2^y4 =  w st^ .dosly i^ .

(»)

W idzim y więc z rachunku, który nas przywiódł do
§ ty 2 j4  —j— X*

zrównań (r), (s): ze fuiikcya wzoru -  ~ | ^—  zamie

nia się na wyraz 'sty^. sly(-^=t=s); gdy się położy 
sly s =  k dosty A.

Przeróbmy podobnie zrównania (p), (q): z warto
ści na dostC tam przytoczonych: inamy

1 —  < lo stC =  2 w st2§ C =  1 -(- dost [ A  —  B)  —  2 dost2|c .w s t^ .w s tB  

i  4 -  dost C = ; 2 dos t 2 i  — ,d o s t ( ^ — JS) +  2 dost* Jc.wsŁrf.wst-B:

więc



gt , , ęj_i +  dostf A — R) —1 dost2ic.w stz/.w st R
Z 1 — dost(ytf — B) 4-2 dosl2-£c.wsl.^. wsl.fił 

a położywszy

_(Jost24 c.wst//.wstfi
wsi ł+(A—B) ’

będzie

f „ 2 ,/'’ _ dosty 2i ( ^ -  B)-*>ty - —ę--------

=  dosty % d - B )  S
położywszy znowu

t styi(A— B) =  sty s ;
a żalem

k —  sly z dosty ̂ (A — fi);

otrzymamy

sty2i C  =  dosty-|(^— f i)  dosty[; ( ^ — Z?) 4 - -] (t):

gdzie

2 dost24-c wsl/^.wst R  

S t y z  ~  ^ i t { A ^ B )  ’

a można ieszcze położyć

2 dost2£c =  w stc.dostyi c.

W reszcie z wartości na dostC  prowadzących do zró
wnania (q) m am y:

i —  dostC =  i 4 - dosl(^4- R) 4-2 wst24c wsty^.wstB, 

i 4- dost(,’ =  i —  dosl(^4- B) —  2 wst24cwst^.wstjB, 

skąd

c| , t ę,_doet24- ( A \  fi) 4 - w st24-cwsty^.wstR
 ̂ T w sl2^ ( ^ 4 - JC) —  wst24 cw st^ .w stfi’

3o
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a nazwawszy
wsi 2{ c  wsi 4 .wst B

będzie

, r _ d o s ly 2I (^ +  B) + 1
5 V  1 L J ------------------

=  dostyff4 -f.B )

a położywszy 

czyli

dostyj(^-f £) 4-7-s t y i ( ^ +  B))
, - A  |

/• sty 4 {A  - f  -®) —  sty 2 ,

/6 == sty 2 dosty |  - f  

przyydziemy do zrównania

s ly 2̂ C =  dosty^(^-f il;.d o sty [i( ./i+ ii) — z ]  (u)

gdzie
2 wst2i c  wstA.wstB 

!ly  = = ----- ‘

a możnaby ieszcze położyć

2 wst2f  c =  wst c.sty fc .

Z  tego rachunku znowu się pokazuie, że funkcya
dosty2^i=ti- , .

wzoru -----— . ----  może się zamienić na

dosty^i.dosty(^i=2), kiedy się położy sty 2 =  i  sty 4̂.

Mamy więc ośm nowych zrównań trygonome
trycznych, wyciągnionych ze zrównania fundamen
talnego: z których cztery, to iest (m), (n), (r), (s), słu
żą na wynalezienie boku lyzeciego, zdanych dwóch 
boków tróykąta, i z k^la między temi bokami za-
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wartego: drugie cztery, to iesl (p), (q), (t), (u) daią kąt 
trzeci w tróykącie kulistym z danego boku, i dwóch 
kątów iemu przyległych. Licznieysze na ten sam 
kąt zrównania, są w rachunku trygonometrycznym 
bardzo potrzebne, i do zniesienia wątpliwości o ką
cie, i do ściśleyszych wypadków na kąty lub łuki 
albo barzo małe, albo bliskie kąta prostego: iak się 
o tern poźuiey przekonamy.

Te są główne zrównania do któiych nas uwaga 
tróykąta kulistego prowadzi, wyciągnione* z iednego 
zrównania (i). Wszystkie inne dotąd znane, i pod 
róźnemi postaciami w trygonomelryi podawane, za
wsze prawie są tylko przerobieniem czterech wal
nych zrównań (i), (2), (3), (4): iakośiny to widzieli 
na zrównaniach Cagnoli, Delambrn, A  epera, i innych.

$ 9. Przyslósuymy iuż tę naukę do wszystkich 
przypadków zadania trygonometrycznego: z sześciu 
j-zeczy tróykąta kulistego maiąc trzy znane, wyna- 
leśdź resztę: to iest analitycznie mówiąc, z sześciu 
ilości a,b,c, wyciągnąć wszystkie kombina
c ja , biorąc icli po cztery na raz. Tych bydź po

winno 23 Algebry: ale prawdziwie od

siebie różnych nie zachodzi tylko cztery: iak się 
przekonać możemy z następującego układu:

Pierwszy przypadek iest, trzy kąty i ieden bok: 
drugi przypadtk, trzy boki i ieden kąt: trzeci przy-

Tróykąt kulisty prostokątny.

AB,C,a\ a,b,c,A; A, B, a, 6; »,a,C,B;\
a,6,c,B; A,C,ci,c\ )a,c,B,A; c,a,B,G’;[

AB,C,c; a,b,c,C; -B,C,6,c; f b,c,A,B-, c,b,A,C-j
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padek dwa kąty i dwa boki im przeciwległe: czwarty 
przypadek dwa boki i dwa kąty, z których ieden iest 
przeciwległy  ̂ a drugi przyległy: tu wypada sześć 
kombinncyy, trzy do iediiego, trzy do drugiego boku 
i kąta przyległego , iak nas uczą zrównania (4). Ma
my więc Cztery że tak powiem klassy i kombinacye 
Zupełnie różne; a pod każdą klassą tyle zrównań po
dobny clij ile iest kombinaCyy ley klassie służących. 
Zaczniymy od tróykąta prostokątnego, który iest 
przy padkiem szczególnym zadania , ale ma swoie wła
ściwe cechy.

Przypuśćmy że kąt j4z=z§o°; będzie a przeciwpro- 
Stokątną: wst.z/= i* dosl.//=o, s t y d o s l y ^ / = o :  
wprowadźmy te warunki w zrównania tak fundamen
talne, iak główne; będzie

Przypadek L Zrównanie (i) dale

(a) d o s t a  = :  d o s t  ó .d o s t c :

to zrównanie rozwięzuie nam zadanie: w tróy^kącie 
prostokątnym maiąc dwa boki, wynaleśdź trzeci; i 
razem nas Uczy, źe w tym tróykącie kiedy dwa boki 
kąt prosly zawierające są albo obadwa mnieysze, al
bo obadwa większe od 90°; przeciwprostokątna iest 
zawsze mnieysza od 90°: albo krócey; kiedy b, c, są 
iednego gatunku, zawsze a<go°: kiedy zaś b, c, są 
tóżnego gatunku, «>90°: a zatem kiedy przeciwpro
stokątna z którymkolwiek bokiem iest iednego ga
tunku; bok drugi iest koniecznie mnieyszy od 90: 
kiedy zaś przeciwprostokątna z którymkolwiek bokiem 
iest różnego gatunku; bok drugi iest koniecznie wię
kszy od 90°. T o wszystko wspiera się na tym po
czątku: że dostawa kąta ostrego iest dodatna, roz
wartego odiemna. T o  zrównanie iest bardzo łatwe

5
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do pamiętania. Moglibyśmy tę wartość na dostu wpro- 
wadzić we dwa naslępuiące zrównania (i) i otrzyma
libyśmy, źe dostfi:=do.st6.wsl.C, dostC:=dostc.Wsti?: 
ale nam te zrównania wypadną zkądiuąd.

Przypadek II. Wprowadziwszy wst^/=z i w zró* 
wnanie (a); otrzymamy

O )

a lb o

i _Wsi 6 _wstC
Wsln wst b wst c’ a zatem

Wsi ć 
wsla =  WstC,

Wst c
---- -  =  w std, wstc =  wsto.wstC:
WstC

to zrównanie rozwięzuie te zadania: maiąc przeciw- 
prostokątną i bok; wynaleśdź kąt temu bokowi prze
ciwległy: albo maiąc bok i kąt mu przeciwległy, 
Wynaleśdź przeciwproslokątną: albo maiąc przeciw- 
prostokątną i kąt którykolwiek, Wynaleśdź bok temu 
kątowi przeciwległy.

Przypadek III. Wprowadźmy warunki kąta pro
stego w zrównania (3); wypadnie

(c) dost a =  dosty5 .dosly C =  gt 5

(d) dosti:
dosl B
wstC'

d o s t C 2 =
dostC
w sT 5 ; “

co w przypadku I.

(c) rozwięzuie nam dwa Zadania i maiąc dwa kąty, 
wynaleśdź przeciwproslokątną, albo maiąc przeciw-* 
prostokątną i kąt, wynaleśdź kąt drugi.

'  .

(d) rozwięzuie zadania następuiące: maiąc dwa 
kąty, wynaleśdź bok iednemu z tyclr kątów przeciw



leg ły : maiąc fiok i kąt inu przeciwległy, wynaleśdź 
kąL drugi: maiąc bok i kąt mu przyległy, wynaleśdź 
kąt drugi,

Przypadek IV. Z sześciu zrdwnań pod znakiern 
(4) § 4, cztery tylko zainykaią kąt każda zaś pa
ra wyraża ten sam związek, iak to zaraz zobaczymy. 
Uczyńmy w zrównaniaęh (4), dosty^ =  o, w sL z/= i; 
wypadnie;

W

(f)

| dostya.wstń =  dosti.dostC, czyli 

( dosly a.wst c s=  dost c.dosli?,

i ! ł i= < io ,ic
sty «

^ ^ d o s t f i  
sty a

dosly ń.wstc =  dostyrS, 

dosty c.wsL b =  dosty C,

czyli sty 11 =  

sty C —

Sty b 
wsie ’ 
sty c 
u  st b ’

zrównania (e) rozwięznią następujące zdania; maiąc 
przeciwproslokąlęą i bok, wynaleśdź kąt temu bokowi 
przyległy; maiąc bok i kąt mu przyległy, wynaleśdź 
przeciwprostokątną: maiąc przeciwprostokątną i kąt, 
wynaleśdź bok temu kątowi przyległy,

Zrównania (f) odpowiadają na te zadania: maiąo 
dwa boki, wynaleśdź kąt iednemu przeciwległy: maiąc 
kąt, i bok mu przeciwległy; wynaleśdź bok drugi: ma
iąc kąt i bok mu przyległy'; wynaleśdź bok przeciw

legły-

Te ieszcze zrównania (f) uczą nas; ze wtróykącie 
prostokątnym, kąt ukośpy i bok inu przeciwległy są 
zawsze lego samego gatunku, to iest albo obadwa ostre, 
albo obadwa rozwarte, W  zrówuaniach (a), (ń), (c),

5 5



(rf), (e), (f), zawiera się cala nauka, i rozwiązanie 
wszystkich zadań o tró_) kącie prostokątnym kulistym,

Trójkąty o dwóch i  trzech kątach prostych.

§ 10. Mówiąc w $ poprzedzaiącym o tróykącie 
prostokątnym, rozumieliśmy taki tróykąt, w którym 
ieclen tylko kąt iest prosty. Aże dowiedliśmv w J 4, 
ze sumina wszystkich kątów w tróykącje kulistym iest 
ko .iecznie większa od dwóch kątów prostych; więc 
tróykąt kulisty może zamykać dwa a nawet i trzy kąty 
proste, Jeżeli ich zamykać będzie dwa, n. p. A —

więc wst/^=i, dosL-/:=o; wst5 = i ,  dost/ł=:0; 
wprowadziwszy' te warunki w zrównania (3) § 4, Otrzy
mamy d o s t a n o ,  doslńrzzo; a zatem a=.b=;  90°: 
przylćm dostcrrrdost C, a zatem cz=C:  więc tróykąt 
ten będzie równoramienny, boki naprzeciw kątów 
prostych lezące będą ćwiartkami kola, a bok c będąc 
równy kątowi C. będzie iego miarą: czyli kąt C  bę
dzie biegunem luku c. Tu widzimy, że kąty na po-r 
wierzchni kuli wyrążaiące pochyłość płaszczyzn, ró
wne są lukom o 9 0 ° z ich wierzchołka zarysowanym, 
i dla tego niemi się wymierzaią; iak się to iuż oka
zało z własności kuli. Jeżeli te luki na c pionowe 
z drugiey strony przeciągniemy; przetną się w dru
gim biegunie, i zamkną plac na powierzchni kuli; 
plac ten między dwoma kołami wielkiemi w dwóch 
punktach się przecinaiącemi zawarły, nazywać bę
dziemy taśmą spiczastą powierzchni kuhsley, Fran
cuzi uazywaią to wrzecionem (fuseau): bryłowatość 
kulista taką taśmą zakończona nazywa się u francu
zów Onfflet spheriąue, u nas nazywać się będzie kli
nem kulistym: są to dwie piramidy spoione z sobą 
ścianą kąty proste maiącą. W  praktycznem wyra- 
biauiu globów ziemskich i niebieskich, cała powierz-

3 6



ehnia kuli dzieli się na łaśmy spiczaste, które się 
osobno wyciskaią, i niemi oblepia się kula wytoczo-* 
na, lub w formie wylana.

Jeżeli tróykąt kulisty zawierać będzie wszystkie 
trzy kąty proste, czyli A — Bzss. 9O0; będzie 
wst^—  wst/?—  wslCuzi , dosl/^=dostfizz:dostC“ 0 ; 
co wprowadziwszy w zrównania (3) $ 4, otrzymamy 
dosta~0, dos.lń=o, dostc==0; a zatem a— b—  c— go0: 
więc laki tróykąt będzie równokątnym i równobo
cznym, i każdy bok równy ćwiartce kola; a przeto 
wierzchołek każdego kąta będzie biegunem luku so
bie przeciwległego. Cala powitrzchnia kuli składa się 
a ośmiu takowych tfóykątów,

Tróykąt kulisty ukośna * kątny.

5 11. W  tróykącie kulistym ukośne kątnym za
chodzi i 5 przypadków czyli zadań; na co mamy ty
leż zrównać (1), (2), (3), (4). Z  tych atoli cztery 
tylko są prawdziwie od siebie różne. Dosyćby więc 
było wymienić te zadania, i skazać w dopiero wspo- 
mnionych /równaniach te, które na każde zadanie 
odpowiedź w sobie zawieraią. Ale tu zachodzą dwie 
ważne uwagi: naprzód wystawiwszy sobie taki tylko 
do rozwiązania tróykąt, gdzie każdy kąt, i każdy 
bok iest mnieyszy od 1800: ile razy wartość boku lub 
kąta szukanego iest wyrażona przez wstawę, odpo
wiedź iest wątpliwa; bo ta suma wstaw a , i z tym sa
mym znakiem zawsze dodatnytn, należy równie do 
boku lub kąta tuk ostrego, iak rozwartego. Rozró
żnia tylko le kąty dostawa, albo styczna; bo iedna 
i druga iest dodatna na bok lub kąt ostry; odiemna 
zaś na kąt lub bok rozwarty. Powtóre zrównania 
(1), (3), (4), są bardzo niewygodne do rachunku

5 ?



przez tablice logarylmów, których w praktycznem 
rozwiązaniu tróykątów zwyczaynie używamy. T er
miny bowiem w tych zrównanioch pi'zez dodanie lub 
odciąganie z sobą połączone, okazuią nam potrzebę 
przechodu od logarytmów do liczb im odpowiadaią- 
cycli, i od tych znowu powrotu do logarytmów: co 
nie tylko robotę przedłuża i powiększa, ale nawet od
dala wypadki rachunku od wartości ścisłych i pra
wdziwych. Widzieliśmy w Algebrze $ 49, że rachu- 
nek tablic logarytmicznych iest tylko przybliżeniem 
się do prawdy: podobnie rachunek liniy trygonome-i 
trycznych; więc idąc od logarylmów do liczb, i od 
liczb wracaiąc do logarytmów, oddalamy się za każ- 
dem działaniem od wypadków prawdziwych rachun
ku. Z  tych uwag każdy łatwo zrozumie, że nam po
trzeba w rozwiązaniu zagadnień na tróykąt kulisty 
ukośno - kątny naprzód zrównania (1), (3), (4), prze
robić na takie, gdzieby zachodziło samo mnożenie 
i dzielenie: i tegaśmy iuź dokazali w zrównaniacb (T), 
(1"), (1'"); (5'), (3"), (3'“), zoslaie nam tylko to samo 
do zrobienia w (4): powlóre trzeba unikać ile można 
wstaw, w wyrazie kąta, lub łuku nieznanego,

Zadanie I. W  t r ó y k ą e i e  u k o ś n o - k ą t n y m  maiąc 
W sz y s tk ie  t r z y  b o k i  z n a n e ,  w y n a le ś d ź  k ą ty ,

T o zadanie rozwięzuią w $ 2 trzy zrównania (1'), 
(1"), (1"'), gdzie połow-a każdego kąta iest wyrażona 
przez styczną koniecznie dodalną; bo każdy kąt 
mnieyszy od 180°; a zatem znak odiemny po wycią- 
gnieniu pierwiastku do pytania trygonometrycznego 
nie należy. Gdyby kąt był barzo mały, byłoby nie
bezpieczno wynaydować go przez dostawę; która zbli- 
żaiąc się w swey wartości do promienia, mało się od
mienia. Ta sama nieprzyzwoitość zachodzi w war
tości wslawy, kiedy kąt bliski 90°. Od tego wszy-

5 8
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stkiego wolne styczne, i w rozwiązaniu tego zadania 
nie masz żaJuey wątpliwości*

i Zadanie II. Znaiąc trzy kąty  ̂ wynaleśdź boki.

W  § 4 zrównania (3'), (3'’), (3“) zupełnie to za
danie rozwięzuią; Tu zachodzą te same, uwagi, có 
w zadaniu (1); i nie mass żodney o kącie wątpliwo
ści. W  praktycznych rachunkach prawie nigdy na 
to zadanie nie Wpadamy.

Zadanie III. Znaiąc dwa boki i kąt między nie
mi zawarły, wynaleśdź dwa kąty, i bok trzeci.

To zadanie nayczęściey zachodzi W Astronomii; i 
co do wynalezienia kątów rożwięzuie się przez (5'), 
(5"'), (5v), aualogiie Tepera w $ 6. Maiąd połowę 
summy i połowę różnicy dwóch kątów, te dodane 
do siebie daią kąt większy, odciągnioue zaś od sie
bie dalą kąt mnieyszy.

Bok trzeci wynaleśdź się może przez wstawy za 
pomocą (2) w J 3 , albo też za pomocą zfównań (1) 
przez sposób następuiący. Zrównanie pierwsze (i) daie

dosta =  dost^.wstó.wstc -f dosló.dostc
dost c(dost Z> -(- dostz/.slyc.wstó) 

=  dost c (d osi b -j- sty cp.wst i)
doslc 
dost cp 
dost c 
doslfp

(dost ó. dost +  wslh.wsly) 

dost(6 — cp):

położyliśmy dost A. sty c =  sty cp, skąd wypadła 
dostc

d o s ta =  ——— dost(b — cp)-. kąt cp zowie się u anali- 

stów kątem posiłkowym (angulus auxiliaris). Zo
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baczmy co on znaczy. Zrównanie dost^.styc=sty<p 
iesl zrównaniem (ej na tróykąt prostokątny $ 9, gdzie 
c iest przociwprostokątną, Y\ ięc w tróykącie ukośno- 
kątnym A B C t-z kąta B  na bok nau przeciwległy b 
spuściwszy łuk pionowy, ten rozdzieli bok b na dwa 
odcinki, to iest na cp przyległy kątowi A ,  albo bo
kowi c; i na b — (p przyległy katowi C , albo boko-

r, , . dostc dost® ,
Wi cii Zrównanie -=— — —  ,7——r uczy nas, ze

dosta dosl(o — (p)
się ruaią dostawy boków, iak dostawy' odcinków tym 
bokom przyległych: co się nazywa prawidłem do
staw. W idzim y więc, źe przybieranie od analislów 
kąta posiłkowego, iest to częstokroć rozdzieleniem 
tróykąta ukośnokątnego na dwa tróykąty prostokątne 
przez spuszczenie łuku pionowego.

Ale iesżcze z dwóch boków i kąta między niemi 
Zawartego, można zaraz wynaleśdź bok trzeci przez 
zrównania (m), (n), (r), (s) $8: każde z tycli zrównań 
da nam te same wypadki, byleby bok nie był barzo 
mały j boby w tym razie nie można użyć zrówna
nia (n): na kąt znowu wątpliwy nie przyda się (m): 
ale zrównania (r), (s) mogą ułatwić i wątpliwość łu
ku, i dadż wyrpadki dokładne. W ynalazłszy za po
mocą tych zrównań bok trzeci tróykąta, i maiąc 
iuż ieden kąt, możemy bez użycia analogii Nepera 
wynaleśdź drugie dwa kąty za pomocą dość pro
stych zrównań (1,) (1J  («,„) w $2: i tu się pokazuie, 
iak te zrównania są w trygonometryi pożyteczne,

Zadanie IV . Znaiąc dwa kąty, i bok im przy
legły; wynaleśdź dwa boki, i kąt trzeci,

W  rozwiązaniu tego zadania na wyualezienie bo
ków służą Analogiie Sepera w § 6 (5"), (5iv), (5vi): 
kąt trzeci wyuayduie się przez zrównania (2) w $ 3.



albo teź za pomocą zrównali (3) $ 4 sposobem na
stępującym :

dost^ =  dosta.wstj8.wslC —  dosti?.doslC,

dost A _  
dostC

dost a.sty C.wst Z? —  dost.fi:

ń ie c l i  b ę d z ie

dost a.sty C  ~  dosly x  = .
dost x' 
wsi X  ’

dosty/ wsf B.dosta’ —  dost B.wstać'  wsi ( B — jc)
dostĆ wsi w wstw

a  z a te m  k ą t  t r z e c i

wstx

T u znowu widzimy, ze zrównanie na kąt posiłkowy 
dost a.sty C —  dosty x, iest zrównaniem (c) na tróykąt 
prostokątny kulisty; gdzie a iest przeeiwprostokątną: 
i z kąta B spuściwszy łuk pionowy , len podzieli kąt 
B  na dwa odcinki, z których odcinek przyległy bo
kowi n, iest Xi W  rozwiązaniu tego zadania nic nie- 
Inasz wątpliwego./

Z dwóch kątów i koku między niemi położonego, 
możemy natychmiast wynaleśdź kąt trzeci przez zró
wnania (p), (q), (t), (u), $ 8. Alaiąc zaś wszystkie trzy 
kąty • w tróykącie i ieden bok, możemy wynaleśdź 
dwa inne boki przez zrównania (3;) , (3/(), (3m ) § 4. 
Tu znowu widzimy iak te nowe zrównania są w try- 
gonometryi przydatne.

Zadanie Maiąc dwa boki i kąt ieduemu prze
ciwległy, wynaleśdź dwa kąty, i bok trzeci.

łi
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T o zadanie rozwięzuią nam zrównania'(4) J 5, 
z których każcie zamyka dwa boki i dwa kąty, a ieden 
z tych kątów iest przeciwległy jednemu z boków. 
Pierwsze rc. p. (4) zamyka n, cT//: i można Z niego 
wyciągnąć /?; drugie ma ci,b,A\ i można z niego 
wynaleśdź Ci więc pierwsza część zadania co do wy
nalezienia kątów zdaie się ułatwiona. Ale iak w pier- 
wszem zrównaniu /i, tak w drugiem zrównaniu C, iest 
W\rażone przez wstuwę i dostawę razem; więc nie 
można ich rozwiązać, tylko trzeba każdy kąt szuka
ny, przez tę sarnę liniią trygonometryczną w\razić; 
a zatem albo wslawę zamienić na dostawę; albo dosta
wę zamienić na wslawę. Aźe w s l C =  \/  (i — dosl-G’), 
dostC =  \/  (i — wsl^C). Będziemy więc mieli zró
wnanie stopnia. Dwa pierwiastki tego zrównania 
zrobią wątpliwość, który z nieb do naszego zadania 
należy ? Rozwiązanie więc lego zadania iest przy
padkiem w try gonometryi wątpliwym. I chociaż przez 
sztukę ruchunkową możemy uniknąć zrównania 28» 
stopnia, wszelako wypadki nie przestaną bydź wąt
pliwe: iak się o tem zaraz przekonamy. Weźmy pod 
uwagę drugie (4')  j

dosty a  == dosty b.dostC +  ^ wstC)

połóżmy
dosty//
~^tnr=^x'

dosty a =  dosty b (dostC’  -f styx.w stC)

dosty b
dosl  X

dost ( C - - x ) :

więc

j  .//~t , dosty o.dostw . . .  ~dost(C-a-) =fc - ~Q- b . =  dost(*~  C).

42



C — x Ą- x —  x ~(x — C) —  C: może więc kąt ten mieć 
dwie wartości; Bo dostawa kąta tak dodalnego iak. 
odiemnego, iest dodalną: kąt posiłkowy x wypada ze 
zrównania (c) $9, gdzie b iest przeciwprostókąlną. Łuk. 
pionowy rozdzielił kąt C na dwa odcinki , z których 
x iest odcinkiem przyległym bokowi b. Podobnie 
znaydziemy, położywszy

dosty^/
dostc : S t y * ,

d ost(B  — x) — doslyn.dostar
dosly c

Bok trzeci wyngydnie się przez wstawy za pomocą 
zrównań (a) $ 3 , albo przez prawidło dostaw wyło
żone w zadaniu III teraźniejszego §. W  pierwszym 
przypadku gdyby były znane aJb,A wypada znaleśdź 
• z (l);

dostc ~  dost f.wst rt.wst b -f- dosta.dost b
■ =. dosl6.[dostC.sty b.wsla +  dost<x]:

a położywszy

będzie
dostC.sly b —  slyx,

dostc dost (a — .r).
d o ś l  w  ̂ '

W  drugim przypadku znane są A.a,c, potrzeba wy- 
naleśdź b. Położywszy dostJ9.sty ę —  s[yx, otrzymamy

dost b =  1 C dost (a — x) ,
dostx v

Zadanie VI. Maiąc dwa kąty i bok iednemu ką
towi przeciwległy, wynaleśdź dwa boki, i kąt trzeci.

4 3
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Zadanie io rozwięzuie się iak poprzedzaiące za 
pomocą zrównań (4) § 5, gdzie bok kątowi danemu 
przyległy, iest wyrażony przez wslawę i dostawę ra
zem; a zatem może mieć dwie wartości, i zrobić wy
padek wątpliwy, dla przyczyn tych samych, które 
się wyłożyły w poprzedzaiącem zadaniu. Muiąc n. p. 
A,C,a wynaleśdź ń,c,Z?. Zrównanie (4‘) daie

(|i ^ wslb — dostb —  sly C.dosiyAi
połóżmy

dost C 

wst b. dost x — wst .r.dosl b
wst x

dostyn .
^ 7̂ 7 T =  do8ty ^

=  sty C.doslyy/,

wst (b — x) =z wst ar.sty C .dosly^ .

gdzie b — x może bydż łukiem ostrym lub rozvvarr 
tym. Podobną wartość wyciągniemy na c z pier
wszego zrównania (4) znaiąc kąt Z?, i położywszy

dost v o . dost a?
---- —j- —  dosty x  =  ,
dosL B ■ wst x

Wst (c — x) —  wst ar sty /ż.dosty /}.

Wszystkie kombinacye iakie zachodzić mogą między 
kątami i bokiem przeciwległym, dadzą się wyciągnąć 
z reszty zrównań (4). Co do kąta trzeciego n. p. B , 
ten wyciągnąć można albo ze zrównań (2) § 3, za po
mocą w-ta w ; albo ze zrównań (3) w § 4, sposobem na
stępującym :

dost B —  dost 6.wst A  w slC — dosty^.dostC,
dost B 
dosU4 =  dostń.sty^/.wstC’ — dostC;dostń.sty^=dosty
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dosti? = :
dost^.wst (C  — x) 

wstw

Przypadki wątpliwe, które zachodzą w dwócli osta
tnich zadaniach, ułatwiają się albo przez warunki 
pytania, albo nrzez własności ogólne tróykątów ku
listych, a naybarziey przez tę: ze bok większy leży 
naprzeciwko kąta większego - i kąt większy ma sobie 
przeciwległy bok większy. Kąty nawet, inne towa
rzyszące sobie, albo od siebie zawisłe wiele poma- 
gaią do zniesienia wątpliwości. Ułatwia ią nakoniec 
rachunek analityczny wykonany'na różnych zrówna- 
niach , przez inne liniie trygonometryczne tenże sam 
łuk lub kąt daiących. Ula tego barzo iest rzeczą 
w podobnych zadaniach pożyteczną, mieć nie iedno 
zrównanie na ten sam łuk lub kąt, wyrażony przez 
różne liniie trygonometryczne.

Rozciągnienie nauki o tróykatach kulistych, i 
prawidło na znaki.

§ 12. Przebiegliśmy wszystkie zadania w rozwiąza
niu trpykąta kulistego zachodzić mogące, i podaliśmy 
prawidła iak przez dowiedzione zrównania ze trzech 
rzeczy znanych, wynayduie się reszta. W  tróykącie 
prostokątnym dosyć nam iest znać dwie rzeczy,- bo 
kąt prosty iest trzecią znaną. A lubo w trygonome- 
tryi każdy bok, i każdy kąt uważa się inko mniey- 
szy od i8o°; w pytaniach atoli astronomicznych za
chodzą łuki i kąty, które się ciągną od o° do 36o°. 
Szukaiąc odpowiedzi na takowe pytania przez trygo- 
nometryą kulistą, otrzymuiemy łuki i kąty, które al
bo są przepełnieniem i8o°, i należą do trzeciey; albo 
dopełnieniem do 3bo°, i należą do czwartey ćwiartki 
koła. Otrzymany z rachunku kąt̂  dodaieroy do i8o°
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w pierwszym; a odciągamy od 36o° w drugim przy
padku. I nie masz w tein nic dziwnego, kiedy się 
zastanowimy: źe rachunek ten odbywa się przez li- 
niie trygonometryczne, z których każda może do 

. niezmierney liczby luków i kątów należfeć J 52 Alg. 
bo luk lub kąt iest funkcyą przestępną liniy try gono
metrycznych. Który zaś luk lub kąt do naszego za
dania należy? częstokroć sam tylko rachunek anali
tyczny może nas lego nauczyć przez znaki dodatuy 
i odiemny. 1 tych znaków w ciągu rachunku nie go
dzi się spuszczać z uwagi. Jeżeli luk lub kąt dany 
iest przez styczną, łatwo go zaraz z pewnością wy
tknąć i naznaczyć. W yraźm y styczną przez ułamek, 
gdzie licznik znaczy wslawę, mianownik dostawę: n. p.

sty ę i= ^ -,-  a okaże się, że kąt lub luk (p należy:

do pierwszey ćwiartki kola, kiedy sly (p -ót P ;
T H

do drugiey, 

do trzecie}', 

do czwartey,

kiedy sly y =

1 sty T ■ P.

styip:

'1

- P .
+  q’

czego łatwo widzićć przyczynę w § 52 Algebry.

łVzory i zrównania t ryg o non etryczne częstego 
w analizie' używania.

§ i3. I. Przekonywamy się z poprzedzaiąrrgo §, 
iak iest czasem potrzebną i ważną rzeczą, łuk lub 
kąt dany przez dostawę, wyrazić przez styczną: cze
go łatwo dokazać za pomocą zrówuań dowiedzionych 
W § 54 Algebry, gdzie mamy

\



2 s Ł y i* = sty * (i-s ty * £ w ), sly^ *.d o stfti=  wst’ *, 

wstw —: 2 wsi -i-xdost4x —: 2 dosl2̂ -jt\sly i .r  j

oze

więc

czyli

Wst a- =  doslw.sty x =  a ' ~ s,.-v ~-x\

dost x :
Niech będzie

i — stv2-iw 
1 + ^ * 2 ;* ’

dost.r =  a =  — -sly
1 + s i y si * ’ 

rozwiązawszy to zrównanie, otrzymamy

-  « .  t y u = ^

Każdą więc dostawę wyrazić potrafimy przez styczną: 
njP ' w § y na troykąt prostokątny znaleźliśmy

dostrt =z dosli.dostc,
więc

, , ,  l — dost i.dost ti
s t y  2±a =  - -------------- ;-----------r ---------------

i +  dostó.doslc

W  tymże § pod przypadkiem IIŁ

dost a =3 dostyZ?.dostyG*$
więc

stva-i/7 —  1 ~ dosty fi1, rlosty C  -  dost ( H+ Q
i -j-dosty Z/.iiosty C  dosl(G'-.fi) ‘

Ponieważ kąta odiemnego dostawa iest dodatna; zró
wnanie ostatnie uczy nas, że w tróykącie^ prosto- 
kątnym kulistym, smutna dwóch kątów ukośnych iest



zawsze większa od kąta prostego, co iuż w iem y 
skądinąd. T o  ieszcze ostatnie zrównanie uczy n a s 
ze bylebyśm y wiedzieli summę i różnicę dwóch ką
tów ukośnych w tró jkącie  prostokątnym y w y n a y -  
dziemy przeciwprostokąlną. Ponieważ

w s t x =  2 d ost24-a7StyJx,

dostł ‘ w =̂: -—-— = r ------ ---- ;—
sie24-ar 1 +  sly  3i x

więc
2 s ly i .r

wst x = ------— ------
i  - f s t y ^ a

TT . i i — dosta: 2 wst *4^II. sie .v — i — ------i = — --------- —  -a------Ł_
dosta? dosta1 dosta;

wst a,- wst4 x
—  ------ . - — -—  —  sty  ar.sty !.vr

dosta: dosl-la J J *
m am y bowiem ,

wst x
a wsi i d o s t ! x  =:  wst x , 2 wst i a ~  -—!— _ «

* 2 d o s t^ a ’
, . sie a- — is t y la '  n = ---------- •
-7 2 sty a  ’

wstrt +  wst 6 s t y ‘ (rt-f&)
— ;---------TT— “i— r~/—-— i ;  §  54 Algebry.w s ią  —  wsi 6 sly4-(rt— b) s o j

K ie d y  więc « =  90°, w s t a = i ,  i zrównanie to za
mieni się na

= s|y(45°+ i h) _ stVżf45°, , b).
1 — ws t b  sty(4ó ’ —  46)  ̂  ̂ ^  z

i —y s i b  _  sty (45° j b) —  , b).
1 +  wst 6 ~ • sty (45°- .̂ 4 b) ~  ^

gdyż
sty (45° + 1 6).sty (45°—  4 b) =  1 ,

4 8



a zatem
i

s ty ( ^ c— L.b) — SW 45°+  i  t y :

w st45°=  dost45°; w st-4 jJ+dost 2 4 5 = 2 wst245°=  2<lo&V-450= i  
więc

i
V  2  ’

ws 145° =  dost 45°

Wsti =  2w st|& .dosti& ; wst2’ i  dost2’ i  =  1 :

więc t
( 1 -j- wst b)2 =  dosti b +  w s t :

i podobnie
( i —wst4-6)^ =  d o s t |6  —wst^.6,

,.y
Niecił będzie

, , n 4- &
s t y j = T , 1 +  sty y  —  —J — , 1 — styy  =

a zatem
b 4- n 1 4- stv Y , ,  „ .
r^T3= fh .j> =  str(^+/)-

b— a
1 " 6 "  5

III. W  $ 5 i  Algebry zrównania (/?) dowodzą; źe 

■ 2 wstar.wsty =  dost(.r —y ) — dost(jp -j-y); 

a zatem

2 wst^.wsl( C -  B) =  dost(y/ +  B -  CTj - dost( AĄ-C—B) 

2 wstB.vvst(^_ C) =  dost(Z? +  6’-  A ) -  dosl(y/+ B -  C)

2 wstG’.\vst(2?- y/) =  dost(y/4 - C - B ) - & o s i ( B + C - A )
7
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więc

wst^.wsl(C — 5 )4-wstS.wst(^— C)-J-wslG\wst(.5 — Jt) =  o (a),

i I znowu tenże § 5 i Algebry uczy, że;

2 dost x. w stj' = ;  wst (.*• - j- / )  -*■  wst (•*• —y ) , 

a zatem

2 dost/4.wst(C— B) —  wst(^/ 4- C — B) — wst(v/+ B — C) 

2 dost B.wsl[A— C) =. wsl(^ -f- 5 -  C) — wsl( 5  4  C — A) 

2 dostC.wst( 5  — -4 )=- wsl(5 -j- C —-d) — wst(^4“ C ~  &)■  

więc

dost^.wst(C—5 ) +  dost5 .wst(^/— C )4-dostC\wst( 5  — o (b).

Zrównania (a) i (b) podaf Gauss bez żadnego dowo- 
du Tkeoria molus p. 82; które zachodzą między trze
ma iakiemikolwiek kątami. Z  nich wypada

( d_ wsi 5 . walCC — //)4-wsU"’.wst(y/— 5 ) / ^
' dosl5 .vvst̂ G’ — A  j +  au.stC.MsF^ — 5 )

\

W ystawiwszy sobie trzy boki tróykąta kulistego, u,6,c, 
będą także zachodziły podobne trzy zrównania mię
dzy temi bokami, to iesti

wstn.wst(c — b) 4- wsti.vvst(rt — c) 4- wstc wst(6—<*) x= 0 (a'),

dosta.wst(c — 6+dosl6.wst(« —c)4-dostc.wst(6 —a) =1 o (b'),

sty a =
wst b. wsi i" c~a) 4  wst c.wsl^u — b)

dost b. wst(c — a)4-dosl c. wsl^a — 6)
_  V*- "/ /c'\
> s lc .w s t(a  —6 )  '
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Rozwiązanie zrównali trygonometrycznych za 
pomocą kąta nieoznaczonego.

§ i 4 . Maiąc dwie nieznane ilości p, Q, dane 
przez dwa zrównania

p wst Q —  A\ p dost Q =  B  ;

wynaydziemy
_ A  _  A  _  B

sty Q p i  P wstq  dostq  •

Ale maiąc dwa zrównania

p wsi (A — P)==a, p wsi ( B — P) —  b;

gdzie p i P  są ilości nieznane, które trzeba wyna- 
Jeśdź; możemy prawda przez pozwinienie tych dwóch 
Zrównań, i  rozdzielenie ich przez siebie przyyśdz do 
nastąpuiącey wartości na P

n_ a wsi B — b wsi / /_ b wsi A  —a wsi B
’ ndoslii — bóoslA bAoslA—aóo&B'

Lecz ogólnieyszy sposób na rozwiązanie podobnych 
zrównań podaią nam (a) i (b) poprzedzającego. Mo
żemy bowiem w dwóch podanych zrównaniach

p v?8\.(A— P]z= a, p wst(2? — P) =s b ,

uwalać trzy kąly A , B, P, między które mi zachodzą 
takie związki iakie wyraźaią zrównania (a), (b): włóżmy

y>’ te zrównania za wst(A— P)z^~, wst(B —P j— -\

i żeby otrzymać wszystkie rozmaite wartości iakie
mieć mogą p, P, wprowadźmy kąl nieoznaczony
kiadąc H ~ A  za A-, H - B  za Bi H ~ P  za P. Przez

*
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ten sposób zrównania (a), (b), wezmą naslępuiące 
wyrażenie:

p wst( 8  — A)wsUlI — P )=  bwst(I I — A) — a\vst(H— B ) ,
/

pwst(8 — A)dosi[H — P)=bdosl[H  — A) — adosl(//— B).

Teraz z różnych przypuszczeń na II, powstaią różne 
wartości na P, p .

Niech będzie I I  =. A  :

pwst( B — //)wst(y/ — P —  — nwst(y^ — .8)=:awst(8 — 

p wsl(i? — A jdost(^ — Pj— b — a dos t( B — A ),

P ow tórey  Niech będzie 1 1 =  B

p wst( 8  -  A)wst( B — P) =  b wsl(Z? -  ^ ), 

p wsl(i? — A)dost(B — P) =  b dost(.8 — A) —a:

p wst(B — P) =  b,

czyli

pwst(^f— P)— a, pdosl(A—P) = b — adozl(B — A) 
wst (B — A) ’

sty(A - P )  — b — dost(8 — A)'
a wst( B — A)

P  0031(,8 — P /= -
b dostf 8  — A) — a 

wśT(ZT: A) »

sty (B -P )  = b wst'’ 8  — A)
6 d o st^  —  Aj —a

czyli



Potrzecie: Niech będzie / / =  Ą (AĄ-B) :

p  wst (P  -  A) wsi (\AAr\B ~ P } —  (i-j-a)wsl | ( P  -  A ),

. AA- B bA-a
P wsl ( — ----- P ~  -------- — ---------

p dost(—  ̂ ^ — P ) :

2 dost-t(P — 

b — a
2 wst 4 [B — A )  ’

=  sl̂  (45° +j)s'y’(  ̂-  - )̂:

fciedy położymy =  styy, $ i 3. II.

Gdybyśmy chcieli znaleśdź wartość na p przez o, b, 
nie czekaiąc ua rachunek kąta P ;  ponieważ

y>2 WSt2(./ — Pj-fp^dost^^ — P) =  p z, 

z dwóch pierwszych przypuszczeń na//, otrzymamy

pxvs\.(B~A/ =  \/ [ą2— lab&osl^B — AjĄ-b-~\.

Gdyby przyszło wynajdować p, P  z dwóch zrównań

2? dost(^/— P) =za, p dost(P — P) =  ń;

można na to użyć wyżey położonych wzorów, ale 
za A , trzeba brać gou-J-A; za B,  g o °+ P ; będzie

A - P = $ o 0- ( P - A ) - ,  P  — P = g o °  — ( P - P ) .

Nowy ten sposób rozwiązania zrównań trygonome
trycznych barzo mieć może rozlegle w rachunku ana
litycznym użycie.
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R O Z D Z I A Ł  DRUGI.
WYMIAR TROYKATA KULISTEGO: IEGO 

UŻYCIE W ROZMIERZAN1U ZIEMI: 
POR O W JN A NIE TEGO TROYKATA 

Z PROSTO KR ESLNYM.

Powierzchnia Trójkąta kulistego.

§ i 5. Jeżeli promień kola —z: i , a przez a wyrazić 
chcemy stosunek połowy obwodu koła do tego pro
mienia, tt =  3 , 14 15yi6)3689 . . ,

1. 7/ =  0,497149872694: więc połowa obwodu koła, 
którego r promień, iest rn: a cały obwód =  2rjr. •

Powierzchnia koła wielkiego promienia r , iest
2  m . \ r — r * n .

Powierzchnia kuli iest cztery razy wziętą po
wierzchnią koła =:4/-=71.

i oniewaz znamy wymiar powierzchni kuli: tróvkąt 
kulisty iest częścią tey powierzchni; więc gdybyśmy 
znali iego stosunek do powierzchni kuli; za pomocą 
proporcyi znaleźlibyśmy powierzchnią tego tróykąta. 
Idzie więc iedynie o to, aby poznać, iak się ma po
wierzchnia Jakiegokolwiek tróykąta kulistego zło
żonego z łuków kol wielkich, do powierzchni kuli.

5 4
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Powiedzieliśmy w § 10 że trójkąt kulisty maiący 
trzy kąty proste, iesl rownokąlnym i równobocznymi 
że z ośmiu takich trójkątów składa się cala powierz
chnia kuli; więc powierzchnia takiego tróykąla iest

ósmą częścią powierzchni kuli, czj [I ~ n. Przedłuż

my ramiona tego 11'óykąta póki się nie przetną* zrobi 
się taśma spiczasta z dwóch takich trójkątów przy 
zasadzie spcionycli, i powierzchnia ley taśmy = / - 2ti: 
to iest, lówna powierzchni koła witlk.ego, a zatem 
czwarley Części powierzchni kuli. Taśma ta w ka- 
zdey sWoiey kończystości zamyka kąt prosty, który 
iak widzimy iest przepełnieniem dwóch l-ątów pro
stych w tróykącie. Nazywać ią odtąd będziemy ta
śmą kąta prostego albo 90°. Podzielmy tę taśmę 
na mnieysze taśmy spiczaste: ramiona tych mniey- 
szych taśm .będą zawsze pionowe na zasadę; bo spi- 
czastość taśmy iest tey zasady biegunem § 10: więc 
każda ta mnieysza taśma z dwóch Iróy kątów równych 
przy zasadzie spoionych złożona, w każdey sWoiey 
spiczastości zawierać będzie kąt, równy przepełnieniu 
dwóch kątów* prostych sWoiego tróykąta. Będzie się 
więc miała iey powierzchnia do powierzchni taśmy 
kąta prostego, iako kąt iey w spiczastości, do 90°: 
albo inaczey, iako kąt iey przepełnienia do 90. Na
zwawszy kąt spiczastości Iey małey taśmy P, iey po- 
wierzchnią ar, powierzchnią taśmy kąta-prostego S, 
mamy

o P C  P-S r2ftP
y  ’ y«  yo°

połowa tey taśmy czyli troykąt kulisty porstokątny
TT

i równoramienny ---- —J 2.90°,

W eźm y połowę taśmy kąta prostego za iednośó,
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to iest tróykąt równoboczny i równokątny, i z nim 
porównywajmy co do powierzchni insze tróykąty: 
bodzie

r*n r2n. P 0 ---- : ------ - QO°: P.■2 2.^0

Aże w każdym tróykącle kulislym, summa wszystkich 
kątów, icsl większa od dwóch kątów prostych $ 4 ; 
v ięc możemy każdy trójkąt kulisty A B C  wystawić 
sobie, iako z ł o ż o n y  z dwóch kątów prostych, i z prze
pełnienia: to przepełnienie równe A-\-B-\-C— 180":
a co to samo znaczy: możemy go sobie wystawić iako 
przerobiony na połowę taśmy spiczastey, maiącey 
w wierzchołku kąt A-\-B-\-C— ibo°.

Trzeba teraz dowieśdź: że każdy tróykąt kulisty 
iest równy co do powierzchni trójkątowi równora
miennemu złożonemu z buków będących ćwiartkami 
koła, i maiącemu kąt w spiczaslości, równy przepeł
nieniu dwóch kątów prostych.

Dwie płaszczyzny przerinaiące kulę przez środek 
przetną się nawzaiem, i wydadzą na lig. 3 dwie ta
śmy spiczaste A B C  A', AD EA\  zupełnie sobie równe. 
Powierzchnia każdty taśmy podług tego cośmy wyżey 
powiedzieli = 2 A, ieżeii A  iest kątem B AC=zB /j'C . 
Przetniymy kulę w poprzek trzecią płaszczyzną B CD E  
przez środek przechodzącą; przetną się i taśmy: ka- 
żdey część iedna leżeć będzie nad płaszczyzną czyli 
na półkula wiećzchniem ; druga pod płaszczjzną, 
czjdi na półkulu spoduiein. Jeduey taśmy dwie czę
ści wyraźmy przez k', k ; drugiey przez h\h: więc 
a A = . h - \ - h ' .  Aże dwa kola wielkie przecinają 
się w odległości 180°, więc

A B + B A '—  1803, A B \ A D z =  i8o°;

A C +  CA'—  18u°, A C \ A E — x 8o°:
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s i l )  —  Ti A ’, A E = C A ’ -,
w ię c

A  D E  = .  B A ' C , czyli h — F ,

A D + D A '=  1800, A D Ą - A 1 1 =  1809,
A E ą E A  ' =  180°, A E ą A C =  18o°;

żalem
A B  =  D A \  A C = E A '- .

Wię*b
A B C = A '  D E ,  czyli L=.h'-, a zatem lcĄ ^h= .o .A :

to iest: części dwóch taśm z kąta ^  wychodzące i 
rozciągnione na półkulu; są równe taśmie caley, albo 
dwa razy wziętemu kątowi.

Na półkula F C f J lE ,  fig. 4, niech będzie iakikol-fig. 4 
wriek tróykąt A B C ; przedłużmy z obu stron iego 
boki aż do 180°: w wierzchołku każdego kąta po
wstaną dwie części taśm, który cli summa równa dwa 
razy wziętemu kątowi, to iest 1 A = F / 1 C  ą  K A J ;
t.C =  H C J ą  FCE; iB  =  E B K ą  GBH. Te taśmy 
ogarną połowę powierzchni kuli, i dwa razy po
wierzchnią tróykąta A B C ; gdyż ten wchodzi w ka
żdą summę taśm cząstkowych: więc będzie

i A Ą - i B ą i C = \  Powierz, kuli Ą  2 tróykąt A B C .

Aże powierzchnia połowy kuli “ 4,90°^= 2.180°; więc 
powierzchnia

tróykąta A B C = .  A ą  BĄ C — i 8o°.

Będzie się więc miał każdy tróykąt kulisty co do 
powierzchni, do tróykąta wziętego za iedność; iak 
kąt iego przepełnienia, do 90°: to iest będzie

~»-90
r^ ( A Ą B Ą C ~  1800).
a.uo* 1 J

8



Maiąc drugi iakikolwiek tróykąt kulisty A B i C\ iego
r-nP'

przepełnienie P ';  będzie icgo powierzchnia —■ — ;

więc będą się miały powierzchnie tych dwóch tróy- 
kąlów do siel)ie iak P  do P ': i ogólnie: Powierzchnie 
tróykąt ów kulistych mci ią się do siebie, iak ich prze
pełnienia. 1 stąd to powstało to krótkie ale dla po
czynających trudne do gruntownego zrozumienia 
twierdzenie: ie powierzchnia trójkąta kulistego test 
równa iego przepełnieniu dwóch kątów prostych: 
gdzie powierzchnia tróykąta rowuokąluego i równo-* 
bocznego wzięta za ieduość.

T o zwięzłe ale ciemne tłumaczenie się w Geome- 
tryi ma wielką nieprzyzwoitosć: bo albo poczynaią- 
cycll Wprowadza W fałszywe poiącie rzeczy, albo ich 
wprawia w trudności ciężkie do pokonania : kloż to 
bowiem zrozumie, ie. kąt test równy powiei zchrii, albo 
ie powierzchnia równa kątowił A  |/iz cięż w wy
miarach brył, płaszczyzn, i powierzchni przyięlo len 
sposób mówienia, zwięzły prawda, ale ciemny i nie
bezpieczny. Pamiętać więc należy, że w tych skróco
nych twierdzeniach, Zawsze mowa iest o stosunku 
dwóch liczb ogólnych, z których iedua wypada z po
równania powierzchni z powierzchnią, druga z poró
wnania kąta z kątem. Dopiero tu wyłożone twier
dzenie naypierwszy obi a w ił Albert Girard w dzie
le Jnoention nouoelle en Algebre, ogloszonem 
W Amsterdamie roku ibap, które ścisłe dowiodł 
Caoalleri w książce Directorium generale urano- 
metricum drukowaney w łiononii roku 16.¾. Przy
pomniał ie wszystkim naprzód Jan Broski Proies- 
sor matematyki w akademii krakowskiey w $ 
k. 79. dzieła swego: Apologia pro Aristotele et Eu- 
clide contra Pet rum kia/nu/n. JD ant iści i65.2. P *
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nim Jan TT'allis Geometra oxfordzki w dzieł swoich 
tomie II. 1.87.¾. wydanych w Oxfordzie roku i 6(;3. 
Dowodzenie tego twierdzenia wy ięte z f f  allis grun
townie i iaśnie w yłożył sposobem syntetycznym /.« 
Cenclre w swoiey Geometryi. Jeszcze ie lepiey wy- 
iaśnil Delambre Abrege iTastronomie p. 118. T u  
Wyłożone iest sposohem zdaie mi się prosty m i ia- 
snym.

Jest więc powierzchnia iakiegokolwiek Iróykąta 
kulistego A B C

^ A + B + C - i  8o°)= r̂ ^ ^ ( A + B + C ~ i 8o°)

W  użyciu tey formuły to trzeba uważać; iż ieżeli prze
pełnienie zamyka stopnie kołowe, minuty i sekundy; 
trzeba minuty i sekundy wyrazić przez stopień, to 
iest zamienić na ułamki dziesiętne stopnia: n.p. prze
pełnienie j°a3' 3o"=r i°,3833= : ^ - f - i ł - f  C — 180°, 1

t 7T
przez tę liczbę rozmnoży ć Jeżeli zaś przepeł

nienie zamyka tylko minuty i sekundy, trzeba se
kundy zamienić na ułamki dziesiętne minut, tak

o t r z y m a n ą  l i c z b ę  m i n u t  r o z m n o ż y ć  p r z e z  0 , 0 1 6 6 6 = ^

i dopiero przez otrzymaną mnogość rozmnożyć

n .  p .  i e s t  p r z e p e ł n i e n i e  —  6 ' 2 5 " =  6 ' , 4 o i 6 : w i ę c

6 ',4o i6x o ,o i 666 r~^-i iest powierzchnią Lróykąta. A l -  1 oO 4
b o  i n a c z e y  : z a m i e n i ć  1 8 0 °  n a  m i n u t y  6 0 . 1 8 0 ° =  1 0 8 0 0 ' ;  

więc ^ ^ ^ 6 , 4 0 1 6  i e s t  p o w i e r z c h n i ą  t r o y k ą t a .

Jeżeli nakoniec przepełnienie zamyka same sekun-

<
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dy,.trzeba tą liczbą sekund rozmnożyć przez

0,0002777 =  —̂ — =  -- -̂,— , i dopiero przez olrzyrna- 
' ' '  3boo bo.bo J

ną stąd mnogość, rozmnożyć Albo krócey,trze

ba 180° zamienić na sekundy 10800.60 =  64 8000, i 

przez liczbą sekund rozmnożyć —— , a otrzyma

my powierzchnią trójkąta. Ponieważ użycie tey for
muły zachodzi w rozmiarach ziemi i różnych lcraiów; 
gdzie przepełnienie otrzymuiemy w samych sekun
dach; dla tego: że powierzchnia uaywiąkszych wy
mierzanych trójkątów iest nieznaczna w porównaniu 
powierzchni ziemskiey; więc lormulą naszą wysta
wimy w nastąpuiącym wyrazie

r ^ . 5 9 2 6 5  _ -
OlSOOO '  ‘

1.^ =  0,49714987.
1. 648ooo =  5,8 i i5j 5oo.

4,68557487 =  l.wst 1".

W iąc gdy przepełnienie zachodzi w sekundach, albo 
zamieniwszy ie na sekundy, powierzchnia tróykąta 
kulistego wyraża sią ,

r -wst i"(A-\-BĄ-C — 180°).

Jeżelihyśmy użyli tego wyrazu do wymiarów ziem
skich, r wyrażać będzie promień ziemi: a ponie
waż z wymiarów francuzkicli ćwierć koła ziem-
1 ■ , '  . nrsk ieg o =  10.000000 metrów; wiąc —— =10.000000

20.000000 _ . _QO , , ,r — ------------, l.r =  6,8008802 w metrach: doda-n ’

t



wszy logarytm stosunku metru do pręta francuzkiego 
( toise) 9,7104800 Geogr. k. / 9 9 .  będzie w prętach 
francuskich \ . r =  6,5i4o6o2. Pręt francuzki równa 
się zupełnie trzem łokciom litewskim l.raw sti"“  
7,7130952. Do tego logarytmu dodawszy logarylm 
przdpełnienia, otrzymamy logarylm powierzchni tróy- 
kąla kulistego na kuli promienia r, w prętach kwa
dratowych francuskich. Przypuśćmy n. p. źe przepeł
nienie w tróykącie ziemskim pokaże się 3": więc loga- 
rytm powierzchni Iróyk£41 a =  8,1908164. to iest: ten 
tróykąt kulisty byłhy równy co do powierzchni tróy- 
kątowi prostokreślnemu, którego zasada iest 2 6 0 0 0 ,  

a wysokość 11936,4 prętów francuskich.

W  tym przykładzie widzimy, iak wielkie hydź 
muszą na ziemi tróykąty, żeby się pokazało w ilicli 
przepełnienie w sekundach łuku. Przy wprawie i do
kładnie zrobionych instrumentach, można w mi erze-  
n u kątów popełnić omyłkę kilku sekund, która zna
czny ma wpływ na powierzchnią tróykąta. Z dru- 
giey strony bardzo ważną iest rzeczą znać to prze
pełnienie',- 1 o placu wielkiego na ziemi nie godzi się 
brać za płaszczyznę. A chcąc z tróykąlnmi kuiistemi 
tak się obchodzić iak z prostokreślnemi za pomocą 
twierdzenia P. Le Gendre, o klórem będzie niżey; 
trzeba nam z dokładnością znać tróykąta kulistego 
przepełnienie: więc znaiomość przepełnienia w ka
żdym przypadku iest potrzebna i ważna dla dokła
dnego wymiaru ziemi, i jakiegokolwiek na niey krain. 
Tu wypada barzo ważne zapy tanie: ze znanych dwóch 
holów i kąta między niemi zawartego w trójkącie 
kulistym, wynaleśdi iego przepełnienie.

6i
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Wyrażenie limy trygonometrycznych przez luki: 
i dwoi akie tych łuków wartości.

J 16. Nim przystąpimy do rozwiązania tego za
dania, należy nam sobie przypomnieć, źe §54  Alg

" * ' = ' - * 5+  1 ł- d-

V~ V
dost f  —  i — — -f- —-¾ 7a ' 2.3.4 2.3.4.5.6 2.3.4.5.6.7.8

i t. d.

Jeżeli pierwsze zrównanie rozdzielimy przez drugie, 
i wykonamy w tych szeregach zwyczayne dzielenie al
gebraiczne, pilnie bacząc na znaki, i pa ułamki .ró
żnych mianowników, otrzymamy

styv:
iv h 17.C7 62 09 i 38q(’11 . .

+ y  +  3 .^ 5 + 3 3 ^  +  33:5.5.7.9.1, +  i t d -

a rozdzieliwszy tym samym sposobem drugie przez 
pierwsze; otrzymamy

dosty v —  -- -  ^ — 3 .3.5
20*

' 373.375̂ 3 .3.3 .5 .5.7 — i Ł. cl.

W  wymiarze ziemi przez tróykąty, widzieć możemy 
wielką tych. zrównali potrzebę; mamy bowiem do 
czynienia z tukami mierzącenii bardzo matę kąty' 
W środku ziemi. W ym iary praktyczne daią nam 
wyprostowanie (rectificatio) lyc.h tuków, czyli ich 
miarę w linii prosley; to iest w częściach promienia 
ziemskiego. T u zachodzą dwoiakie wartości tych tu
ków: albo w częściach obwodu kota przez stopnie, 
minut}7, i sekundy; albo w częściach promienia kuli 
n. p. prętach francuskich. W ypada nam co moment 
od iednych wartości przechodzić do drugich przez
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sposób, którego nam się trzeba dobrze nauczyć. Spo
sób ten zależy na dwoiukiey wartości, którą nadadź 
możemy promieniowi kuli: można go uważać albo 
iako liuiią prostej,- albo iako wygięty na luk swego 
kola. W 'tym drugim przypadku , wiemy że promień 
— óyc11’ 1 t'.8=2otia!j4",8;l.206264',8= 5,3 i44a5 i=I.(r) 
Przez r wyrażać zawsze bodziemy promień iako iiniią 
prostą; przez (r) zas pronueń wygięty na luk, czyli 
wyrażony przez sekundy kola. Wszystkie liniie 
trygonometryczne są liniie proste wyrażone w czę
ściach promienia wziętego za linią prostą: więc iezeli 
ie chcemy wykrzywić, czyli wyrazić przez części ob
wodu kola, to iest sekundy; trzeba ie rozmnożyć 
przez (r): i tak wst ń .(r)=  tukowi kola w sekundach.

J żeli zaś liniie trygonometryczne są wyrażone 
przez, luki, iak w poprzedzaiących zrównaniach 
w stc; st\ t>, etc. trzeba te iuki wyprostować, żiby ie 
mieć t,<kiey samey miary; iak liuiiu trygonometry
czna, to iest w częściach promienia wziętego za liuiią 
prostą: więc potrzeba Ie loki rozdzielić przez (r); bo

ieżeti wstb.[r,— v , w stb —  —  .
to

Aźe tablice limy trygonometrycznych uczą nas;

ze 1.20626'!, 8 =  l.(r)r=l.— -—-, i że 1. -i- =  J.wst 1";

więc ieżeli chcemy liniie proste wykrzy wić na luk, 
to iest wyrazić ie w częściach obwodu kola n. p.

w sekundach; trzeba ie muożyć przez —- * — , będzie

więc — —  Jeżeli zaś chcemy luki wyprosto

wać, czyli wyrazić ie w miarach linii prostey, trzeba 
ie mnożyć przez wst 1": i lak c.nsl 1 " =  wstś*. l,u zaś
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1.2 -4- 1* wst l"  = . 1. 2 Wst i" = 1. wst2" ; 1. 3 + 1. wst l"
== 1.3 wst i" =  J. \vst3"; i t. d. Stąd każdy zrozumie, 
ze za 2 wst i", 3 wst i", 4 wst i" i t. d. raoźna pi
sać wst a", wst 3", wst 4',  i t, d.

Boki tróykątów na powierzchni ziemi wymierza
nych są to luki barzo małych kątów w środku ziemi: 
chcąc przez nie wyrazić te kąty, należy boki rozdzie
lić przez promień czyli rozmnożyć przez wsti". Aże 
ziemia nie iest kulą lego samego wszędzie promienia; 
więc żeby te luki przywieść do promienia służącego 
pewnemu kraiowi czyli pewney szerokości geograli- 
czney mieysca, trzeba z figury ziemi wyciągnąć 
miarę iednego stopnia południka, rozdzielić przez tę 
miarę ieden stopień czyli 36oo", i przez ten stosu
nek rozmnożyć kąt w środku ziemi przez bok róy- 
kąta zawarty. Rozmierzaiąc n. p. Litwę, trzebaby 
wziąć szerokość geograficzną średnią między Bygą

i Grodnem 55° i8' 45": figurę ziemi = i-; długość sto-

pnia południkowego 57104,5 prętów' francuzkich. W ięc 
kąt zawarty w środku ziemi przez bok tróykąta n, bę-
, . 3tioo" . „

dziez-----—rU.wst 1 .
07104,0

Wyrażenie przepełnienia przez boki i kąty.

$ 17. Przystąpmy tćraz do zadania podanego na 
końcu § i5.

J y  B + C - i 80° =  P, i P = -  [90°- & A + B +  C)]:
a zatem

dosty 4 P =  —s ty i {AĄ-BĄ- C)
_ s ty 4 ;^ + s ty 4 .(P + C ) ]it

----- i - s t y + Z s Ł y i( P + C )  S



włóżmy w to zrówijonie za sty J. (Hą . C) iey wartość 
z analogii Tepera § 7 ; otrzymamy

, . , p _  _ tiosl! (& + r)styl//4-dostvjy/.dost.l(6 -  c)
z dost|(6-)-6-) —dosl^^ó —c)|

a odmieniwszy znaki w mianowniku, żeby drugą stro

nę zrobić dodulną; położywszy za sly-^A=~— j~r" 5̂

za dosty£A  =  i przywiódłszy ułamki do ie-

dnego mianownika ; mieć będziejny

, _dosti(6-f-c) wst5 ,* A-\-Aoit^{b — c)dostr4-^
0h*} - wsl-^^.dosl^^[dost4(6 — c) — dost £(6-|-c)]‘

Aże wst4̂ .d o .s t ^ = 4wst//; dostk(6 — c)~-dosl}(&+c) 
—  o «>«t j-A.wsl *.r- więc mianownik tego ułamku 
=  wst 4 b. wst i  c. wst yi. Licznik zaś tego samego ułam
ku, ieżeli wyrazimy summy i różnice łuków, przez 
łuki pojedyncze; zamieni się na .dost|i.do>t^c +  
Wst-J.Z».wsl4- c ( d o . s t w s t 24-^): że. zaś dost24 ^  — 
wst2i/^ =  dosty/; $ 5 1 Algebry; więc całe zrównanie 
rozdzielone przez dost^i.dost' c stanie się

, „ •  i 4-"stv ifc.sly Ac.dost.^
dosly ‘ P = .  ■ - “ , — ?---- —z— :J sty 1 6.sty 4 c.wsLA

albo

s t v  » P =
■ * 1-(-sty |  ó.sly ^c.dost^ ' '

6,c, są dwa boki tróykąta; i kąt między niemi za
warty A, przez które wyraziliśmy przepełnienie Pt 
i rozwiązaliśmy zadanie. Delambre w pięknem dziele 
swoiem liase du sysLtme metrique Tome 1. p. »h6.

9  .
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rozwięzuie lo samo zadanie innym sposobem, wyra- 
żaiąc przepełnienie przez dwa boki i dwa kąly im 
przylegle. Ze zrownań przez siebie otrzepanych wy
rachował tablicę, gdzie ze znanych dwóch boków 
i dwóch kątów, zaraz znaleśdź można przepełnienie 
tróykąta. Ponieważ ta tablica barzo iest do wymiaru 
kraiu przydatna; nie będzie bez pożytku poznać te 
zrównania. Rozdzielmy tróykąt A B C  na dwa lróv- 
kąty prostokątne przez spuszczenie łuku pionowego 
z wierzchołka kąta A , na bok nm- przeciwległy a. 
Kąt A  rozdzieli się na dwa kąty A',A"\ tak, że 
A=A'-\-A": boki 6, c będą przeciwprostokątnemi. 
Będą więc dwra tróykąty A 'C D , A 'B D , D  iest punkt 
na a, gdzie pada łuk pionowy. Każdy tróykąt da nam 
iedno zrównanie. Idzie o to, aby znaleśdź linią try
gonometryczną na kąty A', C, i na kąty A", B, któ
rych summa da nam przepełnienie tróykąta ABC. 
Z  własności tróykąta prostokątnego $ y zrównanie (ć), 
mamy.

dostyv^'= dost ó.sty C —  sty (go° — A') ,

• sty C -  s ty (go0 -  A') =  sty G’( i -  dosl b) = . 2 wst2 ’ Zosty Ci

i w drugim tróykącie

do.sty A" =  dost c.sty B — sty(90° — A "), 

sty B — sty (90° — A") — sty i?(i — dost c) =  1 wst 2ic.st^ B.

wst C dost A '_wsi A' wst C — dost A 'dost C
dostG’ wsi A . wst A' dosl C

— —  dost(^ '+  Q _  wst -  (go0 -\A ' +  C\) 
wst A' dost C Wst A! dosl C

wst (A '+  C — qo°) 
wst A' dost C

/
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skąd wypada

w st(^ '+ C  —90®)== 2 wsi2±b wstC’ \rs[A', 

podobnie

wst(^"-f B — 90°)= 2 wst2Ic.wstiż.wst^'.

Druga strona zrównania iest koniecznie dodatna, więc
1 pierwsza laką bydź musi: a zatem w każdym tróy- 
kącie prostokątnym summa dwóch kątów ukośnych 
iest większa od 90°, i większa o iuk, którego wsta- 
Wa =z 2 wst?4 b.wslC.wstA’. ISazwiymy ten luk .r, więc

x=.A'-\- C — 90°; A '= x  +  900— C = 9 0 °  — (G’— x): .

wst A  =  dost (C —-r)

W stx =  2 wst2i6.wstC.dost(C —  x)

—  wstz -̂6.w staC.dostx4- 2 wst246.wsl2C.wstx.

Rozdzieliwszy cale zrównanie przez dost.r, i za
2 wst2C =  1 — dostaC, § 5 i AJgebry, włożywszy tę 
wartość; mieć będziemy

wst2I6.w\st 2(’
X dost2̂  6 4- wst2\-b .dost 2C1

_ sty2̂  6.wsl 2(7
“ 1 -}- sty 2iś>.dost 2Ć7

Podobnie z drugićm zrównaniem postępuiąc, nazwa
wszy — 90°, wynaydzieiny

s ty 2ir .w s t2 B
St̂  ’ 1 -p sty 2ic.dost2jS ’

Ze zaś
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x z = A '+ C  — 90; y —  A "Ą -B ~ 90°: 

ar 4. y z= A '+  A"-f- B +  C -  iSo°= A  +  B Ą -C— 180’ .

Przyszliśmy do zrównać Delantbra, i do drugiego 
sposobu na wynalezienie przepełnienia. Ale zasta
nówmy się nad tern; że kąty przepełnienia są barżo 
małe w wymiarach praklycznych; źe tablice liniy try
gonometryczny cii są tylko przybliżenia do wartości 
prawdziwych, i źe w siedmiu dziesiętnych notach, iak 
są zwyczaynie znane i używane, nie mogą nam dać 
małych różnic kątów ze znacznie przybliżoną dokła
dnością. Z czego się pokaźnie, że zrównania (L), (L') 
nie ńa wiele nam się w wy miara‘ch praktyczm di przy
dadzą, .ieżeli liniy trygonometrycznych nie wyrazimy 
pr zez luki w szeregach harzo maleiąc\ch, klórichby 
początkowe terminy daty wartość znacznie do pra- 
wdziwey zbliżoną. Skąd wypada takie zadanie: mając 
daną liniią trygonometryczną przez fnnkcyą drugiey 
lub drugich liniy trygonometrycznych; wyrazić iey 
łuk przez szereg rnaleiący: n. p. maiąc sly x=m.Y/slyt 
wyrazić x przez .funkcyą m i kąta y,

Wyrc&enie tuku przez funkcyą liniy trygonome
trycznych,

5 18. T)p la Grangę rozwiązał, dopiero wymie
nione zadanie w akiach ' akademii Berlińskiey na 
rok 1776. k. a ' 4. Solu/ions de ąueląues problemes 
cTastronomie splieriąue par le moyen des senes. Roz
wiązał ie za pomocą funkcyi z wykładnikami uroio- 
nemi: bo wiemy z $ 55 .Algebry, że liniie trygono- 
melryczne wyrazić się mogą przez funkcye, których 
wykładnikiem iest łuk pod postacią uroioną. Z  cze-
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go się uczymy, ze fnukcye nroione są charaktery- 
stycznym ięzyka analitycznego wyrazem, ile razi od 
ilości algebraicznych przechodzić chcemy do prze
stępnych. A zatem iako w 1\m ięzyku =fc nie za
wsze znaczy dodawanie i odciąganie; Lak a \ / —j nie 
zawsze znaczy niedorzeczność.

Dowiedliśmy naprzyklad w Algebrze k. 256 kiedy 
k —  i , że

1, ( . + * )  — * - * * »  +  £*’ - $ * ♦ + * * * ' -  i t. d.
I

Polożmy je —  — , |

l , ( i  +  - )  =  - - - i - +  -1- _ J - +  i- i t. d.
'  ~  z  z uz-  3z 3 4z* 5z>

i

Więc

l . ( . + * ) - l . ( i + ^ )  =  1. i ± ^  =  I.*|

\.z =  z - z - ' - i ( z * - z - > ) +  i t.d.

Niech będzie

z = e 1 więc l.z =r v \ /  — i ;

a zatem

.Rozdzielmy cale to zrównanie przez 2^/Z] i za fnn- 
kcye wykładników uroionyeh, pokładźmy ich warto
ści z § 55 Algebry ,• będzie
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4*j= \vslt'— £ wsł iv  - f  -JwstSn— Jw st4v it.d , 

ten wzór iest wielkiego w wyższych rachunkach użycia.

Tak dopiero przytoczony przykład, iak zadanie 
tu rozważane daią się ieszcze rozwiązać przez rachu
nek różnicowania i całkowania; bo różnicowanie ka- 
żdey linii trygonometryczuey składa się z różnicowa
nia łuku, i z funkyi drugiey linii trygonomelrycz- 
ney. I tą naprzód drogą wpadł de La Grange na 
iedno twierdzenie, które go przywiodło do rozwią
zania roztrząsanego tu zadania. Nie iest tu mieysce 
do tłumaczenia .dwóch tych sposobów; bo zachodzą
ce tu przypadki polraliiny rozwiązać przez zrówna
nia i sposoby podane w Algebrze § 5 i, 53 , 55.

4
Jak zrównanie (L), tak zrównanie (L') wyrażaią 

się pod tą postacią:

771.wst v
Sty X = --- :--------- r-

■ i m.closty

położywszy w (L) za m z= sty 4 5.sty .̂c, za yz=.A\ 
w (L') zaś 772 =  styJ4 6 , y — aC. Idzie więc o to, 
żeby .r wyrazić przez funkcyą m , y. Dowiedliśmy 
w §55 Algebry; że

x =  s ty  x — y  s t y 3*  \ s ty  fx — 4 -s ty 7*  -f- i  t . d . 

z u ła m k ie m  — w .w s ty — . wykonaymv d z ie le n ie
1 +  777.d os t y  J J

sty .r=777wsty —  zre-wsty.dosty

+  m! wsty ,dost2y  ■ *- m* wsty.dost 3_y-{— //z5 wsty.dos t4y—

—  ]sty3.r = — j 77i 3wst, y . -|-/7ł4wst3y.dosly — 7?i! wst3y.dost2y-f-  

^stys-v= ‘ m5 wst ''y—  i t. d.



Ponieważ m iest ułamkiem albo liczbą barzo małą, 
wst v koniecznie ułamkiem; vięc len szereg w czte
rech początkowych terminach da wartość barzo bliską 
prawdy, i nad m4 tego sźeregu posuwać nie należy. 
Aże podług $ 5 1, 53 Algebry Wsty.dosly wstay; 
3 wsty. dost2y — wstJy  s= 3 wsty—  4 wst3 y =  wst3y , 
wst*y.dosty — wsty. dost ły:=wsty.dosty( wst *y — dost2y )  
rsr—  wsty. dosty (dost2y —  wst2y) = — iwst V- dost ty 
= —  i\vst4y  i t. d. więc

ar=:mwst y — jm 2wst uy-\-\rfî  wst3y  — im ’ wst4y-f. etc.

wszystkie te terminy szeregu należy rozdzielić przez 
wst i", żebyśmy *• otrzymali w sekundach luku: to iest

X —
m. wst y 
wst i"

7»*wstay . m '■ wst 3y  
wst 2“ ‘ wst 3'

m 4 w « ł  4 y  

w sl 4"
- { -  i  t .  d .

Z tego zrównania, wyrazić ieszcze potrafimy w, kiedy

będzie sty * = -  +wvvst- l  bo położyw szyy= 9o -w ,

wsty =  dost u-, ayzrriSo'’— 2w; a zatem wst 2y=wstau;
3y —  2rjo°— 3«; \vst3y  = — dostoa; 4y = 36o° —4«,
wst 4y  =  — wst 4m ; § 5a Algebry: przeto na

m dost u . . .sty x = ------------- . będzieJ 1 4- wst u * *

m dost u mzwstau m1dost3« /n*wst4w ,
-------*------------ x-----—---- ------------------—  1 t.a.wst i wsi a wst3 wstą

gdzie odmiana Znaków zacząwszy się w drugim ter
minie, co dwa terminy szeregu następować będzie.

m wslv
Gdyby zaś dane było zrównanie s ty x = r - — Wlp Js~~ 2 

wykonawszy dzielenie sposobem wyżey skazanym, i

7 1



stąd pozbierawszy wartości na 4 sty3̂ ” . i sty "x > } t. d. 
otrzyma my

m  wsty , m 2wst 2y m 3wst3y m 4w st4y , ,
x = ------ j- -\-------------- 1------ r^r- H------ 7̂ - +  1 d>wsi i 1 wsi 2 wsi 3 w s i4

z czego dułaby się ieszcze wyciągnąć warlość na łuk
m d o s tu

gdyby podane było zrównanie s ty w _  , _ m ?

kładąc y  —  ^0°  — u\  w s l^  s r d o s tz z ;  2J =  i 8o ° — 2u\  
wsi 2y =  wsław; 3^ =  270° —3m ; wst3y =  —d o s t3 « ;  
4y =  36o°—4w; wst4y =  — wstaw i t. d.

m  dostw m swst3M /n Jd o s t3 «  m +wst4w 
X— -------------1--------------------------rs=—- ----------T-.7— 1- etc.

wsi i" Wst 2 wsi 3" W St 4"

Przystósnymy to teraz do naszych zrównań (L), (L ): 
to iest połóżmy w (L) m =stył6.sty !c; y będzie:

X P  -  b-J±?A£ wsi A -  S- ^ i  wsi 2A  +

stv ‘4-ń.sly’ i c  . _ . . ,~J- T Ł- wst 3A — i t. d. 
wsi 3'

a podwoiw’szv potem wartość tego szeregu, otrzyma
my przepełnienie P  w sekundach. Co do zrównań 
(!.'), tn —  sty2| b y =  2 C : w drugiem zrównaniu
y, m =  sty~lc, y = a 5 .

«ły^ 5  12C _ sl^ w s t 4 C - f SS (̂ w s l 6 C -  etc.... • ■" wst 2 Wfil.sW S t  1 '

_ s t y » 4 e wst a B  _  siy ! i f w s t  4 5  + i’̂ 7̂ w s t  6 B  -  etc. 
J w s ll' , wst 2' WSIO

Obadwa te ostatnie szeregi do siebie dodane, daią 
przepełnienie iróykątu, gdyż

wst 3"

stys ło
•L___=—u

72



7 0

x z= A ' +  C—  go0; y = A "  Ą- Ii —  go*;

x + y = A  +  B-{-C—  i8o°.

Delambre z łych dwóch szeregów wyrachował tablicę, 
za pomocą klórey muląc dwa boki i dwa kąty im 
przylegle w lióykącie, wynaydziemy zaraz przepeł
nienie bez żadnego rachunku. Ta tablica służy na 
Francyą, gdzie stopień południkowy =.57020 prętów 
iraucuzkicb. T o zaś iesl do uważania w rachunku 
Delambra: Base du Systeme melriąue łonie 1. p. i4y. 
ze 011 wyrużaiąc współczynników wsi a fi, wsi 26' przez 
liczby, a chcąc zmnieyszyć szereg liczb w tak małym 
ułamku, mnoży go przez 10.000: wypadki polem ra
chunku dzieli przez 10.000: czyli od cechy logarytmu 
odciąga 4, i wypadalą mu sekundy na tablicę. Jsie 
używa do swey tablicy tylko pierwszego terminu

szereeu -- ^ w s t a G ,  i —— ~—— w stafi iako barzo 
o wst 1 Wstl

dostatecznego. W eźm y tu przykład Delambra i ra-
ch u y m jr go naszym sposobem. Ponieważ w s t i" = s ty i"
można wziąć iedno za drugie.

■ iLiŁ=  j 5 5 2 2 1 ^ 1  u , - = j ą l  | w.t
w stl" ( 07020J ( )

^ c = j  9£ - | w s t i" ;  
w stl 1 280,1 )

sty

Więc

A-\-BĄ-C-iZo°z=  w stl ".w staC
( a»o,i )

+
9-c

q85, i
wstl". wst iB :

U Delambra t# zrównania są:
10



J ą-Bą- C— i 8o° =  o",oooo483i.&-wst iC  
-j- o",oooo4831 .c2 wst j.B.

N ie ch  będzie 6 =  18.000 prętów francuzk ich , kąt 
C = 3 o ° .  N iech  c =  20.000 p. f. B —  4o°.

I.9  =  o,g542425 
c. 1. 285,1 =  7,5450028 

1.6 =  1,2552725

2,7540178 
2

5,5<>yo356 
1. wst 1" =  4,6855749 

1. wst 2 C  =  9.9.3 7Ó3o6

o ,i32 i 4 i 1

dodane do siebie 
pełnie zgadza z tablicą. 
lambra.

. . .  . o , g 542425
. . . 7,5460028 
. 1. c =  4,3o io 3oo

2,8002703

2

5,boo55o6 
1. wst 1" =4,6855749 
1. wst i B —  9,9933515

0,279477° i",go3

co się zu- 
Rachuyiny teraz podług De-

i ",355

daią przepełnienie 3",2 5 :

o",0Ooo4 831= 5 ,6 8 4 0 3 7 0 ....................... 5,6840.370
1.6* = 8 ,5 io 5 4 5 o  . . . 1. c - = 8,6020600

)• WSt 2C  =9,9875306 1. wst 2B = 9 ,9 9 3 3 5 15

4,1621126- 4 i",35. 4,2794485— 4 i ' , 90.

Stosuiąc ten sam przykład do L itw y , trzeba wziąć 
stopień południka 57104,5 p. 1.,  więc

JIĄ.B+C—  i80° =
j 36oo ‘ 6 
[ 57104,5

wst i".wst 2 C

+
|36ooi<:|
(57104,5)

wst i".wst 2 B :

W}'konawszy działanie w liczbach, znaydziemy na ie- 
den termin i “,352; na drugi i",8y 7 : a zatem przepeL



nienie 3".24g. Skąd widzimy, ze tablica rachowana 
na Francyą, mogłaby nam bez znaczney omyłki służyć 
do wymiarów w Litwie. Trzymaiąc się zaś ścisłości, bę

dzie na Litwę logarylm stateczny 1800 :8,49860225
’ 67104,5'

ale przy iego użyciu trzeba brać boki całe tróykąta.

W  tym rachunku to ieszcze iest do uważania, że 
§ 16. sty i t. d. z tego szeregu bierze się
tylko pierwszy w'yraz, iako dostateczny; bo wyższe 
iego potęgi slaią się ułamkami lak raałemi; że przez 
żadne praktyczne wymiary nie iesteśmy zdolni icli 
Wartości ocenić.

JVynalezienie położenia geograficznego mieysc 
ziemskich przez uyniiary trygonometryczne.

§ 19. W  rozmiarze trygonometrycznym ziemi 
zachodzi to nayważnieysze zadanie: znaiąc położenie 
geograficzne. to iest. długość i szerokość pewnego 
punktu ziemi, tudziei iego odległość od punktu dru
giego ; wyrialeśdź tego ostatniego długość i szerokość.

Na łig. a Tab. 1. niech A  wyraża biegun świata, 
A B M  południk mieysca B\ ACN  południk miey- 
sca C: iest więc A B  dopełnieniem szerokości geo- 
graficzney punktu B\ A C  takiemże dopełnieniem 
w punkcie C: Znaiąc długość i szerokość punktu B, 
iego odległość B C  od punktu C, i kąt A B C  który 
czyni taż odległość z południkiem B, czyli poziomo- 
łuk (azimuth) C , mierzony na poziomie B\ trzeba 
wynaleśdź A C, kąt BAC,  i ieszcze kąt udCB czyli 
poziomoluk B  widziany na poziomie C.

Ponieważ bok B C  z wymiarów trygonometry
cznych iest dany w prętach n. p. francuzkich albo
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w łokciach litewskich, potrzeba go zamienić na łuk: 
do czego potrzeba znać figurę ziemi i promień kola 
przystaiącego w mieyscu B. Powiedzieliśmy wyźey 
$ i5. że wziąwszy za figurę ziemi, długość sto
pnia południkowego iest na Litwę 57104,5 prętów 
francuskich; a zatem na Litwę łuk i '  =  g5i,742 pr. fr. 
i " =  15,8623 p. f. rozdzieliwszy BC  przez tę ostatnią 
liczbę, otrzymamy na Litwę BC  w sekunkach. Nie
wiele zaś oddalamy się od prawdy, kiedy część po
wierzchni ziemskiey w okolicy B. nie tylko w kierun
ku południka; ale i w iakimkolwiek, bierzemy za kulę 
tego samego promienia. Od C spuściwszy łuk koła 
wielkiego CD  pionowy na południk A B M ; w tró j
kącie prostokątnym BCD  mamy

wst .BC.wst C B D — wst CD  ; sLy 7?(’.dost CBD — s,\y BD.

A B ą-BD  iest dopełnieniem szerokości punktu C; kąt 
CAB  iest różnicą długości między punktami B , C i

wst CAB —  WSt 5 / h ^ D  ń r - A  ieżeli szerokość miey- 
wst[AB B  D)

sca B  nazwiemy //, B D— dH\ będzie A B —qO° — I/̂  
ABĄ-BD  —  90“—  (H+dJT).

Przykład. Niech będzie BCz=  364o prętów frad. 
H —  54°4 i'; A B C  =  120° 30' :  a zatem

C B D = 5903o';
364o

16,8623
=  2 2c>",4 7 = 3' 4 9", 5 =  S:

1. wst S =7,o463564 -f 1. sly S=7,0463567 -f- 
1. wst CB D = 9,9353204 4- 1. dost C B D = 9,70.54689 +

1. wst 0/)=6,98167685 3'i  7": 1. sty^/1=6,7818256; i '56"=zSH:

więc

A C = 5 5 °  20' 56"; a zatem szerokość C, 54° 3g' 4 '
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1. wst S — 7,0463564 4- 
i. wst A B C — 9,9353qo4 
c.l. wst AC’=n, 2376563 4-

J .w sl^=7 ,2 iy333ij  k^t 5' 42" na ro 
żnicę długości.

Że zaś w tym rachunku zachodzą luki havzo małe; 
bezpieczniey byłoby zamiast ich liniy trygonome
trycznych, wynaydować same łuki, kładąc n. p. za 
wsi S =  S — iędi § 16.

W  tróykącie A B C  mamy

dosly/(.,=  dostyyZł.dosli?C  -j- wst ̂ /7?. wst 7?6’.dost B , 
czyli

\vsl(H -\-dH )==w sl / / . dost S 4- dosl 17.wst d.dost B.

Jeżeli rozwiniemy ostatnie zrównanie wst (774" dTf) 
=wst//.dostr///4- dost //.wsie/// : i za dosU///—  1 —
2 wst24c//7 ; za wst (III—  '2\ v s I //.dostać///; za dostd 
=  1 — aw st245, włożymy ich wartości; przyydziemy 
do zrównania

w st4< ///.dostir///— w st2 j(///.s ty /7 = 4 w st^ .d o s tB  — w st2-£d.sty//

nazwiymy — styH =a;  4-wsl<5.doslB — wst2̂ 5.siy Hz=.b\ 
i  rozdzielmy całe zrównanie przez dosl-ldUj pa

miętając, że dosll i(J/i =  sie 2W *  —  14- Sty *4d H ; a 

wypadnie nam dosyć często zechodzące w Astrono
mii zrównanie

(a — 6)sty 2\ d H sly 4 dH —  b : 

które rozwiązawszy, otrzymamy

a ( a — 5)sty i
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Trzeba rozwinąć na szereg nieskończony funkcyą pod 
znakiem pierwiastkowym, żeby przyyśdż do zrównania

Sty{djl=b — 62 (<z — 6)4-26J (a — 6)2 — 56ł (n — 6) ’ 4- 2.7.65 (a — 6)4 —
i t. d.

albo też, żeby się pozbydź znaku pierwiastkowego, 
połóżmy 2\/(o — 6)6 =  s ly y ; 4 (o —  6)6 =  sU 2y ;

1 4 -sty2y  =  sie*y =   ̂ | a wypadnie nam

■ Av'dH= 1 -4- ___  1___ —  -JL*r~zX—  ■
2 (a —6) a(« — 6)dosty (a — 6)dosty’

maiąc styczną; otrzymamy Ink za pomocą znanego 
§ 55 A lgebry, wzoru

, 1TT sty-ir/// st\'U lFf st\ ild H  ,
i  a lf  =  —=2---------- ;----------- 1— -—_ —  i t. d.

W St l '  “ ' “ l ’  «•■ «* ^wst 3 wsi 5''

W eźm y za przykład wyżey położone liczby 
B  =  120°3o', 6— 3'49",5, ii) =  i ' 55", « = —  i,4 n 4 ; 
szukaymy 6 , y ,  i  wartości na sly\ d l f .

1. wst 6 —  7,0463564 4- 
1. dost ^  =  9,7054689 —  

c. J. 2 =  9.69S9700 4-

1. wst£5  =  6,7462727 4 -

l. w st-^ .d  =  3,4925454 4-

l. s ty  //  =  0,1496747 4 - 

1. ( l )  6 ,4 5 0 7 9 5 3 —  1. (2 )  3 ,0422201  4 -

(1) 0,000282455— ; (2) 0,0000004384-; (1)— (2)=0,000282893—

więc blisko

b =  — o,ooo3; a — b =  — 1 ,411 x

1. ( 0 - 6 ^ = 1 0 , 1 4 9 5 0 7 8 — p o łow a  l.(o — 6 ;6= 8,3o o 5 9 5 3 4 -

1 . 6 =  6,45i6329_ 1. 2 = o , 3o io 3oo4-

1.(0 — 6 ) 6 = 1 6 , 6 0 1 1 9 0 7 4 -  1. s t y y  = 8 , 6 0 1 6 2 5 3 4 -

i



y = 2 ° i 7 ' l 8 "  ’ y = i ° 8 ' 39"

1.(/1-6) =  0,1195678- 1. w st^ y= 6 ,6 o o6656-+-
1. dosl r =9,9996518 - f  c. 1. (3) =  9,85o79o4 —

1. (3) 0,1492096 —  1. sty i dH  =  6y45i 456o —

—  \clTl —  58"; — clii—  i ' 56" iak wyiey. W ypadło 
d l i  odiemne; ho punkt C ma szerokość innieyszą 
iak li-, szerokość więc C ~  54° 3g' 4".

W ynaleźliśm y wyżey kąt //, czyli różnicę długo
ści, przez pierwsze zrównanie główne: kąi RCsl czyli 
pozionioiuk U mierzony na poziomie C wy naleśdź się 
może wraz z kipem sl przez analogie A  epera. De- 
larnbre w swoiey Astronomii Tom Ul k. 55o. 55i. 
prZez ten sposób wyciągnione podaie na to wzory. 
Ale ponieważ w fróykącie jŚBC (lig. a T . 1) mamy iuź 
znane wszystkie boki, i kąt y lB C ; więc przez nowe 
podane lu w f  j zrównania (1,)(1,,)(1,,,), gdzie nie za
chodzą tylko styczne i wstawy, możemy wygodnie to 
zadanie rozwiązać.

, . , , d wst.J-(a 4- c— b)
wsi 4 (6 -f- ci— a) ’

sty i  C = styl B
w s l | ( a +  b— c)

W  naszy^m przykładzie
<i =  3' 49",5 6 =  35° 20' 56" c =  35° 19' o"

a zatem

ł(«  + c— 6) =  56",75 ; i(6  -[- c — «) =  35° i 8'3",25
* ^ = 6o ° i5' | ;( a - f6 — c =  a' Ó2", 75.

1. wst 56", 75 =  6,4395280
1. sty 4.6=0,2429480

c . 1. \vst(35° ! 8'3",25) =  0,2.381 t>95 

!• styr - ~ y f  =  0,y20b455

1. wst 56",75 =  6,4395280 
1. sty I  i? =0,2429480 

1. wst(2'52",75) =  3 ,o 77o o 85

1. sty  4 C —  9,7594845
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skąd wypada

i  A z= zd  5 i ' ,  A = 5> 4 2 ". ’ C =  29*53' 18". 
C —  5y° 46' 36".

W ytknięty tu nowy sposób ma ieszcze to za sobą, 
ze gdybyśmy dla większey ścisłości chcieli szukać lu
ków samych inaiąc ich styczne; łatwo tego dokażemy

za pomocą wyżey skazanego wzoru ±dH=z ^ —

i t. d. Mamy więc f>arzo ważne w Geodezji wyż
szej zadanie, proslym dosyć sposobem przez trygo- 
nometryą kulistą rozwiązane. Gdybyśmy mieli do 
czynienia z podobnym rachunkiem pod iakąkolwiek 
inną szerokością, i przyszło nam zamieniać łuk BC 
dany w prętach irancuzkicli, na sekundy koła; na to 
znayduią się wygodne tablice w Tomie III Base du 
Sjsterne metricjue wyrachowane przez Delambra.

Porównanie trójkąta kulistego z prostokreslnym.

g 20. Nie będzie tu od rzeczy rozważyć ieszcze 
twierdzenie Euklidesa prz  ̂wiedzione w § i , gdzie się 
dowiodło,- że

d
wst./4= —̂ -; znaydziemy podobnie, ze wst B =  ^^t

wst C - —1- , gdzie wartość na d pokaże się ta sama
2 bc °

we wszystkich kątach A , B ,C , skąd wypada

a : b^zwstA- wst B  (I)  twierdzenie.

a -f b: a -  b =  wst A  +  wst B : wst A —  wsi B : 

przeto
«4-6 wsU(y/-|- B)óos\Ą{A — B) sty 1[A-\- B) /jj\

dostj(y/+jŚJwst'^yi — B) sly^(A~B)
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ieszcze lo samo twierdzenie Euklidesa 5  i daie

2 be dost A  =  b2 c2 — a 2,
2 ac dost /1 — a2 4- c- — 6 2;

więc odciągnąwszy pierwsze od drugiego, otrzymamy

c(a.dost ll —  6.dost^) =  n2—  62 .

<7.dost B ; dost ; są dwa odcinki boku c , zrobio
ne przez pionową spuszczoną z- kąta C, temuż boko
wi przeciwległego : ft zatem

c :r t_p6 — a —  6:ndostZ? —  ó.dosly^ (lii).

Wszystkie więc trzy twierdzenia trygonometryi pla- 
skiey (I) , (11), (U l) daią się z lego samego poc ąt- 
ku wyciągnąć, z klórcgo wypadło zrównanie funda
mentalne trygonometryi kulisley.

Jeszcze lo samó twierdzenie § i nas uczy: że

a  . a  i ? -ł- c '- — a 2d o s ty J = -----  , ------2 bc

i — dostA = 2\vstzlA=
'ibcĄ-a2 —b- —c2_a2 —(b — ć)z

2 bc 2 bc

i _j_dost^=adosl2̂
,_ibc.Ą-b2 4-c2 — a2

ibc  =
_(bĄ -cy-a2

2 bc

rozebrawszy różnicę kwadratów na swoie mnożniki, 
i iedno zrównanie przez drugie rozdzieliwszy; otrzy
mamy

sty  Z2- A z=z
(a-\- b— c)(a +  c— b) _ 
(u — b -f- c) {b c —  ii)

podobnie
l l



(IV ) .

s l y 1 1  -6  —  (a- r  b  —  c )  ( 6  +  c  — a ) 
 ̂ a (o b 4- c) ( a +  c —  b)

s t y 'i C  =
(« -J- c—  b){b-\- c. —  
(rt̂ j- b 4- c) (a -j- b —

n)
c)

To piękne twierdzenie (IV) trygonomelryi płaskiej 
mato lam znane, dowiódł syntetycznie Robert Simson 
W swoiey trygonomelryi do początków Euklidesa 
przydaney (Patrz początki Euklidesa przełożone od 
Czecha wydanie igie k. 46g). Wyciągnąłem tu iego 
dowód analityczny ze zrównania przytoczonego w $ 1, 
a przez to okazałem; iż obiedwie trygonometrye daią 
się przez analizę wyprowadzić z Icy satney własności 
tróykąta proslokreślnego, którey dowiódł Euklides 
Vt podaniu X II, i XIII, Xięgi U.

Zrównanie (IV) wprost rozwiązuie zadanie trygono- 
metryi płaskiey: rnaiąc trzy boki tróykąta, wynaleśdź 
lego kąty. Jeżeli iedno z tych zrównać rozdzielimy 
przez drugie, i za kwadraty weźmiemy ich pierwiast
ki; mieć będziemy

' siy\A_a + c - 6  s\.y\A__a-\-b — c s t y _a-\-b — c
sty ̂ li b-\-c — a ’ sty~C b+c — a ' sty^C olj-c — 6 ’

zrównania podobne do tych, któreśmy  ̂ w §2 podali 
(*/)' (>„)> 2 różnicą, że w tróykącie prosto-
kreślnym boki, zamieniaią się w kulistym na wstawy 
boków : co iuż wiemy skądinąd.

fifi.5 W  tróykącie prostokreślnym J B C  fig. 5 ; ieieli 
z któregokolwiek kąta spuścimy pionową na bok 
mu przeciwległy, będzie powierzchnia lego tróykąta 
2<zcwst Bz— b̂c wst Azzz- âb wst C. Uważaymy 11. p. 
pionową z kąta C', spuszczoną na bok c; będą odcinki



boku c, fidos\A, ndosli?: ieli różnica adostfi —fidost^. 
W iem y iuż, że:'

az — fi2 =  c(a dast_B— fi.dost.//);
lest zas

b =
a. wst 7? 
wst A

(a2 — fi2) wst y/ 
wst {A—B)

5 więc a2-b'- =  c a ^ A - %  
wst ’

b. wsi C 
wst B

a  zatem

, , ,  (a2 — 6 -)wsiy^.wsl7? . , ,
i  ba w s i e l i ---— ĵ s b )---- ~ =  Powierz- troykęta.

W  tróykącie prosJokreślnym

a : b = z  wst A : wst B ;

W kulistym zaś

wst a : wsi 6 =  wst A : wst Bi 

a że biorąc tylko dwa wyrazy szeregu § i6

w strt= :a  —  r a ' i  wsi 6 =  fi —  ^ 6 ’ ; 

więc blisko w kulistym

wst A : wsi i ł  =  «(i — : fi(i— ^fi2) : 

skąd wypada

a
~b

wst A{ i fi2)
wst jo(i — i a 2)

(M );

Kąt między lukami, większy iest od kąta między cię
ciwami; więc żeby tróy kąt kulisty zamienić na pro- 
stokreślny z bokami tey samey długości; kąty pier
wszego bydź powinny zmnieyszone pewną ilością nie
znaną, którą nazwiemy x : będzie z (Al),
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wst.^(i —I b'-) : wst.B(i ~£az)— \vst(4 —x) : vrst(B-x)—  a : 6 

— wst^.dost a; — dost^.wslx : wsl/?.dostx — dostJS.wst x.

Rozmnożywszy skrayne i średnie, i rozdzieliwszy ca
łe zrównanie przez dustx, otrzymamy

£(a3— Zi2)w st ^ , w s t  B ~  s t y x . w s t ( ^ /— B)
—  b- wsl^/.dostZ?—  -|a2dost^.wst Zf)sly x :

drugi termin na drugiey stronie zrównania, iako bar- 
zo m ały, możemy opuścić, zostanie się

, , , , wsC/.wst B
styar =  | ( a * - 6 2) - p - g )  =  |  1 o wierz, troykąta.

Aze zamieniwszy tróykąt kulisty na prostokreślny 
tey samey długości boków, powierzchnia lgo będzie 
blisko równą powierzchni drugiego; bośmy dowiedli 
w j  18, że blisko P—  asty sty ic  wst A —  a 4 b ^cwst A
=  4 bc wst sł— ibawnt C. Powierzchnia zaś Iróykąta 
kulistego iest Pz=zA-\- B C — 180°, to iest przepeł
nieniu; więc x — \P. Skejd wypada to ważne i piękne 
twierdzenie; Jeżeli. w tróykącie kulistym złożonym z ma
łych boków względem powierzchni kuli, każdy kąt 
zmnieysz''my trzecią częścią przepełnienia; zamieni
my go na tr>vkąt prostokreślny tey samey powierz
chni: i obchodzić się z'nim możemy, lak z trójkątem 
prostokreślnym. Choćby nawet boki Iróy kąta zamy
kały ii den lub dwa stopnie, lo iest i5 albo 3o mil; 
ie^zcze to twierdzenie z wielkiem do prawdy przy
bliżeniem użyte bydź może w wymiarach ziemi: i roz
wiązanie trój.kątów kulistych przywodzi do trygono- 
mefryi plaskiey. Winniśmy to piękne twierdzenie 
znakomitemu Geometrze fraucuzkiema Le Gendre, 
który ie naprzód poda! bez dowodu w akiach ak ide- 
ruii nauk Paryzkiey roku 1787. Dowiódł go potem



w r. 1798 sposobem tu wyłożonym i objaśnionym.' 
W  tym samym roku De In Grcmge dał inny dowód 
tego twierdzenia, który przyjął Le Gendre w swoiey 
geometryi wydania 5. k. 4 16. Delambre Rasę du 
systeme metricgie 7 orne IJ p. y0y podał także inny 
dowód lego twierdzenia zależący na tern: że zmniey- 
szywszy każdy kąt troykąta kulistego trzecią częścią 
przepełnienia, przychodzi do zrównania: wsto : wstb 
■ ZZ- wsi A : wst B ; skąd wnosi, że tróykąt prostokreślny 
którego summa kątów =  180°, iest blisko równy tróy- 
kątowi kulistemu, maiącemu boki tey samey długości 
z prosiokreślnym.

Ta własność tróykąta prostokreślnego, że w nim 
summa wszystkich kątów iest zawsze stała i oznaczo
na; prowadzi do następujących zrównań. Ponieważ

A  +  B +  6’ = : 180°, C = i8 o ° - ( y /  +  B)-,

„  . , sty A  sty B
sty C z=—  sty (A +  B)z= --------—-— - --J \ j 1 —  sty A.sty B

z czego wypada:

sty A  -f- sty R -]- sty C —  sty A.sty B.sty C (A)

1 —  dosty B.dosty C -J- dost y^.dosly C -j- dosly^.dosty B :

i znowu gdy w zrównaniu (A) wyrazimy styczne 
przez wstawy i dostawy, wypadnie

wst A  •wst 7?. wst C — : wst A .dost /ł.dost C
-(- wst /?.dost y7.dost C -(- wst C.dosly7.dost B\

dost C.wst(y7-f/ł)+ w si C’dost(y7 — B)=2wslA\vstBwstC.

Z tych ieszcze wyprowadziłby można inne częstokroć 
w rachunku analitycznym przydatne tam, gdzie za
chodzą tróykąty prostokreślne: ale to iuź do zamiaru 
leraznieyszego pisma nie należy.
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R O Z D Z I A Ł  TRZECI.
P R Z Y S T O S O W A N I E  T R Y G O N O M E T R Y I  D O  

Z A D A Ń  A S T R O N O M I C Z N Y C H .

Ogólny widok rachunków astronomicznych.

$ 21 • -Poziom , Południk, Równik i Ekliptyka: 
są cztery płaszczyzny kół wielkich na kuli niebie- 
skiey, których szukamy położenia na każde mieysce 
ziemi: i dochodzimy w Astronomii, iak leżą ciała 
niebieskie względem łych płaszczyzn; bo bez lego 
nie moglibyśmy' poznać ich biegu. Przez obserwa- 
cye za pomocą narzędzi astronomicznych, wynaydu- 
iemy położenie gwiazd względem poziomu, południka, 
i równika; a wiedząc iak Jeży ekliptyka względem 
równika; od położenia gwiazdy równikowego, przy'- 
chodzimy przez rachunek trygonometryczny do po
łożenia teyźe gwiazdy względem ekliptyki. A iako 
ekliptyka iest drogą ziemi, czyli drogą pozorną słoń
ca; tak insze ciała niebieskie ruchome, maią własne 
drogi, po których bieg swóy odbywają: dochodzimy 
więc iak te drogi leżą względem ekliptyki i równika; 
a z położeń względem ostatnich, przychodzimy do 
poznania mieysc tychże ciał niebieskich na własnych 
ich drogach. Cała la sztuka odbywa się za pomocą
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łuków kóf wielkich przez ich bieguny lub inne puu- 
kta znane, i przez gwiazdy prowadzonych, przecinaią- 
cycli sią z'sobą, i robiących tróykąly kuliste. Astro- 
nomiia sferyczna zaymuie się prawie całkiem na
przód: ustawieniem i urządzeniem narządzi przypa- 
daiąeem do niektórych z tych kói: puw/óre: wynay- 
dowauiem wartości tuków i kątów prowadzących od 
iedmcli kói do drugich, i do położenia gwiazd wzglą
dem ty cli kół; a stąd do porządku, w lakirn są uszy
kowane na niebie: i do fenomenów rozmaitych, z te
go porządku i położenia wyiiikaiącyeh. Uważany 
wiąc naprzód w Astronomii wszystkie biegi iakby 
kołowe: wystawiamy sobie kulą umysłową na niebie, 
na klórey się te wszystkie koła znaydnią: i szukamy, 
iak ciało niebieskie wzglądem nich leży. Odmiana 
mieysca wzglądem tych kót w każdym czasie danym, 
pokaźnie nam bieg ciało niebieskiego pozorny, to 
iest luki, iaki sią widzieć daie: z którego Mechanika 
dochodzi biegów rzetelnych; przyczyn, które ie spra- 
wuią, odmian; którym podleguią; praw, które zacho
wują; dróg prawdziwych, które są od tych ciał opi
sywane; czasu, w którym sią te biegi kończą i ruz- 
poczynaią. Zbiór tych wszystkich wiadomości od la
nia nam ua niebie dzieie Przyrodzenia przeszłe i przy
szłe; ho z nich dochodzimy w pewności, iakie były 
olyoty, położenia, i z nich wypadaiące fenomena ciał 
niebieskich w wiekach które upłynąły, i w wiekach 
które maią nastąpić. Ten iest krótki i wierny obraz 
główuńeyszych zatrudnień astronomicznych.

W e  wszystkich zadaniach, kLóre rozwiązywać bę
dziemy, ciągle mieć będziemy na uwadze tróykąt ku
listy, którego kąty A, B , C'; boki iin przeciwległe 
rt, ń, c; i w którym iak boki tak kąty przechodzić 
będą przez różne nazwiska w Astronomii uży wane.



W prow adzaiąc te nazwiska boków i kątów w zró
wnania trygonom etryczne, wyciągać z nich będziemy 
i  dowód .używanych w Astronom ii sposobów, i roz
wiązanie pytań. Nazywać zaś statecznie będziemy

W znoszenie się prosto gwiazdy przez a
Zboczenie gwiazdy
Szerokość geogruticzną mieysca 1 1
W ysokość gwiazdy •/.
Długość gwiazdy ).
Szerokość gwiazdy y

Inne nazwiska pokażą się niżey.

I. POŁOŻENIE GWIAZD WZGLĘDEM POZIOMU, 
POŁUDNIKA, i RÓWNIKA.

Kąt godzinny, poziomołuk, i kąt parallaktyczny.

§ 22. Jeżeli w tróykącie A 1 1 C na fig. 2, A  iest 
biegunem świata czy li rów nika; B zenith mieysca 
ziemskiego; C gwiazdą; luk BA  czyli c iest lukiem 
południka. Maiąc tey gwiazdy znane zboczeuie /?, 
będzie bok b iego dopełnieniem, to iest 6 =  90°—/?; 
znaiąc przytem  szerokość mieysca 11, i wysokość 
gwiazdy z ; dopełnieniem pierwszey będzie 0 =  90° — / / ,  
drugiey bok « = 9 0 °  — *. W ięc w tróykącie ABC  zna
ne są wszystkie boki a, b, c ; z nich za pomocą zró
wnania (i') § 2 wynaydzieiny kąt A, który iest ką
tem godzinnym pokazujący m na rów niku, iak daleko 
gwiazda iest odległa od południka. Zrównanie 
da nam kąt B czyli poziomołuk (afim uth) pokazuiący 
na poziomie odległość gwiazdy od południka. N a- 
koniec zrównanie (1"') okaże kąt parallaktyczny C da- 
iący położenie gwiazdy względem równika i pozioma 
razem , wielkiego użycia w rachunku zaćmień.
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Przykład. W  W ilnie, gdzie szerokość mieysea 
77=  54°4 1' a" a zatem c = 35° iS '58"; i Alaia r. 1819, 
kiedy słońce miało zboczenie północne j4°57' 52", a 
zatem było b =  75° 2' 8", wzięta b)ła wysokość słońca 
po południu 35°3o'; a zatem n =  54c3o': iakiż był 
W tenczas kąt godzinny słońca? iaki iego poziomo-

łuk? i iaki kąt parallaktyczny? — ----=  47° 6 '35"

a +  c —  /> 
2

5 -f- c —  n 
2

=  7° 23' 25"; 

=  27° 55' 33".

i ± A ± _ c =  82° 25' 33"; 
2

Zrównanie (1') $ 2

J. wst(47° 6 '35") =  9,8649015 1. wsi (82° 25' 33') =  9,9961947
1, wst (7° 23' 25"; =  9,1093332 1. wst (2 70 55' 33")=9,6705503

8,9742347 9,6687450;
9,6667450
9,3074897; tego połowa 9,6537448= 1.s ty ^ f 

\Ar=. 24° i 5' i 4",5 7̂= 48° 3o' 29": ten łuk zamieniony 
na czas; daie 3®' i 4' 2", po południu.

W ynayduie się poziomoluk (azimuth):
]. wsi (27® 55’ 33") =  9,6705503 1. wst (82° 25' 33") =  9,996194 7

1. wst (47° 6' 35") =  9,8649015 1. wst (70 23' 2 7") =  9,1 op3352
9,53545i 8 9,1055279
9,1055279
0,4299239; połowa 0,2149619=!. s ty i/ ł;

1 B = 58° 38' 2", 7ł =  i i 7° 16' 4".

W ynayduie się kąt parallaktyczny słońca:
1. wst(7° 23' 25") —  9,1095332 1. wst (82° 25' 33") =  9,9961947

1. wst (270 55' 33") =  q,67o55o3 1. wsl(47° 6' 33") =  11,8649015
8̂ 79883T  9,8610962
9,8610962
8,9187873; połowa 9,4593936=1. sty^ C ; 

i  C =  i 6° 3' 59", C =  3ac 7' 58".
12



IPysokość gw iazdy przez kąt godzinny i 
zboczenie.

§ 2 3 . Zuaiąc zboczenie gwiazdy, i kąt iey go
dzinny A , w mieyscu znaney szerokości; marny 
w tróykącie ABC  dwa boki 6, c, i kąt między niemi 
zawarty A ; wynaydziemy wysokość gwiazdy 900 — 
przez zrównanie fundamentalne

dosta=vvsL6.w stc.dosty/ -J- dosló.dostc (1)

ale że to zrównanie iest niewygodne do rachunku 
przez lo g an lin y , moglibyśmy użvć na to zrównania 
(m) lub (n) §8: atoli zrównanie (1) da się ńa wygo- 
duieysze przerobić. W prow  adźmy za a. Z>, c, ich wła
ściwe znaczenia, to iest 6 — 9O '—fi; 0 = 9 0 °  — 
az=z 90° — x ; zrównanie (1) wyraża się

w s tz =  dost^.dost ifiT.dost A-\-wsl/9 .w s t/f
=  w sl//(w st/?+  dosty UAoslAAo&lfi) ;

połóżm y
dosty HAostA — sty y ,

w.<n y— WsL. — wst {(fi 4 - fi) na wysokość gwiazdy. 
d o s t y  T

Przykład. Niech będzie / ? = i 4 °5 7 '5 2 ", / 2 = 5 4 ^ 1 ^ ,  
^ = 4 8 ° 3 o '29". Szukayroy naprzód y

1. d o s t y / / = 9 ,8 5 o3 i6 4  1. w s t / / = 9 , 9116769
]. dost A — 9,8211906 1. wst(y +  fi) =  9,80904 17
1. s ty y — 0,6715 i 20 c. 1. dosty  = r o,o4 3 ,2 3 3 5

y  =  a5 ° 8 ' 37", 1. wst* =  9^6¾ ¾ 21
y  +  fi =  4o° 6' 29": x =  3 5 ° 3 o' o".

9 °



Łuk pó ł dniowy farcus semidiurnus): wschód
i zachód g w ia zd : ich bawienie się nad 

poziomem.

§ q4. Jeżeli w zrównaniu fundamentalnym (i) 
•dleglość gwiazdy od zęnilh to iest « =  9o""'; gwia
zda będzie na samym poziomie czyli wschodząca': 
wtenczas d o s ln = o ;  i zrównanie (i) zamieni się 
na o =  wst6.wstc.dost A  fi- dosfń.dostc; a że 
b —  9O0—  /9; 0 :=900—  / / ; więc

d o s t ^ = — sly^.sty H\ luk pół dniowy.

Kąt godzinny A  w tym przypadku obeymuie cały łuk, 
który gwiazda w biegu dziennym opisuie od wschodu 
aż do swego południa: i nazywa się lukiem póldnio- 
u>ym (arcus semidiui nus). leżeli gwiazda ma zboczenie 
póliiucne; fi iest dodałne: a zatem i iego styczna; bo 
zboczenie nie może bydż>gO°: a zatem kąt A  iest 
koniecznie rozwarty. Jeżeli zboczenie gwiazdy iest 
południowe; fi iest odiemne i iego styczna: k ą t  zaś A  
iest ukośny <90°: więc dla mieszkańców północnych 
Wszystkie gwiazdy północne diużey bawią nad po
ziomem iak 12 godzin; wszystkie zaś gwiazdy połu
dniowe krócey.

Zrównanie dostz/=r —sty/9.s ly /7  służy na racho
wanie w'schodu i zachodu gwiazd, i iak długo każda 
bawi, nad poziomem iakiego mieysca ziemskiego: co 
iedynie, iak widzimy, zależy od szerokości mieysca, 
i od zboczenia gwiazdy.

Przykład. Igo. M a i a  1819 r o k u  n. s. s ł o ń c e  weszło ' 
W i ln ie  ze z b o c z e n ie m  p ó l n o c n e m  i 4 c 4 9 ' 4 6 " ;  z a 
sz ło  m a i ą c  z b o c z e n ie  i 4° 58' 54". Jakaż b y ł a  godzina 
w s c h o d u  i z a c h o d u ?  i iaka długość dnia?

9 i
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1. sty ( i4° 49' 46") =  9,4228544
I. sty (54° 4 1' 2") = o , i 4y6836 

na wschód I. dost.^ =  g,5725380—
A —  180’  — (68°3 'i9 ")= : m ° 58' 4 i".

1. sty ( i 4° 58' 54") =9,4274963
J. sty (54c 4 1' 2") =  0,1496836 

na zachód 1. dost A  = — 9,5771799.
A  =  1800 — (67° 48' 25") =  1120 u ’ 35".

Te luki zamienione na czas, czyli rozdzielone przez 
i 5 , daią czas prawdziwy

h i °58'4 i" = 7̂ ‘ 27' 54", 7 *4 ’̂ 32' 5",3 god. prawd. wsch. słońca 
112 11 35 = 7  28 46 ,3 godzina prawdziwa zachodu słońca.

i 4- ‘ 56' 4 i",o długość dnia w W ilnie.

*4 '̂ 3a' 5", 3 = :  i2^‘ —  (7^’ 27' 54", 7).

Naywiększe zboczenie słońca tak północne iak połu
dniowe iest 23° 2 7 '56" = ± / 9; iokiż naydluższy i nay- 
krótszy dzień w 4\ ilnie w czasie przesilenia dnia 
z nocą?

1. sty (23° 27' 56") =  9,6375875 
1. sty (54° 4 1' 2 " ) =  0,1496386

1. dost A —  9,7872711 =+=

Na przesilenie letnie ^ =  127° 47' 14" =  8~' 31' 9": 
zimowe 52° 12' 46" = 30’‘ 28' 5 i".

Ponieważ A  iest luk półdniowy, trzeba go podwoić, 
żeby otrzymać dzień cały; więc w W ilnie długość 
dnia naywiększa w przesileniu lelniem \-f' 2' 18", 
dzień naykrótszy w przesileniu zimowern 6°' 57' 4a". 
T u  dzień uważa się od wschodu do zachodu Słońca.



Rozważmy ieszcze zrównanie na Ink półdniowy 
d o st^ f=  -siyfisty //. Zęby gwiazda w miejscu ja
kiem nigdy nie zachodziła; trzeba żeby iey łnk pół- 
dniowy b y l=  i8o°: kiedy ^ = 1 8 0 ° ; dosty/—  — i ; 
więc naprzód fi musi bydź koniecznie dodotne i st\ fi 
—  dosty//: przeto na póikuli północney, gwiazdy 
północne maiące zboczenie albo równe albo większe 
od dopełnienia Szerokości mieysca, nigdy w lem 
mieyscu nie zachodzą. W  Wilnie te gwiazdy nie 
zachodzą, których zboczenie północne albo równe 
albo większe iuk 35° iy'.

Zęby znowu gwiazda nigdy nie wschodziła i nie 
była widzialną w iakiem micysru ziemi; kąt godzin
ny A  b y dź powinien zei-o: kiedy A — o,  d o s f  A —  ■ t 

i zrównanie nasze — sty/9.sty H —  i ; więc fi musi 
bydź odiemne; to iest zboczenie południowe, i —sty/? , 
=  dosty H  wszystkie więc gwiazdy południowe, któ
rych zboczenie równe albo większe od dopełnienia 
szerokości mieysca, widziane w tein mieyscu na pół
kuli północney bydź nie mogą.

Ale ieszcze A  bydz może zero albo 180'; a zatem 
dost^= = t : i ;  kiedy fi biorąc za stateczne, odmieniać 
będziemy II. czyli szerokość mieysca: i sty //zr=t dosty fi 
to iest. kiedy fi, I I , będą tego samego lub różnego 
nazwiska. Na półkuli więc północney każda gwiazda 
maiąca zboczenie północne zachodzić nie będzie na 
tern mieyscu ziemi, którego szerokość równa się do
pełnieniu zboczenia gwiazdy: gwiazda znowu połu
dniowa tego samego lub większego zboczenia, widzia
na bydź nie może na tómże mieyscu ziemi.

Kiedy / / = 0 , mamy położenie proste sfery: tom 
sty .//==0, d o s ty / = o , a zatem s l—=90°: więc dla 
mieszkańców pod równikiem wszystkie gwiazdy iakie-
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gokolwiek zboczenia, tyle bawią nad poziomem, ile 
pod poziomem, lo iest każdey dzień, iest równy nocy.

Kiedy {3=0, gwiazda iest na równiku: sly/?=o, 
dostfi =  o, A~(jO-. więc gwiazdy leżące na samym 
równiku, dla wszystkich mieszkańców zjemi są wi
dzialne, i tyle bawią nad ich poziomem, ile pod po
ziomem.

Na sferę równoległą z tróykąta A f iC  nic nie mo
żna wyciągnąć; bo lam A schodzi się z f i ,  to iest 
zenilli z biegunem Świnia; i calv tróykąl zamienia się 
na luli a, który iest razem kołem zboczeń i wyso
kości.

Obszerność tuschodnia i zachodnia.

§ 25. Zrównanie fundamentalne $ 2 na kąt fi
, „  dosfń — dostn.dostc . . .  . , ,,aosLLizzz--------- ---------------- daie kąt w zemtli, albowsŁa.wstc

luk na poziomie; kiedy gwiazda wschodzi lub za
chodzi r t ^ g o ’ , dostnizro, w s t a = i ;  wtenczas

dost bzrównanie na f i  slaie się dost f i  =
w st c ’ aze

ń =  gO°-/?, c =  g O ° - / / ;  więc dost f i  —  -/ - --4/-
dost Jrl

Kiedy f i  — go0, doslfi =  o, a żalem wst/9= :o ,  to 
iest, gwiuzda nie ma żadnego zboczenia i iest punkiem 
równika. Punkt ten, w którym od równika przecięty 
iest poziom, nazywa się prawdziwym wschodem i za
chodem: iest otębiegunem południka, i równo, to iest 
na go , oddalony iest od iego strony północney i po- 
łudniowey. Same tylko gwiazdy na równiku leżące 
w tych punktach wschodzą i zachodzą. Gwiazdy któ
re muią różne zboczenia, każda winnym punkcie po-
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ziomu wschodzi: i zachodzi luk poziomu zawarty mię
dzy prawdziwym wschodem, i wschodem gwiazdy, na
zywa się tey gwiazdy obszernoacią wschodnią (am
plitudo ortiva), a na stronie zachodu obszernością 
zachodnią (amplitudo occidua). Kąt B w zenilh, ró 
wny będąc lukowi poziomu zawartemu między połu
dnikiem i punktem wscbodzącey gwiazdy, iest d o p e ł 

nieniem obszernośei wschodniey lub zachodniey: 
a zatem ;

wstawi obszernośei wschodniey =  •

Przykład. Słońce w czasie przesilenia dnia z no
tą  ma zboczenie 2 3 ° 27' 5 6 ". Jakaż iego natenczas 
•bszerność wschodnia w W iln ie?

1. wst(2.3° 27' 5 6 ") =r 9,6000987 
].dost(54° h i  2") =  9,7619933 
1. wsi (obs. wscli.) —  9,6001004;

obszerność wschodnia słońca 4 3 ° 3 2 '  12" ku stronie pól- 
nocney południka wiecie, a ku południowcy w zimie.

Odmiana kąta godzinnego i poprawa południa.

§ 26. Kąt godzinny służy nam do oznaczenia po
łudnia, i do poznania biegu zegaru ; ho słońce z rana 
i  wieczór w równey od południka odległości, ma tę 
sarnę wysokość. Ale że słońce odmienia w każdey 
godzinie zboczeuie, za którem idzie odmiana kąta 
godzinnego; więc albo na tę sarnę wysokość wziętą 
rano i wieczór może bydź inny kąt godzinny, albo 
na ten sam godzinny inna wysokość. Dla tego bio
rąc tę sarnę wysokość słońca rano i wieczór, żeby 
anaieśdź moment po łudn ia , trzeba poprawić k(ąt go-



g6- —

dzinny dla odmienionego zboczenia. Ponieważ w tró y -  
kącie AHC, A  ie.sL biegunem świata, B  zetnth, a C 
inieyscein gw iazdy; pamięlaiąc o tein, że (7 =  yu° — z, 
b =  y o °—/ ? ,  <: =  yo° —/ / ;  zrównanie fundamentalne 
( i )  na kąt godzinny A  będzie

, , doslrt — dostń .dostc w stz — wsi ?.wst Tldost A  ■ =.------------------------ =  , — :
w sto.w slc dosl/j.dosl77

to iesl:
w stx —  wsi fi.wstH— dost/?.dost77.dosl A  =.o.

Rożnicuymy to zrównanie odmieniając A ,  •/?; a bio
rąc z , 7/, za stateczne

— d(̂ .dost j.wst//-j-d(j.wst(7.dost//.dostv7-|-d.7.\vst>7.dost(?.dost//=: 0,

a zatem
d A  =

f s lv /7  sty/?j 
i wst A  siy A  i '

Tu d fi wyraża odmianę zboczenia między czasem, 
dwóch obserwacyy, ranney i wieczorney. Z lego 
zrównania wyrachowane są tablice na poprawę po
łudnia wyciągnionego z równych wysokości słońca. 
Ponieważ południe pada w środku między obserwa- 
cyą ramię i wieczorną; nazwiymy czas zegaru na 
óbserwacyą ranną ’1\ przeciąg czasu między obser- 
wacyami J , luk d A  rozdzielmy przez i5 , żeby go 
zamienić na czas; kąt A  odpowiada czasowi f J, czyli 
iest zamienione na łuk; więc będzie

czas prawd, południa = 2 ’4- * J ------_d ;?(—
1 r  2 . 1 0  ' J^WS

tv//
LA

stŷ l
i , lyAj

Przykład. 3o kwietnia i8 ig n. s.; wzięta wysokość 
słońca zrana, i zegar skazował 10*' 33' 27".

na tę sarnę wysokość po południu 2°' 6' 44", czyli i4 6 44

J =  3^ 33' 17".
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i  J =  i5" 46 ' 38", 5 ; A =  26° 39’ 37".

Zboczenie słońca w czasie wysokości 
wieczorney 14® ‘ 36' 9"
ranney i 4 3.3^ 5 ,5  =  /9 
różnica 3' 43", 5 =  163" ,5.—  Aft.

1. sly H  =  0,1496836 1. sty —  9,4144398
1. wst A=^ 9,6519556 l .s ty y / =  9,7007722

0. 4977280; 3, i 46 9,71366765 0,517
.—  0,517

2,629.

1. 2,63 =  0,4199557
1. 163.5 =  2,2135178 
c. 1. 3o =  8,5238788

1,1563523; i 4",33.

Czas zegaru na obser. ranną T —  iog' 33' 27"
__1 46' 38 ,5.

Południe niepoprawne 12 20 5 ,5.
Poprawa —  14 ,3.

w czasie zegaru południe prawdziwe 12 '̂ 19' 5 i",2

Można użyć tego samego zrównania na oznaczenie 
północy, z obserwacyi wieczorney iednego dnia, i 
ranney dnia następującego: ale trzeba kąt A  powię
kszyć 1800, i będzie

Czas pr. półn
sty H stv fi

a .i5 'J | w st(i8 o °+ ^  s ty c io o ^ ^ )i

i 3



II. POŁOŻENIE GWIAZD WZGLĘDEM RÓWNIKA 

I EKLIPTYKI.

JVynalezienie długości i szerokości gwiazd, ze 
zboczenia i wznoszenia się prostego.

§ 27. Niech w tróykącie A B C  (fig. 6 Tab. II) A  
Wyraża biegun równika y D Q \  łł biegun ekliptyki 
y  LP: C mieysce gwiazdy. Kolo wielkie , którego 
bok BA  iest iest lukiem, wiemy że iest kołem wrę- 
bnem przesileń (colurus solslitiorum) maiącem za bie
guny punkta równonocne, iakim tu iest y , od któ
rego rachuią się długości gwiazd na ekliptyce, a ich 
wznoszenia się proste na równiku, y  D iest wznosze
niem się proslóm a gwiazdy C ; CD  iey zboczeniem /¾ 
y l  iest teyże gwiazdy długością ź,; CL, iey szero
kością y. y P = y Q  —  ()0°. Kąt B —  I s P ^  900 — A; 
kąt B AC —  1800 —CAP-, CAPzzz 900 — a: Więc kąt A  
trójkąta BAC —  g0°4 -«. Kąt C  nazywa się w astro
nomii kątem położenia (angulus positionis), B A  czy
li c iest pochyłością ekliptyki, którą zawsze nazywać 
będziemy w, W  tróykącie więc teraźnieyszym BAC , 
C=10, a — — b =  kąt sJ=zyo°-\-u, kąt
Jł =  90° — A.

Znaiąc pochyłość ekliptyki, wznoszenie się proste, 
i  zboczenie gwiazdy; iakże wynaleśdź iey długość i 
szerokość? To zadanie w naszym tróykącie znaczy, 
że maiąc kąt A  i boki go zawieraiące 6, c; trzeba 
wynaleśdź bok a i kąt B. Zrównanie (1) fundamen
talne trygonometryi § 2 daie

dostn =  wsi ó.wst c.dost A  Ą- dost6.do.st c :

wprowadźmy teraźnieysze wartości boków i kątówj 
fŁUiiętaiąc, że gdy Az=yo° -J- cc: dosl^ =  —  wata,

9 »



w st^ /z r: dosta § 22 A lgebry, a zrównanie ostatnie 
zamieni się na

wst y — — dost/?, wst w.wst u - f  wst/J.dost»
=z w si /9  (dost w — wst w.dosty/9 .\vslcc). 

Połóżm y dosty /9. wst u =  sly (p
wst (ł . ,  ,wst y — ̂  1 - (dost w.dost (p — wst w.wst cp) :]

a  przeto

wst y =  dost (cp +  w) na szerokość gwiazdy.

Z tychże samych boków 6, c, i kąta s ł , chcąc wy- 
naleśdż kąt B, użyym y zrównania ti'zeciego główne
go § 5 : które iest

dosty i.w stc  =  dostc.dost A  w st^ .d o sty  B.

W łóżm y w nie znaczenia leraźnieysze boków i kątów, 
a otrzym am y

sty/?.wst w — — dost w.wst a +  dost a.sty ż.; '
9 zatem

, sty/?.wstw +  dostw.wst« . . . .  . s l y  [i . .*ty?.=—•-!-------- - -------------zz>sty«(dostw4 — — wstw)J dosta  J K ' w sta  *
Połóżm y

c h r  i  #
=z dosty<p,w sta  dośty/?.wsta 

« zrównanie zamieni się ną

* sty  l  =  wsi (cp -(- w) na długość gwiazdy.

Przykład. Arcturus gwiazda północna ma w ro 
ku 1820 wznoszenie się proste a =  211° 5 i ’ 4 5 ": zbo
czenie północne /9  =  20° 7' 28". Sirius gwiazda po
łudniowa ma wznoszenie się proste « =  99° 18 18": 
zboczenie południowe — /9 =  j 6° 28' 3 3  ": iakaź ich

9 9
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długość i szerokość? Pamiętaymy że zboczenie pól~ 
nocne iest dodatne, południowe odiemne: a zatem 
tego ostatniego wstawa i styczna odiemne, dostawa 
dodatna. Żeby odciąganie logarytmu zamienić na 
dodawanie, częstokroć biorę iego dopełnienie aryt
metyczne, które wyrażam literą c przed logarylmem 
położoną. W  rachunkach astronomicznych osobliwie 
używaiąc kątów posiłkowych można popełnić wielkie 
om yłki, biorąc kąt niewłaściwy pytaniu, i dla lego 
radzę ściśle się pilnować znaków =±̂  służących lini- 
iom trygonometrycznym; które wedle prawidła w$ 12 
podanego, ułatwiaią wątpliwość, kiedy iey nie uła-* 
twiaią albo warunki zadania, albo inne z pewnością 
znane kąty i luki do pytauia wchodzące,

Rachunek na Aritura\ cc =  2110 5 i ' 45", /3=  20°7' 28", 
co =  a3° 27' 54", Szukaymy naprzód kąta cp:

1, dosty (20° 28") =  0,4360068 4-
1. wst(211° 5 i' 45") =  9,7225878 —-

1. sty ą —  0,158544 j —  w 4 kw. 
(f> —  36o’ —(55° 1.4' o") =  3o4° 46' o" 

w —  23 27 54'  
c p t o  —  i 3 ’ 5 4 "

1. sty (2 u 0 5 t ' 45") =  9,7985096 4. 
i. wsi (ęp 4- co) ~  9,72138()8 — 

c, I, wst cp —  o,o854o24 —
1. sty A =  9,6002988 -h w 3 k w. 

A= 180’ -  ̂a i” 43' 17"=  b'5- 2i° 43' 17" długość ArLtura.

1. wst (qo° 7' 28") —  9,5366346 4- 
i. dost [cp 4- ¢0) =  9,9298128 4- 

c, 1, dost cp =0,2489456 4.
1. wsty rr  9,7 100930 4- 

Szerokość północna y =  3o° 5 i' 43'
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Rachunek na .Szrynsa; <*=99° 18’ 18": — ^— 16" 28' 33".

1. dosly (160 28' 23") =  0,5290683 —
1. w s l ( 9 9 °  18' 1 8"; =  9 , 9 9 4 5 4 7 5 +

l.sly (f —  o,5q33i 58—  w 2 kw,
a z =  i 8o ° - ( 73° 18' 59") =  1 o6° 4 1' 1"

o) =  23° 27' 54"
(p-\-w =  i 3o° 8' 55"

J, sty k =  0,7855645—  *
1. wsl(<p-f-w) =  9ł8833o6 i _j_

C. 1. w st( f  =  0,0186777 -j-
1. sty ?. —  0,6875483—  w 2 kwadr.

Długość Siryusa ż .=  i8o°—(78° 23' 48")
=  1010 36 ' i2" =  3J' i i 0 36 '12" .

I.wst(i6° 28' 33") =  9,4527229 —
1. dost (y> -|- w) =  9,8094064 —  

c. 1. dost (p =  o,5419872 —
]. wst y =  9,8011165 —

Szerokość poIudn,&VjM say=: 39° 33' 57",

Wynalezienie wznoszenia się prostego i zbocze-
Tiia, z długości i szerokości.

§ 28. Jak do zadania dopiero rozwiązanego pro
wadzą nas obserwacye; tak używanie tablic na biegi 
ciał niebieskich wiedzie do zadania na odwrót, to 
iest: znaiąc długość i szerokość gwiazd, wynaleśdź 
ich wznoszenie się prosie i zboczenie? czyli położe
nie znane względem ekliptyki, zamienić na położe
nie względem równika. W  tym samym tróy kącie 

fiC (Hig. 6) zachow ując te same nazwiska boków i ką
tów, polrzeba nam z wiadomego kąta B  i dwóch bo
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ków n ,c ,  wynaleśdz kąt A  i bok b. Zrównanie fun
damentalne duie nam

dost b —  dost Zł.wstn.wst c-\- dost a.dost c:
aze

b —  go°— n =  90° — y, c —  w;  ^  =  9 0 ^ -A: 

te wartości zamienią zrównanie ostatnie na

wst/9=  wst A.dosty.wst w +  wsty.dostw (Z)
—  wst y(dost co +  wst A.dosty;/. wst w).

Połóżm y •.
, , wst A

wst A.dosty 7 =  =  sty cp,

a otrzymamy

w s t d o s t ( y ’ — u) na zboczenie gwiazdy*

Na znalezienie kąta A  mamy zrównanie 3 głó
wne § 5 ,

skąd

aze

dosty n.wstc =  doslc.dost B  -f- wst B.dosty A\

dosty A  —
dost v rt.wst c —  dostc.dost B 

wsi B

^ — 9 0 ° + « ,  d o s ly ^ =  — sty«, 0 = 9 0 ° — y, c =  w; 
B = yo°— A; więc

— sty y. wsi w 4- wst A.dost w
sty « =  — dosTX-------------- *

=  sty A(dost w— wst w) (®)'

Połóżm y za 4= dosty cp\

a co na iedno wychodzi sty (f —
wst A

śłYr
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będzie
stv As ty « :=  — — > vvst(cp' -  w) na wznosz. się prosie giv.

J ws i <f

Na słońce, kiedy 7 =  0̂  mamy 
wsl /? wsi A.wsi to
slya  =  sl} A.dosten

Przykład. Maiąc na r. 1820 gwiazdy JrLtura długość 
6*‘ 2i°43' 11"—  szerokość północną 3o° 5 i' 43* = y ,  
pochyłość ekliptyki a3° 27'54" = w :  gwiazdy znowu 
Siryusa dłtigość 3* 11° 36' i 27'= A :  szerokość połu
dniową 3y° 33' 5f '  =  7 : iakież ich zboczenie i wzno

szenie się prosie :*

Rachunek na Jritura, naprzód kątd (fi- potem /?, a,

1. wst A =x 9,5683116 —
1. sty y =  9,77h4oo3-f- 
l.sly (f =z 9'79 *911 3— -w 4 kw\ 

^ ' =  36o0- (3 i°  46' i3") 
( p— w ^ z  3o4° 4 5 '53 .

I. wst y —  9,71009,¾ +  
ł. dosl(<// — w) =  9,756o33a -f*

c.l.dosl (f>—  0,0704963 -{-
J. wst [i =z 9,5366225 -4-

Żhocz. północ. ,^=20° 7' 26".

1. sty A =  9,6002984 +
1. wst (( f — ej) =  9,9146078 —  

c. I. wst (f —  0,2 785894 —
]. sty a =9,7934966 -f- w 3 kw. 

a —  bs' 3i° 5 i' 5o"

Rachunek na Siryusct A = i o i °36 12 y —  —  (39° 33 57̂ ).1

1. wst A =  9,99io327 +  h wst 7 =  9,8041 i 5 i —
1. sly 7 — 9,9171209—  l.dost (rf -01) =  9,4579988-
1.sty(f =0,0739118— w 2 kw, c.,1. dostf/ — 0,1905986—

J. wst,#=9,4527125—
tp' —  ! 80° -  (49° 5 1' 7 " )=  i 3o°8' 53'';
rp’_w =  io6° 4o' 5y". 5ib, połud./?= —(i60a8’32 ").
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1. sly A —  0,6875451 —
1. wst (if —w)z= 9,98 i3a33 -j- 

c. J. wst <p — 0,1166902
1. sty cc =  o,7»5oóOb—  w 2 kw.

a  —  l8o° — (8o° 4^ 41",5)
—  99° 18' 18”,5. W zn. pr. gw.

Odmiana roczna w położeniu gwiazd.

§ 29. Cofanie się wsteczne punktów równono- 
cnych wynoszące na rok 5o",i powiększa o tyleż co
rocznie długość gwiazd, nie naruszając ich szeroko
ści. Za odmianą długości, idzie odmiana wznoszenia 
się prostego, i zboczenia gwiazdy, którą potrzeba 
wynaleśdż, żeby z położenia gwiazdy na pewny iaki 
rok, znalesdź iey położenie na rok inny, i nawet na 
jakikolwiek dzień roku. .Na len koniec weźmy § q55 
zrównanie (Z).

wst/9 :=: wst A.dosty.wstw 4. wstj/.dostw.

Rożnicnymy ie uważaiąc y, co, za statecznej /9,A, za 
ilości odmienne :

d /?.dosl/?z= d A.dost A. dosty.wst w,

. „ , ,  dostA.dosty.wstwd / ? = d A ------- -— i ------- :
dost fi

aże w tróykącie A l i C  pierwsze zrównanie główne 
§ 3 daie

w s t^  ws t l i  . dost cc dost A
=  — 7 ,  to lestwst a  wst 6 dosly dostał’

Więc

<1/3 —  d A,dost a.wst w (k) na odmianę zboczenia.
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ze zrównania przedostatniego wypada dost a. dost/?— 
dostA.dosty =  o zrównanie ważne, dosyć częstego 
w analizie aslronomiczney użycia.

W eźm y teraz z § poprzedzającego zrównanie (D)

sty a.dost A =  —  sty y.wstw +  wsi A.dostw :

rożnicuymy ie co do a, A,

d a.dost A . ,  , , , , . .
— . —------- dA.sty a.wst A =  d A.dost A.dost w,dost2« J

da =  d A(dost w — dost w.wst2a -f- sty A.wst a.dost a).

Aże wtróykącie A B C  zrównanie 3 główne §5  daie

dosty 6.wstc =  dostc.dosty^-[- wst^.dosty i ł ;

to iest włożywszy za boki i kąty tu im właściwe 
znaczenia

sty/?.wstw =  —  dost w.wst a +  dost a.styA,

co wprowadziwszy w zrównanie na d a ;  otrzymamy

da= d A (d ostw + w si w.wsta.wsta.sty/?) (k') na od
mianę wznoszenia się prostego.

W szystko teraz zależy na oznaczeniu dA, czyli na 
wartości odmiany, którą ponoszą gwiazdy w długości 
przez cofanie się pn‘nklów równonocnych: a która to 
wartość wyciąga się z porównania obserwacyy nayda- 
wnieyszych z teraźnieyszemi w astronomii sferyczney; 
w fizyczney zaś z wypadków rachunkowych najza
wilszego zadania, które naypierwszy rozwiązał Da- 
lembert. Kładąc tę wartość za dA w zrównania (k), 
(k') otrzymamy odmianę roczną wznoszenia się pro
stego i zboczenia. Ważna korzyść tych zrównali za
wiera się w tem; że w nie nie wchodzi aui długość

. 14
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ani szerokość potrzebujące rachunku; ale tylko «, /9, 
które się przez obserwacye wynayduią. Ponieważ 
zrównanie (k) zależy od dosl«; odmiany roczne zbo
czenia są dodalue dla wszystkich gwiazd północnych 
leżących co do wznoszenia się prostego w pierwszey 
i czwartey ćwiartce kola: są zaś te odmiany odieinne 
dla gwiazd północnych leżących w drngiey i trzeciey 
ćwiartce kola. Przeciwnie gwiazdy południowe, gdzie 
(i iest odiemne, maią odmianę zboczenia w pierwszey 
i czwartey ćwiartce kola odiemną; w drugiey i trze
ciey dodainą: co nam tłumaczy przemianę znaków, 
iaką widzimy przy odmianie roczney zboczenia w ka
talogach gwiazd.

Pierwszy termin odmiany na wznoszenie się prosie 
dż.dostw, iest wszystkim gwiazdom spoiny: drugi 
więc tylko termin należy rachować na każdą gwiazdę. 
Uważaliśmy w tym rachunku pochyłość ekliptyki w 
iako stateczną, kiedy ta podlega także maley odmia
nie wynoszącey 5o" na sto czterdzieści la t: a zatem 
lia ro k —o",357 czyli 36" na lal sto: co iest skutkiem 
działania planet na sferoidę ziemską. Zęby i tę od
mianę w rachunek wprowadzić — o",357Wstw= — o', id2: 
ta ilość odciąga się od pierwszego terminu dżdostw: 
z resztą wykonywa się rachunek w /.równaniach ska
zany. Drugi termin odmiany na wznoszenie się proste, 
ponieważ zawisł od wstcr, i sty/9; więc dla gwiazd 
północnych tych, klore leżą w pierwszey i drugiey 
ćwiartce kola na a , będzie dodatny; dla leżących zaś 
w trzeciey i czwartey ćwiartce « , będzie odieinny. 
Przeciwnie - dla gwiazd południowych będzie ten ter
min odieinny w pierwszey i drugiey; dodatny w trze-r 
ciey i czwartey ćwiartce kola na a. Te zrównania (k), 
(k') są wielkiego użycia tak w układaniu katalogu 
gwiazd, iako i winnych przypadkach: gdy z odmiany



iednego położenia, dochodzić chcemy odmiany dru
giego. Obiaśni się to przykładem na gwiazdach ar- 
cturus i sinus.

'Rachunek na ArLtura a^=2 i i 05 i ' 45"; +/9=20°7'28"; 
d /. =  5o"; 1;

I.d A = i,6998377+ l.d A = i,6998377 +
l.dosta=9,9290700—  1. wst «=9,72 35373—
l.wst «=9,6000890 +  1. wst «=9,6000890+

1.6/^=1,3289967—  17" l.sty/?=9,56.39932+
0,0864572—  3",858

1. d ; .=  1,6998377 +
1. d ost« =  9.962013o +

1. d dost w =  1,6023507; 45^987
, —  o", l 42

na wszystkie gwiazdy + 45",8 i5 
—  3", 858 

dcc = 4  1", 957

Odmiana roczna ArLtura d /? = — 17", na zboczenie; 
d« =  42", na wznoszenie się proste.

Rachunek na Syriusa «=99°i8'i8"; /?=  —(i6 ’28'33"); 
dA =  5o", 1; dAdosl&*= 45",815.

l . d ;  — 1,6998377+ 
l.dost«=9,ao8683o—
1. wst «=9,60008 90 -|-

1. d/9=o,5o85o97—
- - d / ? = + 3",225 na od

1. d ̂ =1,6998377 +  
1. w s ta = g ,99424 75+ 

1. wst «=9,6000890+ 
1. sty /?=9,4 7 09315—  

,zb. 0T765TÓ57 —

45",8i5
- 5",822

5",822

39">993
dcc~ 4o", na odmianę wznoszenia się prostego.

1 0 7
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Kąt położenia i iego odmiana.

§ 3o. Kąt położenia C w trój kącie A B C  (fig. 6) 
pokaźnie miejsce gwiazdy wzglądem równika i ekli- 
pt\ ki razem: możemy go wjciągnąć ze zrównania 
fundamentalnego

dost C — dostc — dost a.dost b 
wst a. wst 6

dost w — wsty.wst /?_ 
dosty.dost/?

albo możemy go ieszcze wj*ciągnąć z pierwszego zró
wnania głównego (a) § 3; gdzie mamy

to iest 

wst C :

wst C wst A  wst B
wsie wst a wsib

wst w.dost ci wst oj.dost), 
dost y dost/?

na kąt położenia.

Wynalezienie odmiany tego kąta, w którąby nie wcho
dziła ani dług..ść, ani szerokość; dosyć iest zawiła. 
W j  ciągnąłem ią atoli z lego, co sią iui dowiodło^ 
dosyć sposobem proslym. Różnicujmy zrównanie

_ wst'».dos!« , . . ,
wsi C = ------------- , uwazaiąc y lako stateczne:

d o s t /  -

d C.dost C = —  .
wst w.wst a 

dost

dost C.dost y =

da;

d o s t  io

d r — - wstw.wsta.da
dost C.dost y ’ 

• wst y. wst /? 
do7t“? '

Wprowadźmy z § a4 za wst y =  dost w.wst /?—  
Wst w.wst a.dost/?; z § zaś a6 ze zrównania (k‘) za 
d a :=  dź,(dost w -f- wst w.wstęe.sty/?): a otrzymamy

d C = -
wsl aj.wsta

dost/? d i  ną odmianę kąta położenia.



1. d i  = 1 ,6 9 9 8 3 7 7  +
1. wst u =  9,6000890 -p.

J. mnoźn. spólnego—  1,2999267 4*

Na Arllura 1. d X wst w =  1,2999267 +
I. wst a =  9,7225373 —  

c. 1. dost/9— 0,0273587 +
1. dc —  1,0498227— n ^ aifj  

dc =  +  ii",2i5.

Na Syriusa 1. d X wst w —  1,2999267 -f- 
1. wsi a —  9,99^24 75 4- 

c. 1. dosL/9 — 0,0182088 4-
1. d C =  1,312383^4- 20",53 

d c = . —  20",53,

Położenie zeniili względem równika i ekliplyki.

J 3 i. Zenilh i biegun świata nigdy nie schodzą 
Z południka jakiegokolwiek mieysca ziemi: ale bieguńł 
ekliplyki będąc punktem równoleżnika biegunowego, 
tak schodzi z południka i przezeń się przesuwa, jak 
punkla innych równoleżników biegiem dziennym opi
sywanych. Kiedy biegun ekliptyki znidzie z połu
dnika, znayduiąc się na stronie iego wschodniey, ekli— 
ptyka leżąc ukośnie do równika i poziomu, ieduą 
stroną spada pod równik na stronę południową; dru
gą zaś stroną wznosi się nad niego łukiem półno
cnym: fpołudnik więc w tym przypadku przecinaiąc 
leżącą nad poziomem eklipłykę, nie dzieli iey na dwie 
części równe; i punkt ekliplyki przechodzący przez 
południk, nie iest środkiem między iey punkiem 
wschodzącym i zachodzącym. Inaczey się rzecz ma 
z równikiem: ponieważ iego biegun zawsze leży na 
południku; więc ten przecina pionowo równika, 
i wszystkie koła dzienne gwiazd, dzieląc ie na dwie

iog
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części równe: to iest, luk wschodni, zupełnie iest 
równy lutow i zachodniemu, i gwiazda przechodząc 
przez południk, iesL w środku nieba między swoim 
wschodem i zachodem. I dla tegoto punkt górujący 
równika nazwali dawni wznoszeniem się prostem 
środka nieba (ascensio reda medii coeli): iestlo punkt 
równika będący razem na południku z punktem 
wierzchołkowym czyli zzenith mieysca: i llo leszcze 
kąt godzinny punktu równonocnego, od którego się ra- 
cluiią długości i wznoszenia się proste: iest iuk wzno
szenie się proste zenilh: ale że zenilh ani się podnosi 
ani spada, dla tego tego ostatniego nazwiska nie przy- 
ięlo: ieslto ieszcze położenie punktu równonocnego 
względem zenilh: zgoła iestto czas gwiazdowy (lempus 
sidereum) zamieniony na luk równika. Potrzeba wie
dzieć wszystkie te nazwiska, które nadane hydź mogą 
wznoszeniu się prostemu środka nieba. Nazywać ie 
zaw-ze będziemy M : i astro nomiia uczy; że

ił/:=w zn. pr. słońca +  czas prawd. zamieniony na luk.

Że zaś astronomowie dzień zaczynaią od południa ; \ 
więc czas prawdziwy po południu iestto kąt godzinny 
słońca: zrana zaś czyli przed południem, kąt go
dzinny słońca iestto dopełnienie czasu prawdziwego 
do 3'+ godzin: przeto nazwawszy 11 kąt godzinny
słońca, i przezeń wyrażaiąc J\1 , mamy

M  =  wzn. pr. słońca -|- P  na czas popołudniowy
31 ■ =. wzu. pr. słońca— P  na czas ranny:

Znaki zodynkalne idą od zachodu ku wschodowi; 
i w I \ rn kierunku rarhuią się wznoszenia się proste 
słońca i gwiazd. Kiedy 31 wyrażamy przez wzu. 
pros. słońca, rozumieć się powinno wznoszenie się
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prosie na czas rachunku; to iest odpowiadające cza
sowi prawdziwemu.

Zboczenie zenith czyli iego odległość od równika, 
ieslto lo samo, co szerokość mitysca; a żalem szero
kość mieysca 77 , i wznoszenie się proste środka nie
ba M  na każdy moment czasu, wyrużaią położenie 
zenith względem równika.

Ze zaś powiedzieliśmy wyżey, że kiedy biegun ekli- 
ptyki znidzie z południka; punkt iey góruiący nie 
iest środkiem między punktem wschodzącym i za
chodzącym ekliplyki; przeto trzeba było tcu punkt 
środkowy na każdy moment czasu wytknąć i ozna
czyć. Co się dokazuie przez łuk koła wielkiego pro
wadzony przez biegun ekliplyki i przez zenit, a za
tem pionowy' na ekliptykę i na poziom. Jestto koło 
szerokości i wysokości razem; i punkt ekliptyki 
w którym ią to koło przecina, 'nazwano A onagesi- 
mus lo iest punkt dziewięćdziesiąty, bo iest o cjO° 
odległy od punktu wschodzącego i zachodzącego ekli
ptyki; a zatem punktem iey środkowym nad pozio
mem. Jesllo iak widzimy położenie zenith względem 
ekliptyki wyrazić się mogące przez długość i szero
kość. yznaczeuie tego punktu na każdy moment 
dany, iest wielkiego w astronomii użycia, osobliwie 
w rachunkuparallax, i zaćmień. Nazywać odtąd zawsze 
będziemy długość Nonagesimi czyli zenith przez N; 

szerokość A1 onagesimi czyli zenith przez 
wysokość iego /•.

Na fig. 7. Tab. II. PM BC  niech wyraża południ
ka!; B  zenith; C biegun świala: ^/biegun ekliptyki. 
PORQ  iest poziomem ; /'punktem  równomiernym ; 
V M T R  równikiem; K N SQ  ekliptyką. KM  iest 
wznoszeniem się prosięta środka nieba=.A?; r iest
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p u n k t  j e k l i p t y k i  g ó r u j ą c y  c z y l i  p r z e c h o d z ą c y  p r z e z  

p o ł u d n i k :  A 7 i e s t  JSonagesimus-, b o  A  ( ) : 1= 900 .  W i e 

r n y  z  w i a d o m o ś c i  s f e r y ,  ź e  A  BN  =  90° ,  / / A  O  —  90°  

w i ę c  A R — lSO\ BAL=zyo°, A  BN  = 90° ,  w i ę c  

R N = A L  p o d n i e s i e n i e m  b i e g u n a  e k l i p t y k i  n a d  p o 

z i o m : '  POR —  90° ,  ORQ —  90° ,  w i ę c  PO —  RQ.  
P u n k t  Q i e s t  b i e g u n e m  k o l a  A B  A O ,  i  s z e r o k o ś c i  

i  w y s o k o ś c i  r a z e m :  k ą t  N Q O  a l b o  l u k  A  O  n a z y -  

w a i ą  angulus orientis, t o  i e s t  k ą t e m  w s c h o d z ą c e y  e k J i -  

p l y k i .  P A '  i e s t  długością zenit/i c z y l i  nojiagesi/ni=zN, 
BN  s z e r o k o ś c i ą  z e n i t h  =  6’ .

W  t r ó y k ą c i e  A B C  b o k  b i e s t  p o c h y ł o ś c i ą  e k l i -  

p t y k i = z r w ;  b o k  «  =  90°  —  / / ;  b o k  c —  y o —S;  k ą t  

A  =  N S —  90°  -  V N  =  y o °  -  A ;  k ą t  B — PO—  7 ?  Q .  

k ą t  A C B =  1800 — JBCS=tb o "  —  A l / = 90° + . M .  Z r ó 

w n a n i e  3c i e .  g ł ó w n e  d n i e :

d o s t y r t . w s t 6 = = d o s t 6. d o s t  C  - ( -  w s t C . d o s t y ^ :

t o  i e s t  w  z n a c z e n i u  t e r a ź n i e y s z e m  b o k ó w  i  k ą t ó w

s t y  / / .  w s t  a>= —  d o s t  w . w s t  M-\- d o s t  M. s t v  N ;  

a  p r z e t o

, - i  s t y / / . w s t  w  . . .  .  ,  ,  ,  .

s t y  A  =  ( l o s L  i k ł ----------- r  d o s t  a j . s t y  M. ( m )  na długość

Nonagesimi.
A  p o ł o ż y w s z y

s t y  / /  .  w s t  M^ 7  =  d o s t y « i P ,  a l b o  sty <f

z r ó w n a n i e  t o  z a m i e n i  s i ę  n a

s t y  A

_  s t y  M
WSt̂ ż

w s t  (<p - f  w ) .

Są przypadki, w których bezpieczniey iest użyć zró
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wnania (m), osobliwie gdzie iest wątpliwość, do któ- 
rey ć w i a r t k i  koia należy kąt posiłkowy cp? gdyż wzię
ty niewłaściwie, może poprowadzić do mylnych wy
padków.

Znaiąc M , A7, można przez pierwsze zrównanie 
główne wynaleśdź s, to iest szerokość zenitli czyli
Nonagesirni.

wst A : w s ta = r  wst C :  w stc; wstc =  d o s ts ,

dostsm; dost A/.dost I i
dost A  

zenith albo Noncigesimi.

(n) na szerokość

Można ieszcze tę szerokość zenith wyciągnąć ze zró
wnania fundamentalnego

dostc =  dost C.wst a.w st 6 +  dostą.dosti:
to iest

wsts = —  wsi A/.dost //.wst to4- wst//.dost w (n').

Ponieważ szerokość zenith iest dopełnieniem A70 , 
to iest wysokości zenith; a zatem i kąta Q wschodzą- 
cey ekliptyki, nazwawszy tę wysokość X, będzie 
/ =  90° —s, wąl« =  dostX; a dosts =  wst/. Szero
kość ieszcze s iest równa A L  wysokości bieguna 
ekliptyki.

wst c : wst C  =  wst b : wst B ,

. n  -r, n  Wst W.dostlM , . ,wsi B =  wst R Q — ----j  ——----  (o) na obszer-

nosć punktu wschodzącego ekliptyki.

Możemy ieszcze to samo wynaleśdź przez trzecia 
zrównanie główne

dosty ó.wsto =  dosta.dost C  «f wst 6’.dostyj5 :
i 5
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a zatem

, . r, ,dostve).dost TT , l 7 l fdosty B = — (j(js| -------h wst 7 /.s ty  M

zsz Sty JK(wst H + dost  II):
a położywszy

dosty o)
ISO I =

otrzym am y
dosty /i =  wst {,p +  II) (o').

Jedno zrównanie służyć może do sprawdzenia wy
padków drugiego.

P unk t r iest punktem góruiącym ekliptyki czyli 
przechodzącym przez południk: Vr iego długość;
Mr iego zboczenie, kąt FrM  iest kąt ekliptyki z po
łudnikiem używany w rachunku zaćmień; kąt F—co 
pochyłość ekliptyki. W  tróykącie FrM  prostokąt
nym  przy M , mamy ze zrównań na tróykąt p ro
stokątny § 9

StyAf *
(e) sty Vr —j  J sl~~ na dług.punktu góruiąc. ekliptyki

(d) dost FrM —dost M.wstu: na kąt ekliptyki z polud.
(f) sty M r=sly  w. wst Al: na zbo. punktu gór. ekliptyki.

Pr iest wyrsokość punktu góruiącego ekliptyki 
=  90°— / /  +  Mr.

Przykład. Dnia 7 września roku 1820 n. s. o go
dzinie 2 29' 2,3" czasu prawdziwego w W iln ie , na 
początek zaćmienia słońca, wynaleśdź i ł / ,  iV, s , i 
wszystkie łuki i kąty dopiero w yłożone, maiąc 
wzgląd na prawdziwą iigurą ziemi = Tfo a^ o  -j-ra ,*



biorąc tę ostatnią, będzie szerokość W ilna poprawna 
=  54°3i'io", u  —  23-27'55",7.

W  ilnie wznoszenie się prosie słońca czyli 
« =  i65° 57' 39", 69 

9e' 29' 2 3 " w luku —  .37 20 4 5

AZ =  203° 18' 24", 69
=  i 8o0+23° 18' 24", 69.

B ez kąta posiłkowego N .

1. sty // =  0, i470438 -f- 
1. wst 10 =  9,6000972 -(- 

C. 1. dost UJ =  0,0369886 —
1. (1) 9,7841096"-^

—  0,808288 (1)

1. dost <0 =  9,9625115 —
1. sly M  —  9,6342857 +

1- (2) . 9>596797? +
0,395184 (2) 1

(1) + ( 2 ) = — o,2i3io4 —  sty iV 

A/= 16 7° 58'12" długośćzenitli

N . z kątem posiłkowym .

1. wst M  =  9,5973171 —
1. sty / / =  0,1470438 -f- 
1, sty ą =  9,4502733 —  w 4.k.

1f  =  Sbo'’ — (i 5°44'57",4) 
=  344° i5' 2",6

o)=z  23° 27' 55",7 
fp - \ - u>z=  7° 42' 58",3

l.sty  M  =  9,6342857 -|- 
1, wst (cp -f- w) =  9,1279670-}- 

c. 1. w st(p —  0.5663448—
1. sty A' =  9,328597.5 —

A '=  180°— (120 1' 48).

1. dost M  =  9,9630.314 —T 
1. dost 11 =  9.7637473 4- 

c. 1. dost N  =0,0096440 —
1. dost s =  9,7364227

s = 56° 58' 23" szerokość zenith.
900 — s =  33° 1' 37" wysokość żeni

I. dost A/ =  9.9600.314 —
1. wst w =  9,600()972 -j- 
1. dosl s =  0,2635773 4- 
1. wsi B =  9,8267059 —

B  =  — (42° 8' 32")
=  obszer. zachód.ckl.

th i kąt wschodzącey ekliptj ki

1 1 5



-B ze zrównania (o')

1. dostyw —  o,36a4i 434*
1. wst A l =  9,3973171 —

1. sty <jp =~ 0,7650977, —  w 2 k,

(f —  i8o°-,(8o0i5’ i5“,8)
—  99° 44' 44",a 

H  —  54 31 10

9P + - ^ — ; ł 54° i 5' 54",a,

1. sLy ik / = g ,634aS57 +  
1, wst((jp'4- H ) =9,6376984 +  

c. J. dosty' — 0,7714097 —
i. dosty B —  0,0433937 —  

B  =  -r( 4a°8'3a")

1. sly M — ! g,63'iaS57 4-
1, dost w —  9.9625115 -f- 
1. sty V r  —  9,67 17743 +

' f ^ r  —  180 4̂ - 28° 9 ' a5",5 ho M  w 3 kw. 
d ł u g o ś ć  p u n k t u  e k ł i p t y k i  b ę d ą c e g o  n ą  p o ł u d n i k u .

I. sty u = z  9,6375857 +  
i, wst A J z=ż 9,59731 71 —
1, sty A l r  =  9,2.349038 —

A i r  —  — (g° 44' 44") tegoż punktu z b o 

c z e n i e  p o ł u d n i o w e .

1. do st Al —  9,9630314 —
1. w si u —  9 ,6000972 4- 

1, dost Vr Al =  9,5631286—

Vr Al ■ =. 1 8 0 ^ -(6 8 °  32' 57") k-ąt eklipty
l i  z południkiem ku  s tro n ie  p o łu d n io w c y  od zachodu; 
a za tem  ku s tro n ie  p ó ln o c n e y  68° 3a' 5-j"

Pr wysokość punktu ekłiptyki p rzech o d ząceg o  p rzez  
p o łu d n ik  =  9 0 °-H -\ -  Air.
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III. O dnoszenie c i a ł  niebieskich  no środka

ZIEMI, LUB DO ŚRODKA SŁOŃCA.

Zamiana mieysc środo-ziemskich na 
środo - słoneczne.

 ̂ 3a. Ciała niebieskie ruchome do świata słone
cznego należące, iakieini są planety i komety, uważaią 
się z różnych punktów powierzchni ziemskiey; ale się 
przywodzą do jednego puklu spólnego, to iesl do środ
ka ziemi. Takie biegi i położenia, iakieby się wyda
wały patrzącym na nie ze środka ziemi, nazy waią się 
geocenlryczne czyli środo-ziemskie (loci geocenlricj).' 
Ale że planety i komety nie około ziemi, ale około 
słońca biegi swoie odby waią; więc widok ich ze środka 
ziemi, może nam tylko skazać biegi ich pozorne, to 
iest takie, iakie widzimy: chcąc od tych, przyyśdź .do 
biegów rzetelnych, trzeba ie przywieśdź do prawdzi
wego tych biegów środka, to iest do środka słońca. 
Takie biegi i położenia ciał niebieskich, iakieby się 
okazały patrzącym na nie ze środka słi ńca, nazy walą 
się heliocenttyczne czyli środo-słoneczne (loci he- 
liocentrici). Do pierwszych prowadzą nas obserwa- 
cye, do drugich czasem ohserwacye, ale nayczęściey 
rozumowanie i analiza. Dla tego waźnem iest za
daniem w Astronomii: z położenia środo - ziemskie
go wynaleśdż położenie środo-słoneczne: V na od
wrót, cd położenia środo-słonecznego, przyyśdź do po
łożenia srodo-ziemskiego. Pierwsze zadanie przypada 
nam rozwiązać, kiedy z mieysc znalezionych przez 
obserwacyą, chcemy wyciągnąć mieysca dane przez 
tablice biegów rzetelnych, do których prowadzi me
chanika : i ohserwacye z tablicami porównać. Dru
gie zaś zadanie w tenczas przypada, kiedy tablice 
chcemy sprawdzać przez ohserwacye, i z mieysc ta
blicowych, wyznaczyć mieysca, które ohserwacye

i i 7



skazać powinny, a przez to dochodzić iak daleko ta
blice biegów niebieskich zgadzaią się, lub różnią od 
obserwacyy? Rozwiązanie tych zadań, ponieważ w wiel- 
kiey części zależy od odległości trzech ciał niebieskich 
od siebie, a zatem od trzech liniy prostych, zdaie się 
bydź rzeczą raczey trygonometryi proslokreśluey iak 
kulisley. Ale że kąty między temi liniiami zawarte 
są wypadkami trygonometryi kulistey; obie te nauki 
łączą się tu, i wzaiemnie posiłkuią w rozwiązaniu 
tych zadań,

Słońce i ziemia nigdy nie schodzą z płaszczyzny 
ekliptyki, i uważamy ie iako niemaiące żadney sze
rokości. A  chociaż de la Place z działania planet wy
ciągnął małą odmianę ekliptyki, i szerokość słońca 
blisko na iednę sekundę łuku; odmiana atoli tak 
drobna i nieznaczna nie uważa się w rachunkach 
trygonometrycznych.

Planety i komety idą po własnych drogach mniey 
lub więcey do ekliptyki pochylonych: liniie pionowe 
ze środka planety na płaszczyznę eklipty ki spuszczone, 
pokazuią nam mieysca, które ten planeta na ekliplyce 
przebiega. Nazywamy w astronomii biegiem kierun
kowym planety (motus directus), kiedy ten przebie
ga znaki ekliptyki takim porządkiem, iakim one idą 
po sobie od zachodu ku wschodowi, poczynaiąc od 
0Y\ tó iest od pierwszego punktu Barana. Nazywamy 
zaś biegiem wstecznym (motus relrogradus), kiedy 
planeta lub kometa posuwa się na wspak przeciwko 
porządkowi znaków ekliptycznych, idąc od wschodu 
ku zachodowi. Gdy pochyłość drogi planetowey do 
ekliptyki czyni kąt ostry, to iest mnieyszy od go°; 
wszystkie punkta liniy pionowy cli od planety na ekli— 
plykę spuszczone, idą za porządkiem znaków, i poka
zuią bieg kierunkowy. Ale gdy pochyłość tey drogi

n 8



do ekliplyki czyni kąt rozwarty, wszystkie punkta 
liniy pionowych od planety na ekliptykę spuszczonych 
padaią w stronę przeciwną, posuwaiąc się od wschodu 
ku zachodowi i pokazują bieg wsteczny. Dla legoto 
w niektórych dziś astronomicznych dziełach, chcąc 
wytknąć bieg kierunkowy lub Wsteczny, wyrażaią go 
aulorowie przez pochyłość drogi ostrą łub rozwartą.

Jeżeli uważamy planetę lub kometę na własney 
iego drodze; liniia prosta od słońca lub ziemi do nie
go prowadzona iest iego odległością prawdziwą: ale 
ie.żeli lego planetę lub kometę przez liniią pionową 
przeniesiemy na ekliptykę, liniie proste od słońca 
lub ziemi do tak przeniesionego punktu na ekiiptykę 
prowadzone , nozywaią się odległościami skróconemi 
(dislanliae cnrlatae).

Wystawmy sobie na fig. 8 Tabl. II planetę prze
niesionego na ekliptykę w mieyscu P, słońce w iniey- 
scu S , ziemię wr mieyscu Z: w tróykącie prostokreśl- 
nym PSZ,  S Z  wyraża odległość prawdziwą słońca 
od ziemi; SP  odległość skróconą planety od słońca; 
Z P  odległość skróconą ziemi od planety. Kąt P  
w astronomii nazywa się parallaxą roczną (paralla- 

xj"s annua): iesllo kąt, pod którymbyśmy widzieli 
z planety liniią SZ, czyli promień drogi roczney 
przez ziemię około słońca opisaney: nazwać go pro- 
ściey możemy kąt w planecie lub komecie. Kąt S 
nnzyw-a się w astronomii commutaiio, my go nazywać 
będziemy kąt w słońcu: pod tym kątem widzieliby
śmy ze środka słońca ziemię i planetę, czyli ich od
ległość PZ . Kąt nakoniec Z  nazywa się elongatio, 
to iest odsunienie planety od słońca widziane z zie
mi; iestto kąt pod którym ze środka ziemi widzieli
byśmy planetę’ i słońce, czyli ich odległość SP; na
zywać go będziemy kąt w ziemi. D u  lego Dtlam-
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bre sprawiedliwie uważa te trzy kąty, iako trzy pa- 
rallaxy. Parallaxa słowo greckie, znaczy to samo, 
co odmiana: iakoż w astronomii'znaczy odmianę miey- 
sca z dwóch różnych punktów widzianego.

Nazwiymy iak dotąd, długość srodo-ziemską ciała
niebieskiego A
szerokość środoziemską y

długość środo-słoneczną (heliocentrique) l
szerokość środo-słoneczną p
długość środo-słoneczną ziemi L ,

odległość słońca od ziemi J l

odległość planety od słońca prawdziwą r

skróconą r '

odległość planety od ziemi prawdziwą A
skimconą A'

Ąstronomiia uczy, źe kąt w planecie P = X —  /; 
kąt w słońcu S —  l —  kąt w ziemi -Z, albo iego 
dopełnienie do i8 o ° ,= A  —  L.

wsi (A — l) : w’st(A —  L )= . R : r ';
więc

wst (A — l) =  wsi (A —  L) (i).

A —  (A —Z)=Z długość środo - słoneczna c z y li. helio- 
. centryczna planety.

wst (l — L ): wsi (A —  t) =  A ': R  ;
więc

A' =  R (2) odległość skro-
w’st(A —  /) ,

eona planety od ziemi.

Na fig. 9 Tablicy II niech P' wyraża mieysco 
planety lub komety na swoiey własney drodze, P  
iego mieysce przeniesione na ekliplykę przez piono-
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wą P'P\ S mieysce słońca, Z  mieysce ziemi; będzie 
S P '— r, SPz=r\ Z P 'z = A; Z P = z * ’ ; P S P = p ,  
P'ZPz=zy\ skąd- mamy następujące zrównania:

r' =  rdosfp; A '=rAdosty (3)

p . p  p' p

a żalem
s I y  ̂ Ar a’ • • f*
* ty y — y . Sty p = y  s‘y jś sty y =  -jr Styp  (4).

Zrównania (i), (2), (3), (4), rozwięzuią zadanie: 
ink maiąc jnieysce planety lub komety do środka zie
mi odniesione, czyli środo-ziemskie , zamienić ie na 
mieysce lieliocentryczne czyli środo-słoneczne; zró
wnanie bowiem (1) daie długość środo-słoneczną; 
zrównanie (q) daie odległość skróconą planety od zie
mi: zrównanie (3) uczy, iak z odległości skróconey 
wynaleśdź odległość prawdziwą, albo z prawdziwey 
skróconą: zrównanie (4) iak szerokość środo-ziemską 
zamienić na środo-słoneczną. Zgoła przez le zrówna
nia, gdzie długość ziemi =  długości słońca +180°, uwa
ża się iak znana; od położenia planety względem 
środka ziemi, przychodzimy do iego położenia wzglę
dem środka słońca.

Przyhlacl. Dnia 3 września roku 1818 n. s. Saturn 
miał długość środo-ziemską 1 =  i i 0' i 5° y' 8",8 sze
rokość środo-ziemską y =  2° 12' 33",G południową. 
Długość ziemi była L = \ i '  iO° 46' i 3". Odległość 
ziemi od słońca .^ = :1 ,0 0 7 9 6 , 1. R —  o,oo3ą4 59.
Odległość skrócona Saturna od słońca r' =  g,6636, 
1. r' z=  o,g85i 4o2. Jakież było iego położenie wzglę
dem środka słońca? ).—  L  —  4° 22' 53",8
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1. R  —  o,oo34459 +  
kw st(A-.£) —  8,883i48q -(- 

c. 1. r' —  9,0148598̂ .-(-
1. wsi (A — /) =  7,9014539 +  7, —l — i 7' 24".

A — (A — /) =  i i 0' i 4° 4 i' 44",8— l, dług. h e lio c . Saturna.
11 10 46 i 3 = 2.; L—Z , =  3° 55' 5 i",8.

1. /? =  0,0034459 4- 
1. wst(l — Z/) =  8,8354387 -f 

c. 1. wsi (A — i) —  2,09854111 4- 
l.A' z±= 0,9074307 +

A' £=. 8 ,6 6582  o d le g ło ś ć  skrócona Sa
turna od ziemi.

I. a ' =r 0,9374307 +
1. s t y y = 8 ,5863537 — 
c. 1. r' =  9,0148598 +

1. styp =  8,5386442 —
p =  i° 58' 47" szerokość heliocen- 

Iryczna południowa Saturna.

i. r =  0,98514 02 4- 
1. dostp =  9,9997407 +

1- r =  0,9853995 +  
r =  9,6694 odległość prawdziwa Sa

turna od słońca.

Zamiana tnieysc środo-słonecznych na 
sro do-ziern skie.

§ 33. W ystawmy sobie na fig 10. (Tablica II) 
w punkcie Z  planetę lub kometę na wlasney iego 
drodze. Niech płaszczyzna tablicy wyraża płaszczy
znę ekliptyki, na którą przenieśmy planetę przez li- 
niią Z C  pionową na ekliplykę. Niech S  wyraża 
mieysce słońca: 2'inieysce ziemi. Pomyślmy sobie dwie 
ieszcze płaszczyzny przez słońce przechodzące, i tam
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się przecinaiące pionowo, i obie pionowe na eklipty- 
k ę : z których iedna przecina ękliptykę w linii SN, 
druga w linii SR. Równolegle do tych dwóch pła
szczyzn poprowadźmy podobne im przez środek zie
mi 7 '■ Położenie więc planety lub komety Z  wzglę
dem słońca, wyrazi sią przez trzy współu szyk owali 8 
pionowe Z C , C'P, PS: względem zaś ziemi toż po
łożenie opisze się przez trzy współuszykowane Z C ,  
Cp, Tp ■ pierwsze, dadzą nam ruieysce planety śro- 
do-słoneczne, czyli heliocftn/ryczne; drugie środo- 
ziemskie czyli geocentryczne. Żeby zaś te współu- 
szykowane wyrazić przez nazwiska zwyczayne astro
nomiczne; pomyślmy sobie ieszcze iednę płaszczyzuę 
także na ekliptykę pionową przechodzącą przez słońce 
S, i przez punkta równo-nocne bo od iednega
z tych punktów to iest Y  rachuią się ciał niebieskich 
długości: będzie więc liniia S 'Y' początkiem długości 
środo-słonecznycb. Aże odległość gwiazd stałych, 
do których rozciąga się ekliptyka, iest względem ca
łego świata słonecznego niezmierna, i prawie nieskoń
czona; więc podobna płaszczyzna przez środek ziemi 
równolegle do tamtey poprowadzona przeydzie także 
przez punkta równo-nocne :£=7 ”Y  : i liniia 7 Y  bę
dzie początkiem długości środo-zieinskich. Długość 
więc środo - słoneczna płaszczyzny SA\ iest kąt 
Y SN  =  E : takaż długość płaszczyzny SR = q o °+ E, 
długość środosłoneczna planety C iest G’»SY—  /; 
szerokość środo-słoneczna C, iest Z S C — p ; długość 
środo-słoneczna ziemi TS'Y'=E: długość środo-ziem- 
ska tegoż planety C’ , iest kąt CTy~ =  ?.-, szerokość 
środo-zietnska C iest Z T C = y \  S T — R , S Z — r ; 
CSz=zr T Z  —  A; C T —  A' podług nazwisk w § 32 
wprowadzonych. Oznaczmy teraz wartość współ-uszy- 
kowauych tak środosłonecznych Z C , CP, P S ; iako 
środo-ziemskich Z C , Cp, pT: tudzież SQ , QT.
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S P =  SC. dost CS A7 =  r dost (Z —  Z ) ;
P C  —  SC.wst C -SA —  r' wst (Z —  Z)
<sę> =  5 2 ’. dost 7 W(; —  7?.dost (.t  _  Z ) ;
T Q =  Z.w st ( Z - Z ) ;  Tp =  A' d o st(A -Z );

7> C’ =  A' wst (A — i?).

Między położeniem środo-słonecznem i środo-ziem- 
skiern mamy zrównania

Tp =  S P — SQ, pC^= P C —  Q T-,
to iest

Adost(Z, — E ) =  r’dost(Z — E ) — 7?dost(Z — Z )

a’ wst(ż — E )=zr  wst(Z — E) — R wsi (Z  — Z )
(N)

Z tycli dwóch zrównań rozdzielonych prze? siebie 
wypada następuiące ;

sty (A— E)
_r wst(Z — E) — 7?,wst (Z  — Z)

r'dosl Z — Z )  — Z.dost(Z — Z) (q)*

Ponieważ poprowadzenie płaszczyzny SIS, a zatem 
kąt Z  zależy od upodobania; połóżmy E=.±(l-\- L)\ 
zrównanie (cj) zamieni się na następujące:

_  r'wst i  (Z —  Z ) —  Z ,w s t4 (Z  —  Z)
sty [̂ —  i (Z+z,)] =-rr'dost  ̂(Z — Z ) —  Z.dosL i  (Z  — Z)

(q');

gdyż —'W s t^ Z  —  Z) =  +  wst (Z— Z ) ;
—  dost^ (Z  —  Z) =  —  dost^ (Z —  Z ),

R
Połóżmy teraz —r =  sty 1/1; ponieważ styczna 45° =  i;

p ^ 5  =  Sty (45° + ¥ )  J i 3. II.
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więc

s,y [*— $(* +  •£)] =  Rly  ’ (l— L) sty(45°-f tf>) (q"):

że zaś l ,  I j  , są ilości znane, a niewiadomą A; więc 
A —  ̂ (/ +  />) +  t 4 - L') — }. długość środoziemska. Ze 
zrównań ieszcze (N.) wypada .

A,_rdosty(/—  Z/)—  /?.dost|(£—  /)
* dost [A —  ̂ (7 - f £)]

_(V — #)dost i-(i— L)
~~ 'd o s L [A _ i(/ + Z .)]“

albo
A. _  r'wsl 4 <1—  L) — 7?.wst 4 (Z ,— /)

wsL [A —  4 (/ H-
_ ( r ' + A ? ) w s U ( / _ £ )  ....

wst [A-  4 (/+£)].-

Zrównanie (4) § 32 daie na szerokość środo - ziemską

s f y y = T 7 styp (i)-

Ze znaney więc długości Z, i szerokości p środo- 
sloneczney, zrównanie (q") daie długość środo-ziem
ską A: zrównanie (h) albo (lć) odległość skróconą 
planety od ziemi: zrównanie (i), szerokość środo-ziem- 
ską y. i zadanie iest zupełnie rozwiązane.

Przyhlad. Na dzień 3 września 1818 roku n. s. 
Tablice Saturna daią iego długość środo-słoneczną 
Z =  1 1 1 4° 4 i’ 44", 8; iego szerokość południową 
p =  >° 58’ 47"; iego odległość prawdziwą od słońca 
/•=9,6694. Tablice zaś słońca daią długość ziemi 
- Ł = i i 9' io° 46' 12"; odległość ziemi od słońca 
.# = 1,0 0 79 6 , 1. R =  o,oo34459. Jakaż była naten



czas środo - ziemska długość A, szećokość y Sa turna , 
iego odległość skrócona od słońca r ,  i od ziemi A ?

i ( l + L ) = z n s' i 2° 43' 58"g, £ ( / - 2 , ) = 1 ^ 5 / 4 5 ¾

1. /• =  0,9853995 - f  
1. dost p =  9.9997407 - f  

1. r —  0,9851402 

r =  9,6636

]. R =  0,00.34459 +
I. r =  0,9851402 +

1. sty ip —  9,01 83o5 7 +  

ip =  5° 57' 17".

1. sty(45° +  1//) =  0,0909292 4- 
i. sty a (/—  L ) — '8,5349 i 84 - f  

1. sty [A — 4.(/4./,)] =  8,6268476 -f 
A _  4 (/4-L ) —  20 25 ' 10".

A =  i \ ‘ i5° 9’ 8",9 ; R  -|- r =  10,67156.

1. (R  4- /•') —  1,0282279 +
1. wsi 4 (/ —  Z,) =  8,5346636 4- 

c. 1. wst (a° a5' 10") == 1,3;45361 4-
1. A' =  0,9874276 4- 8,6658 =  A'.

].»•' =  0,9851402 4- 
1. sty p  =  8,53864 42 —  
c. 1. A' =  9,0626724 4- 

1. sty  y =  8,5863568 —

y — 20 12' 33", 6 szerokość  polucln .

Sposób dopiero wyłożony zamieniania mieysc sro- 
do-ziemskich na środo-słoneczne, i na o d w r o l  środo- 
slonecznycli na środo-ziemskie, iest ze wszystkich 
W astronomii dotąd znanych, nayprostszy i naykrót- 
szy. Z długości i szerokości środo-ziemskich, za po
mocą zrównań dosyć proslvch w § 28 podanych, ła
two iest. wyrachować wznoszenie się proste i zbocze
nie planet. Wszelako analisci szukali zrównań pro
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wadzących prosić) od mieysc środo-słonecznych do 
wznoszeniu się prostego i zboczenia, nie przechodząc 
przez długość i szerokość środoziemską: iak to wi
dzieć można ('onu: des tenis lian ttiig w zrównaniach. 
p o d a n y c h  przez Puissant k. 2 3 5 , JJelambra k. 278. 
T a  atoli sztuka wyciąga rachunków dłuższych iak le, 
które się dopiero w yłożyły: i dla tego ią iak o astro
nomii praklyczney nieprzydatną, opuściłem. M amy 
wiele w astronom ii przykładów , że analiza prowadzi 
częstokroć do rachunków długich' i zawiłych tam, 
gdzie rachunek trygonom etryczny iest krotki i prosty*

Zrównania (N ), z których wypadł leraźnieyszy 
rachunek, podał Gauss. T/ieor. mol. k. 5 8  bez ża
dnego dowodu; ten dowód wyciągnąłem tu ze sposo
bu powszechnie używanego w geometryi liniy krzy
wych i w m echanice; wprowadzonego przez Leonar
da Eulera, a szczęśliwie użytego od Delagrange 
w waznem swoiem piśmie o zaćmieniach padanem  
w Ełemeridach Berlińskich na rok 1782 k. 17. Rozle- 
gleysze ieszcze pożytki tego sposobu pokażą się zaraz, IV.

I V .  O d n o s z e n i e  c i a ł  n i e b i e s k i c h  b l i s k i c h  z i e m i ,  

h o  i e y  Śr o d k a  l u b  p o w i e r z c h n i .

Parallaxa di ugości i szerokości.

§ 3 4 . T e same zrównania (N ) przystosowane do 
ciał niebieskich bliskich ziemi, iakie są xięźyc i p lane
ty  niższe, dadzą nam ich położenie prawdziwe, to 
iest widziane ze środka ziemi: i położenie pozorne, 
widziane z iakiegokolwiek punktu powierzchni ziem - 
skiey. Niech na tey sainey figurze 10. Tabl. If, 
S  wyraża środek ziem i: If  punkt Jakikolwiek iey
pow ierzchni, który przez iiniią PPT równoległą Z  O
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przenieśmy na ekliplykę przez środek ziemi przecho
dzącą: więc S W = R ,  będzie promień ziemi do pun
ktu 11 \ S T  tenże promień .skrócony li'-. I / S P  iest sze- 
rokością zt>tiilh=:s: TSy~ iest długością zeriith czyli 
nouagesiini =  iV podług J 3 i; a zatem /? d o s ls = /?'. 
Niech Z  wyraża mieysce n.p. xiężyca ziemskiego ua 
swoiey drodze: Z C  Jego przeniesienie na ekliplykę. 
Jeżeli S Z = .r ,  będzie Z S C  szerokością prawdziwą 
xięży ca ; rduMpzzzr': C S T  długością prawdziwą 
xiężyca =  D\ C T T  iego długością pozorną z wierzchu 
ziemi widz aną=-/J ; Z f l g  iest szerokością pozor
ną xiężyca z wierzchu ziemi widzianą = p ';  U Z  iest 
odległością xięiycfi z wierzchu ziemi widzianą — a ; 
Wg iego odległością skróconą = A ' ; i A d o slp '= A ' 
=  W g—  TC. Kąty więc i luki w zrównauiach (N)
przełożone na lerazuieysze znaczenie będą /---  /),

D \ L ’=zN, i wspói-uszy kowane Z C . ( P, SP  
dadzą położenie prawdziwe gwiazdy Z. W spółuszy- 
kowaue znowu JV T , T Q , SQ  dadzą położenie ze- 
n illi, czyli mieysca W  powierzchni ziemskiey. 
Z C z= r  wstp ; C’P=rdostyjwst/J : S P=.r(\ostpdosl D\ 
TV T= Rw»U; TQ =. /?dost«w'slA!; S @=/?do.slsdost A’: 
Z g  —  A wsip . Zrównania (N) § 33 po wprowadze
niu leruźnieyszych wartości łuków i kątów, zamienią

z'się ua

Adasty/dos^Z)’ — E') rdost/).dost(Z> — E) — Tł.dosts.dos^iNi1’— E) 

A dost p’.wst(/ż — E) =  r.dost p.w%\.[D — E) — -fl.dosts.wsl(iV— E)
(N')

n rozdzieliwszy drugie przez pierwsze, i wszyrslko 

potem przez r ; pomnąc z astronomii, że — =wst?r, 

gdzie n wyraża parallaxę horyzontalną; otrzymamy
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<M r jy  ^   dost/?.wsl( D — E )—wst ir.dosl .9. wst (A7 — E
* ~ '  dostp.dosl(/J — A')_svlit^.dosls7dosl(A - E

A , . dost p.dost( D — E) — wst 7r.dost«.dosh N — E)
yiontp  = -----------------a5Ą » - f i J ---------------------

_dostp.wst( D — E  — wsi ji.dosts. wst( A ’ — E) * I
wst (Z)' —  E)

Z  C — Zgz=gC= IET; toiest rwstp — Awslp — Rwsls: 
skąd

A
l — wst p =  wst/j —  wstTr.wsts;

przeto
(wst p — wst jr.wst .s)dost (Z)' — E) 

dq̂ t/).dosL(Z> — E) — wsla.dosts.dost^y— E)
I

( w s t / > .  — w s t  7 r . w ' s t . ? ) w s t ( Z /  — E )  
d o s t / j . w s t ( Z )  —  E)  —  w s t  7 r . d o s t * . w s t ( i V  —  E )

albo

(Q')

Zrównanie (N") daie długość U  pozorną gwiazdy, przez 
długość prawdziwą D: zrównanie (Q') daie szerokość 
pozorną p\ przez prawdziwą p. Hozniea pierwszych 
daie parallaxę długości W — JJ — II: różnica drugich 
daie parallaxę szerokości p —p’ z=p.

Ze zaś prowadzenie płaszczyzn pionowych, na któ
rych lezą współ-uszykowane, zawisło od upodoba
nia; dJa lego możemy S A  (fig. 10) prowadzić po roz
maitych mieyscach nieba: albo co ik1 iedno wycho
dzi, na kąt E  robić różne przypuszczenia. Niech ta 
liniia S A  przechodzi przez punktu równouocne: wiąc 
E —  O; w takim przypadku

sty D ’ : dostp.wst D- 
'dostp.dostZ)-

• wst 7T.dosts.wst A  
wsL71.dosts.dosl A (I)

1 7

jj (N ') 

(Q)



(II).
,   (wstp  — wst TT.wsi s)dost D'

P dostp.dosl t)  — wst u.dost s.dost N
T e  dwa zrównania ( 1 ) ,(11) na rachunek parallaxy dłu
gości i szerokości podał Olbers w efemerydach ber
lińskich na rok 1808 k. iyb, i na rok 1811 k. 97.

Jeżeli położym y E = D ,  to iest oś S N  popro
wadzimy przez S,  C , mieysce prawdziwey długości 
gwiazdy ; zrównania (N"), (Q') staną się r

, w st;r.dosts w st(/) — N)
3 t ) ( i l  ) d o s tp  — wst jz.dosl s.dost(Z) — A ) ^

(wstp — wst;r.wsts)dost(Z)’ — D) /T 
doslp  — wst;i.dosl*.dost(A  — D) 'sty p

Zrów nania (III), (IV) podał Lexell w Efera. berliń
skich na rok 1777 k. i 5 a. Jeżeli rozdzielimy zró
wnanie (III) prżez doslp, i dla skróceuia położym y
w stjr.dosls . .
-d ó 7 tp — =  wypadnie

, „  m  wst ( D  — N )
. Sty(D - D ) — :

a  zatem § 18

n = D ' - D = r̂ . st<' D ~ ^ } + ! * * ( » - * )  d ,v .
/  I WKf O WKl .1" * V /

T o  piękne i ważne zrównanie na rachowanie paral- 
luxy długości, podał Delambre w roku 1789 i użył 
go do parallaxy Urana. Tego znacznie maleiącego 
szeregu trzy term iny pierwsze do rachowania łatwe, 
daią wypadki barzo do prawdy zbliżone, iak to zo
baczymy w przykładzie

Poprowadźmy wreście oś SN  przez zenith m iey- 
sca f'V powierzchni ziemskiey, czyli zróbmy E-=.N\ 
zrówrania ( N " ) ,  ( Q  ) zamienią się n a

i 3 o
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, dostp.wst( D — A ) _7r.
3t^  ~  ̂ dostp.dost(Ż) — A )  — wstyr.dost*

dosty(i?' -  iV)=dosty(2> -  A) -  (VII).

(VIII).

)  (wsi p — wst TT.wst s)dost(T)' — A )
Ŝ P  dostp.dost(/J — IV) — wst jt. dost*

_(wst p — wst ?r. wst s)wst(Z)' — A7)
dost p.wst(i) — A7)

Jeżeli ze zrównania (V I) wyciągniemy wartość na 
dost (Z)' —  A), i tę włożymy w zrównanie (VIII), 
otrzymamy

(wstp — wst 7r.wst .ę) wst( jy  — N) 
styp dostp.wst(jD-r- A')

_styp.wst(Z)' — A ) f  _ wstw.wsts]
wst (Z) —A )  (_* wstp J (IX>.

Zrównania (VI), (VIII) i (IX) podał Lexell: zrówna
nie zaś (VII), które iak widzimy iest zrównaniem 
(VI) Lexella, podał Olbers w Efem. Beri. 1811 k.gg.

W eźm y ieszcze pod uwagę zrównanie (VII) i po-
., wst.rt.dosls . , , , .

łozmy w mem —  ̂ ^----- =  dost u; będzie

dosty(jD' —A7) =
dost(Z) — A ) — dost u 

wst(/? — A )
2wst4{/)+M— JN)wst (̂N-\-u — D) 

wst(Z) — A )

To zrównanie iest nayprostsze, i naywygodniejsze do 
ścisłego rachowania parallaxy długości.

Rozważmy ieszcze zrównanie (VIII)
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, wst(A)’ — A ) f WStTT.WSts)

" "  =  A 7{-*yp  — d ^ - }

Zamiast szerokości p, weźmy iey dopełnienie do go*, 
czyli odległość gwiazdy od bieguna ekliptyki: to iest 

/3' =  9O0 — cĆ, a zatem p — p'— # — <5 =  o, 
D  —D— l l , bidzie więc sty/)'=:dosty^',styp=dostyj: 
a zatem

^ w st(0 '-JV )| wstjr.wsul .
dosty *  =  w_ _ r ^  |dosty <5 -  — (Mi l a).

w s t 'A J - A ) ,  , , wstjr.wsts
d°*‘ y  « = O T i p r r s j dM‘z  * +  - w Su - ;

dosly S -  dosty 3' +  dosty f  =  "*  j  dosty d’ +

wstji.wsts , . , , wsl<)'dostc>'—dost(5'wsld
wstd J J wsi ó.wst d
wst(D — N) — wsf(n' — N) . wstfr.wsts

= ------I W - A ) --------------  d0Sly(y+  — s t d ~ ;
wst (<T — 5) =  wst n.wsi s [wst d' — sty jr.dost cT], gdzie
( _2 dost( D — _ZV —(- 4 7/).wst 4 77. wst d
^ Wsi JT.WStS.Wsl(/)'.—X )

y
~ wst TT.WSt. S <xr).

A ponieważ & — S = q, =

WSt JT.WSt s

vięc

Wstp :
dost; [wst(d — „r)dostp — dost (<J — x) wstp]:

rozdzieliwszy wszystko przez dostp, i rozwiązawszy zró

wnanie, otrzymamy kładąc dla skrócenia
dustx

sty.p = zw.wstfd — x)
1 — m.dośt(ó—a'J (XII):
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a zatem podług § 18

ra.wstfd — .r) 77i*wsta(’5 —.r) m3wst5(5 — x)
9 =  - wst i - + --------;-v — -------- — — - etc. (XIII).1 w st 2 1 w si 3 v

Jeżeli znamy ń',fo iesl odległość pozorną gwiazdy od 
bieguna ekliptyki; nzyiemy zrównania (XI): ieżeli nie 
znamy ćT, ale tylko S, to iest odległość Od bieguna praw
dziwą ; użyiemy zrównynia (XII) albo szeregu (XIII) 
znacznie maleiącego- którego trzy pierwsze terminy, 
dadzą wartość barzo bliską prawdy. Te trzy ostatnie 
zrównania wyciągnął Drlambre ze zrównania Eexella, 
i używa ich do rachowania parallaxy szerokości.

Potrafiliśmy więc z iednego początku, to iest ze 
zrównać (N) wyciągnąć wszystkie ' znakomitsze zró
wnania używane od astronomów, do rachowania pa- 
rallaxy długości i szerokości, i ściśle ich dowieśdź: któ
re różnie od różnych, nayczęściey przez długi i zawiły 
rachunek są dowodzone: a które natn tak prosto, 
z trzech wartości na kąt E  wprowadzonych wypadły.

Rachunek parallax iest ledwo nie nayważnieyszy 
W astronomii sferyczney; ho od niego zależą odległo
ści planet od ziemi i od słońca, a zatem znaiomość 
całego świata słonecznego: zależy ieszcze od niego 
rachunek zaćmień słońca przez xiężvc ziemski, i przez 
planety niższe; zasłonienie gwiazd przez xiężyc, a zatem 
wielka massa fundamentalnych astronomicznych wia
domości. Z czego każdy ocenić może ważność tey 
pracy, którą tu obszerniey trzeba było wyłożyć.

Ohiaśniymy to wszystko przykładem. D. 7 września 
roku 1820 n. s. o godzinie 2 29’ 23" czasu prawdzi
wego w W ilnie, będzie długość słońca 5s' i 4°45'7",i3 
pochyłość ekliptyki 10 =  20° 27' 55",7 ; długość praw-



dziwa xiężyca 5 ‘̂ i 4° 16' 43",2 =  i 64® 16’ 43",a =  D: 
szerokość prawdziwa xiężyca póinocna=47/27",22=p: 
parallaxa liorizontalna słońca 8",74; xiężyca 53' 55",4 
pod równikiem; ich różnica ir = 53'46",66, na szero
kość zaś W ilna toż 71 =  53' 4o". W ynaleźliśmy iuz 
pod § 3 i na ten sam czas M ~  2o3° 18' 24", 69; 
iV =  167° 58' 12" ; « = 56° 58’ 23". Jakaż na tenczas 
będzie parallaxa długości i szerokości xięzyca? i czyli 
zaćmienie słońca iuż się natenczus zaczęło lub nie? 
Rachuymy wszystkie zrównania, żeby wiedzieć, czy 
ich wypadki są zgodne lub nie?

—  l o i  — '

Z r ó w n a n i e  (I).

1. dostp =  9.99995864- 
1. wst D  =  9,43290344- 

1. (1) 9,4328620+
(1) 0,270933 +
(2) 40,001773

(1)-(2) =  0,269160+ Licznik (I).

l.WSt TT =  8,1 934355+
I. do.st  ̂=  9,7364227+ 

1. wst A  =  9,318t,4 73-|— 
1. (2) ~7,2488055+ 

(2)+0,001773

I. dost/1 =  9,9999586+ 
l.dost D =  9,98.34418—
1. (i)>« 9,9834004—

(1) 0,96250 —
(2) 0,008322 —

(1) —  (2)— 0,954178 Mianownik spoiny. 1

l.WSt .'T.dosl « =  7,9298582 +  
l.dost N  =  9,9903560— 

1. (2) m 7,9262142 — 
(2) 0,008322 —

1. 0,26916 =  9,4300105 +
1.0,954178 = 9,9796295—  log. spoiny.

1. sly D' = 9 ,4 5 o38io —
D '—  i 8 o ° - ( i5045'io",7)=i64°i4'49',3 dł. poz. 

D'  — D  —  —  (i' 53",9) parallaxa długości.
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Z r ó w n a n i e  (11).

1. wsi p —  8,1399821 +  
1. dost D' —  9,98.33742 — 

1. ( 1) p =  8 , i 233ó63 —

(1 )p —  o,o i32848—  
(2; p =  0,0125970—  

(l )7/-(2 p — 0,0006878—

1. wst n =  8,1934355-f 
1. wsts — 9,92.34587 +  

l.dost D ’ = 9 ,98 35742—  
1. ( 2 ) p  =  8, 1002681—  

(a)p' =  0,0125970—

1.0. 0006878=2 6,8374622 —
1.0. 954178 =  9,9796295 -

1. sty p =  6,8078.32 7 +
p —  2' 28",6 szerokość pozorna północna. 

p '~ p — — (\4' 58",62) parallaxa szerokości.

Z r ó w n a n i e  ( 111).

1. \vst7r.dost,s =  7,9298582+ dostp =  0,999990
l.dost (A  — D1 ^  9,9990981 (!) 0,008490

1. (1) 7,9289563 dostp •— (1) =  0,99ióoo

1. wstn:.dost.s =  7,9298582 +
1. wst(jV - / ) )  =  8,8087601 +

1. l i c z . —  6 , 7 3 8 6 i 8 3  +
1. 0,99150 =  9,9962927 ■ + spoiny. 

lis ly (Z )'— D)  =  6,7 i 2 3 a5 6

=  1' 53",9).

Z r ó  w  n  a  n  i  u

1. vrstp =  8,1399821 +  
l.dost(Z)’ _ D)= 9,9999999+

1. (1) 8,1399820
(1) o,oi38o3
(2) o,oi3o88 

( 1 ) - ( 2 )  0,000715“

(IV).

1. \vst«.wsts =  8,1168942+ 
l.dost(Z)' -  -0̂ =9-9999999 +  

1. (2) 8,11811941
(2) o ,oi3ob8
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• I. 0,000715 =  6,8543o6o
1.0,9916 = 9.99^92 7

1.  s l y  7 / = b , 858o i 33  p =  2 '  2 8 ^ 7 .

Z r ó w n a n i e  ,(V ) szereg.
/V - / )  =  3 ° 41' 28", 8 ; 2 (AT— D ) ~  70 22' 5 7' , 6 ę
3 — 7) ) = i i °  4' 26",4 : a żalem i )  —A  odiermie.

1. wstjr.dosts =  7,9298582 +  
c. 1. doslp =  o,OOÓo4 14 +  

1. m =  7,929899.6 +

1.111 =  7,9298996+ 
l.wsl(D — A ’)=8,808 7601— 

c .l. wst i" =  5 ,3 i4425 i-f- 
1. (1) 2,o53o848 — 

(1) n 3 ,ooo

1. m- =  5 ,8597992 +  
l.wst a(Z) — iV) =  9,1086862— 

c. i. wst 2" =  5,o i3395i +  
1. (2) 9,9820820—

(2). 0,959.

1. m ’ =  3,7896988 +  
1. wst 3  (Z) — JN) =  9,2834 746 — 

c. 1. wst 3 " = 4 ,8873039  +  
J- (3) =  759^^773 —

(1) — 113 ,ooo
(2) —  o,959
(3 ) — 0,008

/ / =  — 113,967
=  —  (i ' 53",9)

Z r ó w n a n i e  (VI).
1. dostp =  9,9999586+ wst 7r.dosls=  o,oo85o86 + 

1. dost(D  -  A ) =  9,9990961 +  (1) 0,9978800+
1- (1) 9i999°367+ (2) 0,98932 m +

1. dosl/i =  9,9999586 +
I. wst(/) — iV) =  8,8087601—  \f 

8,8087187—
1. (2) 9,99^3368 +

1. sty(Z)' — A ) =  8,8133819 —
£ > '-A  = = _  3° 43' 22",7 
N - D =  3° 4 1' 28",8

D  - D  = - ( » '  5 3 ",y).
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Z  r 6 w  ki a  n i  e  (X).

l.w sljr.dosts= 7,9298582 « = 8 9 °  3o' 44",8
c. 1. dostp =  0,0000414 + (m+ Z 3- A )  =  42° 54' 38"

l.dosti* =  7,9298996 \»'(A+m, - Z 3) =  46° 36' 6",8

1. 2 w s+ ( / 3 + m — A )  =  o , i 3 4 o 8 5 i +
1. wst4-(A + «  — /3)=9,8612936+ 

c. 1. wsi (73 — A ) =  1,1912399—
1. dosly(73' —A )  =  i,i8b6i86—

73' - A  =  _ ( 3° 43' 23");
a zatem

73' =  i 64° i 4' 49".

Z r ó w n a n i e

1. w s t p = 8,1399821 +
1. wst(7 3 ' — A ) = 8,8124712—

1. (1) 6,952453377-
( 1) =  — 0,000896¾)

1. dost/) =  9,9999586+ 
l.w*t(73 — A ) =  8,808 7601 —

1. (3) 8,8087187—

(VIII).

l.wstjr.wsts =  8,1168942+ 
1. wst(73' — A ) =  8,8124712—  

1- (2) 6,9293661—
(2) =  —  0,00084989

(1) =-0,000896.80
(2) = —0,00084989

( 1) — (2 )=  — o,oooo46i  1 = ( 4)

1. (4) =  5,6666116 —  
c. 1. (3) =  1,1912813 —
1. sly/)' =  6,8578929 +  p —  2' 28",7.

Z r ó w n a n i e

1. sty/) =  8,1399711 +
J. w st(D ' — A ) =  8,8124712—  
c.l.wst(Z3 — AT) =  1,1912399—  

I . ( i )  8,1436822+
1. (3) 8,7141117 +

1. s ty p '=^6,8577939+ 
p' =  2' 2 8",6

(IX).

1. wsl5t.wst«=8,i 168942 +
C .l .  w s t p  =  1 , 8 6 0 0 1 7 9 +

1  (2) = 9 ’97 fa’9 121 
» — (2) = 1 —0,948226 

=  0,051774 =  (3)

18



Z  R Ó W  N A N  I A  (X[), (X I1)} i (X III).

T[ = - ( i' 53",9); i I I = = i — -56" ,95 ;
X) — A + + / / = - - ( 30 42' 25",75)5 0 = :8 9 0 12' 32",78,

1. 2 =  o,3o 1 o3oo +
1. dost(./J — A7+  4 Tl) —  9,9990903 +

1. w$t4 /? =  6,44 io653 —
1. wst t)' =  9,9999581 +

1. ( 1) 6,74h 44o —

I. wstjr.Wsts 
1. wst(Z)' — A 7) : 

1. (2) 
1. (,)

I. (1) - 1. (2) =  ]. sty x  z

X -

8 '  —  x -

1. Wst jr.wsts = :  8,j 168942 +
1. wst (ó' — x )  =  9,9236069 +

c, 1, dost.r =  0,0761900 +
1. Wst(()' — d) =  8,1166911 +

1. wsi rc.wsts —  8,1168942 +  
c. J. dost x  =  0,0761900 +  

1. =  8,1930842 +

1. m 2= 6,386i 684 
I.wst 2 (S — x ) =  9,9655930 

c. 1. wst 2"=:5',0l3395l 
1.(2) i ,365i 565
(2) =  23", 182

:8,1168942 +
.8,8124712 —
6,9293654 —
6 , 7 4 i i 44 o  —

9,8117766 +

32° 57' 20"
57° o' 11 ",4i

i'-< S =  e =  44' 58", 5 
d —x =  56 ' 15' 12", 78

2 (<5 — x ) =  1120 5o' 25",56
3 (<*-*) =  1680 45' 38",34

1. /n =  8.ig3o842 +  
J. wst(cf — a rj=  9,9198643 +  

c. J, wst 1" =  5,3i4425i +  
1. (1) =  3,4273736 +  

(1) =  2675^3.

1. 777ł = 4,5792526 
l.Wst3(5 — #)=9,2898297 

c. 1, wst 3" = 4,8373039 
1. (3) =8,7063862 

(3) =  o",o5o8.

i 58



(i) -f- (a) -}- (3 ) =  2698", 5.3 =  4 4 ’ 5 8 ", 5  =  q , parallaxa 
szerokości: skąd p =  2 28", 7 szerokość pozorna pół
nocna xięźyca.

W idzim y więc z tych rachunków , ze wszystkie 
zrównania pod rozroaileini postaciami wystawione, i 
wyrażone przez rożne kąty i lu k i, daią te same wy
padki na paralląxę długości i szerokości xiężyca.

Maiąc teraz na czas dany w W iln ie  to iest 2^29 ' 2 3 " 
długość prawdziwą słońca 1 (54° 4 5 ' 7", 13 ; długość po
zorną xiężyca i 6 4 ° j 4 ' 49",.3 ; ich różnicę 3 o’ 17" , 8 3  = 
szerokość pozorną xięźyca 2' 28",b , wiemy dwa boki 
kąt prosty zawierniące w tróykącie prostokreślnym  
i prostokątn3rm. Jednym z tych boków iest różnica 
długości 3 o' 1 7",8 3 = z 1817",8 3 ; drugim bokiem szero
kość pozorna x ięźyca.2 ' 28",6 =  i 4 8 ” ,6  ; więc prze- 
ciwTprostokątna czyli odległość środków słońca i x ię- 
życa iest 3 o' 23",9 ==’ 1824". Prom ień tarczy x ięźy- 
Cowejr z tablic iest i 4 ’ 4 3 ", 1, powiększywszy go o 7" , 5  

będzie i 4 / 5 o”,6 ; promień tarczy słoneczney i 5 ’ 5 4 ",8 . 
Summa tych  prom ieni 3 o' 4 5 ", 4 , iest odległością 
środków na początek i koniec zaćmienia. Znaleźli
śmy zaś odległość środków na początek zaćmienia 
3 o' 2 4 ",- 3 o '4 5 ' ' , 4  — (3 o 'a 4 ") =■ 2 i”,4 , więc iuź o 21" , 4  

xiężyc zakroił słońce. Jeżeli powtórzymy ten sam 
rachunek o 5 ' czasu wcześniey, to iest na 2(?-2 4 ' 2 3 ", 
znaydzieiny długość prawdziwą słońca i 6 4 ° 4 4 ' 5 5 : 
długość prawdziwą xiężyca i 6 4 o i 4 ' 16” ; szerokość 
prawdziwą północną xiężyca 47' 4 o",6 5 , kąt godzin
ny słońca 3 6 ° 5 ' 4 5 " ,  wznoszenie się proste słoń- 
ca =  i 6 5 ° 57' 28”, 4 4 : a zatem ^ / = 2 0 2 3 3 ' i 3 " , 4 4 ;

log



AT =  166° 5g' 7"; « =  56° 29' 10"; a stąd długość po
zorną xięźyca Z ) '= i 64° ia' 5o",- szerokość pozorną 
xiężyca północną a' 57”,3 : a zatem odległość środków 
3a' i 3" , i8 ; 3a' i 3" , i8 —  (3o 'a 4) =  i' 49",18 =  iOg",i8 
o tyle się zbliżyły środki w 5' czasu: zrobimy więc 
proporcyą 109",18: 3oo''z= ai",4: 58'.',8; odciągnąwszy 
tę ostatnią liczbę od czasu a ‘̂ ag' a3' ' ; otrzymamy 
czas prawdziwy na początek zaćmienia w W ilnie 

a8' a ł",a .

Parallaxa wznoszenia się prostego i zboczenia.

§ 35. Z dowiedzionych zrównań na parallaxę dłu
gości i szerokości, nie trudno nam teraz będzie wy- 
naleśdż paralluxy na inne położenia, ia k ie są n .p . 
■ względem równika i poziomu. W  zrównania nasze 
wchodzi A ,  s, to iest długość i szerokość zeuith: o 
których wiemy z $ 31, że

styZ/.wstw , .
st? A =  - d o s t ^ ~+ dost.“ -8ty ^

wst s =  —  wst A/.dost //.wst (o -j- wst //.dost w.

Zniszczmy kąt pochyłości ekliptyki, czyli położmy 
ŵ =zO, a zatem w s tw = 0 , dosLo)=zi: natenczas bie
gun ekliptyki zamieni się na biegun świata, ekli- 
ptyka na równika: długość stanie się wznoszeniem się 
prostem, szerokość zboczeniem: to iest, będzie D=ct, 
D -= a'\ p =  (3; p —r/?; A  = A / ;  « = / / :  H  zna
czy tu szerokość mieysca: a zatem zrównania 1̂), (II) 
zamienią się na

,__dost/?.wst« — wstjr.dost //.wst 71?
S 3 U dost/Jidosla —wst^c.dostjH.dostilf '  '*

140



_ (wsi./?— wst sT.wst 7/)dost a
Sty P ' dost/?.dost« — w s t ;i. d o s t /  /.d o ni M

a —a iest parallaxą wznoszenia się prostego; — (i
parallaxą zboczenia. Podał te zrównania Bessel 
w korrespondencyi miesięcznej' Z  acha na rok 1806. 
k. 484. ale pod inną postacią, i bez żadnego dowo
du. Są one wygodne do rachowania zasłonień gwiazd 
przez xiężyc. Nie trzeba bowiem do tego rachunku 
ani długości ani szerokości lak gwiazdy, iako zenitli 
mieysca. Bessel wprowadził długość i szerokość xię- 
źyca iako daną z tablic, a żalem u niego zamiast 
«, /?, wchodzi p , £ ); to iest nazwawszy

styig = d o s ty p .w s tZ )= ;^ i-^ ; Bessel podał

sty a =

sty P

wst(ip — w) — wst n.wst ik/.dost H. 
dostp.dosl D  — wst jr.dost J/.dost//

sty/?' =
} osKty — «) — wst -T- wstH  j dost a
dostp.doslZ) — wslTt.dosl AJ.dusi JJ

któi-e zamienią się na zrównania (X IV), (XV), po
łożywszy w = 0 ,  p =  fi, /) =  «,  i ieżeii w zrówna
nia (XIV), (X V ), wprowadzimy p, Z), zamiast a , /?, 
a to za pomocą dowiedzionych w § § 2<ą, 28 wartości 
dost JD.dostp =  dosla.dosl/9; dostw.dostp.wst D  —  
wslw.wslp =  wsttt.dost/?; i znowu ze zrównania na 
sty a. J28 kładąc dost X.dostyy =  dost a.dost $  otrzy
mamy zrównania Bessela.

Przykład. Szukaytny za pomocą parallaxy wzno
szenia się prostego i zboczenia, odległości środków 
słońca i xiężyca na 7 września 1820 w W ilnie o 
2b'2y 20" c. p. Mamy iuź znane w = 23° 27' 55",7

i 4 i



N a  Słońce ?. =  i 6 4 c 45' 7” , 13 , a =  i 6 5 ° 57' 3g",G9; 
fi =  6n o' 4o". północne.

N a  X ięiy c  A = / } = i64°i 6'43",2;
?r =  5 3 ' 4 o"; ./k/= 180° 4 - 2 3 ° 18' 2 4 " , 69;
« =  i6 3 ° 49' 44",6 3 ; /9 = 6 ° 5 5 ' 24".

JSzukaymy naprzód na xięzyc cc, f i , przez zró
wnanie ( X I V ) ,  ( X V )  biorąc « = i 6 5 ° 49' 4 4 " , 6 3 , 
fi—  6° 5 5 ' 24".

1. dost/9= 9,9968217 +

1. wsi cc =  9,3888391 4-
1. (1) 9,38566o8+

(1) o,243o3 4-
(2) o,oo3585 —

(1) —(2 )= 0 ,2466i 5 -(- licznik.

1. wst n =  8,ig34355-|-
1. dost /7  =  9,76374734- 
l.wst 7k/ =  9,597.31 71 —

l; (a) '7,5544999— 

(2) o,oo3585*—

l.dosl fi—  9,99682174- l.w st^ .d o st//= 7 ,9 5 7 i 8 2 8 4 -
l .d o s la =  9,9865791— I. dostik/= 9,g6 3 o3i4—

1.(3) 9,9834008—  1. ( 4 ) ^7(9202142-

(3) 0,96250—  (4) o,oo8 3 2 i8—
(3 ) —  (4) =  —  0,954178. mianownik spólny. 1

1. o,2466i5 =  9,3920019 4- 
1.0,954178 =  9,9796495 —

1. sly a =  9,4123724 —

u =  180° — (i4029'27")=i65°3o'33"

■ l.wsl/9 =  9,08113534-
l.dost «’=  9,9859596—  

1. (1) 9,0670949—

(1) 0,116706 —

1. w s t j r = 8 , 19343554- 
'l.w sl //= 9,9 10 79 114-
1. dost cc =9,9859596—

1. (2) =8,0901862—  

(1)— (2) =  -0,104398 licznik. (2) o,012308—

i4a
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1.0 . 104398=9,0186923—
1.0. 954178 =  9,9796293 —

1. sty /?' 9,0.390628 -f-
/7 =  6° 14' 38".

a słońca =  165° 57' 39". /9 słońca =  6° o' 4o".
« 'x ię ż y c a =  i 6 5  3 o 3 3 _  (I xiężyca =  6 i 4  3 8  

różnica 27' 6" =  1626". różnica =  o° i 3 ' 5 8 " == 8 3 8 ",'

W  tróykąoie prostokreślnym i p rostokątnym , dwa 
boki kąt prosty zawierające są 1626"; 8 3 8 ". z których 
wvpada przeciw prostokątna czyli odległość środków 
słońca i xiąż\ ca 1829 —  3 o 29".

Pcirallaxa kąta godzinnego, i nowy sposób 
/•uchowania zaćmień.

§ 3 6 . W prow adźm y w zrównanie (U l), ten sam 
warunek to =  o ; ekliptyka przeydzie na rów nika, a 
kąty i łuki zamienią się tak , że N = M , s = H , 
D' — u\ D=z k \ D —D — ci—ą iest parallaxą kąta 
godzinnego, którą nazwiemy dP ; kąt zaś godzinny 
iV — D =. Al —a — Pi zrównanie więc (11 1) będzie 
teraz

sty dP = Wst sr.dost //.w s i P m.wsl P
dost^?—wst jT-dost/Z-dost/* 

Położywszy dla skrócenia

wstjr.dost / /_
m dost̂ J ’

a zatem $ 18

1 — m .dostP (X V I).

d P -
m.wslP , ?n2wsi 1P  m 3 w st3 P
wst 1" wst 2" wst ó" +  i t. d. (X V II).



To zrównanie podał DeLambre na parallaxę kąta go
dzinnego. Przystosował ie zaś bardzo dowcipnie do 
zaćmień słońca, uważaiąc w środka słońca kąt P, i 
jego odmianę; a ztey odmiany za pomocą zrównania 
(VIII) przychodzi do odległości środków słońca i xię- 
życa. Na fig. 11. Tab. II. O PZ  iest południk, P  bie
gun świata, Z  zenith, S mieysce słońca, L  mieysce 
xiężyca; L F  niech będzie parallaxą wysokości: trze
ba znaleśdź kąt L S F  iako odmianę kąta Z S L = S .  
Jeżeli kąt godzinny P  przeniesiemy do 5 , żeby wy
rażał Z S L  —  S', więc PZ, PS  będą tu Z S , SL: 
Z S  iest odległość słońca od zenith—: q; L S  iest od
ległość prawdziwa środków słońca i xiężyca =  E; ilP

będzie teraz L S F  = H ;  m =  — — ’ P  S

s ty /7 =
772.W s t  S'

1 — 77l.tiOSliS”

Z S F — S-\- 72=  S"; S' iest kąt prawdziwy, S" iest 
kąt pozorny: L S  iest odległość środkuw prawdzi
wa =  E: trzeba teraz wynaleśdź odległość pozorną 
środków F S  i= E  -f o—  E  przez odległość prawdzi
wy E , i przez odmianę kąta S': co nam skuzuie zró
wnanie (Vlila) § 34 przetłumaczone na teraźnieysze 
znaczenia, to iest d '= E Ą - 0, óz=.E\ kąt Z) — E = S '\  
D  — N = S ,  a zatem

. , r, , . WSt S"dosly ( £  +  0 ) = ^ ^ -

położywszy

|dosly E —  styijj

wst jr.wsts 
wst E =  s t y  u.

A że w tym przypadku « = //, wsts=iwst/2=dostP-Z, 
co tu znaczy dost Z S  =  dostgi ; więc

i 4 4
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wst jt.dostosty u = -------- —i ;J W ilii ’
a prościey

dosly(ii+ff) =  — —w,—  - ,V j— ; albo 
wst 6 wsti,.dostw

sly[EĄ-o)z=E'= wst iS” wst K. dost u 
wst <S"dost(i!,'-ł-«) *

(XVIII)

Ten nowy sposób na rachowanie zaćmienia słonecz
nego podał Delambre w Toinie Ii. k. 417. Do w y
nalezienia kątów tn* wchodzących spuszcza on luk 
pionowy Z  Q , PQ =  y, P S —  A-, QS =  A— y,
styy ~ s l y  Pź^.dost P  =  dosl P.dosty //; PS Z  =  a :

s ly P .w sty  „  w sl//.dost(A  — y)
sty 0 =  doslZ£=rdost<7— ------

J wst (4 —jy  1 dosly
Różnica między wznoszeniem się prostem słońca I 
xiężyca, da kąL L P S :j z którego wynaleśdź trzeba 
P SL  =  5  i JLS-=.E, odległość prawdziwą środków. 
W yciąga więc ten sposób scisłey i dokładney wiado
mości wznoszenia się prostego, gdzie na części nawet 
dziesiętne sekundy, mieć Wzgląd należy. Kąt Z.SF— S", 
który czyni liniia wierzchołkowa z liniią łączącą 
środki słońca i xiężyca, ie$t wiadomością bardzo 
ważną w zaćmieniach: bo nam daie punkt na obwo
dzie tarczy słonecznej, gdzie przypada początek lub 
koniec zaćmienia.

Przykład. Dnia 7. września 1820, roku n, s. 
o 1*' 29' 23" czasu prawdziwego w W iln ie , ta
blice słońca daią długość słońca i 64° 45' 7", i 3 f 
bieg godzinny na długość 2' 25",82; parallaxę ho
ryzontalną słońca 8", 74; promień tarczy słorce- 
czuey i 5' 54",8. Tablice znowu xięźyca daią dłu
gość xiężyca 1640 16’ 43",2 , szerokość północną xię-
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życa 0° 47’ 27",22; bieg godzinny xięiyca na dłu
gość 29' 26", 46 ; na szerokość —  i 6i " ,2; paralla- 
xę horyzontalną xiąźyca pod równikiem 53' 55",4 ; 
promień tarczy xiężycowey i 4' 43", 1. Biorąc za po
c h y ł o ś ć  ekliptyki w =  23° 27' 55", 7 ; za figurę ziemi 

a zatem szerokość poprawną W ilna 54° 3 i' 10", 
znaydziemy przez zrównania podane w $ 3 i. wzno
szenie się prosie słońca na ten czas i 65° 57' 3c)",6g; 
zboczenie północne słońca 6° o' 4o"; a zatem odle
głość słońca od bieguna świata czyli P S = 83°5g'2o". 
■ Wznoszenie się proste xięzyca 1 (35° 49' 44",63 ; zbocze
nie północne xiężyca 6° 55' 24"; a zatem iego odległość 
od bieguna czyli PP  —  83° 4' 36". Różnica między 
wznoszeniem się prostem słońca i xięźyca 7' 55",06 
daie kąt L P S  w biegunie świata. W  tróykąęie PPS,  
mamy znane dwa boki L P ,  PS,  i kąt P P S , więc 
przez analogie Nepera wynajdziemy kąty', przy 
£ = 1 7 1 0 48' 46",8: przy £=:8° 10' 20",4 , i bok 
P S  —  55' 17" prawdziwą odległość środków słońca 
i xięzyea, którą nazwie my E. Idzie teraz o wynale
zienie odległości pozorney czyli E'  tychże środków, 
odinienioney przez parallaxę. W  trój kącie Z S P  zna
jąc Z  P, PS  i kąt godzinny słońca Z  PS— 3]° 20' 45", wy- 
naydziemy odległość słońca od zcnith Z S = 5j° 2' 56"2 
i  kąt parallaklyczny słońca Z S P — HP 48' 33",5. 
Kiedy- zaćmienie słoneczne przypada zrana, xiężye 
zuayduie się między południkiem i słońcem tak, iak 
na figurze; kąt godzinny xięźyca iest mnieyszjr niż słoń
ca: i na ten czas kąt Z S P  iest różnirązz: PSP  — PS Z.  
Ale kiedy zaćmienie przjpada po południu, na począ-



tek zaćmienia słońce iest bliższe południka niż xię- 
życ; kąt godzinny xięzyca iest większy niż słońca; 
i kąt Z S L  iest summą kątów PSL  +  P S Z ,  iak każ
dego łatwa do zrysowania na len przypadek figura, 
przekona. le y  uwagi nie zrobił Delambre tłumacząc 
swóy sposób; każe tylko odciągać kąt swóy a czyli PSZ: 
co może prowadzić do wypadków błędnych. W  na
szym przykładzie znaleźliśmy kąt P SL — 8r io' 20",4. 

/W27 =  24° 48' 33",5 : ponieważ początek zaćmienia 
pada po południu; kąt Z S L  —  .32° 58' 53",9 =  S'. 
Parallaxa tego kąta da nam odległość pozorną środ
ków. Szukaymy iey przez zrównania wyżey podane 
na II i E ' ; biorąc różnicę parallax horizontalnych 
słońca i xiężyca na szerokość W ilna ;r =  53' 4o", 
i powiększywszy promień tarczy xiężycowey 7",5, 
czego damy przyczynę niżey.

—  i 4 7  —  •

1. wst JT =  8,1 934355 -[- 
1. wst (J —  9 , 9 2 3 8 3 2  I -|~ 

C .l .W S t.Z ?  =  1,79,364964- 
\. m = ”9,9109172 4-

ł. wst s '  =  9,7358944 4-
9,6468116

1.777 =  9,91091724- 
l.dost S' =  9,9206818 4-

- 9 , 8 ^ 0 9 9 0  4 -

1 —0,68328 =  0,31672

9,64 68 i 16 -}-
1.0,31672 =  9,5006755 -j-

1. s l y / I = o , i 4 6 i 3 6 i

Tl—  54° 27' 46'',i 
S' =  32 58 5,3 ,9

n +  s ’ = ”87^26' 4c7 '^ =  s ".



—  i 4 8  —

J, wsi n —  8,ig 34355 4-
1. dosl q =  9,7355370-)- 

c. l, w s t i ? =  1,7936496-)- 
J. sty u — 9,7226221 4-

1. wsi S' z= 9,7358944 
1, wst E  —  8,2o635o4
I . dost u =  9,9466043
J. liozii. =  7,8888491

0,0575874 
1. sty E ' =z 7,9464365

u ■= 270 5o' o”, 
jK—  55 17 

jB + m =  28 45 17

1 .  w s t  .9 "  = * 9 , 9 9 9 5 6 7 9  

1. dost (i? -f «) =  9.9438447 
1. oiiun, =  9,9424 136 

0,0075874

i  j) —  j 4' 5o",6 
• 3 =  )5 54 ,8

3o' 45",4 
3o 23 ,3

■  ..... .i ”
22",1

W y p a d ła  la sama odległość środków, iaką otrzymaliśmy 
w yźey  przez sposoby tam opisane. Kąt S " = 8 7 °  26 '4o" 
pokazuie, żc wziąwszy punkt nayWyższy tarczy słu- 
n e czn e y , w tey odległości od niego ku zachodowi, to 
iest na prawey stronie, słońce zetknie się zx iężyc em , 
czyli  o półtrzecia przeszło stopnia nad średnicą po
ziomą słońca. W  lunecie astronomiczney wywrotnie; 
to iesL 2°,5 pod średnicą poziomą z lewey strony.

P arallcixa  W ysokości.

£ 37. Dla dopełnienia nauki o parallaxach , zasta
nówmy się ieszcze nad parallaxą wysokości. Na f.12 T .1I 
C iest środek ziemi: Al punkt na iey powierzchni,- 
Z  zenith: E  mieysce siężyca lub planety: Z M E  — q 
odległość od zenith ęarazona parallaxą: Z C L  odle
głość prawdziwa. CE: CMtzzwsi Z  ML : wst A1L C  
to iest r : ll —  wst (q -f /.i) : wsi fi] gdzie fi znaczy pa- 
rallaxę wysokości.



Rvraifi~ — wst.(g (XIX).

Kiedv q-\- fJ — 9 °̂; wst u —  — =  wst«: na parallaxę

horizoutaluą czyli po/iomą, którą zawsze znaczyć 
bodziemy przez n. Aza ziemia nie iest kulą ale sfe- 
roidą\ i punk ta iey powierzchni i‘óżną maią od środka 
ziemi odległość R ; dla tego w kalendarzach astrono
micznych podnią na xiężvc parallaxę poziomą pod 
równikiem; którą częstokroć przerobić trzeba na pa- 
rallaxę mieysca obserwacyi czyli rachunku, maiąc 
wrzg!ąd na figurę ziemi. Odbywa się to przerobienie 
za pomocą stosunku, iaki ma promień czyli odległość 
powierzchni od środka ziemi pod równikiem, do po- 
dobney odległości na pewną daną szerokość mieysca. 
Uwaźaiąc ziemię iako ellipsoidę, powslaiącą z obrotu 
ellipsy około swey osi innieyszey, dowodzi się w Ge- 
ometryi liniy krzyw ych, ze w ellipsie

. b-
sty (f —  sty cp

• —  i /ł9  —

R  —  a V  dostęp'dosl(ęp -  <p' >~  1 \ /
wst ip

wst<p'dosl((/: — (f )

gdzie a wyraża oś większą, b oś mnieyszą ellipsy; 
ff szerokość mieysca pozorną, iaką otrzymujemy przez 
obserwacye; (p szerokość mieysca poprawną: a za
tem rp__cp kąt zawarty między liniią pionową na
powierzchnią ziemi, i liniią do środka ziemi idącą.

W ziąwszy za figurę ziemi f |-2 =  —; ieżeli oś mniey-

sza b ~ i ;  będzie promień równika R —  \,oo3o'd̂ 5t 
1. R o,ooi3 t8o3 : na szerokość W ilna 54° 4 i .
R '—  1,00102j 2; 1. R' —  o,ooot4326; a zatem parał-
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laxa pozioma na W ilno —  g  wst?r: gdzie 71 iesl pa-

rałlaxa pozioma pod równikiem. WT przykładzie w y- 
żey podanym na zaćmienie słońca, różnica parallax 
słońca i xiężyca pod równikiem była 53' 46 ",66 =  ?r.

1  ̂ = 9-9991252 
1. wstać =  8,ię)43io3

1. wstjr' =.8,1934355 71 = 53' 4o” pa-
rallaxa pozioma na W ilno.

Chcąc mieć parallaxę horyzontalną iakiegokolwiek 
planety, potrzeba promień ziemi rozdzielić przez od
ległość tego Planety od ziemi: aże promień ziemi 
względem odległości słońca od ziemi iest równy pa- 
rallaxie horyzontalney słońca =  8" ,7; więc 8 ",7 roz
dzieliwszy przez odległość planety od ziemi, otrzy
mamy para|laxę horyzontalną planety. T ę  parallaxę 
horyzontalną rozmnóżmy przez wsi(ęr-J-p) to iest od
ległość od zenitli wyciągnioitą z obserwacyi, i iniec 
będziemy parailaxę wysokości.

Zrównanie (X IX ) daie proporcyą

1 : Wstjr =  wst(ę -(- fi) : wst jw :
a zatem
14. wstcr : 1 — wst5T=wst(g-[-a)4-wsta: wst(g-f j») — wstp; 
to iest

i-}-wst 7 1 _wst(ąf-f-^)*f-wst«
x— wst 71 wst(g4-jtł)— wst ft

_wsl^qr-f-jtł)dost^qr__ _
dosUiq-\-fi)wsUq sly-ig

aże z £ i3, i z A lgeb ry  $ 54 wiemy, że

1 +  w s t  «  =  8 ty » ( 4 y
/

1 — wstrc
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przeto
*ty(i<7+i“ )= sty4<7.Sty*(45° - K 7t) (XX).

Do tego zrównania przyszedł Lexell przez rachunek 
dosyć długi i zawiły. A\ yraza się w nićm odległość 
pozorna od zeuith, przez odległość prawdziwą, i przez 
parallaxę poziomą równikową.

Fig. 12 Tab. 11 uczy nas, ze M Q —  7?.wstq; 

CQ=Jl.dostq; a zatem sty M L C ~  ^  ■ i iQ

samo wypadnie rozwinąwszy zrównanie (XIX); to iest

WStST.WStfl 'sty fi = ------- r  - . (XXI).Jr i —  wsLfr.dostiy v '

wstrr.wsto wsla7r.wst 20 , wsl3;T.wst3fl , „ „
«  =  — ~  r - r r 1  4------ - , - 7 7 - - 4 ---------- V4 - * t d .  § 1 $wst 1 wst 2 wsto ‘ ■»

sly(<i+ń
_  sty 7 +  sty n 

1 — sly q-slyi*

Jeżeli w drugiey stronie tego zrównania włożymy za 
sty^ iey wartość z (X X I), i przywiedziemy wszy
stko ( do iednego mianownika, wypadnie

, . wsto , , , , dosto — wstrc
J r/ dostę —wstn JK1 ' Wst q

aże przez ■/. wyrażamy wysokość nad poziomem 
q =  9o° — z ; q +  fi =  $0° — x +  n=zgo°— (x— p) 
dosty (q +  u) — sty (z _  u) ; więc

. , , wstz —wstjrt 2wst4(z — j^dostł/z-- n) , v v „ .
----- = + 5 + ^ — '  (XXII).

T o ostatnie zrównanie bardzo do rachunku wygodne
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podał Delambre\ gdzie wysokość pozorna wyraża się 
przez prawdziwą, i przez parailaxę poziomy równi
kową.

W szystkie parallaxy, iakoto długości, szerokości 
wznoszenia się prostego, zboczenia i t. d. są tylko 
odmianą parallaxy wysokości, i z mey wyprowadził
by się dały, ale przez rachunek dłuższy i zawilszy od 
tego, iakiegośmy się w tern piśmie trzymali.

TfTpływ pctrallaxy na tarczę xięzycową: 
i powiększenie tey tarczy.

§ 38 . Jeżeli sobie wystawimy dwa koła wierz-* 
chołkowe przecinaiące się w zenith, i przechodzące 
przez dwa puakta ostateczne średnicy poziomey xię- 
życa; te kola zbliżaią się do siebie ku zenith, a od- 
dulaią ku poziomowi. Parallaxa zuiżaiąc ku pozio
mowi xięźyc, wprawia go w mieysce rozlegleysze, 
i powiększa iego średnicę poziomą: a zuiżaiąc znowu 
barziey brzeg xiężyca dolny niż górny, powiększa 
także iego średnicę wierzchołkową. Oprócz tego, 
środek ziemi iest dalszy od xiężyca, niż iakikolwiek 
punkt powierzchni ziemskiey ku niemu obrócouey: 
a zatem xięźyc Widziany z wierzchu ziemi iuko z miey- 
sca bliższego, pokazać się powinien większy niż ze 
środka ziemi. Tablice xiężyca daią nam iegó średnicę 
widzianą ze środka ziemi; więc ią należy powiększyć, 
Żeby otrzymać laką, iuka się z wierzchu ziemi patrzą
cym pokaźnie. Rozmaite są zrównania na to po
większenie. Obierzmy z nich podane przez Olbersa, 
iako i ścisłe, i prosto wypadaiące ze sposobu wyłożo
nego w $ 34. Niech będzie na lig. u). Tab. 11. S 
środkiem ziemi, f f ł  punktem iey powierzchni: Z  
mieyscem xiężyca: iego odległością od środka zie-
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mi SZ  =  r; od powierzchni ziemi TTZ— &. W szy
stkie nazwiska Jiniy i kątów wymienione w $ 34, ta 
się zachowuią, położywszy tam kąt E ~  o:

7 1 ¾ . i  T C =  ,  7/\-c- =dostp dostp'-’ dosl f f
S P —S Q _r.do-stp.dost D — 2J.dosts.dost N

' dost i /  dosl D' "  " ’
r.dostp.dost D  — /J.dosts.dost Â

więc

A=  ^ ^ - " - d o i t -------------: %A™ P  iest sze-
rokością prawdziwą; p' szerokością pozorną: iż  dłu
gością prawdziwą,- iż ’ długością pozorną xiężyca: 
S[Vz=.R; A  długością zenith, s iego szerokością.

Patrząc ze środka zipmi na xięźyc, widzielibyśmy 
go pod kątem i ';  patrząc zas na niego z wierzchu 
ziemi, widzimy go pod kątem T ’. Wstawy tych ką
tów są w stosunku spacznym odległości; więc

 ̂ \\" s t ^
w s t i 1: wst7,,= A : r ;  wst7 ’ = — - —  ; to iest, wpro

wadziwszy wyżey wyrażoną wartość na A, i całą po
tem prawą stronę zrównania rozdzieliwszy przez r

wst 2
,_ wsi T.doslp'.dost D'

dostp.dost JJ —  wst;r.dost a.dost N (XXIII):

z czego T ’ —T  daie powiększenie tarczy. Mianownik 
tego zrównania iest ten sam, co w zrównaniach (I), 
(11); a zatem rachunek znacznie skrócony. Znaleźli
śmy iuż na zaćmienie 7. Września 1820 roku; 
p '=  2' 28",6; D'-=i6b° i 4' 4p",3. Wartośćmianowmi- 
k a - 0,954178, iego logarylm 9,9796295—; 2 ’= * 4' 43", 1.
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■1. wst 7 ' =  7,63 i 5342 4-
I. dostp =  9,9999999 +  

1. (lost D’ = . 9.9S33742 —
7,6149083 —

J. mian. 9,9796295 —  
1. wst 7” = ;  7,6352788 4-

czy kiężycowey.

7 ’' = i 4 '  5o",6 
T  —  i4 43 ,1

7",5 powiększenie tar-

V .  P o ł o ż e n ie  c i a ł  n ie b ie s k ic h  n a  w ł a s n e y

ICH DRODZE.

Pierwiastki trygonometryczne biegu.

§ 3q. Płaszczyzny wszystkich dróg opisywanych 
od gwiazd ruchomych świata słonecznego przechodzą 
przez środek słońca, iako środek ich biegu; a zatem 
muszą przecinać ekiiplykę pod pewnym kątem w dwóch 
punktach, które zowią węzłami (nodi). Z nich ieden 
iest węzłem górnym (nodus ascendens), od którego 
ciało niebieskie zaczyna szerokość północną, podno
sząc się nad ekliptykę: drugi węzłem dotnym (nodus 
descendens), od którego gwiazda spadaiąc pod ekłi- 
ptykę, zaczyna szerokość południową. Tu położenie 
ciała niebieskiego możemy pod dwoiakim względem 
uważać: raz iako opisującego biegiem swoim drogę 
pewney figury czyli postaci, którą trzeba oznaczyć: 
i mieysce na tey drodze odnosić do punktów tey figu
rze właściwy ch, iakoto n. p. w ellipsie do ogniska, mi- 
mośrodu, osi więksZey i t. d. a stąd wydobydź to, co 
nazywaią pierwiastkami biegu (elemenla motus cor- 
poris): i takie położenie, ponieważ zawisło od począ-
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tków Mechaniki i Geometryi wyzszey, do leraźniey- 
szey nauki cale nie należy. Drugi raz uważa się 
ciało niebieskie inko ruszaiące się w przestrzeni kuli— 
stey: liniie proste od środka słońca lub od środka zie
mi do niego prowadzone, skazuią mieysca tegoż ciała 
lia kuli nieoznaczonego promienia: są to iak rzuty 
tegoż ciała na powierzchnią kuli. Płaszczyzny pro
wadzone przez to ciało, i przez punkta znane ekli- 
ptyki, rysuią łtiki kół wielkich różnie się przecinaiące, 
i składaiące tróykąty kuliste, których rozwiązanie 
całkiem od trygonoinetryi kulistey zależące, daie nam 
tylko położenie drogi, i mieysce ciała niebieskiego 
względem ckliptyki: ale nam nie daie ani ligury dro
gi opisaney, ani biegu elliptycznego, ani trwałości cza
su , w którym się ten bieg odbywa. Jesfto tylko 
iak wstęp i przygotowanie do tego, czego po*rzebui$ 
przepisy Mechaniki i Geometry i wyższey. Zgoła po
dzielić można pierwiastki biegu na proste trygono
metryczne tu należące, iakiemi są pochyłość drogi 
do ekliptyki, i długość węda: i na geometryczno- 
mechaniczne.-, iakiemi są w biegu elliptycznym na
przód epoka, toiest długość średnia ciała niebieskiego 
lia pewny wymieniony czas. Za tę epokę bierze się 
zwycaaynie początek roku, toiest południe 3 i Gru
dnia w lalach pospolitych: w lalach zaś przestępnych 
i. Stycznia: poulórc mimośród (excentricitas): po
trzecie długość perihelii czy li naymnieyszeyod słoń
ca odległości: poczwarte połowa osi większey ellipsy 
czyli odległość średnia planety od słońca. Z cze
go wyciąga się bieg dzienny średni. W  biegu zaś 
parabolicznym iak na komety, pierwiastkami biegu 
są: naprzód perihelium czyli naymnieysza komety
odległość od słońca: powtóre długość perihelii: po
trzecie czas przechodu komety przez perihelium: po
czwarte bieg średni dzienny. W  tych pierwiastkach
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iak widzimy zachodzą prawa biegu i figura drogi, 
iaką ciało niebieskie opisuie, co wszystko iest zatru
dnieniem itiney nauki.

Niech na fig. i 3. Tab. I. V  wyraża początek 
znaku Barana, od którego rachuią się długości na 
ekliptyce niech B  będzie mieyscem heliocen-
trycznem ciała niebieskiego na własney iego drodze: 
płaszczyzna przez' B  i przez środek słońca przecho
dząca niech przetnie ekliplykę w punkcie C, będzie 
V węzłem górnym, Łuk kola wielkiego BC  zowie 
się znamieniem szerokości (argumentom latitudinis); 
bo len łuk pokaźnie, że ciało B  ma szerokość, bez 
którey nie byłoby tego łuku. Jeslto iak widzimy, 
odległość ciała od węzła, uważana na własney iego 

•drodze. Z punktu B  spuśćmy łuk koła wielkiego prze
chodzącego przez biegun ekliptyki, a zatem na nię 
pionowy: będzie =./ długością środo-słoneczną
ciała B\ B A = p  iego szerokością środo-słoneczną; 
W —z długością węzła; CAz=zl — odległością
ciała B  od węzła na ekliptyce: którą także nazwać 
można znamieniem ekliptycznem szerokości: kąt
B C A = i  iest pochyłością drogi ciała B  do ekliptyki. 
Mamy więc tróykąt kulisty B CA  prostokątny przy 

w którym zachodzą cztery ważne w Astrono
mii ilości l - £ l ,  p, u, i: trzeba między tcmi ilo
ściami poznać zachodzące związki; żeby znaiąc iednei 
przyiśdź do wynalezienia drugich. Trzeba oprócz tego 
poznać iak odmiany iednych tych ilości, wpływaią 
w odmianę drugich: i na tern się skończą nasze ba
dania- Ilości i, nazywam pierwiastkami trygono- 
melryczuemi biegu, których znaiomość daie nam po
łożenie płaszczyzny, na którey leży droga ciała nie
bieskiego B. Zrównania dowiedzione pod kiedy 
nazwiska tajnie łuków i kątów tu zaslósuiemy, to iest
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<i= w, b —  l — £l; C = i-, c — p ;  daią cztery n a -  

stępuiące.

I. sly (/ — 1̂) =  d ost i. sty u
II. - styp =  sty ówst (/-££)
II I . w s tp  —  WSt/.W Stii

1Y . dostK=;dos(p.dost(Z — £1)

Zrównania I i IV pokazuią; ze luki l — u , należą 
do tey samey ćwiartki kola; bo są wyrażone przez 
te same liniie trygonometryczne, kiedy i iest kątem 
ostrym między 0° i go0: lecz kiedy i iest kątem roz
wartym między 90° i 180°, a zatem bieg wsteczny? 
kąty / —,Q, 35o" — w, znaydnią się w tey samey
ćwiartce kola. Przez tę uwagę znosi się wątpliwość 
o kącie l — kiedy znamy u.

Jeżeli w I. zniesiemy styczne, a włożymy za 

dost i =  1 —  2 wst2i  i ;
będzie
wst(Z- £ )̂dost u —  wst w.dost(Z a wst 2Ii. wst «.dost(ł -  ,

czyli
Y . v>sl(u-l+£l)=2Y;sV-ii.\Yslu.dostil-£1):

tu wprowadziwszy z III za
. wstr wstp

wst u —  . = -------— t~------
wstz 2 wst-; i.dost^i’

otrzymamy

VI. wst(w -  Z-f glJ =  sty i  i. wsi p.dost(/~ ;

albo położywszy z IV  za dost(l — ,Q)=r - ° sl u
doslp

\ U. wst(« -  Z-j-^) == sty  ̂óslyp.dost u.

—  i 5 7  — —

(e) S 9 - 
(0 
(b)

W
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Wprowadźmy leszcze w zrównanie V . za 

wst2̂ e =  i — dost2iZ ,
a wypadnie

2dost°-Jf.w’slM.dost(Z —^)=w'sta.dost(/-r^)-(-dosl«.wsl(/--1̂ ); 

więc

VIII. wst(w-f-Z — ^ )= a d o st2ij.wstj/.dost(/ — £1):

aże z III.
wst p wst?}

wst u = ---- — ---------- v-~-----.;
wst« 2 wsti«.clost4 i

więc

IX . wst(M-f-Z —,0 ,)= dosty £i.wstp.dost(Z-££):

że. znowu z IV. 

przeto

dosl(/ -Q,) =
dostw 
dostp ’

X . wsl(?<-f-Z—,0 ) =  dosty t ństy p.dostw.

Te zrównania w rachunkach astronomicznych barzo 
przydatne, bez żadnego rysunku i dowodu przytoczył 
Gauss w dziele 'Theoria Motus k. 48,

Łuk u — l + Sl— u— (I —  kiedy i iest kąt ostry
między oc i 9O0 : albo u -f- (/ —  £},)~u  —  (O, —  Z),
kiedy kąt i iest rozwarty między 90° a 180°, luk 
mówię ten nazywa się w Astronomii przawiedzeniem 
do ekliptyki (reductio ad ecliplicam). Jestto iak wi
dzimy różnica między przeciwprostokątną BC  i lu
kiem C A: toiest między długością środo-sloneczną 
planety VCA,  i długością na własney iego drodze 
,0 CB. Do wystawienia tey ostatniey na figurze, 
trzeba przeciągnąć pod ekliptykę luk BC,  i na prze
dłużonym, od C odciąć luk równy V C — £l\ gdzie



będzie początek długości rachowanych na drodze, 
lak iak F  iest począlkiem długości na ekliptyce. Bę
dzie więc zawsze długość na drodze -{- u: Astro
nomowie wyrażali ią <0;=̂ = “ i bo przemieniali węzły 
W biegu wstecznym, co dzjś iest niepotrzebne, byleby 
kąt i uważać od 0° do 180°. Kilka zrownćfń na ten 
sam łuk luli kąt, służy i do utwierdzenia 'rachunku, 
i do zniesienia wątpliwości o kącie, ieźeli iaka zachodzi.

W eźmy za przykład hieg TTesty w miesiącu wrze
śniu 1819 roku, toiest 22 dnia o północy w W il-  

. nie: Na ten czas długość środo-słoneczna W esty
1 =  0 o° 29 5p ; szerokość środo-słoneczna połu
dniowa p —  —  6r 57' 47",- pochyłość drogi i== f  8' 5".

Zrów. lir . 1. wstp —  9,0836077 —
1. wsU' =  9,0941315 4.
1. wst« =  9,9894762 —

u =  —  770 26' 15"; 2820 33'45".

Zrów. II. 1. styp =  9,0868227 —
1. sty i —  9,0975074 -f

1. wst(l — Oi) —  9,9893153 —

— 77° 20' 33",- 2820 39'27".

Zrów. I. 1. dosl i — 9,9966241 4.
1. sty u =■  0,6520080 —

1. sty(Z —  —  0,648632^ —

l — Q  =  — l f  20' 33".

Zrów. IV . 1. dostp —  9,9967850 4- 
1. dost(7- ^ .)  z= 9,34o6832 -f 

1. dost u —  9,3374682 -f-
w =  —  77c 26' i 5". *
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Zr o w. V . I: wst2i i  == 7,5878876 Ą-
1. 2 = o,3oio3oo +

1. wst u =r. 9,989-1-762 —
1. dost(/ — £ l)=  y,34o6832 +

].w st(w -/+ 0 ,) =  7,2190770 —  

tl~ ł+Q> , = — 5' 42".

Zr ów. V I. 1. sty| i —  8,7947861 -j- 
1. wstp —  9,0836077 —

L*ćlost(/ —O,) —  9.3406832 +
1. wsięL-l+p,) =  7,2190770 —

T o samo zupełnie daie zrównanie VII. Zrównania 
VIII, IX, X  nie raaią mieysca, ani się użyć mogą 
W znanych dotąd planetach, którycli pochyłość do 
ekliptyki iest ostra, i żaden nie ma biegu środo- 
słonecznego wstecznego.

Rachunek więc na fVestę pokazuie: że długość 
iey węzła dolnego / - ( / - ,0 ) =  ,0 , = 77° 5o' 32": iego 
spełnienie używane w tablicach, czyli długość węzła 
górnego i8o° —O = J 0 2° 9 28",- u =  —  770 26' i 5".

i - t t - S l)  +  “ +<Q,=o° 24' 17".

M —(Z -O ) — przy wiedzenie do eklipt. =  — 5' 42". 
skąd wypada

M +  O - - <0 = / = 0 °  29' 59", iak dały tablice.

Odmiany tych pierwiastków: i związki 
między odmianami.

§ 4o. Róźnicuymy zrównanie III, § 39. odmieniając 
P 1 i  1 u  1

dost p.dp =  wst M.dost i. d i -j- wst/.dostw.du: 

aźe dostawa =  dosly.wst. więc
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aze

dostyp.dp =  dosly.d i -{- dosty u.du 

dosly u |
dosty p sly z - '  1 sty u 

wst
sty u

dosty/ , dosly u, slvp , . styp . 
dp = j  , ~ a*+ i ~ — a « =  - -̂Vd 14-- 4 -L d u : r  dosly/) ■ - 1 "* •"

st^ - — wst(/— ęi) z II, Ŝ E  =  Wstz.dost(/—
sty l

z (III) i (IV); więc

dp =  dz.wst(Z — (Q,)-[-dM.wst z.dost(Z—£1)
\

Jeżeli zrożnicuiemy (I); otrzymamy

_  ,h- , d o s t * Ą ...
dost (̂/- & )  y “  + d ó iF 7ż dM ’

(m ) .

dost/z
aże z IV. dost(Z — <Q,) =  ; z III. zaś

wst/.wst/z =  wstp; wprowadzone te wartości w zró
wnanie na d(Z —  ,0 ,), okażą

d(Z— & ) =  — styp.dost(Z— dw (n>

Zrównania (m), (n) daią nam odmianę długości i sze
rokości środo-slouecznych, przez odmianę znamietiia 
szerokości u, i pochyłości drogi i.

W  iemy ieszcze z J 34 ; że ieżeli r wyraża odle
głość planety od słońca, a p iego szerokość środo-sło- 
neczną, będzie odległość tego planety skrócona czyli 
przeniesiona na ekliplykę r' — r.dostp; 
drrzrdr dostp — r.wstp.dp; wprowadziwszy znalezioną 
wartość na dp z (m), otrzymamy:

dr’=z dost p.dr — r wst p wst (Z — Qj]ii — rwst p wst Z.dost(/ — ££ du (r).

Jeżeli di, du w tem ostatniem zrównaniu są wvrażoue 
przez sekundy k^ta; trzeba ie rozmnoży ć przez wsti",
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żeby ie na liniią prostą zamienić, iak dr, dr : albo 
też dr, dr treba rozdzielić przez w sli"; żel)y mieć 
wszystko w sekundach.

Zrównania (m), (n), (r) w ściśleyszych astrono
micznych rachunkach staią się potrzebne, kiedy do
strzegłszy matą odmianę w pochyłości drogi di\ 
i w znamieniu szerokości d/« na drodze CJi, chcemy 
wiedzieć iak się przez to odmieniła szerokość środo- 
słoneczna dp, albo znamię szerokości ekliptyczne
d(l_£̂ .): i znowu kiedy popełniwszy błąd i omyłkę
w z, u\ poznać chcemy, iaki stąd wyniknął błąd 
w p , (l— r. Ważnieysze ieszcze tych zrownań 
użycie zachodzi w poprawie tablic, albo raczey pier
wiastków , na których się zasadzaią tablice na biegi 
planet.

Porównywaiąc obscrwacye z rachunkiem tablic, 
otrzymuiemy różnice liczbowe w długości środo-sło- 
neczney d/, i w s/.erokosci dp: wprowadzam tę war
tość liczbową za dp w zrównanie (m); każda obser- 
wacya da mi ieduo takie zrównanie; z dwóch obser- 
wacyy olrzyinuię dwa zrównania (m); za których po
mocą wyrzucam dn, i olrzyinuię w liczbach wartość 
na di to iest poprawę pochyłości drogi. Maiąc dz 
wynaydę wartość na dn; a tę wprowadziwszy w zró
wnanie (n), i za d/ różnicę w długości między ob- 
serwacyami i rachunkiem z tablic, otrzymam d££ na 
poprawę długości węzła. Jeżeli użyię wielkiey liczliy 
ob.serwacyy, wypadnie mi więcey zrównań niz ilości 
nie znanych, a przeto zrównania warunkowe, którym 
trzeba zadosyć uczynić. Żeby atoli poprawa przy
toczonych tu pierwiastków była bespieczna i grunto
wna, biorą się do tego obserwacye przeciwleglości 
czyli oppozycyy planety ze słońcem; bo w ten czas
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długość planety widziana zziemi, iest ta sama, iaknby 
się pokazała ze środka słońca. Zbiór wielu przeciw- 
ległości daie wieje zrównnń warunkowych. Tu olwie- 
ra się nauka o sposobach uczynieuia zadosyć podo
bnym zrównaniom: która iuż do rzeczy naszey nie 
należy,

Z  dwóch lub trzech długości i szerokości środo- 
słonecznych, iak wy nalećdź długość węzła, 

i pochyłość drogi na ciało niebieskie ?

$ 4 t. To zadanie nayozęściey' nam przypada 
r o z w ią z a ć  w biegu komet, szukaiąc icli drogi zdanych 
trzech obserwacyy. Nazwiymy trzy długości środo- 
słoneczne Z, Z*; trzy szerokości środo-słoueczne 
p ,  p , p'-  Zrównanie II $ daie

styp _  styp' _ '  styp"
Sty * == wst(Z-&) —  W8t(7 - ęi) -  wst(Z"- a )  h

skąd otrzymuiemy trzy zrównania

sty p.wst (Z'— ,ęi) —  sty p'.wst(Z —  (Q,)
sty p.wst(Z"— —  sly p"-wst(Z— ,0 ;) (z )
sty p'.wst(Z"— ££) =  sty p'.wst (Z'— ££)

Każde z tych zrównań rozwiązane, da nam tę sarnę 
wartość na sty to iest

__styp.wst Z' — styp'wstZ sty p.wst  Z" — s ty p "  ws t Z
^  sty p.dostZ' — slypdostZ styp.dostZ" — styp"dostZ 

_ styp'wstZ"—  styp” wstZ' 
stypdostZ'' —  slyp"doslZł

Maiąc długość węzła przez (z"), otrzymamy pochy-
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łość drogi i przez (z). Zrównania (z') i (z") dowo
dzą; że do otrzymania długości węzła i pochyłości 
drogi, dosyć nain iest mieć dwie obserwacye. Ale 
obserwacye daią nam położenie ciała niebieskiego 
środo ziemskie: kiedy tu trzeba mieć położenie sro- 
do-słoneczne. Żeby od tamtego przyyśdż do tego, 
wiemy z § 32 . że nam potrzeba wiedzieć odległość 
ciała niebieskiego od słońca, albo od ziemi: co w ko
metach iest niezmierną trudnością prawie dotąd zu
pełnie niepokonaną: bo nie wiemy ani parallaxy, ani 
rewolucj i tjrch ciał około słońca, to iest [dwóch po
czątków, które nas prowadzą do poznania wspomnio- 
nycii odległości. Na komety więc w trójkącie SP Z  
(lig. 8 Tabl. 11) nie znamy tylko dwie rzeczy: odle
głość słońca od ziemi, i kąt S Z P  odsunienie się ko
mety od słońca, czyli różnicę między długością słoń
ca i długością środo-ziemską komety; nie możemy 
więc tego tróykąta rozwiązać. Sposol:y, które po
cząwszy od JSewłona różni astronomowie i geome
trowie podali na pokonanie tey trudności, prawie 
wszystkie zależą na prawidle fałszywego położenia.

Przykład. Kometa znakomity, w miesiącu Lipcu 
1819 roku obserwowany i obrachowany w W ilnie, 
miał dnia 6. Lipca n. s. o godzinie 12 czasu śre
dniego, toiest o północy, długość środo-słoneczną

23° 22’ 58" = / ;  szerokość środo-słoneczną półno
cną 64° 12’ i" = p .  Dnia zaś i 4. Lipca n. s. o tey- 
że samey godziuie miał długość środo-słoneczną 
O*’ 20° 25' 1 7 "= / ':  szerokość środo-słoneczną półno
cną 8o° 21' 10" — p: iakaż stąd wypada długość iego 
węzła, i pochyłość iego drogi?
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J. sty p =  o,315fi8 i 8 +  
]. w s t/ ' =  9,5427282 -j- 

1. (1) =  9,8584700 —  
(!) = 0,7218

1. sty p =  0,7695888 -j- 
1. wst l =  9,9627830 —  

1. (2) =  0,7320718 —  
(2) =  5,0996 —

(1)— (2) =  6,12144- Licznik.

1. s typ =  o,3i568i8 4- 
l.dosi/'=  9,9718100 4- 

1.(3)=072874918 4- 
(3) =  i ,9386

(3 ) - ( 4 ) =  -

1. sty p =  0,7695888 4- 
1. dost l — 9,5986505 4- 

1. (4) =  o,368q393 4- 

(4) =  2,3347 
0,3961. Mianownik.

J. 6,1214 =0,7868508 +
1. 0,3961 =  9,89780^8 —
1. sty =  1,1890460 —

£1 =  i6o°-— (86° 17' 51”) węzeł dolny. 
^  =  36o0— (86 17 5 i ) węzeł górny. 

=  9‘5- 3° 42' 9".

I —  9ł- 23° 22' 58" l ' = os - 20° 25' 17"
S l =  9 3 42 9 ^ = 9  3 42 9

l - a = O s- 190 4o' 49" —  16° 43' 8''.

I— i '— są to znamiona szerokości ekliptyczne, 
czyli odległości komety od węzła rachowane na ekli- 
ptyce. Szukaymy teraz pochyłości drogi i  przez (z).

1. s t y p  =  0 ,3 15 6 8 18 4- l . s ty  p '= o , 7695 8 8 8 4 -
l.WSttf- ^)=9,527.33494- 1. Wsi;/' - ^ )  =  9.98124204-

1. s ty  / =  0 ,7 8 8 3 4 6 9 4 - 1. sty  /= 0 ,7 8 8 .3 4 6 8 4 -

7=  80° 45' 12".

Biegł więc kometa po drodze ledwo nie pionowey na 
ekliptykę; a zatem to, co się nazywa przeniesieniem

i

/
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na ekliptyke czyli różnica między lukiem opisanym 
na drodze, i tymże Likiem przeniesionym na ekli- 
ptykę, musi bydż znaczna, i coraz barziey rosnąca. 
W eżmy pod rachunek zrównanie 1 § 3g, na wynale- 

< zienie u, u , loiest znamion szerokości na wlasney 
drodze, i zrównanie n. p. VII. tegoż (jf na przywiedze- 
nie do ek lip łyki luków pierwszey i drugiey obser- 
wacyi.

^ ^ - ^ ) = 9-55347464- 
I. dostż=a),Qo59757-(- 
I. sly «=0,34749894- 

u —  65° 48' 26"

l.sty(/'- , 0 ,)= 0,5223380-  
I. dostż =9,20.597574* 
I. sty u =  1.3 163023^  

« '=  180^-( 87° i 4' 12") 
920 45' 48"

1. sty \ i  =  9,9296052 4 - 

1. sly p  =  o,3 156818 4- 

1. dost« =  9.612.5805 4. 
l.WSt[M-(/-0 ,)] =  9,8578675 4- 

^ - ( ^ - ^ )  =  46° 7' 4o".

I.sty4ż =  9,9296052 4- 
I. sty p =  0,7695888 -f

I. dosl u =  8,683i 4 2 3_
l.wst[« -  (1' -  O,)] =  9(3823363 _

u —{[ —Os) =  — ( i 3° 5/  18".)

T e  są element a , czyli pierwiastki trygonometryczne 
biegu kom ety, istotnie potrzebne do rachowauiu iego 
biegu lak w paraboli iak w ellipsie.

K O N I E  e.
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t- 76-

t .  80.

i . 10*. 
k. i55.
k. 108. 
i. loy.
l . 112.
X. i3S. 
k. i4i. 
k. i57. 
k. i Go.

«... 3 od końca d/X popraw AU.

w. 7 od końca wst 6 '-- ^  popraw ~

w. i3 j  23. popraw $ 28.
w. ló. wst w. wst a. wst «.sty o. popraw wst w. wst a. sty /?.
(1/ )h. zawiła, popraw zawiłe.
»'.21. ua stronic iego wschodniej-, doday lob zachodniej.
w. 11. szerokość zenith S. popraw szerokość zenith s.
w. i3. stv j: ostatnie liczby G6. popraw 86.
w. 6 od końca dost i .  d os ty y. popraw dost /.dost y.
w. 12. 35o° —  u popraw 3Go° —  u.
w. 19. dla zniesienia wątpliwości przyday

36o°— (i8oc+ & )  —  18 0 ^ -,0 ,-10 2 ^  9' 28".




















