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G É O M É T R I E

A N A L Y T I Q U E

La Géométrie analytique a pour but l ’étude des figures par 
les procédés du calcul ou de l ’analyse algébrique.

C’est à  D e s c a r t e s  que l’on doit la représentation des figures 
par des symboles algébriques; il en résulte, comme nous le 
verrons, une méthode générale pour la résolution des ques
tions de géométrie.

Nous nous occuperons d’abord des figures planes ou à deux 
dimensions, et ensuite des figures dans l’espace ou à trois di
mensions.

G É O M É T R I E  P L A N E

L I V R E  I

P B É L l M I i l l I R E S .

C H A P I T R E  I er

Des Coordonnées.

On détermine la position d’un point dans un plan au moyen 
de deux quantités que l’on nomme les coordonnées du point.

11 y a une infinité de systèmes de coordonnées ; nous indique
rons seulement les systèmes les plus simples et le plus fréquem
ment employés.

GÉOM. ANALYT. 1



LIV RE I, CHAPITRE I.

COORDONNÉES RECTII.IGNES.

1  —  Soient deux droites ou axes fixes X X et Y Y tracées dans 
le plan (fig. i); la position d’un point 
quelconque M du plan sera déterminée 
par Fintersection de deux droites G7G, 
H H parallèles auxaxes. La position de la 
parallèle H'H est définie par sa distance 
OP à Taxe Y7Y, distance comptée sur 
l'autre axe ; il faut, de plus, indiquer 

Fifj- *• dans quel sens est comptée la longueur
OP ; on convient pour cela d’affecter la distance OP du signe-|- 
si elle est portée sur OX par exemple, du signe— si elle est 
portée sur OX'. De même, la position de la parallèle G'G est 
définie par sa distance OQ à l’axe X'X, distance comptée sur le 
second axe et prise avec le signe +  ou le signe— , suivant 
qu’elle est portée sur OY ou OY'.

Ces deux longueurs OP et OQ (affectées chacune du signe 
convenable), qui déterminent ainsi la position des deux paral
lèles, et par conséquent le point M, sont les coordonnées recli- 
lignes du point. On les désigne ordinairement par les lettres 
x  et y. Cependant la coordonnée désignée par x  porte plus par
ticulièrement le nom d’abscisse, l’autre y celui d'ordonnée. Les 
deux droites fixes X;X et \T/Y s’appellent les axes des coordon
nées; le premier est l ’axe des x ,  le deuxième l ’axe des y. Le 
point 0, à partir duquel on compte les coordonnées sur chaque 
axe, dans un sens ou dans l’autre, prend le nom d’origine des 
coordonnées.

Si l’on donne à x  et à y toutes les valeurs possibles positives 
. ou négatives : en d’autres termes, si l ’on fait varier x  et y de 

— cc à + û o , on obtient tous les points du plan; d’ailleurs cha
que couple de valeurs donne un point et un seul.

Nous ferons remarquer que les deux coordonnées du point 
M sont les projections de la droite OM sur les axes OX et OY, la 
projection sur chaque axe se faisant parallèlement à l’autre. 
La projection sur l’axe des x ,  comme la coordonnée x  elle- 
même, est la longueur OP, affectée du signe -t- ou du signe— ,
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suivant qu’elle est portée dans la direction OX ou dans la di
rection opposée OXy ; de même la projection sur l’axe des y, 
comme la coordonnée y, est la longueur OQ, affectée du signe 
+  ou du signe—, suivant qu’elle est portée dans la direction 
OY ou dans la direction opposée 0\7.

COORDONNÉES RECT1LIGNES RECTANGULAIRES.
♦ '  |

Y ] S—Ordinairement on trace les axes fixes
q ! m perpendiculaires entre eux : dans ce cas 

j  les deux coordonnées du point M ( f i g .  2 )
---- il--- !___sont les distances de ce point aux deux

0  : !■ x  .  . .axes, ce sont aussi les projections orthogo
nales de la droite OM sur les deux axes.

F i B . 2 .

COORDONNÉES POLAIRES.

S — Soit 0 1111 point fixe nommé pôle, OX un axe fixe (fig. 3 );

on peut déterminer la position du point M 
p/* par la longueur p du rayon vecteur OM et
_____  par l’angle w que fait ce rayon vecteur avec

0 . x l’axe.
F i g .  3 .

La position du point M est déterminée par l’intersection 
d’un cercle de rayon p, ayant pour centre 
le pôle, et d’une demi-droite OL partant 
du pôle et faisant avec l’axe OX l’angle w 
( f i g .  4 )  ; mais il faut convenir du sens dans 
lequel on compte l’angle w, à partir de 

f i b . 4 . l’axe OX.
O11 obtient tous les points du plan en faisant varier p de o à 

- f -  » et w deo à ait. En effet, si laissant w constant, on fait varier 
p de o à  + < » , on a tous les points de la demi-droite OL; si, 
ensuite, on fait varier w de o à stc, la demi-droite OL part de 
la position OX et décrit tout .le plan.

COORDONNÉES BI-POLAIRES.

4 — O11 peut aussi définir la position d’un point M pai ses 
distances u et v à deux points fixes F et -F (fig- $)■ La position

DES COORDONNÉES. 3



du point M se trouve alors déterminée par l’intersection de deux 
circonférences décrites des points F 
et F' comme centres avec les rayons 
u  et v. Mais ce système n ’offre pas la 
même perfection théorique que les 
deux précédents; d’abord , toute 

Fig. s. couple de valeurs de m et v n’est pas
admissible; il faut que la distance des pôles soit moindre que 
leur somme et plus grande que leur différence; lorsque cette 
condition est remplie, les deux circonférences se coupant en 
deux points, il en résulte une ambiguïté fâcheuse.

On peut encore déterminer la position du point M à l’aide 
des angles MFF^MF'F; nous désignerons ces angles, comptés 
dans un sens déterminé, par a et (3; chacun d’eux pourra varier 
entre o et ; à toute couple de valeurs de a et p correspond 
un point du plan et un seul.

IDÉE GÉNÉRALE DES SYSTÈMES DE COORDONNÉES.

5  —  Le nombre de systèmes des coordonnées est infini. En 
général, on détermine la position 
d’un point dans un plan par l’inter
section de deux lignes tracées dans 
ce plan. Soient (fig. 6) A', A", A1" .. . .  
une première série de lignesdem êm e 
espèce, correspondant à diverses va
leurs u ', u", u'" ,. . . .  de la variable m ; 

B', B", B"',•.. une seconde série de lignes de même espèce, 
correspondant à diverses valeurs v', de la variable v;
un point quelconque du plan est défini par les deux lignes qui 
passent en ce point, et les valeurs particulières qu’il faut don
ner aux variables « et « pour avoir ces deux lignes s’appellent 
les coordonnées du point. L ensemble de ces deux séries de 
lignes constitue un système de coordonnées.

Dans le premier des systèmes que nous avons étudiés, cha
cune des deux séries de lignes se compose de droites parallèles; 
c’est pourquoi on désigne ces coordonnées sous le nom de 
coordonnées rectilignes.

4 LIVRE I, CHAPITRE I.



Dans le système polaire, la première série se compose de 
demi-droites émanant du pôle 0, et définies par l ’angle variable 
w qu’elles font avec l'axe OX (fig. 4); la seconde série, de cer
cles concentriques décrits autour du pôle avec le rayon va
riable p .

Dans le premier système bi-polaire, chacune des séries se 
compose de cercles concentriques. Dans le second, chacune 
des séries se compose de demi-droites partantde l'un des points 
fixes F ou F/.

DES COORDONNÉES. 8

R E P R É S E N T A T IO N  D E S  L IG N E S PL A N E S  PA R  D E S  É Q U A T IO N S .

6 —  Soit une ligne plane quelconque AB (fig. 7) ; traçons 
dans le plan deux axes OX et OY, et dé
signons par x  e iy  les deux coordonnées 
01* etMP d’un point M quelconque de la 
lign e; quand le point M se meut sur la 
ligne, les deux coordonnées varient si
multanément; si l ’on donne à l ’abscisse 
une valeur arbitraire OP, la grandeur 

de l’ordonnée correspondante MPest parfaitement déterminée, 
et la variation de l’abscisse entraîne celle de l’ordonnée. Ainsi 
l ’ordonnée MP est une fonction de l ’abscisse OP; la nature de 
cette fonction dépend de celle de la ligne. Quand la ligne est 
définie géométriquement, on conçoit que l’on puisse, de la 
définition géométrique de la ligne, déduire une équation entre 
*  et y, servant à définir analytiquement la fonction y. L’équa
tion en x  et y que l ’on trouve de cette manière s’appelle 
l’équation de la ligne.

7 — Supposons, réciproquement,que l’on donne une équation

F (x, y) =  o ,

entre deux variables x  et y; chaque couple de valeurs réelles 
de x  et y satisfaisant à cette équation détermine un point du 
plan. Soient x 0 et y0 des valeurs réelles de x  et y vérifiant l ’é
quation ; si l ’on fait varier x  d’une manière continue à partir 
de x „  l ’une des valéurs de y variera aussi d’une manière con
tinue à partir de y„, et sera en général réelle tant que a; restera



comprise entre certaines limites ; le point, dont les coordon
nées sont x  et y, décrira dans le plan une ligne continue. Ainsi, 
l ’ensemble des solutions réelles d ’une équation à deux varia
bles est, en général, figuré par une ligne plane.

8  —  Ce que nous venons dé dire des coordonnées rectilignes 
a lieu évidemment dans tout autre système de coordonnées. 
Dans le système polaire, quand le point M se meut sur la ligne, 
le rayon vecteur p varie avec l’angle w; c ’est une fonction de 
(o, et la ligne est représentée par une certaine équation entre 
p et io.

9  —  La représentation des figures par des équations est la 
base de la Géométrie analytique; elle permet d’appliquer à l’é
tude des figures les procédésdu calcul algébrique. Ons’occupe, 
en Géométrie analytique, de trois questions fondamentales : 
quand une figure est définie géométriquement, on cherche son 
équation ; réciproquement, on apprend à construire la figure 
que représenté une équation donnée; enfin, on étudie les rela
tions qui existent entre les propriétés géométriques des figures 
et les propriétés analytiques des équations.

Les exemples que nous donnons dans le chapitre suivant 
feront bien comprendre comment on représente les lignes par 
des équations.

6 LIVRE I, CHAPITRE II.

C H A P I T R E  II

Exem ples.

En général, la définition géométrique d’une courbe, déter
minant chacun de ses points, correspond à un certain système 
de coordonnées; si l’on choisit le système particulier indiqué 
par l ’énoncé, l ’équation de la courbe est la traduction immé
diate de sa définition géométrique.

C E R C L E .

H O — Le cercle est le lieu des points également distants d’un 
point fixe appelé centre. On le décrit à Laide d’un com pas:



une pointe étant placée au centre, l ’autre pointe trace la cir
conférence.

Si l’on prend le centre O pour 
pôle et une droite quelconque OX 
pour axe polaire (fig. 8), et que Ton 
désigne par r la longueur du rayon, 
l ’équation de la circonférence en 
coordonnées polaires est 

(i)  p—r,
puisque la longueur du rayon vecteur est constamment égale 
à quelle que soit la valeur de l ’angle w.

Cherchons maintenant l’équation du cercle eu coordonnées 
rectilignes. Si l ’on prend deux axes rectangulaires OX et OY 
passant par le centre, le triangle rectangle OMP donne immé
diatement l ’équation 

(2) x '--h y * = r \

qui existe entre les deux coordonnées x  et y d’un point M de la 
circonférence. C’est l’équalion de la circonférence dans ce sys
tème de coordonnées.

E L L IP S E .

4 4  —  L'ellipse est une courbe telle que la somme des distances 
de chacun de ses points à deux points fixes est constante. Ces 
deux points sont les foyers de l’ellipse.

Il est facile de construire l ’ellipse par points. Soient F et F' 
(fig .9) les deux foyers; portons sur 
la droite F 'Fune longueur F'Kégale 
à la somme constante des distances 
de chacun des points de la courbe 
aux deux foyers. Du foyer F' comme 
centre, avec différents rayons, dé
crivons une série de cercles ; soit D 

le point où l'un d’eux coupe la droite F 'F; p re n o n s  une ouver
ture de compas égale à KD, et du foyer F comme centre, avec 
cette ouverture de compas, décrivons un second cercle; ce 
cercle coupera le premier en deux points M et M; qui appartien-

EXEMPLES. 7



8 LIVRE I, CHAPITRE IL

dront à l’ellipse ; car la somme des distances MF' et MF du 
point M aux deux foyers est égale à la somme des deux ravons 
F'D et KD, c’est-à-dire à la longueur donnée F'K.

On répétera la même construction pour chacun des cercles 
décrits du foyer F' comme centre ; quand on aura ainsi obtenu 
un assez grand nombre de points, on fera passer un trait con
tinu par tous ces points, et on aura l’ellipse demandée.

Si l ’on désigne par ia  la somme constante, et par 2c la dis
tance FF7 des foyers, il faut, pour que l ’ellipse existe, que la 
longueur ia  soit plus grande que 2c. Représentons par a +  « 
le plus grand rayon; le plus petit sera a — a; les deux cer
cles se couperont lorsque la différence aa des rayons sera 
plus petite que la distance des centres 2c. Ainsi le plus grand 
rayon doit ètie plus petit que a-+-c, le plus petit plus grand 
que a — c.

On emploie la construction graphique que nous venons 
d’indiquer dans les épures sur le papier. Mais, dans les arts, 
quand on veut tracer une ellipse sur une planche ou sur une 
feuille de carton, on a recours à un procédé beaucoup plus

On fixe aux deux foyers F et F; (fig. jo) deux poinles aux-

du fil, la somme des distances MF et MF7 est égale à la longueur 
constante de ce fil. Ce mode de description montre bien que 
l ’ellipse est une courbe fermée comme le cercle.

1 2  —  Nous indiquerons de suite quelques-unes des pro
priétés les plus simples de l’ellipse.

On appelle axe d une courbe une ligne droite qui divise la 
courbe en deux parties symétriques, c’est-à-dire en deux par
ties qui s’appliquent exactement l’une sur l’autre, quand on 
fait tourner la première autour de l’axe pour la rabattre sur la 
seconde.

rapide.

F ie . 10.

quelles on attache les deux extrémités d’un 
fil ayant la longueur voulue. On tend en
suite le fil avec un style ou un crayon que
1 on fait mouvoir dans le plan en tenant le 
fil constamment tendu, et l ’on décrit ainsi
1 ellipse. Car, dans chacune des positions



Il est aisé de voir que la droite AA7 (fig. 11) menée par les 
deux foyers est un axe de l ’ellipse. Car si l ’on considère les

deux points M et M7 déterminés par 
l’ intersection de deux cercles décrits 
des foyers F et F' comme centres, 

"Cl on a deux triangles égaux FMF', 
FM7F', qui coïncident lorsqu’on fait 
tourner la partie supérieure de la 

Fis- “ • figure autour de la droite AA7, pour
la rabattre sur la partie inférieure; le point M vient donc en 
M'; et, comme il en est de même pour tous les points deux à 
deux, la demi-ellipse AMA7 s’applique exactement sur l’autre 
moitié AM7A7. Ainsi la droite AA7 est un axe de l’ellipse.

On appelle sommets les points A et A' où l’axe coupe la 
courbe. Nous avons, dans la construction de l’ellipse par points, 
porté sur l’axe, à partir du foyer F'', la longueur F7K égale à 
la somme constante. Le point A, milieu de FK, appartient à 
l ’ellipse ; car si l ’on remplace la distance AF par son égale AK, 
on voit que la somme des distances AF' et AF de ce point aux 
deux foyers est égale à la somme constante F7K ; ainsi le point 
A est l’un des sommets. De même si l ’on porte sur l ’axe, à 
partir de l ’autre foyer F, la longueur FK' égale à F7K, et si l’on 
prend le milieu de F7K', on aura le second sommet A7. Les deux 
distances AF et A7F7 sont égales comme moitiés de distances 
égales FK, F7K7, et les deux sommets A et A' sont également 
distants des deux foyers F et F'.

11 faut remarquer que la longueur A A7 est égale à la somme 
constante des distances de chacun des points de l’ellipse aux deux 
foyers. Car, si l’on remplace le segment A7F7 par son égal AF 
ou AK, on voit que la longueur AA7 est égale à F7K.

L’ellipse admet un second a x e , la perpendiculaire BB7 
élevée sur le milieu de la droite FF7. En effet, du foyer F' 
comme centre, avec un rayon égal à FM, décrivons un premier 
cercle, et du foyer F, avec un rayon égal à F7M, un second 
cercle ; ces deux cercles, par leur intersection, détermineront 
deux nouveaux points N et N7 de l’ellipse. Les deux triangles 
FMF', F7NF sont égaux, comme ayant les trois côtés égaux

EXEMPLES. «



chacun à chacun. Faisons tourner la partie BAB7 de la figure 
autour de BB7, pour la rabattre de l'autre côté; la droite OF 
s’applique sur OF7 ; l ’angle OFM étant égal à OFN dans les 
deux triangles égaux, la droite FM prend la direction FN  ; 
et, comme ces deux droites sont égales, le point M tombe en N. 
Ainsi, la partie BAB7 s’applique exactement sur l ’autre moitié 
BA7B7, ce qui montre que la droite BB7 est aussi un axe de 
l’ellipse.

On détermine les deux sommets B et B' par l’intersection 
de deux cercles égaux décrits des foyers comme centres, avec 
un rayon égal à la moitié OA de AA7. Car, les deux distances 
BF et B P  étant égales entre elles, chacune d’elles est égale 
a la moitié de la somme constante, et par conséquent à la 
moitié de AA7. La longueur BB7 est plus petite que AA' ; car la 
ligne droite BB7 est plus petite que la ligne brisée BF +  B F , 
qui est égale à A A7.

Les deux axes divisent 1 ellipse en quatre parties égales.
4 3  On appelle centre d une courbe un point tel que tous 

les points de la courbe sont situés deux à deux sur une droite 
passant par le centre et a égale distance de part et d’autre.

Le point 0 , intersection des deux axes, ou milieu de la dis
tance FF  des foyers, est centre de l’ellipse. En effet, soit M un 
point quelconque de 1 ellipse ; joignons MO et prolongeons 
cette droite d’une longueur ON7, égale à OM ; les deux diago
nales FF', MN', se coupant mutuellement en deux parties 
égales, le quadrilatère FMF7N7 est un parallélogramme, et les 
côtés opposés sont égaux. La somme des distances N7F +  N7F7 
du point N7 aux deux foyers étant égale à la somme MF +  MF, 
le point N; appartient aussi à l’ellipee. Ainsi les deux points 
M et N7 de l’ellipse sont situés sur une droite MN7 passant par le 
point 0 et a égale distance de part et d’autre. lien  est de même 
de tous les points deux à deux ; donc le point 0 est centre de 
l’ellipse.

14 —  La forme et les dimensions de l’ellipse dépendent de 
la distance FF7 des foyers et de la somme constante AA7. Nous 
avons vu comment on en déduit la longueur BB7. Inversement 
les deux longueurs AA7 et BB7, qui sont les portions des axes

10 LIVRE 1, CHAPITRE IL



et F7 ; l’ellipse dont les foyers sont F et F' et le grand axe AA 
admet pour petit axe la droite BB7. Une fois les foyers déter
minés, on construit l ’ellipse par points, ou bien on la trace 
d’un mouvement continu, comme nous l ’avons expliqué.

On appelle excentricité le rapport de la distance 11 ' des 

foyers au grand axe AA7.
L’ellipse est une courbe fermée plus ou moins allongée; sa 

forme dépend de l’excentricité. Quand l’excentricité est nulle, 
les deux foyers se confondent avec le centre ; la distance d’un 
point quelconque de l’ellipse au centre est constanle et l’el
lipse se réduit rigoureusement a une circonférence de cercle. 
Quand l’excentricité est très-petite, les foyers sont très-rappro- 
chés du centre ; les deux axes diffèrent peu l’un de l ’autre, 
l’ellipse est arrondie et peu différente d un cercle. A mesure 
que l’excentricité augmente, le grand axe étant supposé con
stant, les foyers s’écartent, le petit axe diminue et l ’ellipse 

prend une forme de plus en plus aplatie.
1 5  —  Cherchons maintenant l ’équation de l’ellipse. Le 

système de coordonnées indiqué par l ’énoncé est le premier 
système bi-polaire; si l’on détermine la position de chacun 
des points du plan par ses distances aux deux points fixes l( et F7, 

l ’ellipse aura pour équation 
(i)  M - + - v  =  a a .

Dans le second système bi-polaire, l’équation a aussi une 
forme très-simple; si l ’on désigne par a et p les deux angles 
coordonnés MFF', MLf/F, et par 2 p le périmètre 2 « - t - 2 C  du 

triangle MFF', on a _______ _

tn,v ra _  . /(P— 2 P) (P—  .1») W n - ê i-  .
V  p~p'-V)  ’ 8 2 “  V  V lP ~  <«)

de l’ellipse, peuvent servir à définir cette 
courbe. On commencera par déterminer 

les foyers (iig. 12); pour cela, de l’une 
des extrémités B du petit axe comme 
centre, avec un rayon égal au demi-grand 
axe OA, on décrit une circonférence qui 
coupera le grand axe en deux points F

comprises dmisl’ellinse. et fiue.nourabrecrer.on appelle les axes

EXEMPLES. M



d’où (2) t a n g - t a n g - =
2 °2  p a+ c

Cherchons enfin l’équation en 
coordonnées reciilignes. Prenons les 
deux axes de la courbe pour axes des 
coordonnées (fig. 13) ; les longueurs 
P F e tP F 7 étant égales à c — x  et à 
c - h x ,  les triangles rectangles FMP, 

Fie-,3- F'MP donnent

M  =  \ / ÿ ‘ + ( C — X ) 1,  V =  V/ ÿ *  +  ( c _ | _ ÿ j i .

En substituant les valeurs de u et de v dans l ’équation (1), on 
obtient l ’équation

V ÿ ' + ( c  \jy- )-  (c -{-x*= 2 a .

Pour mettre cette équation sous forme entière, nous élève
rons au carré, après avoir fait passer le premier radical dans 
le second membre, ce qui donne

y + (c-f-a:) — x 'f  — 4a ~(c — x )'>

ou, en simplifiant,

a V//‘2+  {c— x ) - = a s— ex.

Une nouvelle élévation au carré conduit à l’équation

(4) a y - t - ( a !—  c ')x tz= a %(a,~  c').

Mais 1 équation (4) n’est pas équivalente à l ’équation (3) ; 
elle équivaut aux quatre équations

u - h v = a a , u — v = z a ,  — u - h v — sa, — u - v = 2 a ,

que l ’on obtient, quand dans l'équation (3) on change les 
signes des radicaux. L équation — u— v = z a  n’a pas de solution 
réelle. Les équations u ~ v = 2a, - u + v = i a  n’ont pas non 
plus de solution réelle, quand on suppose 2 a > 2 c ;  car les 
quantités u et v désignent les distances des points F et F; à un 
point du plan ayant pour coordonnées x  et y, et la différence des 
distances ne peut pas être égale à la longueur 2a plus grande 
que la distance 2c ou FF''. Ainsi? quand on se borne aux solu

tions réelles, on peut dire que l ’équation (4) est équivalente à
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l’équation (3). La somme constante aa étant plus grande que Ja 
distance des foyers i c , on peut poser a2—c*=b*, et l'équation 
de l’ellipse se met sous la forme a’ÿ*-(-6Vs*=a*&\

EXEMPLES. 13

H Y P E R B O L E .

4 ® — L'hyperbole est une courbe telle que la différence des 

distances de chacun de ses points à deux points fixes est cons
tante. Ces deux points fixesF et F7 sont les foyers de l’hyperbole.

Il est facile de construire l’hyperbole par points. Portons sur
la droite F7F (fig. 14) unelon- 
gueur F7K égale à la diffé
rence constante. Du foyer F' 
commecentre,avecdifférents 

_ rayons,décrivonsunesériede 
" cercles; soit Die point où l’un 

d’eux coupe la droite FF7; pre
nons une ouverture de com
pas égale à KD, et, du foyer F 
comme centre, avec cette ou

verture du compas, décrivons un second cercle ; ce cercle cou
pera le premier en deux points M et M', qui appartiennent à 
l’hyperbole ; car la différence des distances MF' et MF du point 
M aux deux foyers est égale à la différence des deux rayons F7D 
et KD, c’est-à-dire à la longueur donnée F/K. On répétera la 
même construction pour chacun des cercles décrits du foyer F7 
comme centre; quand on aura obtenu un assez grand nombre 
de points, on fera passer un trait continu par tous ces points, 
et on aura un arc d’hyperbole MAM7.

L’hyperbole se compose de deux branches indéfinies MAM7 
NA'N7 ; pour la première, la distance MF est plus petite que 
MF7; pour la seconde, la distance NF est, au contraire, plus 
grande que NF'. On obtient la seconde branche comme la pre
mière, en portant sur la droite FF7 une longueur FK égale à 
la différence constante, décrivant, du foyer F comme centre,

a s 6 ! ‘
ou



un cercle avec un rayon arbitraire FD', et, du foyer F' comme 
centre, un second cercle avec un rayon égal à F'D'.

Si l'on appelle ia  la différence constante et 2c la distance 
F F  des foyers, il faut, pour que la courbe existe, que 2a soit 
moindre que 2c. Désignons par a +  a le plus grand rayon, le 
plus petit sera a — a ;  les cercles se couperont lorsque la 
somme 2a des rayons sera plus grande que 2c. Ainsi, le plus 
grand rayon doit être plus grand que c^ -a , le plus petit [dus 
grand que c— a.

4 y  —  On peut aussi décrire l'hyperbole d’un mouvement 
continu. Supposons qu une règle tourne autour du foyer F' et

que les extrémités d’un fil soient 
attachées, d'une part au foyer F, 
d’autre part à l'extrémité G de la 
règle (fig. i 5); si, en même temps 

_que la règle tourne, un crayon 
glisse sur la règle en tenant le fil 
constamment tendu,ce crayon dé
crira un arc d’hyperbole. En effet, 
soit F'G' une position quelconque 
de la règle; le crayon a glissé sur 

la règle de G'en M,et le fil occupealors la position G'MF. In d if
férence des distances MF' et MF ne changé pas, si l’on augmente 
ces deux longueurs de la même quantité G'M ; elle est donc égale 
à la différence constante qui existe entre la longueur de la règle 
G'F' ou GF', et la longueur du fil G'MF ou GF. On obtiendrait la 
seconde branche en faisant tourner la règle autour du foyer F.

U S  —  La droite FF' est un axe de la courbe; elle partage 
chacune des branches en deux parties symétriques; car les 
deux points M et M', ou N et N' (fig. 14)̂  déterminés par l ’in
tersection des deux cercles décrits des foyers comme centres, 
sont symétriques par rapport a cette droite. Les points A et 
A ', où elle rencontre la courbe, sont les sommets de l ’hy

perbole.
On obtient les sommets A et A' en prenant les milieux de FK 

et de F'K'. La longueur AA' de l’axe est égale à la différence 
constante des distances de chacun des points de l'hyperbole

u  LIVRE I, CHAPITRE II.



aux deux foyers; car, si l’on remplace -VF par son égale AK, on 
voit que F R est égale à AA;.

L’hyperbole admet un second axe, la perpendiculaire BB/ 
élevée sur le milieu de la droite FF'. Le raisonnement que 
nous avons fait pour l’ellipse (n° 12) peut, en effet, être appli
qué aux deux branches de l’hyperbole. Mais ce second axe 
ne rencontre pas la courbe; c’est pourquoi on a donné au 
premier le nom d’axe transverse, au second le nom d’axe non 
transverse. On voit aussi que le point O, milieu de la distance 
FF' des foyers, est le centre de la courbe.

—  Dans le premier système bi-polaire, si l ’on appelle u 
et r  les dislances d’un point quelconque de la courbe aux 
deux foyers F et F', les deux branches de courbe ont respecti
vement pour équations 

(*) v—u—±ia.
Dans lu second système bi-polaire, les équations des deux 

branches sont
a . a

tan g - , tan g-
2 c +  tt 2 c —  a
[i c —  a' ~ S c-t-a' 

tang -  tang -
c 2 2

En coordonnées rectangulaires, si l’on prend pour axes des 
coordonnées les deux axes de la courbe, l ’équation de Fliyper- 
t>ole est

sft/*4-  (c-Hzj* — vV-+- {<:—x)-=±'îa.
En répétant ici les transformations du n° i.j, on arrive à l’é
quation sous forme entière, a ’ÿ* -+* (a*— <*) x 1= a 1 (ai— c'}, 
(iue nous avons déjà obtenue pour l’ellipse.

Cette équation, comme nous l ’avons remarqué, équivaut aux 
quatre équations distinctes v —  u = r t a a ,  t n - v = ± 2 < i;  mais, 
dans le cas actuel, i a  étant plus petit que 2c, les deux dernières 
n ont pasde solution réelle. Si l’on pose cs —  a1 =  lr, l ’équation 

de l’hyperbole prend la forme

N =a1
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J1 est bon d’observer que, dans le système rectiligne, les 
deux branches de l ’hyperbole sont comprises dans la même 
équation (2), tandis que, dans le premier système bi-polaire, 
l ’une des branches est représentée par l’équation v — u = i a ,  
l'autre par l ’équation u — t) =  aa. II faut aussi deux équations 
distinctes dans le second système bi-polaire.

PARABOLE.

parabole est une courbe dont chacun des points 
est également distant d’un point fixe nommé foyer et d’une 
droite fixe appelée directrice.

Il est facile de construire la parabole par points. Soit F le 
foyer, DD7 la directrice (fig. 16) ; menons par le foyer une 

droite BD perpendiculaire à la directrice; 
le point A, milieu de FD, est un premier 
point de la parabole. Traçons une série 
de droites parallèles à la directrice, à une 
distance plus grande que AD. Soit P le 
point où l ’une d’elles rencontre la droite 
DB; du foyer F, avec une ouverture de 
compas égale a DP, décrivons un cercle qui 
coupera la parallèle en deux points 11 et M; 
aPPartenant à la parabole. Car la perpen

diculaire ME, abaissée du point M sur la directrice, est égale à 
DP, et par suite au rayon MF ; le point M, étant également dis
tant du foyer et de la directrice, est un point de la parabole. Ré
pétons cette même construction pour chaque parallèle; quand 
nous aurons déterminé ainsi un nombre suffisant de points, 
nous ferons passer un trait continu par tous ces points.

La droite DB, menée par le foyer perpendiculairement à la 
directrice, est un axe de parabole ; car, d’après la construc
tion, la corde MM7 est perpendiculaire à DB et divisée au 
point P en deux paities égales. Si donc on fait tourner la partie 
supérieure de la parabole autour de la droite DB, pour la 
rabattre de 1 autre cote  ̂ la droite PM s'appliquera sur PAl  ̂ Jg 

point M en M . Comme il en est de ineme pour tous les points 
deux à deux, on voit que la partie supérieure coïncidera exac-
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leniuul avec la partie inférieure ; donc la droite DB est axe de 
la parabole. Le point A, milieu de FD, est le sommet de la pa
rabole.

La parabole n’est pas une courbe fermée comme l’ellipse ; 
e<le se compose de deux branches qui se prolongent indélini- 
ment. Les dimensions de la parabole dépendent de la distance 
du foyer à la directrice, distance que l'on appelle paramètre de 
la parabole; quand cette distance est très-petite, les deux bran
ches de la parabole sont très-rapprochées l ’une de l’autre. Elles 
s écartent et la parabole s’ouvre d’autant plus que ce paramètre 
est plus grand.

—  On peut aussi Iracer la parabole d’un mouvement con
tinu. Plaçons une règle sur la directrice DD' (flg. 17); appli

quons contre la règle une équerreGHK; au 
sommet G attachons un fil d’une longueur 
égale au côté GH de l’équerre, l’autre ex
trémité étant attachée au foyer F ; tendons 
le ül contre l’équerre avec un crayon, puis 
faisons glisser l’équerre le longdelarègle, 
et, en même temps, le crayon le long de 
l’équerre de manière à tenir le fil constam- 
menttendu;nousdécrirons un arc de para- 

Fig. 17. bole. En effet, soit M le point où se trouvele
crayon quand l’équerre occupe la position GHK; la longueur 
du fil ou la ligne brisée GM -+- MF étant égaje au côté GH de 
l’équerre, la distance MF égale Mil, et, par conséquent, le point 
M appartient à la parabole.

2 2  —  La définition de la parabole indique un système de 
coordonnées dont nous n’avons point en- 
core'parlé. On peut déterminer un point 
quelconque M du plan par ses distances MF 
et ME au foyer F et à la directrice DD 

~  (fig. 18) : la position du point M sera don
née par l ’ intersection d’un cercle décrit du 
foyer comme centre et d’ une droite paral
lèle à la directrice. Si l’on appelle u et v 
les deux coordonnées du point M, la para-

fiBOM. ANALYT. 2
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bole aura pour équation clans ce système 

( i )  u — v.

Prenons maintenant pour origine des coordonnées rectili- 
gnes le sommet A de la parabole, pour axe des x  l ’axe AX de 
la parabole, et pour axe des y une perpendiculaire AY. Eu 
désignant par p la distance FD du foyer à la directrice, 011 a

v —  A P + A D = a ; +  »̂ uz= (x-— (

et l’équation de la parabole devient

ou (2) y%= z p x .

2 3  —  Avant d ’aller plus loin nous dirons comment on dé
finit la tangente à une courbe quelconque. En géométrie

élémentaire, on appelle ordi
nairement tangente au cercle 
une droite indéfinie, qui n'a 
qu’un point commun avec la 

ciiconférence; mais cette définition n’étant pas susceptible 
d être généralisée, il convient de définir la tangente d’une autre 
manière. Soit M un point donné sur une courbe (fig. 19); par 
ce point et un point voisin M', menons une droite indéfinie ; 
imaginons maintenant que le point 5F se rapproche indéfini
ment du point M* la droite MM' tendra vers une position limite 
M l. C’est cette droite MT que l’on appelle tangente à la courbe 
au point M. On appelle normale à la courbe au point M la per
pendiculaire menée par ce point à la tangente.

Il est aisé de voir, d après cette définition, que la tangente 

au cercle au point M est perpendiculaire 
à l ’extrémité du rayon OM (fig. 20); car, 
dans le triangle isocèle MOM', l’angle 
OMM' est égal à un angle droit, moins la 
moitié de l ’angle au centre MOM'; quand 
le point M'se rapproche indéfiniment du 

Fig.20. point M, l ’angle au centre tend vers



zéro, et l’angle OMM devient droit. La normale au cercle en 
M est le rayon MO.

C I S S O Ï D E  D E  l t l O r , L È S .

—  Étant donnés un cercle, un diamètre AB, une tangente 
BC à l’extrémité de ce diamètre (fig. 21), si autour du point A

on fait tourner une sécante AE, sur 
laquelle on porte à partir du point A 
une longueur AM égale à la portion 
DE de la sécante comprise entre le 
cercle et la tangente fixe, le lieu du 
point M est une courbe qui porte le 
nom de Cissoïde.

Si l’on suppose que la sécante mo
bile parte de la position AB et tourne 
autour du point A, de AX vers la 
perpendiculaire A Y, la longueur DE, 
et par suite AM, augmentera indé
finiment; le point M décrira une 
branche de courbe infinie AMM'. Si 
l'on fait tourner la sécante mobile 

de l’autre côté de AB, on obtiendra évidemment une seconde 
branche égale à la première.

La droite AB est un axe de la courbe, puisque les deux bran
ches sont symétriques par rapport à cette droite.

La tangente auxdeux branches aü point A coïncide avec l ’axe. 
Car, si la sécante AM tourne autour du point A de manière à ce 
que la corde AM ou DE devienne nulle, elle tend vers la position 
limite AB; donc AB est la tangente en A .Le point A est ce qu’on 
appelle un point de rebroussement.

On peut voir aussi que les deux branches de la courbe se 
‘ approchent indéfiniment de la droite CC'.En effet, considérons 
la sécante dans la position AE'; si de la longueur totale AE' on 
retranche alternativement les deux longueurs égales AM' et 
lî E', on a M fe'=AD'. La corde AD' diminuant de plus en plus 
et tendant vers zéro, il en est de même de la longueur M'E', et
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a plus forte raison de la perpendiculaireMTLCeltudroitoCC .dont 
la courbe se rapproche indéfiniment, s’appelle une asymptote.

La cissoïde a été imaginée par le géomètre grec Diodes, pour 
résoudre le problème de la construction de deux moyennes 
proportionnelles entre deux lignes données.

2 5 —Cherchons l’équation de la cis
soïde en coordonnées polaires; prenons 
le point A pour pôle et la droite AB pour 
axe polaire. Appelons a le diamètre du 
ĉercle donné, p et w les coordonnées 
d’un point quelconque M de la courbe 
(fig. 22). Dans les triangles rectangles 
ABE-, ABD, on a

AD =  a cos w ;
COS M

a rtsin2tou où p =  DE =  AE -  A D = z - - a  cos o _  .
Ainsi la cissoïde est représentée en coordonnées polaires par 
l'équation

asin2u
1) - ---------------------

COS <0

Cherchons maintenant l’équation en coordonnées rectiligues; 
prenons le point A pour origine, la droite AB pour axe dus x  

cl une perpendiculaire [tour axe des y. Dans le triangle rudan- 
glu MAP, on a

ampuosoi, ÿ =  psin«, f - = x i -\-ÿ"~;
Xsi,dans l’équation (i),on remplace d’abord cos w par - siti <•>

par ce qui donne ps x  =  a if , puis p'1 par x ' -1- y*, on ai ri ve a
P

l’équation de la cissoïde en coordonnées rectilignes 
(2) y1 {a—x) —  x 3 =  o.

2 0 —  Proposons-nous de construire, au moyen de sou équa
tion en coordonnées rectilignes, la cissoïde dont nous avons 
déjà trouvé la forme d’après sa définition géométrique.

En résolvant l’équation par rapport à y, on a
y = ± X  \ f ~——*
J V «— a-
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EXEM PI.ES.

L’ordonnée n’est réelle que pour les valeurs de l’abscisse 
comprises entre o et a ; donc la courbe est située tout entière 
entre l’axe des y et la parallèle CC' menée à la distance a 
(fig. ni). Quand x  croît de o à a , la valeur numérique de 
U  croît de o il x , ce qui donne une branche de courbe 
partant de l’origine A et s’élevant indéfiniment. En même 
temps, la distance J1H =  a —  x  d’un point de la courbe à la 
droite BC tend vers zéro, ce qui fait voir que la droite BC est 
asymptote de la courbe. Comme à chaque valeur de x  corres
pondent deux valeurs de y égales et de signes contraires, la 
courbe se compose de deux branches symétriques par rapport 
à l ’axe AX.

S T R O P H O ÏB E .

2 7  —  Un angle droit YOX (fig. a3) et un point fixe A sur un 
de ses côtés étant donnés dans un plan, on mène du point fixe A 
une droite quelconque AD qui rencontre le côté OY en D, et 
l’on porte sur cette droite d’un côté et de l’autre à partir du 
point D des longueurs DM et DN égales à OD ; le lieu des points 
M et N est la strophoïde.

Quand la droite mobile occupe la position AO, les deux points 
M et N se confondent en 0 . Si la droite tourne de manière à ce 
que le point D s’élève indéfiniment sur OY, OD augmente, et 
l’on voit que le point N décrit une branche de courbe infinie ON-

Quant au point M, il se rapproche 
le plus en plus du point A. En 
îffet, on obtient les points M et N 
en décrivant un cercle du point D 
comme centre avec DO pour rayon ; 
quand le point D s’élève à l’infini, 
l ’arc de cercle OM coïncide avec la 
droite OA,et le point M vient enA. 
Il y a évidemment une partie sy
métrique de l’autre côté de l’axe 

OX.
Le point O, par lequel passent 

les deux branches de courbe, s ap

pelle point multiple. Les tangentes en ce point a u x  deux bran-
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ches de courbe coïncident avec les bissectrices des angles 
droits YOX, YOX'. Car l’angle ODE, extérieur au triangle iso
cèle DOM, est égal à la somme des deux angles intérieurs op
posés, et, par conséquent, à deux fois l ’angle DOM ; de même 
l’angle ODA est égal à deux fois l’angle DON. Quand la droite 
AD s’applique sur AO, l ’angle obtus ODE diminue et tend vers

un angle droit; l ’angle moitié YOM diminue et tend vers
4

l’angle aigu ODA augmente et tend vers un angle droit ; l’angle

moitié YON augmente et tend aussi vers ~*On peut remarquer

d’ailleurs que les deux droites OM et ON sont rectangulaires. 
On voit, en outre, que l’arc OMA est situé au-dessous de sa 
tangente, tandis que l’arc ON est au-dessus.

La tangente au sommet A est perpendiculaire à l’axe OX ; 
car,lorsque le point D s’élève indéfiniment, la corde AM devient 
perpendiculaire à OX.

Sur le prolongement de AO prenons OG =  OA, et par le 
point G7 élevons la perpendiculaire H H ; cette droite est asymp
tote de part et d’autre aux deux branches infinies de la courbe ; 
car la distance NE, égale à AM, tend vers zéro.

2 8 — Cherchons l’équation de la courbe en coordonnées 
polaires. Prenons le point O pour pôle, et la droite OA pour 
axe polaire; les coordonnées du pointM sontp=OM ,o>=M OA; 
dans le triangle isocèle DOM, chacun des angles DOM, DMO est

égala * —  w, et l’angle ODM à 2m ; l’angle OAM, complémentaire

du précédent, vaut -  —  210. Si l’on désigne par a la longueur 

OA, on a, dans le triangle OMA,

sin  ( -  —  2(o |
? _  v̂ - /
(l (  77 \

811) ( - - «  J

, , a cos 2(0
i) p =  —--------

' 1 coscod’où

Les coordonnées du point N vérifient la même équation.

2-2



Cherchons maintenant l’équation de la courbe en coordon
nées rectilignes, en prenant pour axes les deux droites OX 
et OY; si, dans l’équation précédente, mise sous la forme 
p cos <o =  a (cos'2<o —  sin4co), on remplace cos co et sin co par leurs

valeurs'* et on a =  mettant ensuite à la
P P

place deps sa valeur æ84 -ÿ !,on arrive à l’équation du troisième 
degré

(a) x  (x'- -4-  if) —  a (æs —  ?/*) =  o .

39 —  Proposons-nous maintenant de (construire la courbe 
au moyen de son équation en coordonnées rectilignes. L’équa
tion (2), résolue par rapporta y, donne

. / a — x  
y —  d z x  V/ - f -,—1 V  a - h x

Pour que l’ordonnée y soit réelle, il ïaut que la quantité 
placée sous le radical soit positive. Quand on donne à x  des 
valeurs positives, le dénominateur étant positif, le numérateur 
doit être aussi positif, ce qui exige que x  soit plus petit que a. 
Quand on donne à x  des valeurs négatives, le numérateur 
étant positif, le dénominateur doit être aussi positif, ce qui 
exige que la valeur absolue de æ soit moindre que a. Ainsi 
l ’abscisse x  ne peut varier que de —  a à -H a ; si donc on porte 
sur l’axe des x ,  à partir de l’origine, et de part et d’autre, des 
longueurs OA et OG égales à a, et que par les points Ci éVA on 
mène des parallèles HH-, KK7 à l ’axe des y, la courbe sera tout 
entière comprise entre ces deux parallèles. On verra la forme 
de la courbe en suivant la variation de la fonction

. /a— x  '
y — x \ a + x

Quand x  varie de o à a, l’ordonnée y conserve d ^  valeurs 
finies; elle s’annule p o u r x = o ,e t  aussi, pour x = a ; \ le a  résulte 
une branche de courbe OMA, partant du point o, et aboutis
sant au point A. Quancf x  varie de o à —  a, l ’ordonnée y est 
négative et varie de o à —  oc ; il en résulte une branche OlY, 
qui part de l’origine ets’abaisse indéfiniment, en se rapprochant
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de plus en plus de la droite HH, qui est une asymptote; cette 
branche ON fait suite à la branche AMO.

En changeant le signe du radical, on obtient une branche 
AM'ON symétrique de la première par rapport à l’axe des a;.

LIM AÇON D E  PA SC A L.

3 0  —  Par un point A pris sur un cercle, on mène une sé
cante quelconque AD, sur laquelle à partir du point D, où elle 
rencontre le cercle, on porte de part et d’autre une longueur 
donnée DM ou DN ; le lien des points M et N (fig. 24) est une 
courbe nommée limaçon de Pascal.

On obtiendra la courbe entière en supposant que le rayon 
vecteur coïncide d abord avec le diamètre AB du cercle, et 
tourne ensuite d un angle droit dans un sens ou dans l’autre. 
On obtiendra aussi la courbe entière en faisant faire au rayon 
une révolution complète, et portant la longueur constante dans 
le sens du rayon a partir du point où ce rayon 011 son prolonge
ment coupe le cercle. La courbe présente trois formes diffé
rentes, suivant que la longueur constante a est supérieure, 
égale ou inférieure au diamètre 6 du cercle.

1“ Considérons d’abord le cas où la longueur a est plus

grande que b. Quand le 
l'ayon coïncide avec AB. il 
faut, à partir du point B, 
porter sur ce rayon une 
longueur BG égale à a, ce 
qui donne un point G du 
lieu (fig. 24). Lorsque le 
rayon tourne autour du 
point A et occupe la posi
tion AD, on a le point M. 
Quand le rayon a tourné 

d’un angle droit, le point D vient en A, et le point M en M . Le 
rayon, continuant son mouvement, prend la direction AD ; son 
prolongement coupe le cercle en D,; il faut, à partir de ce 
point D„ porter dans la direction même AD- une longueur D,M, 
égale à a. Quand le rayon, ayant tourné de deux angles droits,
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occupe la position AX', le point D, vient en B, et le point M, en 
H; on a ainsi l’arc M'M,H qui fait suite au premier, et qui est 
aussi extérieur au cercle. Le rayon dépassant la position AX' et 
tournant encore de deux angles droits pour revenir à la posi
tion initiale AX, le point mobile décrit l ’arc HN'G, symétrique 
de 1 arc GMH par rapport à la droite X X. De cette manière le 
point décrit la courbe entière d’un mouvement continu.

2" Supposons maintenant que la longueur a soit égale à b.
Le rayon vecteur 
tournant de deux 
angles droits, à par
tir de la position 
initiale AX, le point 
M décrit l’arc GMM'A 
(fig. 25), qui vient 
aboutir au point A. 
La tangente en A est 
la droite AX', posi
tion limite de la sé

cante AM,. Le point A est un point de rebroussement.
3» Considérons enfin le cas où la longueur a est plus petite 

que b. Lorsque le rayon vecteur tourne d’un angle droit à 
partir de la position initiale AX, le point M décrit l ’arc GMM' 
(fig. 26). Le rayon prend ensuite la direction AD'; le point D

vient en D,, le point 
M en M,. Le rayon 
arrive àuneposition 
AD" telle que la corde 
D,A est égale à a; le 
point M, vient alors 
en A et la courbe est 
tangente à la droite 
AD". Le rayon con
tinuant son mouve- 

*'‘8- *«• ment, la corde D,A
devient plus grande que a, et, si l’on prend la longueur D3M, 
'■gale à a, on a un point M, situé à l’intérieur du cercle. Enfin.
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quand le rayon prend la direction AX', le point M3 vient en H. 
L’arc extérieur GM'A se prolonge ainsi suivant l ’arc intérieur 
AM3H. L’autre moitié de la rotation donne l ’arc HNAN'G, 
symétrique du premier par rapport à la droite X X , et com 
plète la courbe.

3 1  Cherchons 1 équation de la courbe en coordonnées 
polaires. Prenons le point A pour pôle, et la droite AX pour 
axe polaire. Appelons w l’angle que fait la direction du rayon 
avec la direction AX. Quand la direction même du rayon coupe 
le cercle, ce qui a lieu dans la position AD, le triangle rectan
gle ADR donne AD =  b cos <o, et, par suite,

p =  DM -f- AD =  a -f- b cos w.

Quand c est le prolongement du rayon qui rencontre le cercle, 
ce qui a lieu dans la position AD7, l ’angle w est l ’angle XAD'; 
le triangle rectangle BAD, donne D ,A =  — 6cos«, et, par suite,

p =  D,M, —  D,A =  a 4 - b cos w.

Dans la figure 2(i, quand le rayon occupe la direction AD"', 
la longueur du rayon vecteur n’est plus portée dans la direc
tion même de ce rayon, mais dans la direction opposée; il 
convient de regarder ce rayon vecteur comme négatif; on a 
alors

P= — AMs= D,M3 —  AD3 =  a -t- b cos m .

Ainsi, darts tous les cas, la courbe entière est représentée par 
l’équation

(0  p =  a -f- b cos w.

En coordonnées rectilignes, si 1 on prend le point A pour 
origine, le diamètre AB pour axe des x ,  une perpendiculaire 
pour axe des y, l’équation de la courbe est

(a) ( * s +  y1 —  bxY  =  a'  (ar* 4 -  ?/’ ).

On 1 obtient en remplaçant dans l’équation (i) costo par sa
OC

v a le u r - ' puisp* par x '  +  y'- (n° 25), et élevant au carré pour

faire disparaître le radical.

3 3  —  On obtient celte même courbe par un autre procédé.
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Étant donné un cercle GH et un point fixe A, im a g in o n s  qu’ une 
tangente mobile CM roule sur le cercle, et du point A abaissons

une perpendiculaire AM sur cette 
tangente (fig. 9.7) ; on demande le 

lieu du point M.
Il y a trois cas à considérer, sui

vant que le pointA est intérieur au 
cercle, sur le cercle, ou extérieur. 
Supposons, par exemple, le point 
A extérieur au cercle. Lorsque la 
tangente touche le cercle en G, la 

tog-si’- perpendiculaire abaissée du point

A coïncide avec le diamètre AG et le point G est un point du 
lieu. La tangente roulant sur le quart de cercle GCC , le point 
M décrit l’arc de courbe GMM'. La tangente s’incline ensuite 
jusqu’à la position C'A, et l ’on a l'arc de courbe M'A. La tan
gente continuant son mouvement suivant C"1I, le pied de la 
perpendiculaire tombe au-dessous du diamètre et l’on a l’arc 
de courbe ANH. Nous avons fait rouler la tangente sur le demi- 
eercle GC'N; en la faisant rouler sur le demi-cercle inférieur, 
on obtiendra une partie symétrique de la première.

Cherchons l’équation de cette courbe en coordonnées po
laires; prenons le point A pour pôle, le diamètre AG pour axe 
polaire; désignons par a le rayon BG du cercle donné, et par 
b la distance AB. Si, par le centre B du cercle, on mène une 
parallèle BD à la tangente CM, on a

p =  AI) •+- DM =  b cos « -+- a.

Cette équation est la même que l ’équation (1), d’où l’on conclut

1 identité des deux courbes.
Au reste, il est facile de reconnaître géométriquement cette 

identité. L ’angle D étant droit, le lieu du point D est le cercle 
♦•écrit sur AB comme diamètre ; on obtiendra donc le point M en 
prolongeant la corde AD d'une quantité constante DM égale a BC.

R O SA C E A  Q U A TR E BR A N C H ES.

Etant données deux droites rectangulaires 0 X ,0 \ ,

EXEMPLES. 27



sur lesquelles glissent les extrémités d’une droite PQ de

longueur constante, 
du point 0 on abaisse 
une perpendiculaire 
OM sur cette droite : 
étudier le lieu du 
point M (fig. 28).

Quand la droite PO 
s’applique sur OY, le 
point M vient en 0 , 
et la corde OM prend 
la direction OX; donc 
la tangente en 0 à 
l’arc OM coïncide 
avec OX. Le point I, 

milieu dePQ,décritun cercle dont le centre est en 0, et le rayon 
égal à a, si l ’on désigne par va la longueur constante PQ. Or 
la perpendiculaire OM est plus petite que l ’oblique 01; donc la 
distance OM est maximum quand la droite PQ est perpendi
culaire sur la bissectrice OA. Lorsque la droite mobile continue 
son mouvement, elle passe par une position P'Q; symétrique 
de PQ par rapport à la bissectrice OA, et l’on obtient un arc 
OM A symétrique de l’arc OMA. La même courbe se reproduit 
dans chacun des quatre angles droits. Ainsi la courbe a quatre 
axes, savoir : les deux droites fixes 0 'X , 0  Y, et les deux bissec
trices à A/A ,B /R. Le point 0  est centre de la courbe.

Si l’on prend le point 0  pour pôle, et OX pour axe polaire, 
on a, dans les triangles rectangles OMP, OPQ,

0 =  OP cos ta, OP =  aa sin w;
d o n c

(1) ? — a sin 9. w.

En coordonnées rectilignes, la courbe est représentée par 
une équation du sixième degré :
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EXEMPLES. 3 9

T A N G E N TE .

Les exemples qui précèdent montrent comment on 
peut construire une courbe d’après sa définition géométrique 
et tiouver ensuite l’équation qui la représente. Il est possible 
aussi quelquefois de déduire de la définition géométrique de 
la courbe une construction simple de la tangente. Nous en 
citerons deux exemples remarquables, savoir: les courbes dé
dites par les différents points d’une figure plane qui se meut 
«lans un plan, et le lieu des pieds des perpendiculaires abais
sées d un point fixe sur les tangentes à une courbe donnée. La 
construction relative à la première classe dépend des proposi
tions suivantes:

Lemme. Toute fiyure plane peut être amenée cl’une position 
a une autre par une rotation autour d’un point fixe.

Nous remarquons d’abord que la position d’ une figure plane 
dans un plan est déterminée lorsqu'on connaît les positions de 
deux de ses points. Soient A et B, deux points de la figure dans 
*>a première position (fig. 29), A' et B' ces mêmes points dans 

sa seconde position ; la droite AB, de 
longueur invariable, s’est transportée 
en A B . Élevons des perpendiculaires 
aux droites AA' BB ; en leurs m i
lieux, ces perpendiculaires se cou
pent en un point I. Les deux trian
gles AIB, A IB  sont égaux comme 

ayant les trois côtés égaux chacun à chacun, savoir: AB égal a 
A/B', IA et IA égaux comme obliques s’écartant également du 
l ’iedde la perpendiculaire, et de même IB e tlB  ; donc les deux 
angles AIB, A'IB' sont égaux ; en retranchant la partie com- 
niutle A/1B, on en conclut que les angles AIA , BIB sont égaux, 
l'flaginons maintenant que la figure tourne autour du point 
l*xe I de l’angle AIA', le rayon IA viendra sur IA et le point A 
e n A'! de même, le rayon IB, tournant d’un angle B IB 'égal à 

AIA', viendra sur IBy et le point B en B'. Cette rotation autour 
u point I amène donc la figure de sa première position à la

seconde.



T h é o r è m e . S i l’on considère les courbes décrites par les diffé
rents points A, B ,C  d’une figure plane invariable qui se meut 
dans un plan, les normales à ces courbes aux points qui cor
respondent à une même position de la figure passent pa rm i 
même point.

Soient A, B, C différents points de la ligure dans une po
sition quelconque, A', B , C , . . .  ces mêmes points dans une 
position voisine; d’après ce que nous avons dit, on peut amener 
la figure de la première position à la seconde en la faisant 
tourner autour d’un certain point I,; dans le mouvement, les 
rayons I,A, IjB, 1,C ,.. . décrivent des angles respectivement 
égaux et viennent se placer sur I,A', I,B', ]{C ' . . .  (fig. 3o). Les 

perpendiculaires MI„ NI,, P I , , . . .  aux cordes 
AA;, BB\ CCy,.. .  en leurs milieux, passent 
toutes par le point I,.

Supposons maintenant que la seconde po
sition se rapproche de plus en plus de la 
première; le point I, tend vers une position 
limite I ; les cordes AA , BB , CC7, . .. pro
longées, deviennent tangentes aux courbes 

en A, B, C . . . ; les perpendiculaires MI,, NI,, PI,,. . .  aux cordes 
se confondent avec les perpendiculaires aux tangentes en A, 
B, C ,.. . c'est-à-dire avec les normales aux courbes. On en 
conclut que les normales en A, B, C ,. . .  aux courbes décrites 
par ces points, passent toutes par un même point I.

C o r o l l a i r e . Si l ’on sait mener les normales aux courbes dé
crites par deux points A et B de la figure mobile, ces deux 
normales, par leur intersection, détermineront le point I; en 
joignant le point I à un troisième point quelconque C ,  on aura 
la normale à la courbe décrite par le point C; une perpendi
culaire à la normale sera la tangente. C’est ce qui a lieu si deux 
points décrivent des lignes droites ou des circonférences de 
cercle. Voici quelques applications de cette méthode.

3 5 — Nous allons faire voir que lorsque deux points de la 
ligure mobile décrivent des droites, la courbe décrite par un 
point quelconque est une ellipse; la méthode précédente nous 
donnera le moyen de construire la tangente à l’ellipse.
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Supposons d’abord que les deux extrémités d’ une droite CD, 
de longueur invariable, glissent sur deux droites rectangu
laires fixes OX, OY, et cherchons le lieu décrit par un point M 
de cette droite (fig. 3 i). Quand la droite CD est appliquée sur

OX, le point M est en A, à une dis
tance OA égale à DM; l’extrémité D 
glissant sur OY et s’éloignant du 
point O, l’extrémité C se rapproche 
du point O, et le point M décrit l’arc 
AMB ; la droite s’appliquant surOY, 
le point M vient en B, à une dis
tance MB égale CM. Le même arc se 

^produit dans chacun des quatre angles droits, et la courbe 
lermée que l’on obtient ainsi est une ellipse.

En effet, si l’on prend les deux droites fixes OX, OY pour 
axes des coordonnées, que l’on appelle a et b les deux lon
gueurs constantes DM et CM, x  et y les coordonnées du point M, 
les triangles semblables MPC, DQM donnent

MP CM V b
CQ — DM’ 0 U  y / a 3 —  x '  —  fi’

x ï y2_
~â1 +  ¥ ~  ' ’

c est l’équation (5) du n» io . Ainsi, la courbe esl une ellipse 
dont les axes 2a et 2b sont dirigés suivant les deux droites rec- 
langulaires données.

Il n’est pas nécessaire que le point M soit situé sur la droite 
'nobile entre les points C et D; il peut être situé sur le prolon
gement. Considérons la droite C'D' dont les deux points G  et 
B' glissent sur les deux droites rectangulaires OX et OY, et 
cherchons le lieu décrit par le point M. Si l’on appelle a et b 
les distances D'M et C;M, les triangles semblables MPC, D'QM 
donneront, comme précédemment,

MP MC' y b
D Q ~ M D  ’ 0U yja*— o P ~  a 

' est sur cette propriété que repose la construction d’un petit 
"'struinent appelé compas elliptique. Deux pointes sont fixées 
en deux points C et D, pris à volonté sur une droite CD, et un
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crayon au point M ; les deux pointes glissent dans des rainures 
pratiquées sur deux droites rectangulaires OX et OY ; le crayon 
placé en M décril l ’ellipse d’un mouvement continu.

Il est évident qu’une ligne droite est à elle-même sa propre 
tangente. Les points C et D du plan mobile décrivent les droites 
OX et OY ; les perpendiculaires CI et DI à ces droites déter
minent le point 1 par lequel passent les normales aux courbes 
décrites par les diflérents points delà figure mobile aux points 
qui correspondent à une même position de cette figure. La 
droiteIMest donc normale enM à l’ellipse décrite parce point; 
en menant une perpendiculaire à IM, on aura la tangente.

Supposons maintenant que deux points E et F du plan mo
bile glissent sut- deux droites fixes quelconques OA et OB 
(fig. 3a). Les perpendiculaires à ces droites aux points E et F

déterminent le point de concours 1 
des normales. Le cercle décrit sur 
01, comme diamètre, passe par les 
points E et F ; la droite EF étant con
stante ainsi que l’angle EOF, le dia
mètre du cercle est constant. Ima
ginons que le cercle soit situé dans 
le plan mobile et emporté dans son 
mouvement avec la droite EF; ce 

cercle passera constamment par le point 0 ;  tout point D de 
la circonférence décrira une ligne droite OY, puisque l ’angle 
inscrit FOD, qui a pour mesure la moitié de l ’arc constant 
FD, est lui-même constant.

Considéronsun pointquelconqueMdu plan mobile ; joignons 
ce point au centie K du cercle; les deux points C et D, extré
mités du diamètre MK, décrivent deux droites rectangulaires 
OX et 0 \ ; 011 en conclut que le point M décrit une ellipse dont 
les axes, égaux a deux fois les distances DM et CM, sont dirigés 
suivant OX et OY. La droite IM est normale à l’ellipse au 
point M. t

3©. Conchoïde. Etant donnés un point A et une droite CC', 
par le point A on mène une sécante quelconque AD et, à partir 
du point D où elle rencontre la droite CC', on porte de part et



d’autre une longueur donnée DM et DN; le lieu des points M 
et N est une conchoïde (fig. 33).

On voit aisément que cette courbe 
se compose de deux branches infinies 
situées de part et d’autre de la droite 
CCI', asymptotes à cette droite. La 
branche de gauche présente des for
mes différentes suivant que la lon
gueur DM est inférieure, égale ou 
supérieure à la perpendiculaire AB 
abaissée du point A sur la droite CC'.

Cette courbe rentre dans la caté
gorie précédente; on peut regarder 
en effet la droite AD comme se mou
vant dans le plan, de manière que 

— l’un de ses points D décrive la droite
CC, tandis qu’elle glisse sur le point A autour duquel elle 
tourne. Un point M de celte droite décrit une branche de con
choïde. Considérons le point de la droite mobile qui est en A, 
lorsque la droite occupe la position AD; ce point décrit une 
branche de conchoïde passant par le point A et tangente en ce 
Point à la droite AD; la normale à cette courbe particulière 
est la droite AI perpendiculaire à AD. La normale à la ligne 
décrite par le point D est la perpendiculaire DI à la droite CC'; 
en joignant au point M le pôint d’intersection I de ces deux 
normales, on a la normale IM à la courbe décrite par le 
point M; la perpendiculaire à IM est la tangente en M.

Le limaçon (n° 3o) est une courbe analogue à la conchoïde ;
il suffit de remplacer la droite CG, sur 
laquelle glisse le point D, par une cir
conférence de cercle (fig. 34). Considérons 
encore Je point de la droite mobile qui est 
en A, quand la droite occupe la position 
AD ; ce point décrit une courbe passant par 
le point A et tangente en ce point à la droite 
AD; la normale à cette courbe est la per

pendiculaire AI. La normale à la circonférence décrite par le
OSOH.ANALYT. 3
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point D est le diamètre DI ; le point de concours I des normales 
est donc l’extrémité du diamètre qui passe par le point D; en 
joignant IM, on a la normale à la courbe décrite par le point M.

3 7  La même construction peut aussi être appliquée à la 
cissoïde et à la strophoïde ; mais il faut auparavant donner de 
ces courbes une autre définition géométrique. Considérons un 
angle droit ARC (fig. 35), dont un côté BA passe par un point

fixe A, et dont un point C de l’au- 
:re côté glisse sur une droite EE ; 
)n suppose de plus que la lon
gueur BC est égale à la distance 
^0 du point A à la droite EE'; le 
joint M, milieu de BC, décrit une 
îissoïde, et le sommet B de l’an
gle droit une strophoïde.

En effet, les deux triangles rec- 
angles ABC, AOC étant égaux, les 

angles CAL, ACL sont égaux, et 
le triangle ALC isocèle; puisque AB est égal à CO, on a aussi 
L B = L O ; donc le lieu du point B est une strophoïde (n°27).

Dans les mêmes triangles rectangles, les angles ACP, CAP 
étant égaux, le triangle ACP est isocèle. Joignons le point Mau 
point D, milieu de AO ; puisque CM est égal à AD, la droite DM 
est parallèle à AC; prolongeons cette ligne jusqu’àsarencontre 
en K avec la parallèle à AO, menée par le point C, on aura CK 
= A D = C M . Du point 0  comme centre avec un rayon égal à 
OD, décrivons un cercle ; joignons le centre au point de rencon
tre du cercle avec la droite DK et menons par l’extrémité F du 
diamètre une parallèle GG' à EE; ; cette droite sera tangente au 
cercle et passera par le point K. Les deux triangles isocèles MCK, 
DOII élant égaux, on a D H =M K et par suite DM =HK. Donc le 
lieu du point M est une cissoïde ayant pour sommet le point D 

t pour asymptote la droite GG' (n° a4).
Considérons maintenant le point de la figure mobile qui est 

en A, lorsque l’angle droit occupe la position ABC; ce point 
décrit une courbe passant par le point A et tangente en ce point 
à la droite AB; la droite AI, perpendiculaire à AB, sera la nor-
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maie à cette courbe. D’autre part, la droite CI, perpendiculaire 
a EE7, est la normale à la droite décrite par le pointe. Le point 
d intersection I de ces deux normales est le point de concours 
de toutes les normales. Donc les droites IB et IM sont normales, 
1 une à la strophoïde, l ’autre à la cissoïde.

P O D A IR E S .

3 8  — On appelle podaire d’une courbe donnée AB le lieu du 
pied P de la perpendiculaire abaissée d’un point fixe O sur une 
tangente quelconque MP à cette courbe (fig. 36). Une tangente

voisine M7P7 donnera un se
cond point P7 de la podaire. 
Soit D le point d’intersec
tion des deux tangentes; 
le cercle décrit sur OD, 
comme diamètre,passe par 
les points P et P7, et la 
droite PP7 est une sécante 

du cercle. Imaginons maintenant que le point M7 se rapproche 
indéfiniment du point M, le point D viendra en M, et le dia
mètre OD coïncidera avec OM ; la sécante PP7 deviendra tan
gente à la fois à la podaire et au cercle; la normale à la po
laire coïncidera donc avec la normale au cercle construit sur 
OM comme diamètre, et l’on obtiendra cette normale en jo i
gnant le point P au point C, milieu de OM.

Cette construction peut être appliquée aussi au limaçon, qui 
est la podaire du cercle (n° 3a). Mais nous verrons plus tard que 
la construction des tangentes aux podaires se ramène à la mé
thode générale indiquée au n° 34*

E X E l l C I C E S .

1" Un iriangîe variable ABC, doni le sommet A est fixe et l'angle A eon- 
siani, esi inscrit dans un cercle donné. Démontrer que le lieu des centres 

u cercle inscrit et des cercles ex-inscrils au triangle se compose de deux 
“ maçons.

Démontrer que le lieu des sommets des angles de grandeur donnée dont 
es cùlés sont langenls à deux cercles donnés se compose de deux limaçons.

Un cercle variable touche un cercle donné en un point donné, ou mène
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une tangente commune aux deux cercles. Démontrer que le lieu du point 
de contact de cette tangente avec le cercle variable est une cissoïde.

4» Un plan mobile se meut dans un plan fixe, de manière que deux 
droites du plan mobile restent tangentes respectivement à deux cercles du 
plan fixe. Démontrer qu’un point du plan fixe trace une ellipse sur le plan 
mobile.

5° Construire les courbes qui, dans le premier système des coordonnées 
bi—polaires, sont définies par l’équation u - + - n t = a .  Démontrer que 
des trois équations ti-\-nv =  a ,  u  —  nv — a ,  — u-(-nt! =  a , dans les
quelles les deux constantes a  et n ont les mêmes valeurs, deux seu
lement définissent des lieux géométriques. Ces lieux sont deux courbes 
fermées intérieures 1 une à l'autre ; on les appelle ovales conjuguées de 
Descartes. Elles sont représentées par une même équation algébrique et 
entière en coordonnées rectilignes. Sur la droite qui passe par les deux 
pôles, il existe un troisième point, tel qu’en prenant pour pôle ce point et 
l’un des premiers, l’équation conserve la même forme.

6» Étant donnés deux cercles, si par un point fixe pris sur la ligne des 
centres on mène une sécante quelconque, et qu’on joigne chaque centre à 
1 un des points de rencontre de la sécante et du cercle, démontrer que le 
point d intersection de ces deux droites décrit les ovales de Descartes.

7 ° La projection de la courbe d’intersection de deux cônes de révolution 
dont les axes sont parallèles sur un plan perpendiculaire aux axes est un 
système d’ovale de Descartes.

8° Construire la courbe qui, dans le premier système bi-polaire, estrepré- 
sentée par 1 équation uv =  a ’ , aa étant la distanoe des deux pôles. Cette 
courbe se nomme lemniscate.

9 ° Trouver le lieu du sommet d’un triangle dont la base a  reste fixe, et 
dans lequel les deux autres côtés 6 , c et la médiane correspondante m véri

fient la relation b *c— (lemniscate).
io° Une ligne droite et une circonférence tournent chacune d’un mou- 

vementuniforme autour d un point fixe commun aux deux lignes, on connaît 
le rapport m des deux vitesses angulaires, rapport affecté du signe +  ou du 
signe , suivant que les rotations sont de même sens ou de sens contraire ; 
on demande le lieu décrit par le point de rencontre des deux lignes.

On appliquera aux cas particuliers suivants: i°  m =  -  ou m = - »
4 *  i

limaçon de Pascal ; a » m =  i ,  ou m =  — ; rosace i  quatre branches ;

3» 1» = - - ,  o u m  =  ; ;  4° i» =  j ,  ou m =  
a 4  3

i i ° Même question, en prenant pour lignes mobiles deux circonférences 
égales qui tournent autour d un point fixe qui leur est commun.

A p p licatio n s: i °  m  =  lim açon de P a s ca l; 20 m  = 3 ,  ro sace  à q u atre  

b ranches ; 3 °  m =  —  2 ; 4 °  w  =  —  3 .
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C H A P I T R E  III

De l ’H om ogénéité.

—  d é f i n i t i o n s .  —  On dit qu’une fonction f (a ,b ,c , . . .)  est 
homogène par rapport aux lettres a, b, c,...,  lorsque, en rem
plaçant a par ka, b par kb,..., on a

f  (ka, kb, kc,...) =  kmf  {a, b,c,...);

1 exposant m est le degré de la fonction homogène.
Telles sont, par exemple, les fonctions

a\Jb-{-b^csin- , n
, a a-\-\ab a

a + 2 ab, ----------- ;------ , ---------- * —— rz,
a + 6  . a +  c a5— 6*

le degré de la première est i ,  celui de la seconde celui de la

troisième o, et celui de la quatrième —  2.
On voit aisément :
1° Que la somme ou la différence de deux fonctions homo

gènes du même degré est une fonction homogène du même 
degré que les fonctions proposées ;

2° Que le produit de plusieurs fonctions homogènes de de
grés quelconques est une fonction homogène dont le degré est 
egal à la somme des degrés des fonctions proposées;

3° Que le quotient de deux fonctions homogènes est une 
fonction homogène dont le degré est égal à l’excès du degré 
du dividende sur le degré du diviseur;

4° Que la puissance d’une fonction homogène est une fonc- 
lion homogène dont le degré est égal au degré de la fonction 
Proposée multiplié par l’indice de la puissance;
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S» Que la racine d’ une fonction homogène est une fonction 
homogène dont le degré est égal au degré de la fonction pro
posée divisé par l’indice de la racine;

6° Qu’une fonction transcendante d’une fonction homogène 
de degré o est elle-même homogène et de degré o. Par exemple, 
les fonctions

sont homogènes et de degré o ; car si on remplace a et 6 par 
ka et kb, la lettre k disparaît sous le signe transcendant, et on 
peut mettre en avant le facteur k°. Mais si la quantité placée 
sous le signe transcendant, quoique homogène, n’était pas du 
degré o, la lettre k ne pourrait se mettre en facteur en avant du 
signe transcendant et la fonction ne serait pas homogène. Ainsi 

la fonction sin (a-h^bc) n’est pas homogène.

Lorsqu’un monôme est rationnel et entier par rapport aux 
lettres a, b, c ,..., on appelle degré du monôme, par rapport à 
une lettre, l ’exposant de cette lettre dans le monôme; degré du 
monôme, par rapport à plusieurs lettres, la somme des expo
sants de ces lettres. Un monôme est toujours une fonction ho
mogène d'un degré égal au degré du monôme : donc la somme 
de plusieurs monômes de même degré est un polynôme homo
gène de ce même degré. Par exemple, le polynôme

est une fonction homogène du troisième degré, par rapport 
aux lettres a et b.

40 —  Lorsqu’on cherche les relations qui existent entre les 
longueurs des diverses lignes A, B, C ,... d’une figure, on ima
gine ces lignes rapportées à une unité de longueur, qui ordi
nairement n’est pas spécifiée et reste tout à fait arbitraire. 
Désignons par les lettres a, b, c ,... les nombres qui expriment 
ainsi les mesures des lignes de la figure, et supposons que l’on 
ait trouvé entre ces nombres la relation

a3— 4 as6 -+- 5a62— 2 63

( 1) f  (a, b, c ,.. .)= o .



Les raisonnements que l ’on a faits pour arriver à cette relation 
étant indépendants de l ’unité de longueur, il est évident que 
cette relation doit subsister, quelle que soit cette unité. Appe
lons «, p, y , . .. les valeurs particulières de a , b, c,... pour une 
première unité; a!, y ',... les valeurs de ces mêmes quan
tités pour uné autre unité; ces deux séries de nombres véri
fient les relations

(2) y ,. . .) = o ,

Mais quand on change l’ unité, les nombres varient proportion
nellement, de sorte que, si l ’on désigne par k le rapport de la 
première unité à la seconde, on a

— l e
a P Y

d’où iL,= k * , y = k p , ' f '  =  k'(......

Si l’on substitue dans la relation (3), il vient

(4) / ‘ (/ca, k$,ky,..-)-=o.

Concevons que, la première unité restant fixe, la seconde varie, 
a> y , -  seront des nombres constants, k un nombre arbi
traire, et l’équation (4) devra être vérifiée quel que soit ce 
nombre k.

Ainsi : si l’équation (1) esl vérifiée quand on y remplace les 
lettres a, b, c,... parles nombres en, [i, y ,..., elle sera aussi vérifiée 
quand on y remplacera ces mêmes lettres par ka, kfi, ky ,... quel 

que soit le nombre k.
4 1  — La condition précédente est évidemmént remplie lors

que le premier membre de l’équation (1) est une fonction homo

gène des lettres a, b, c ,...;  car alors on a

f(koL,k$,k-ï , . . . ) = k mf( x ,P ,t , . . .) )

s> l’expression f(a, (i, y,...) est nulle, il en sera de même de 
f[k*,kfi, Ay,...), quel que soit A'.

Réciproquement pour que la condition précédente soit

DE L’HOMOGÉNÉITÉ. 39



remplie, il est nécessaire que l’équation soit homogène. Nous 
ne considérerons ici que le cas où l’équation est algébrique.

Supposons que f(a , b, c,...) soit un polynôme entier; si tous 
les termes ne sont pas du même degré, groupons les termes 
dont le degré est le même; appelons 9 (a, b, c,...)  l’ensemble 
des termes du degré le plus élevé m, <]/ (a, b, c,...) l ’ensemble 
des termes du degré n, etc., l’équation (4) devient

P, Y,...)+A"t|/(a, p, y , . . . ) + . . .= o .

Pour que cette équation soit vérifiée, quel que soit k, il est 
nécessaire que l’on ait séparément

9 ( « ,P ,y ,...)= o , <!»(«,&y,

Comme l’unité à laquelle se rapportent les nombres a, (3, y ,... 
est arbitraire, on a entre les lignes de la figure les relations 
homogènes

9 (a, b, c,.,.) = 0 ,  <J/ (a, b, c , . . .) = o ,.. ..

Donc, s i 'l ’équation (1) n’est pas homogène, elle équivaut d 
plusieurs équations homogènes séparément.

4 2  —  Cependant il peut arriver qu’une équation non homo
gène soit vérifiée, quand on fait choix d’une unité particulière, 
sans que les parties qui la composent soient nulles séparé
ment; mais alors, si l’on change l’unité, l ’équation cessera 
d’être vérifiée.

Expliquons ceci par un exemple : Proposons-nous de déter
miner les dimensions d ’un cylindre de telle sorte que sa sur
face totale soit équivalente à celle d’une sphère de rayon 
donné A et son volume à celui d’une sphère de rayon B.

Soient X le rayon et Y la hauteur du cylindre; appelons a, 
b, x , y les mesures des lignes A, B, X, Y , rapportées à une 
unité quelconque; les inconnues devront satisfaire aux deux 
équations
(5) x'i + x y — 2al = o )

(6) x ,y— ^bs= o .

Chacune de ces équations est homogène : l’une est du second
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degré, l'autre du troisième. Si elles sont vérifiées quand on 
rapporte les lignes à une certaine unité, il en sera de même 
quand on les rapportera à une autre unité.

Les inconnues x  et y satisfont également à l’équation non 
homogène

^  (xi + x y — aas) + ^ r !i/— = o ,

que 1 on obtienten ajoutant les précédentes membre à membre.
Considérons maintenant l’équation (7), abstraction faite de 

son origine. On peut trouver quatre lignes A, B, X,  Y, telles que, 
si on les mesure avec une unité particulière, les nombres obte
nus vérifient cette équation sans annuler séparément les deux 
parties. Supposons, par exemple, que les lignes rapportées à une 
première unité aient pour mesure les quatre nombres a =  1 ,  
b =  3, x =  1, y —  1 8 , dont trois ont été pris arbitrairement 
et le quatrième déterminé ensuite par l ’équation (7); si on 
mesure les mêmes lignes avec une unité deux fois plus petite, 
on obtient les nombres a =  2, b =  6, x  =  2, y —  37, qui ne 
satisfont plus à l’équation. Le cylindre construit avec les lignes 
X et Y ainsi déterminées jouit de cette propriété que la somme 
des nombres qui, avec l’unité choisie, expriment les mesures 
de sa surface et de son volume, est égale à la somme des nom
bres qui expriment les mesures de la surface d’une sphère et 
du volume d’une autre sphère; mais la même relation n’a plus 
lieu quand l’unité linéaire change.

L équation (7) ne peut être vérifiée par les mesures des 
memes lignes, quand on fait varier arbitrairement l’unité de 
longueur, qu’autant que ces lignes satisfont aux équations (0) 
et (6) prises isolément.

Dans la résolution des problèmes de géométrie, on ne fait 
jamais de combinaisons d’équations analogues à la précédente. 
Les équations que donnent immédiatement les théorèmes de 
a géométrie élémentaire sont homogènes; et, quand on 

ajoute deux équations membre à membre, c’est afin d’obtenir 
une nouvelle équation plus simple que l’une des proposées ; 
P°ur cela, il faut d’abord que les équations que l ’on ajoute 
soient du même degré. Le principe de l ’homogénéité pourra
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donc servir à chaque instant à vérifier les transformations a l
gébriques effectuées.

4 3  —  Lorsqu'on prend pour unité de longueur une des 
lignes de la figure, les équations cessent d’être homogènes; 
mais il est facile de rétablir l ’homogénéité. Soit

(8) F ( 6 ', c ' , . . . ) = o ,
l’équation à laquelle on arrive quand on prend pour unité la 
ligne A ;  les lettres b c ' , . . .  désignent les mesures des lignes 
B, C ,... rapportées a A. Laissons l’unité arbitraire et appelons 
a, b, c,... les mesures des lignes A, B, C ,... ; on a

i _b '_c '_
â ~ b ~ c  =  • • • ’

d’où b' =  ~, c1 =
a a ’

et 1 équation (8) se transforme dans la suivante

(.9 )
\a a J ’

qui est homogène.

Ainsi, par exemple, si l ’on rapporte les côtés de l’angle droit 
d’un triangle rectangle à l’hypoténuse de ce triangle prise 
pour unité, les mesures des côtés vérifient l’équation non ho
mogène

ô  2 - t -  c /2 =  i ,  

de laquelle on déduit l’équation homogène 

¥  c 2
o*+ â 2 ’  ou hî +  c' =  a\

b c
en remplaçant b1 p a r - e t c '  par^-

Les courbes, ellipse, hyperbole, parabole, cissoïde, etc., étu
diées dans le chapitre précédent, sont représentées par des 
équations homogènes. In e  équation homogène quelconque

f { x , y , a , b , c,...)  =  o,

entre les coordonnées variables x  et y  d’un point du plan et 
les longueurs a, b, c, ■. • de diverses droites données, déter
mine une courbe, dont la position et les dimensions sont indé
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pendantes de l’unité avec laquelle on mesure les lignes. C orw  
sidérons au contraire une équation numérique entre x  et y,

f( x ,y )  =  o,

c est-a-dire une équation ne renfermant pas d’autres lettres 
que a; et y, et supposons cette équation non homogène. Pour 
représenter par des points du plan les solutions réelles de cette 
équation, il faut commencer par choisir arbitrairement une 
échelle ou la droite que l’on prendra pour unité. Quand l’é
chelle varie, la courbe ne reste plus la même ; nous verrons 
plus tard que les diverses courbes ainsi obtenues ont des ana
logies remarquables; ce sont des courbes homothétiques.

Remarque 1 . 11 arrive souvent que l’on considère dans 
une même question des nombres qui expriment des mesures 
de lignes, de surfaces et de volumes; les unités de surface et de 
volume restent, comme l’unité de ligne, indéterminées; mais 
on suppose habituellement qu’il existe entre elles cette rela
tion, que l’unité de surface est le carré construit sur l’unité 
de longueur, et l’unité de volume le cube construit sur la 
meme droite. Dans ce cas, pour vérifier l’homogénéité d’une 

relation dans laquelle certaines lettres, S et V, désignent la 
mesure d’une surface ou d’un volume, on remplacera ces 
lettres par p* et gs, en désignant par p et q les côtés du carré 
ou du cube équivalents à la surface ou au volume considéré; 
de cette manière l’équation ne contiendra plus que des lignes. 
On peut aussi se dispenser de faire cette substitution, £t alors, 
dans l’évaluation du degré de chaque terme, on double l’ex- 
Posant des lettres qui désignent des surfaces, et on triple ceux 
des lettres qui désignent des volumes.

Remarque IL En général, lorsque des angles entrent dans 
un calcul, ces angles sont rapportés à une unité complètement 
déterminée et leurs mesures sont des nombres fixes. Pour 
évaluer un angle, on décrit de son sommet comme centre avec 

rayon arbitraire un arc de cercle et on prend le rapport 
de cet arc au rayon, ce qui revient à prendre pour unité 
d ungle celui dans lequel l ’arc est égal au rayon. Les fonctions 

trigonoiriétriques des angles sont également des nombres.
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Dans l'application du principe de l ’homogénéité, on fera donc 
abstraction des lettres qui désignent des angles ou leurs fonc
tions trigonométriques.

C O N STRU C TIO N  D E S  F O R M U L E S .

45 —  En résolvant, si cela est possible, les équations d’un 
problème déterminé, on obtient des formules qui indiquent 
les opérations arithmétiques qu’il faut effectuer sur les nombres 
qui mesurent les grandeurs connues pour avoir les valeurs 
numériques des inconnues. Mais ne pourrait-on pas déduire 
de chaque formule, ou même de chaque équation, une con
struction graphique propre à donner, non plus la valeur 
numérique de l’inconnue, mais l’inconnue elle-même? En un 
mot, est-il possible de remplacer les opérations numériques 
par des opérations graphiques? En géométrie élémentaire, on 
ne considère que les constructions qui peuvent être effec
tuées au moyen d’un nombre limité de lignes droites et de 
cercles, et qui, par conséquent, n’exigent que l’emploi de la 
règle et du compas. Comme le cercle est la plus simple des 
courbes et la plus facile à décrire, les anciens géomètres atta
chaient beaucoup de prix à ces sortes de constructions ; d’un 
autre côté, ignorant l ’analyse algébrique, ils manquaient de 
moyens pour décider si la question qu’ils avaient en vue est 
susceptible d’une solution de ce genre, et ce n’est qu’après 
avoir fait bien des efforts inutiles qu’ils se décidaient enfin à 
recourir à d’autres courbes. Leurs recherches ont rendu célè
bres certains problèmes que l’on démontre aujourd’hui ne 
pouvoir être résolus par la ligne droite et le cercle. Tels sont 
les problèmes de la duplication du cube, de la trisection de 

l ’angle, etc.
Nous supposerons que l’inconnue estune ligne droite ; quand 

l’ inconnue est une surface ou un volume, on la représente 
par a x  ou a 'x, a étant une ligne prise arbitrairem ent; la 
construction de la ligne x  donne un rectangle ou un paral- 
lélipipède équivalents à la surface ou au volume cherché. La 
détermination d’un angle donné par une de ses lignes trigo-
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nométriques se ramène aussi à celle d’une droite. Nous sup
poserons encore que toutes les lettres désignent, ainsi que x ,  
des lignes droites.

— F o r m u l e  r a t i o n n e l l e . —  La formule qui donne l’in
connue a; doit être homogène et du premier degré; elle peut 
d’ailleurs être entière, rationnelle ou irrationnelle. Quand elle 
est entière, elle a la forme

x = a — 6 -t-c .. . ,

et on obtient la longueur x  en portant à la suite l’une de l’au- 
Ire, dans un sens ou dans l’autre, les longueurs a, b, c,. . . .

La formule fractionnaire la plus simple est

ab
X —  —c

L’inconnue est une quatrième proportionnelle que l’on con
struira par deux parallèles ou par un cercle.

On construira de même la formule

abcd a b cd
x = ~Trrz ou x = - , X r ,  X - r  a'b'd a' b1 c7

par une série de quatrièmes proportionnelles,

y — t f *  6 / >  x — a r

A l’aide de la construction précédente , un monôme 
“ b c . . .q h i . . . i  , .

— j j r  du nègre m se ramènera à la forme a i . . A, ou

encore à la forme Xm- '  t, 1  étant une longueur quelconque et t 
une ligne déterminée par la formule

t_a i . . .  I
W 7 "

Considérons maintenant la formule

__ A - B + C
A/-t-B/ —  G' ’

dans laquelle A ,B ,C  désignent des monômes du degré wi-f-1, 
A/,B/, C7 des monômes du degré m. On ramène d’abord chacun
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de ces monômes aux formes simples

l ma, > 6 ,  H , . . . ,  V— W , V - V ,

et l’on a
_>.(g— 6-+-c) _ la.

X ~  a 7- 1 - 6 — c1 f j  '

On déterminera ensuite l’inconnue x  par une quatrième pro
portionnelle entre les lignes p, a, 1 .

Si la fraction était du degré m, les opérations qui précèdent 
la ramèneraient à la forme

) y
*) m— 1 w — 1 /

4 7 —  F o r m u l e  i r r a t i o n n e l l e  d u  s e c o n d  d e g r é . —  Soit d’a
bord la formule

r—r A CC
x  =  \ ab, ou - = ^ .

L’inconnue a:est une moyenne proportionnelle entre les lignes 
a et 6 ; on l’obtient par un triangle rectangle ou par une tan
gente au cercle.

Lorsque le radical porte sur une fonction rationnelle du 
degré m, on la ramène à la forme

H - ï

= Va"*— =X'~ a.

Considérons maintenant une formule irrationnelle du second 
degré dans laquelle nous supposons que les quantités réunies 
par le signe -t- ou le signe —  sont homogènes et du même 
degré. Pour plus de clarté, nous imaginerons la valeur de x  
ramenée à la forme

x ~ w

N et D désignant d’es fonctions dans lesquelles n’entre pas le 
signe de la division ni d’exposant fractionnaire ou négatif; on 
peut supposer aussi qu’il n’y a pas de produit de deux radicaux 
ni de produit d’ un radical par une quantité entière. Pour ob
tenir la valeur du numérateur N, il faut effectuer certaines 

opérations dans un ordre déterminé; le premier signe radical



porte sur une expression entière, on le ramènera à la forme
m

V u ; si cette quantité doit être ajoutée à d’autres, on ramènera 
celles-ci à la même forme, et par suite aussi leur somme. Un 
nouveau signe radical peut porter maintenant, soit sur une

ïïl
quantité entière, soit sur une quantité affectée de l’exposant—, 

m étant impair. Dans tous les cas, on ramènera le radical à la
tn

forme Vt>, on ajoutera ce terme à d’autres de même forme, et 
ainsi de suite. On voit ainsi que le numérateur N prendra la

m

forme V rt. Il en sera de même du dénominateur D ; l ’inconnue 
x  étant du premier degré, on l’obtiendra par une quatrième 

proportionnelle.
On démontre que les hypothèses que nous avons faites sur 

la composition de la formule sont nécessaires pour qu’elle soit 
homogène.

Ainsi, toute expression homogène du premier degré, composée 
d’une manière quelconque au moyen des signes d’opérations 
simples, addition, soustraction, multiplication, division, élé
vation à une puissance entière, racine carrée; en un mol, toutes 
les expressions rationnelles et toutes les expressions irration
nelles ne contenant que des racines curées,peuvent être construites 

(tu moyen d’un nombre limité de lignes droites et de cercles.
On démontre aussi que les expressions de cette nature sont 

seules susceptibles d’être construites de la façon indiquée; 
mais cette démonstration ne peut trouver place ici. Ainsi, par 
exemple, le côté x  du cube double d’un autre dont le côté 
est a, côté donné par la formule

<r =  y '2 a 1,

ne peut pas s’obtenir par la règle et le compas; il en est de 
même, en général, des racines des équations du troisième et 
du quatrième degr#, puisqu’il entre des radicaux cubiques 

dans l ’expression de ces racines.
—  C o n s t r u c t i o n  d e s  k a c i n e s  d e  l ’ é q u a t i o n  d u  s e c o n d  

degré. —  L'équation du second degré à une seule inconnue se
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ramène à la forme x t -+-px-hq =  o ;  pour qu’elle soit homo
gène, il faut que la quantité p soit du premier degré, et q du 
second degré ; si ces quantités sont rationnelles ou irration
nelles du second degré, on pourra construire une ligne a équi
valente à la première et un carré 6* équivalent à la seconde ; 
et l’équation du second degré présentera l’une des quatre dis
positions suivantes:

Les racines de la première et de la seconde équation sont éga
les à celles de la troisième et de la quatrième, prises en signes 
contraires ; il suffit donc de considérer celles-ci ; or, si on les 
met sous la forme

x [ a — x ) = b \  x ( x — a)— b\

on voit qu'il s’agit de construire un rectangle équivalent à un 
carré b*, et dont la somme ou la différence des côtés soit égale 
à une ligne donnée a, problèmes que l’on résout en géométrie 
élémentaire. La résolution des équations et la construction 
des formules feraient au besoin retrouver les solutions de la 
géométrie.

L’équation bi-carrée se ramène pareillement à l’un des types

car il est inutile de considérer l ’équation x ^ a b c c’ -t-c’ d!= o ,  
qui n’a que des racines imaginaires. Si l’on pose x î = c z ,  ces 
équations deviennent

z ’ - f - —  s - d s = o ,  3 ' — — s  — d ’ r r o .
C C e

On détermine, comme on vient de le dire, les racines z  de 
celles-ci, puis on trouve x  par une moyenne proportionnelle 
entre c e tz .

x*-+-ax-+-b’- = o ,  
x * -h a x — b*— o, 
x ' — a x -\-b '~ o , 
x 1— a x — b ' = o.

x !'-ï-abx- — c'idi = o ,  
x !' —  abxi -\-c1di = o ,  
x ’' —  abxt— c*d!= o ;
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CHAPITRE IV

T ran sform ation  des coordonnées.

üuand on connaît l’équation d’une ligne par rapport à cer
taines coordonnées, il importe de pouvoir en déduire l’équation 
de la même ligne par rapport à d’autres coordonnées.

Pour résoudre cette question d’une manière générale, il faut 
trouver des formules qui expriment les coordonnées d’un point 
quelconque du plan dans un certain système, au moyen des 
coordonnées du même point dans un autre système. Ces for
mules sont utiles aussi dans un grand nombre d’autres ques
tions.

Nous nous occuperons en premier lieu de la transformation 
des coordonnées rectilignes en d’autres coordonnéesrectilignes.

DÉPLACEMENT DE L’ORIGINE.

4 0  —  Supposons d’abord que l ’on remplace les deux axes 
OX et OY par d’autres axes O'X' et 0/Y/ respectivement paral

lèles aux premiers (ûg. 37) et de même 
sens. La position des nouveaux axes sera 
déterminée par les coordonnées a et b de 
la nouvelle origine O7 relativement aux 
axes primitifs. Nous appellerons x  et y 
les coordonnées d’un point quelconque M 
du plan relatives aux premiers axes, x 1 

et y' les coordonnées du même point relatives aux nouveaux 
axes. Imaginons qu’un mobile aille du point 0  au point M en 
suivant la ligne droite OM ou la ligne brisée OO'M, et projetons 
ces deux chemins sur l ’axe OX parallèlement à OY..La projec
tion de la droite OM, avec le signe qui lui convient, est I ab
scisse x  du point M ; la projection de la droite 0 0 ' est l’abscisse a 
du point O7; la projection de la droite O M sur OX ou sur 1 axe 
parallèle O'X' est la nouvelle abscisse x '.  L e s  projections des 

deux chemins étant égales entre elles, o n a *  =  f l +  x '- En
«ÉOM. AfULYT. 4
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projetant sur l ’axe OY, on a de même y = z b -h y '.  On obtient 
ainsi les deux relations

(1) x = a -+ -x ',  y = b  +  y',

entre les anciennes et les nouvelles coordonnées du point M. 
Ces relations sont vraies, quelle que soit la position du point M 
dans le plan. On en déduit

(2) x ' =  x ~ a ,  y = .y  —  b.

C H ANGEM ENT DE LA D IR E C T IO N  D E S  A X E S .

5 0  —  Supposons maintenant que l’on change la direction 
des axes en conservant la même origine. Nous traiterons 

d’abord un cas particulier qui se pré
sente souvent dans la pratique, celui 
où les axes des deux systèmes sont 
rectangulaires. Imaginons que l ’on 
change la direction des axes en faisant 
tourner l’angle droit XOY (fig. 38) 
d’un certain angle a autour de l’ori

gine pour l ’amener dans la position X'OY' et considérons 
l’angle a comme positif, si la rotation s’eflectue deOX vers OY, 
comme négatif si la rotation s’exécute en sens inverse.

Par un point quelconqueMdu plan menons des parallèles Ml' 
cl MP' aux axes OY et OY' ; désignons par x  et y les coordonnées 
du point M relatives aux premiers axes,et par x '  et y' les coor
données du même point relatives aux nouveaux axes. Les pro
jections des deux chemins OPM, OP'M sur un axe quelconque 
sont égales. Projetons ces deux chemins d’abord sur l’axe OX; 
la projection de la longueur OP est cette longueur elle-même, 
prise avec le signe +  ou le signe — , suivant qu’elle est portée 
dans la direction OX, ou dans la direction opposée; c’est, dans 
tous les cas, l ’abscisse x\  PM étant perpendiculaire sur OX, sa 
projection est nulle ; la projection du premier chemin se réduit 
donc à x .  Projetons maintenant le chemin OP'M ; et d’abord 
projetons le premier côté OP'; si la longueur OP' est portée 
sur OX', il faut multiplier par cos a, ce qui donne la pro
jection OP' X  cos n ; si cette longueur est portée en sens in-
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verse, il faut la multiplier par cos (a-|-7t), ce qui donne 
O P 'x  cos (a-f- iï) ou —  OP7 x  cos a ; mais, dans le premier 
cas, o n a f =  OP', dans le second cas x ' —  —  OP' ; ainsi la 
projection du côté OP' est toujours exprimée par x ' cos a. 
Considérons le second côté PM ; s’il est dirigé dans le sens

O Y, il fait avec OX' l’angle a -h -> et sa projection est 

P'Mxcos ; s’il est dirigé en sens inverse, il fait avec

OX 1 angle et sa projection est— P 'M x co s

mais on a dans le premier cas y' =  P'M, dans le second cas 
 ̂ ainsi, la projection de P'M est toujours exprimée

l’ar V cos (a  +  ^ , n en résulte que le chemin OP'M a pour 

Projection x ' cos a + 1 /  cos , ou,a:' cos a —  y' sin a. Eu

égalant les projections des deux chemins OPM, OP'M, on ob
tient la relation x — x 1 cos a — y' sin a.

Projetons ensuite les deux chemins sur l’axe OY. La projec
tion de OP est nulle ; celle de PM, prise avec le signe conve
nable, est y ; ainsi la projection du premier chemin se réduit 
tl !/• Les deux directions OX' et OY' font avec OY les angles 

~
~ -ri- a et x, ce qui donne pour la projection du second che- 

"iin x 1 cos ~ -4- -\-y! cos a, ou x 1 s in a + y ' cos a, et l’on

a la relation y ~ x '  sin a -h y' cos a. On obtient ainsi les for
mules

(̂ ) x = x 'c o s a .—  yi s in a , y = x '  sin a -f- y7 COS a,

(l>n expriment les anciennes coordonnées en fonction des nou- 
nelles.

5 1 — Occupons-nous maintenant de la question générale, 
oient OX et OY deux axes quelconques faisant entre eux un 

anole 0, OX' et OY' deux nouveaux axes dont on définit les 
•rections par les angles a et [3 qu’ils font avec OX (fig. 3g) ; on 

convient de regarder les angles a et (i comme positifs, quand 
une droite mobile les décrit en tournant de OX vers 0  ̂ , et
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comme négatifs, quand la droite tourne en sens contraire. Par 

un point M quelconque du plan m e
nons les droites MP et MP respective
ment parallèles aux axes OY et OY'. 
Pour avoir x , nous projetterons les 
leux chemins OPM, OP'M sur une 
iirection OH perpendiculaire à OY',
't telle qu’une droite, partant de la 
position OY, tourne d’un angle égal à

- d e  OY vers OX pour arriver à la

position OH. La direction OX faisant avec OH l’angle -  —  6,

et la direction OY étant perpendiculaire à OH, la projec
tion du premier chemin se réduit à x  sin 6. La direction 
OX' fait avec OH un angle égal à l’angle HOX, augmenté •

de 1 angle XOX', ce qui fait y - — ôj a ; de même, la direc

tion OY7 fait avec OH un angle égal à ( +  (i; o n a  donc 

pour la projection du second chemin

a 'c o s ( |  —  9 +  a )  - t- ^ c o s  0  —  Q - f - ^ ,

ou x ! sin (9 —  a) +  y' sin (9 —  (3),

ce qui donne la relation

x  sin 9 =  a?/ sin (8 — a) -t-y ' sin (6 —  £).

Pour avoir y, projetons les deux chemins OPM, OP'M sur une 
direction OK perpendiculaire à OX, et telle qu’une droite,

partant de la position OX , tourne d’un angle égal à -d eO X
2

vers OY pour arriver à la position OK. La direction OX étant 
perpendiculaire à OK et la direction OY faisant avec cette

droite l’angle —  -  +  9, la projection du premier chem in se

réduit à y sin 9. Les angles que les directions OX' et OY' font 
avec OK sont égaux aux angles qu’elles font avec OX, diminués

de ce qui donne —  -  +  et —   ̂ -f- î* ; la projection du
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second chemin est donc x ' cos(— «/' coŝ —- +  ̂ j’
ou x 1 sin a -f y1 sin p, et l’on a la relation

y' sin 0 =  x ' sin a -t- y1 sin p.
On obtient ainsi les deux formules

[ _x ' sin (9 — «) -f- y1 sin (9 — P)
(4) \ X ~  sin0

I _xJ sin a-M/sinp
( sïnt ’

pour la transformation des coordonnées obliques en d’autres 
coordonnées obliques.

On en déduit facilement des formules servant à revenir des 
nouveaux axes aux anciens. L’angle des nouveaux axes est 
P — a ; les axes OX et OY font avec OX' les angles — * et 9— a ; 
il suffit donc, dans les formules précédentes, de remplacer 9 
par p — a, k par — a, p par 9 — a, ce qui donne

!,_x  sin p 4- y sin (p—9)
X ~~ sin (p —a) ’

, _— x  sin « y sin (9 — a)
 ̂ — sin (p — a)

—On déduit de ces formules générales quelques formules 
particulières qu’il est bon de connaître.

1° Cas où les axes prim itifs sont rectangulaires. Dans ce cas
011 a 9 =  -, et les formules (4) se réduisent à

^ ! x  =  x 1 cos a -+-yr cos P,
I y —  x 1 sin a.-{-y1 sin p.

2° Cas ou les n ouvea ux axes sont rectangulaires. Supposons

P =  * les formules (4) deviennent
[ a;'sin (9 — a)—y1 cos (9 — a)

^  ’ i x ’ sin a +  »/' cos a
(» = ------E T ------
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On pourrait supposer aussi p =  a — ce qui revient à
changer le sens de l’axe OY7, et, par conséquent, le signe de y 
dans les formules (7).

3° Cas où les deux systèmes d 'axes sont rectangulaires. Si,
dans les formules (6), on suppose 6 =  on obtient les
formules (3) déjà trouvées,

) x  —  oc1 cos a.— j/'sina, f  
l y '— ü  sin a -h  y ’ cos a.

On les obtiendrait aussi en supposant dans les formules (7) 
0 =  - .2

TRANSFORMATION GÉNÉRALE.

5 3 — Supposons que l’on change à la fois l’origine et la di-

/y  it» ,'yi rection des axes. On déterminera le 
/ /  1 nouveau système d’axes par les coor- 

I !  données a et b de la nouvelle origine O

—-  relativement aux anciens axes, et par
_________ ŝ angles a et ̂  que font les nouveaux

/°  X axes OXetOY'avec l’axe O X (fig. 40).
Fl°'10' Par le point O menons deux axes O X,

et 0% respectivement parallèles à OX et OY. On a d’une part
X =  a - h X t, y  —  b + y  

d’autre part, en vertu des formules (4),
x ‘ sin (6 -a )  -4- y’ sin (9 -ft) sin a 4-»/sin 6

sine . y-------- ÏTiTT̂ —
on en déduit les formules générales de transformation 

[ ___ , a/sinfl —a)-4-ÿ'sin(0—S)
\ sin 9 ’

^  \ , , x ' sin a-f-j/ sin B
u z= b -\---------r-~---- c.f y sin 9

Nous remarquerons que les coordonnées anciennes x et y 
s’expriment par des fonctions entières du premier degré au 
moyen des coordonnées nouvelles x ' et
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TRANSFORMATION DES COORDONNÉES RECTILIGNES EN COORDONNÉES

POLAIRES.

—  Soient OX etO Y  deux axes rectangulaires ; prenons 
l’origine pour pôle, et l ’axe des x  pour 
axe polaire (fig. 4 i ); en projetant la droite 
OM sur l’axe OX et sur l’axe OY, on obtient 
les relations

(9) a:=pcos<ü, y ==psin«.

On passeraréciproqucment des coordon
nées polaires aux coordonnées rectilignes à l ’aide des formules

_ _ _ _ _ _ _  y
p =  1/x2 -h  y*, tangw  =  -*

OC

Nous avons fait plusieurs transformations de celte sorte, 
quand nous avons cherché les équations en coordonnées 
rectilignes de la cissoïde, du limaçon de Pascal et de la rosace 
(n°* 24, 3i, 33).

DISTANCE DE DEUX POINTS.

* 5  —  Supposons d’abord les axes rectangulaires et cher
chons la distance de l’origine à un point M 
dont nous appelons x  et y les coordonnées; 
dans le triangle rectangleOPM(flg. 42), ou a

OM* =  OP’ -+- PM* =  x"- -+- if-,

quelle que soit la position du point M dans 
ic pian; a ou l'on déduit, en désignant par Z la distance OM,

(IO) l ~ \ lx*-+-yi.
Cherchons maintenant la distance des deux points M et M', 

situés d’une manière quelconque dans le plan ; nous appelons 

æ et y les coordonnées du point M, x 1 et 
y' celles du point M' par rapport aux axes 
rectangulaires OX, OY. Par le point M 
(fig. 43) menons des axes MX7, MY7, paral
lèles aux axes proposés ; les coordonnées 
du point M7 relatives à ces nouveaux axes 
sont égales à x '— x , y1— y, e n  vertu des 

formules (2) du n° 4p. La distance «de la nouvelle origine M



(11) l =  \](xl—  x)'x-\- (y1 —  y f .

5 6  —  Nous avons supposé jusqu’à présent les axes rectan
gulaires, Quand les axes sont obliques et font entre eux l’an

gle 6, l ’expression de la distance est 
un peu plus compliquée. Cherchons 
d’abord la distance de l’origine O à 
un point quelconque M du plan. 
Dans le triangle OPM (fig. 44), quelle 
que soit la position du point M, 

on a
ÜM! — DP2 +  PM2— 2.0 P.PM.COS OPM.

Quand le point M est situé dans l’angle YOX, les coordonnées 
x  et y de ce point sont égales à-H OP e tà + P M , et l’angle OPM 
est le supplément de l’angle 0; on a donc

(12) 1= ^  x*-\-y*-j-2xycosQ.

Si le point M est situé dans l'angle Y'OX', les coordonnéesæety 
étant égales à —  OP et à —  PM , et l’angle OPM le supplément 
de 0, on obtient la même formule (12). Quand le point M est 
situé dans l’un des angles YOX', Y'OX, l’angle OPM est égal à 0, 
mais l ’une des coordonnées est positive, l ’autre négative, ce 
qui reproduit encore la formule (12). Cette formule est donc 
générale.

Pour avoir la distance de deux points M et M7, on imaginera 
comme précédemment par le point M des axes parallèles aux 
premiers, et on obtiendra la formule

(13) l = \l{x'— x f + {ÿ — î/)a-t- 2 (x1— x) (y' —  y) cos 0.

5>7 —  On a souvent besoin des] coordonnées du point qui
partage dans un rapport donné la droite 

s qui joint deux points donnés. Appelons
x  et y, x '  et y' les coordonnées des deux 
points donnés M et M' (fig. 45), et dési
gnons par Xi et yt les coordonnées du 
point M, qui partage la droite MM' en 

MjM
deux segments tels que l ’on ait . Si l ’on transporte les
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au point M' sera donc, d’après la formule (10) ,



axes parallèlement à eux-mêmes au point M, les coordonnées 
nouvelles du point M' et du point M, seront x ' —  x , y' —  y et
x i x > yt —  ?/. Les différences x t —  x  ei x '  —  x ,  ou yt —  y et

y' —  y , ont le même signe : leur rapport est égal à ou

~ r ,  on a donc —  U iH l  =
x 1 —  x  y1 —  y m +  m

d’où T _m x + rn'x _ m y-hm 'y'
m m ’  m + m

On peut se proposer plus généralement de chercher sur une 
droite MM' un point tel que le rapport de ses distances aux 
•leux points M et M7 soit égal au rapport de m' et m. Envisagée 
(le ce point de vue, la question présente deux solutions;les for
mules précédentes se rapportent au cas où le point M, est placé 
entre les deux points M et M' ; mais il y  a une seconde solution: 
supposons, par exemple, m'p lu s grand que m; on peut trouver 
sur le prolongement de la droite MM', au delà du point M', un

Point M, tel que l’on ait ^  • Appelons x „ et y.2 les coor

données de ce point; on aura, comme précédemment,

X} —  x  _  y, —  y _MjM__ m' _
x 1 —  x  y1 —  y MM' m —  m ’ 

on déduit ces formules des précédentes en changeant le signe 
f c 1 une des quantités m et m'. On aura donc

m 'x '— m x m1!/1— mu
2 —  7------------------ î  V î  —  — *—/--------------- — •m ' —  m  m — m

Quand les deux quantités m et m'sont égales, le point M,
1 evient le point milieu de MM' et a pour coordonnées

x - h x '  _ ?/+?/'
x , - — ^— , y<— — —

IjC M. s’éloigne à l’infini.

C L A SSIFIC A T IO N  D E S  L IG N E S .

—  On emploie surtout les coordonnées rectilignes pour 
ü Uc*e des propriétés générales des lignes planes. Dans ce 

systèm e, on classe les lignes de la manière suivante: on dis- 
nRUe d abord les lignes en lignes algébriques et en lignes Irans-
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cendanles, suivant que les équations qui les représentent son 
algébriques ou transcendantes. Une équation est dite algébrique 
lorsque les coordonnées a: et y  n’y entrent qu’affectées des 
signes d'opérations algébriques. Mais, si l’une des coordonnées 
entre sous un signe transcendant, comme un sinus, un loga- 
rithme, etc., l’équation est dite transcendante. On peut toujours 
mettre les équations algébriques sous la forme entière, en fai
sant disparaître les radicaux et les dénominateurs.

On classe ensuite les lignes algébriques d’après le degré de 
leurs équations. Les lignes du premier degré sont celles qui sont 
représentées par des équations du premier degré en x  et y ; l ’é
quation du second degré donne les lignes du second degré,etc.

Il est aisé de voir que le degré d’une ligne reste le même, 
quelle que soit la position des axes des coordonnées dans le 
plan. En effet, soit f { x ,  y) — o l’équation d’une ligne rappor
tée à de cerlains axes OX et OY, m le degré de cette équation 
supposée entière (dans l’évaluation du degré, on ne tient compte 
que des coordonnées x  et y). Pour rapporter cette ligne à 
d’autres axes O X' et 0/Y/, on substituera à x e t y  dans l ’équa
tion les valeurs données par les formules de transformation (8); 
ces formules étant du premier degré par rapport aux coor
données x '  et y il est impossible que l’équation en x 1 et y' soit 
d ’un degré supérieur à m. Elle ne sera pas non plus d’un 
degré moindre ; car alors la transformation inverse élèverait le 
degré, ce qui est impossible. Ainsi, la nouvelle équation est du 
même degré que l’équation primitive.

Le degré d’une ligne indique en combien de points au plus 
la ligne peut être coupée par une droite. En effet, soit m le 
degré d’une ligne , f  (x, y) =  °  l ’équation qui la représente 
lorsqu’on prend la droite sécante pour axe des x  ; si dans cette 
équation on fait y —  o, l’équation en æ ainsi obtenue donnera 
les abscisses des points du lieu qui ont une ordonnée nulle, 
c’est-à-dire les points communs à ce lieu et à l’axe des x . Quand 
le premier membre de l’équation n’est pas identiquement nul, 
comme il est au plus du degré m, l’équation n’a pas plus de m 
racines, et, par conséquent, la droite a au plus m points com
muns avec la ligne. Si l ’équation était vérifiée par plus de m
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valeurs de x ,  le premier membre serait identiquement nul, et, 
par conséquent, la droite entière ferait partie du lieu; dans ce 
cas, le polynôme f{x , y) devenant identiquement nul, quand on 
y fait y= ro, contiendrait y en facteur et l ’équation f{ x ,y )— o 
se décomposerait en deux, l’une y =  o du premier degré,
1 autre du degré m —  i .

D après cela, les lignes du premier degré, ne pouvant être 
coupées par une droite en plus d’un point, sont des lignes 
droites. Les lignes du second degré ne peuvent être coupées 
par une droite en plus de deux points; celles du troisième 
degré en plus de trois points. Le cercle, l’ellipse, l’hyperbole 
et la parabole sont des courbes du second degré (n»s t o ,  i 5 , 19, 
26); ces courbes peuvent être coupées en deux points par 
des droites. La cissoïde et la strophoïde (nos 20 et 97) sont du 

troisième degré ; ces courbes peuvent être coupées en trois 
points par des droites. Le limaçon de Pascal (n° 3 i) est du 
quatrième degré, la rosace à quatre branches (n°33) du sixième 
degré.

Nous étudierons d’abord les lignes du premier degré, puis 
celles du second degré, et ensuite les lignes d’un degré quel
conque.

Quand on dit qu’une équation algébrique entière du degré m 
représente une courbe du degrém, on suppose que le premier 
membre n’est pas décotnposable en un produit de facteurs en
tiers; autrement l’équation représenterait deux ou un plus 
grand nombre de lignes d’ordres inférieurs. Ainsi, par exemple, 
l>ne équation du second degré, dont le premier membre est le 
produit de deux facteurs entiers du premier degré, représente 
deux lignes du premier degré, c’est-à-dire deux droites. De 
même, une équation du troisième degré peut représenter trois 
droites, ou une ligne du second degré avec une ligne droite. 
L est pourquoi certaines propriétés des lignes de l’ordre m 
s appliquent au système de m droites, c ’est-à-dire au polygone 
de m côtés. Ainsi nous verrons que certaines propriétés des 
c°urbes du second degré s’appliquent au système de deux 
droites, parce que ce système peut être considéré comme un 
lieu du second degré.



L I V R E  II

D R O I T E  E T  l ' E R C I i E .

CHAPITRE I
L ign e droite.

CONSTRUCTION DE i/ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ,

5 9 — L’équation générale du premier degré entre les deux 
variables x  et y est de la forme 

(i) A.x —|—B y—f- C o.

Nous avons déjà fait remarquer que la ligne représentée par 
celte équation, ne pouvant être coupée par une droite en plus 
d’un point, est nécessairement droite. Mais il est bon de dé
montrer directement que cette équation représente une ligne 
droite.

Il est impossible que les deux coefficients A et B des varia
bles soient nuls à la fois; car alors il faudrait que l’on eût 

C = o ,  et lequation se réduirait aune  
identité. Mais il peut arriver que l’un des 
coefficients soit nul ; si, par exemple, le 
coefficient A est nul, l’équation se réduit 
à la forme Bt/-hC =  o ou y = b .  Cette 
équation représente le lieu d’un point M 

dont l’ordonnée MP est constante et égale à b, quelle que soit 
l’abscisse OP ; c’est une droite GyG parallèle à l ’axe OX (fig. 46); 
on l’obtient en portant sur l’axe OY, à partir de l’origine, une 
longueur OB égale à la valeur absolue de b, dans un sens ou 
dans l’autre suivant le signe de b, et menant par le point B 
une parallèle G;G à l'axe OX. En particulier, l ’équation y =  o 
représente l’axe OX lui-même.

Lorsque le coefficient B est n u l, l’équation se réduit à



A a ;+ G = o , o u a ;= fl. Cette équation représente le lieu du
point M dont l ’abscisse MQ est 
constante et égale à a, quelle 
que soit l’ordonnée OQ ; c est 
une droite H H parallèle à 1 axe 
OY (fig. 47) ; on l ’obtient en por
tant sur l’axe OX, à partir de 
l’origine,une longueur O A égale 

à la valeur absolue de a , dans un sens ou dans l’autre suivant 
le signe de 0, et menant par le point A une parallèle H H à 
l’axe OY. En particulier, l ’équation x = 0  représente la x e O \ .

Lorsque le coefficient B n’est pas nul, on peut diviser par 1> 

et mettre l ’équation sous la forme
A C 

y ~  B *  B ’
0u (2) y = a x - sr b ,

A C
en posant, pour abréger, a — —  5 ,  0 = —-g-

Considérons d’abord le cas particulier où b=zo, ce qui réduit 

1 équation à la forme
»

y — ax, ou — = a .
OC

Si a  est un nombre positif, tous les points du lieu, a y a n t  leurs
coordonnées de même signe, se 
trouvent dans l’angle YOX, ou 
dans son opposé par le s o m m e t 

Y OX7 (fig. 48). Prenons une 
abscisse quelconque OP, et par 

- le point P menons une parallèle 
à l ’axe des y ; on pourra, sur 
cette parallèle, trouver un point

Mtelque l’on ait^|p= a,lepoint

M sera un point du lieu. Soient 

M; M', M",... divers points du lieu construits de cette favon; des 
rapports égaux

MP _  M/P/ -  M"P" __ _ a 
OP OP7 —  OP"
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il résulte que les triaugles OPM, OPM7, OP M , . . .  sont sem
blables, et que, par suite, les angles MOP, M OP , M OP'7. .. 
sont égaux : donc les points M, M7, M'7. ..  sont tous placés sur 
une même droite A7 A passant par l’origine. Si l’on fait varier 
x  d’une manière continue de — oo à + a o  , le point M se meut 
d’un mouvement continu et décrit la droile indéfinie A7A.

Lorsque a est négatif, tous les points du lie u , ayant leurs 
coordonnées de signes contraires, 
sont situés dans les angles Y7OX et 
YOX7 (fig. 49). Soient M, M7, M",.. .  

_ différents points du lieu ; des rela- 
x tions

MP M7P — M"P"
— OP — OP7 OP" a>

on conclut, comme précédemment, que lous ces points sont 
sur une même droite A7 A passant par l’origine. Ainsi, dans 
tons les cas, l ’équalion y = a x  représente une ligne droite A7A 
passant par l’origine.

Revenons maintenant à l ’équation y =  ax-\-b. Si l’on com
pare les deux équations y =  a x -h b  et y = a x , on voit que les 
ordonnées correspondantes à une même abscisse diffèrent d’une 
quantité constante b ; on augmentera donc ou l’on diminuera, 
suivant le signe de b, les ordonnées de toits les points de la 
droite A7A de longueurs MN, M7N7, M"N",... égales à la valeur 
absolue de b (flg. 48); les points N, N7,N ",.-- ainsi obtenus 
forment évidemment une droite B B  parallèle à A'A.

11 résulte de ce qui précède que toute équation du premier 
degré entre les deux variables x cl y représente une ligne 

droite.
60 — Nous ferons voir que , réciproquement, toute ligne 

droite est représentée par une équation du premier degré. 
Si la droite est parallèle à l’axe OX, comme tous ses points 
ont même ordonnée, son équation est de la forme y —  h 
(fig. 46)- Si elle est parallèle à l ’axe OY, tous ses points ayant 
même abscisse, son équation est de la forme x  =  a (fig. 47). Si 
la droite passe par l ’origine, elle occupe l ’une des deux posi-
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tiuns indiquées dans les figures 48 et 4f)> et les triangles sem
blables donnent

MP M 'P- —  M"' P''''
OP OP' —  — OP" ’

ou

MP MP — M P
—  OP ~  — OP —  OP"

Si l’on appelle a ce rapport constant, l’équation de la droite
y

cst -  =  o ou y =  ax. Supposons enfin que la droite, sans être

parallèle à l ’un des axes, ne passe pas par l’origine (fig. 48) ; 
une parallèle à cette droite menée par l’origine aura pour équa
tion, d’après ce qui précède, y —  ax; or, l’excès de l’ordonnée 
de la droite proposée sur l ’ordonnée correspondante de la paral
lèle est une quantité constante b ; donc la droite proposée a 
pour équation y — a x + b .

SIG N IF IC A T IO N  D E S  C O E F F IC IE N T S .

®1 —  L’équation de toute droite non parallèle à l’axe des y 
peut être mise sous la forme

y — ax-\-b.

La constante b est l’ordonnée du point H (fig. 48) où la droite 
coupe l’axe des y; on l’appelle ordonnée à l ’origine.

La constante a ne dépend que de la direction de la droite; 
elle est la même pour toutes les droites parallèles; on l ’appelle 
coefficient angulaire ou de direction. Menons par l ’origine une 
demi-droite OA parallèle à la droite proposée et située par rap
port à l’axe X'X du même côté que la demi-droite OY. Appe
lons 0 l’angle des axes, a. l’angle de OA avec OX, angle qui peut 
varier de o à 77; on a, dans la disposition de la figure 4$>

_y _M P__sin MOP _  sin a
Cl x  OP sin OMP sin (0 —  a)

et, dans celle de la figure 49>

0 __X —  Mp _  sin MOP _  sinjc__
x  — OP —  —  sin OMP — — sin (a—  0) sin(6 —  «)
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ou a donc, dans tous les cas,

s i n a

 ̂ sin (6— a) a '

Quand les axes sont rectangulaires, cette relation se réduit à 

(4) tang a .=  a,

et détermine l ’angle a que fait avec l'axe OX la direction OA.
Quand les axes sont obliques, de la relation (3) on déduit la 

formule

, a sin 6
(a) tang a = — --------- --

i +  a cos 0

Cette formule n’étant pas calculable par logarithmes, pour ob
tenir l’angle a au moyen des tables, on la transforme de la 
manière suivante. On a

it— i __s i n a — sin (0— a ) __ tanS^a
a + i  s in a+ sin (0  — a) " 0 J ' tang -

°  2

d’où (6) tang (a.— —! tang-*
\ 2/ a-f-i c 2

68 —  Lorsqu’on veut construire la droite représentée par 
une équation du premier degré à coefficients numériques, on 
cherche ordinairement les points où elle coupe les axes, et on 
fait passer une droite par ces deux points.

Soit, par exemple, l’équation i x  —  'iy =  S; pour«/= o, on 

a x = l  ; pour x = o ,  y — —  f  ; on portera, à partir de l’origine, 
sur l’axe des x  la longueur | dans la direction OX, sur l’axe 
des y la longueur f  dans la direction OY'.

Quand l’équation ne renferme pas de terme constant, la 
droite passe par l ’origine. On en détermine un second point, 
en donnant à x  une valeur particulière ; soit, par exemple, 
l’équation z y + Z x — o-, l’équation étant vérifiée p o u ra := o , 

o, la droite passe par l’origine ; si Ton fait x  =  2, on a 
y —  —  3; construisant le point qui a pour coordonnée x = 2 ,  
y ~  —  3 , on obtiendra un second point que l ’on jo in d ra i 
l’origine.
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— L’équation générale de la ligne droite 

A æ -|-B y-t-C = o 

renferme deux coefficients ou paramètres arbitraires; car on 
peut diviser l’équation par l’un des coefficients, et il restera 
les rapports des deux autres coefficients à celui par lequel on a 
divisé. Quand on met l’équation sous la forme y = a x + b ,  ces 
deux paramètres sont a et b. Pour fixer la position de la ligne 
droite dans le plan, il faudra donner les valeurs des deux para
mètres, ou deux relations entre ces paramètres servant à dé
terminer leurs valeurs.

P R O B L È M E  1 .

©4 — Trouver l’équation générale des droites quipassent par 
un point donné.

Appelons x '  et ÿ  les coordonnées du point donné M. L’équa
tion d’une droite quelconque est

y = a x + b .

i'our que cette droite passe par le point M, il faut que les coor
données de ce point vérifient l’équation de la droite; si donc 
on remplace les coordonnées variables x  et y par les coordon
nées x ' et y' du point II, on aura l’équation de condition

y, =  a xl -\-b.

Cette relation entre les deux paramètres a et & détermine l’un 
d eux en fonction de l’autre, par exemple le paramètre b en 
Jonction de a ; en remplaçant dans l’équation de la droite b par 
sa valeur y' —  ax1 tirée de l’équation de condition, on obtient 
l ’équation

W  y — y 'z = a (x — x 1).

L équation (7), dans laquelle le coefficient angulaire a est arbi

traire, représente toutes les droites qui passent par le point M. 
Quand on fait varier le paramètre a ,  la droite tourne autour 

point M.
Nous avons supposé que toute droite est représentée par 

une équation de la forme y =  a x +  b, quelle que soit sa posi- . 
dans le plan. Mais il y  a une exception, c’est lorsque

CÉU\1. a x a l y t .  ^



la droite est parallèle à l’axe des y ;  car, dans ce cas, le coeffi
cient angulaire a est infini, ainsi que l’ordonnée à l’origine b.
Cependant, si dans l ’équation (7) on rem place a par le rapport 
tït
— , qu’on mette l’équation sous la forme

n (y— y ' ) = m ( x — x' ) , 
et qu’on fasse ensuite n =  o, on obtient l’équation x =  x qui 
représente la parallèle à l ’axe des y, menée par le point M.

P R O B L È M E  I I .

6 5  —  Par un point donné mener une droite parallèle à une 
droite donnée.

Soit y = z a x - h b  l ’équation de la droite donnée AB, x '  et 
y'  les coordonnées du point donné M 
(fig. 5o). La droite demandée devant pas
ser par le point donné, son équation, 
comme nous l’avons dit, sera de la forme

y— y ^ a 'ix — x').

Cette droite, devant être parallèle à la 
droite AB, son coefficient angulaire a' sera égal au coefficient 
angulaire a de la droite AB ; on aura donc a' =  a, et la paral
lèle demandée CD sera représentée par l’équation 

y —  y, =  a (x — x').

P R O B L È M E  I I I .

6 6  —  Mener une droite par deux points donnés.
Soient M et M' (fig. 5 i) les deux points donnés, x '  et y' les

:oordonnées du point M, a;"et y" celles du 
Joint M7. La droite M M, passant par le 
Joint M, est représentée par une équation 
le la forme

(7) y — y'='a(x—afj-,
il s'agit de déterminer le coefficient a, de manière que cette 
droite passe aussi par le point M7. Il faut pour cela que les coor
données du point M7 vérifient l’équation (7), ce qui donne la 
relation

y " — ijrz=.a(x"— x  0,
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d’où l’on déduit
__ y” — y'

x " — x r

On voit que le coefficient angulaire de la droite MM' est égal au 
rapport de la différence des ordonnées à la différence des abs
cisses des deux points donnés. Si dans l’équation (7) on rem 
place a par sa valeur, on obtient l’équation de la droite MM

(8) y - y Z — t - Z .

équation que l’on peut mettre sous la forme

x  —  x ' _ y — y'
x 11 —  x! y11—  y1

Lorsque le point M est à l’origine, on a x '= o ,  y '= o,et l’équa
tion (8) se réduit à

y "
y = ? —, x .
■’  x "

©7 — Il arrive souvent que la droite est définie par les points 
A  et B où elle coupe les axes (fig. 52); appe
lons a l ’abscisse du premier point, b l ’or
donnée du second, et soit

A x  —l— B y -f- G — ■ o 

l ’équation de la droite cherchée. Si l’on y 
fait successivement y =  o et x = o ,  on ob- 

Fig- 53, tient les points où la droite coupe les axes;

on a ainsi a =  —  Ç & =  — d’o ù A = - - ,  B =  - J -  En 
A  B a b

remplaçant A et B par leurs valeurs, on met l’équation sous la 
forme simple

(9) - + !  =  ».  a b
\

PROBLÈME IV.

— Trouver le point d’intersection de deux droites données. 
Soient

A i + B j /  +  C = o,
A/o:-+-B/y + C /= o )
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les équations de deux droites données AB et CD (fig. 53), M le 
point d’intersection de ces deux droites. 
Le point M appartenant à chacune des 
droites, ses coordonnées vérifient à la fois 
les deux équations; si donc on résout ces 
deux équations simultanées à deux incon
nues x  et y, on obtiendra les coordonnées 
du point M,

BC7 — CB7 CA7 —  AC7 
X ~  A B '- B A 7’ V ~  AB7—  BA'‘

Quand le dénominateur AB7 —  BA7 est différent de zéro, les 
formules donnent pour x  et y  des valeurs finies et détermi
nées et les deux droites se coupent effectivement en un point M. 
Mais quand le dénominateur AB7— BA7 est nul, sans que les 
numérateurs le soient, on o.btient pour x  et y des valeurs 
infinies; ceci indique que les deux droites proposées sont pa
rallèles; et, en effet, dans ce cas elles ont leurs coefficients angu-

A A7 . A7 B7 C7
laires égaux —  g  = — Si  l’on a à la fois —  =  g- =  ^ , les

deux numérateurs sont nuls en même temps que les dénomi

nateurs, et les valeurs de a: et de y  se présentent sous la forme  ̂; 

il y  a indétermination, et, en effet, les deux droites proposées
A7 B7 C7

coïncident; car, si l’on pose —  =  g- =  ^  d’où A==AI;.

B7= B /î, C7= C /f, que l’on remplace dans la seconde équation, 
et que l ’on divise par le, cette équation devient identique à la 
première.

p r o b l è m e  v.

6 9 — Trouver l’équation générale des droites qui passent par 
le point d'intersection de deux droites données.

Soient
(io) A x  +  By -t-C = o ,
(u )  A7x  +  B7y-(-C7= o ,

les équations des deux droites données. On pourrait traiter la 
question en cherchant les coordonnées du point d’intersection 
des deux droites par la résolution des équations (io) et ( u ) ,  et
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faisant passer ensuite une droite quelconque par ce point (n°64). 
Mais on arrive au même résultat par une marche beaucoup 
plus rapide.

Si l’on ajoute membre à membre les deux équations (10) et
( 11)1  après avoir multiplié Tune d’elles par une quantité arbi
traire \  on obtient une équation du prem ier degré

(12) ( a #  4- B?/+ C) 4- M  A/*4 - B 'y+ C;)= o,

qui représente une troisième droite passant par le pointd’inter- 
section des deux premières; et, en effet, les coordonnées de ce 
point, vérifiant à la fois les deux équations (10) et (n ), annu
lent les deux parenthèses, et, par conséquent,satisfont à l’équa
tion (12). Cette équation (12), dans laquelle le coefficient 1 est 
arbitraire, représente toutes les droites qui passent par le point 
d’intersection des deux droites données; car on peutdéterminer 
ce coefficient de manière que la droite passe par un point quel
conque M du plan, ayant pour coordonnées x 1 et y' ; il suffit 
pour cela que l ’équation de condition

[kx ' 4  Bÿ' -b  C) 4 - ̂  (A/£C/4 -B y  4- C')= o 

soit vérifiée, ce qui donne 
[ 3> A ^ + B j/ ' +  C
1 ’ A 'x '+ B Ÿ 4 - C/ ‘

Quand on fait > .=0, l’équation (12) devient A a54-B y4-C = o;

c’est la première droite. Si l ’on remplace 1 par — , et qu’après

avoir multiplié par n, on fasse n =  0, on a la seconde droite

A./* -t-B /yH-C/= o .
Si, dans l’équation (12), on remplace \  par sa valeur ( i3), on 

obtient l’équation
f l ,A A x - t-B y  +  C __ A.'cc+B'y + V

A x! 4- By1 -1-  C k !x ' 4-  Wy14 - C1 ’ 

qui représente la droite passant par le point M et le point d in
tersection des deux droites données. Les numérateurs sont les 
premiers membres des équations des deux droites données, les 
dénominateurs les valeurs de ces polynômes, quand on 5 rem 
Place a; et y par les coordonnées du point donné. On reconnaît 
immédiatement, à l’inspection de cette équation, que la roite
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qu’elle représente passe par le point donné et par le point d’in
tersection des deux droites données,

Lorsque les deux droites (10) et (u )  sont parallèles, l ’équa
tion (12) représente toutes les droites parallèles à celles-là.

Une équation du premier degré en a; et y  contenant un para
mètre arbitraire 1  représente une infinité de droites; lorsque 
ce paramètre n’entre qu’au premier degré dans l’équation, on 
peut mettre l'équation sous la forme (12) ; on voit alors que 
toutes les droites passent par un même point, le point d’inter
section des droites (10) et (n ).

P R O B L È M E  V I .

7 ©— Reconnaître si trois points sont en ligne droite.
Soient M, M', M" les trois points donnés, x '  et y' les coordon

nées du premier point, x"  et y" celles du second, x " '  et y111 
celles du troisième (fig. 54). Les coeffi- 

/ cienls angulaires des droites MM', MM;/ 
/ m. y "_j/ 1/»__u'

S0Ilt y  11— x '  (n° 665 ; ^uand ,es
7  trois points M, M', M sont en ligne droite,

”*7 r  les deux droites MM', MM7, coïncident»
Fig. m. jeurs coefflcients angulaires sont égaux, et 

l’on a la relation
f I n  y " — y'  __ y'l l — y/

P R O B L È M E  V I I .

7 1 — Reconnaître si trois droites passent par un même point.
Soient

A. Æ-f-B — o,
A x + B  y-4-C'i^o,
A"x 4 - B" y -4- C "=  o, 

les équations des trois droites données. On cherchera le point 
d’intersection des deux premières droites, et on substituera les 
coordonnées de ce point dans la troisième équation.

On peut aussi traiter la question par une autre méthode.
L’équation



( A + U O  x +  ( B + XBO y +  (C h-X C ')= o 

représente toutes les droites qui passent par le point d’inter
section des deux premières droites (n° 69); si la troisième droite 
passe par ce poinçon doit pouvoir déterminer le paramètre^, 
de manière que l’équation précédente représente cette troisième 
droite. Or, pour que deux équations représentent une même 
droite, il est nécessaire et il suffit que les coefficients soient 
proportionnels: on a ainsi les deux relations 

A n - ) ,  A' B + W  C-hXC'
A " —  B " —  C"

a une inconnue L’élimination de cette inconnue conduit à 
une équation de condition.

— Considérons, par exemple, les trois médianes d’un triangle OAB 
(fig. 55); prenons le sommet O pour origine, 
les deux côtés OA et OB pour axes des coor
données, et désignons para et 6 les deux lon
gueurs OAetOB. La médiane AE, coupant les

axes à des distances a et  ̂ de l’origine, a pour 

équation
x  ay 
-  +  - r = i ; a b

de meme, la médiane BF a pour équation 

a  b

Le point D, milieu de AB, a pour coordonnées OF =- - ,  OE =  la droite

OD, qui va de l’origine à ce point, est représentée par l’équation

b
y  =  - x .

E n  résolvant les deux premières équations, on obtient les coordonnées

X =  3» du point d’intersection G des deux premières médianes AE

et BF, Ces coordonnées vérifiant la troisième équation, on en conclut que 
a troisième médiane passe aussi par le point G.

En appliquant la seconde méthode, on reconnaît immédiatement que les 
•rois médianes passent par un même point; car, si l’on retranche les deux 
Premières équations membre à membre, on obtient la troisième.

^ 8 — Comme exemple de trois points en ligne droite, considérons un
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quadrilatère OACB (fig. 56); si l’on prolonge les quatre côtés indéfiniment,
on forme ce qu’on appelle un qua
drilatère complet ; les côtés se cou
pent deux à deux en six points ou 
sommets; eu joignant les sommets 
opposés, on obtient trois diago
nales AB, A'B', OC; nous allons 
démontrer que les trois points D, 
E, F, qui divisent ces diagonales 
en deux parties égales, sont en 

ligne droite.
Prenons les côtés OA et OB pour axes des coordonnées; désignons par a 

et a' les deux longueurs OA et OA', par b et 6' les deux longueurs OB et OB'.

Le point D, milieu de AB, a pour coordonnées x' =  ?> Le point

E , milieu de A'B', a pour coordonnées æ"= - ,  y" =  - .  Pour avoir les
2  2

coordonnées du point F, milieu de OC, cherchons celles du point C, inter
section des deux droites AB', A'B, qui ont pour équations
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x y x y
ô b' * ’ â'+ b ~ l -

En résolvant ces deux équations simultanées, on obtient les coordonnées 
du point C,

_aa'(b—b') _  66'(a— a')
X ab—a'b1 ’  ab— a'b'

Le point F étant le milieu de la droite OC, ses coordonnées x"', y'1' sont 
les moitiés de celles du point C; on a donc

(6 — 6') 66'(q— a')
*(ab— a'b')' a(o6 —  a'b')

Ayant les coordonnées des points D, E, F, on reconnaît aisément que les 
trois points sont en ligne droite. Les droites DE et DF ont pour coefficients 
angulaires

bb' (a— a 1)
y"—y'_b'—b tj"’ —  y' ab — a'b' ~~ b'—6 
x"— x ’ — a —a’ x'"— x' ~  ao'(6 — ft'j a — a ’

ab— a'b' a

ces deux coefficients angulaires étant égaux entre eux, on en conclut que 
les trois points D, E, F sont en ligne droite.
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PROBLEME VIII.

7  41 —  Trouver l’angle de deux droites.
Soient y = a x-+ -b , y = a 'x + b ' , les équations de deux droites 

données. Par l ’origine, et du côté de 
l’axe X'X où se trouve OY, menons 
des demi-droites OA et OA' paral
lèles aux droites données (fig. 57); 
appelons a et a.' les angles que font ces 
directions avec OX, V l’angle qu’elles 

Fie- 57. font entre elles, et, pour préciser, sup
posons a! > a .  On a évidemment V —  aJ— a, d’où

, T ta n g a '— tan ga
tang V = -----7------ -— - — ,.

0 i-(- tang a tanga

Quand les axes sont rectangulaires, on sait que

ta n g a = a , tang a' =  a';

si l’on substitue dans la formule précédente, il vient

(*6) ta n g V =  ——
° 1 -t- a a

Quand les axes sont obliques, on a (n° 61) :

, a sin ô  . , a 'sin 9
t a n g a = -----------t a n g a '= — -— ------ -----

, n - a c o s 9 c n - a 'c o s 9
par suite,

(■7) ta n g  V  = -------
0 i + a a /-)-(a +  a)cos0

De ces formules, on déduit la relation qui existe entre les 
coefficients angulaires de deux droites perpendiculaires entre 
elles. En effet, quand l’angle V est droit, sa tangente devenant 
mfinie, on a, si les axes sont rectangulaires, 

i +  a a '^ o ,  

et> si les axes sont obliques,

^ 9) H - a a /4 -(a-|-a/)co s9 =  o.

PROBLÈME IX.

—  D'un point donné abaisser une perpendiculaire sur 
une droite donnée, et trouver la longueur de cette perpendicu
laire.



Soient
y = a x + b

l’équation de la droite donnée AB, x 1 et y' les coordonnées du 
point donné M (fig. 58). Supposons d ’abord 
les axes Rectangulaires. Une droite quel
conque passant par le point M a une équa
tion de la forme (n» 64)

y — y' =  a [ x — x!).

Pour que cette droite soit perpendicu
laire à la droite AB, il faut que la relation (n°74) i +  aa' =  o

soit vérifiée; d’où l’on déduit En remplaçant a' par sa

valeur, on obtient l’équation de la perpendiculaire MP

(20) y — y' =  - - a { X — X /).

On trouvera les coordonnées x  et y du pied P de la perpen
diculaire, ou le point d’intersection des deux droites AB et MP, 
en résolvant les deux équations simultanées (2) et (20) ; mais 
nous préférons chercher les différences x — x ' et y — y', parce 
que l’expression de la distance ne contient que ces différences 
(n» 55). L’équation (2) peut être mise sous la forme 

y — y '= a [x— x ')— [y1 - a x '— b) ;

si, dans cette équation, on remplace?/— y'  par sa valeur donnée 
par l’équation (20), on trouve

a{y'— ax'— 6)

® -® /= — r + ô * —

et, par suite, en vertu de l ’équation (20),

y'—ax'— b 
y - y ' - ~  T+ô5

En appliquant la formule de la distance de deux points (n« 55), 
on obtiendra la longueur l de la perpendiculaire MP,

n---------- t - ---------------- —  . / ( ? /  — a x '  — 6 ) * ( H - a s)
i =  V(Æ~ ' * 0  -+-[y — V) — y ----------( ï + â » ? ---------»

y '— ax' —  b
d’ou 21 l =  ± Z — j= = —

y i + a s

7.4  LIVRE II, CHAPITRE I.



On prendra le signe de façon que l’on ait pour l une valeur 
positive. Il est aisé de voir que le numérateur est positif ou 
négatif, suivant que le point M est placé par rapport à la droite 
AB du côté des y positives ou du côté des y  négatives. En effet, 
soit N le point où la droite AB es f rencontrée par la parallèle à 
Taxe des y menée par le point M ; le point N étant sur la droite 
AB, l ’ordonnée y, de ce point est égale à ax1 -+- b, de sorte que 
la formule (21) devient

i = ± t = M .
V n - a 2

La différence y' —  yt est positive dans le premier cas, négative 
dans le second cas.

On aurait pu obtenir immédiatement la longueur de la per
pendiculaire sous cette dernière forme, en remarquant que le 
triangle rectangle MNP donne

y' —  y.
M P = M N s i n M N P = ± ( y / —  y») c o s « = ± ^ I _|_ av

^ 6  —  Supposons maintenant les coordonnées obliques ; les 
droites AB et MP seront perpendiculaires si leurs coefficients 

angulaires a et a' vérifient la relation i-H aa'-t- (a + a ')  cos9= o ,

d’où l’on déduit a '= — L’équati on de la perpendicu

laire MP est donc

(r\rx\ ,  I  “ }-  0, COS 0  . /.

En résolvant les deux équations simultanées (2) et (22), on 
obtiendra les coordonnées a; et y  du point P ; si, comme précé
demment, on cherche les différences x  —  x ', y —  y1, on trouve

x  —  x 1 =  (y' —  ax' —  b) (« +  cos 6)
1 -t- a* +  2a cos 0

,, y l =  iy —  ax' — &)(i + a c o s  6).
J J i +  aa +  2acos0 ’

substituant ces différences dans la formule de la distance de 
deux points (n» 56)

l =  \j(x — x ,), -+-(y— y')s-t- 2 [x —  x') (y —  ÿO côsT,
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-j- (y'— a x — &) v^g+ cos 8)a +  ( I+ a cos 8)*— 2 (a + cos 6) ( I+ a cos ft) côgj, 
• ” 1 + 2  a cos 9 + g2

En développant les calculs, on voit que la quantité placée sous 
le radical contient le facteur i —  cos2 9 ou sin2 9, et s’écrit

(i +  2g co s8 + g5)sin39 ;
il en résulte
, 0, , (y1 —  ax'  —  b) sin 9
(23) l  =  ±  •; — .. : •

Vi +  2g cos 9 -+- g2

Le numérateur est positif ou négatif suivant que le point M est 
placé par rapport à la droite AB du côté des y positives, ou du 
côté des y négatives. On prendra le signe de façon que l ’on ait 
pour l une quantité positive.

77 —  Dans ce qui précède, nous avons supposé l’équation 
de la droile donnée mise sous la forme y =  ax-\-b. Si cette 
équation avait la forme générale

(i) A x  -+- By -h C =: o,

le coefficient angulaire a de la droite donnée étant égal à
A

—  c - , on aurait dans le cas des coordonnées rectangulaires 
b

i B
a' = ---- =  —, et la perpendiculaire abaissée du point M serait

(X A

représentée par l ’équation 

ou plus simplement
x  —  x ' _ y — yl

(24) " À ------------ B

La formule (21), dans laquelle on remplace g et b par leurs 

valeurs— j j ,  — g ,  devient

. Ax1 - f-B y '-t-C
(a5) i =

Cette formule exprime la distance d’un point à une droite en 
coordonnées rectangulaires : le numérateur est le premier 
membre de l ’équalion de la droite, dans lequel on remplace x
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on a



et y par les coordonnées du point; le dénominateur estla racine 
carrée de la somme des carrés des coefficients de x  et de y. 

Quand les axes sont obliques, on a

, _B — A co s9 .
a A — B cos9 ’

1 équation de la perpendiculaire est

(2g) x  —  x ' _  y — y1
A — BcosO B — a c o s ô ’

et la formule (23) devient

(27) / _  (Aa/-+-By/ +  C) sin 9
~  VA2 4 - B!—  2AB cos 0* 

il est aisé de reconnaître le signe du numérateur, suivant la 
position du point M par rapport à la droite AB. Soit N (fig. 58) le 
Point où la parallèle MQ à l’axe des y rencontre la droite AB ; 
imaginons qu’un point mobile, ayant pour coordonnées x  et y, 
parcoure cette droite, et considérons les valeurs du polynôme 
AÆ -f-By-f-C pour les diverses positions du point m obile; 
'luand le point mobile est en N, la valeur du polynôme est 
üulle. Si le coefficient B est positif, quand on marche dans le 
sens des y positives, le terme Bi/ augmente, et la fonction prend 
des valeurs positives de plus en plus grandes ; quand 011 marche 
dans le sens opposé, elle prend des valeurs négatives. C’est le 
contraire qui a lieu, lorsque B est négatif.

P R O B L È M E  X .

—  Par le point d’intersection de deux droites données, 
Mener une droite perpendiculaire à une droite donnée.

Soient
A x  -j- B y —|— G =  0̂
M x  -4- B 'y -H (y — o,
\ " x  H- B y -f- C ' =  0̂

|cs équations des trois droites en coordonnées rectangulaires ; 
°ute droite passant par le point d’intersection des deux pré
férés droites est représentée par une équation de la forme

(Ax 4- By 4- C) 4-1  {k'x  4- B 'y 4- CO =  o ;
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pour qu’elle soit perpendiculaire à la troisième droite, on doit 
avoir

A -1A + 1.A-)
B" (B +  X B')

d’ où l’on déduit
- _  AA'' +  B B ".

A 'A ' +  B'B"’

en remplaçant 1  par sa valeur, on obtient l’équation de la 
droite cherchée

(28) (A/A "+  B B )  (A®+ By+ C ) = (A 'A + B 'B ) (A 'x + B'ÿ-t-C').

7 9 — Les trois droites données forment un triangle dont les 
sommets sont les points d’intersection de ces droites deux à 
deux ; l ’équation (28) représente la perpendiculaire abaissée de 
l’un des sommets sur le côté opposé. En permutant les ac
cents, on aura les équations des perpendiculaires abaissées de 
chacun des deux autres sommets sur le côté opposé :

(A "A + B  "B) {A'x +  B'y +  B )  =  (A A' +  BB') (A"x +  B "y -t- C"), 
(AA'4 - BB" ) ( Ax  +  B y  -+-C") =  (A/A"-f-B'B")(Aæ +  B ÿ  +  C ).

On voit qu’en ajoutant les deux premières équations membre 
à membre, on obtient la troisième. On en conclut (n° 71) que 
les trois hauteurs d’un triangle passent par un même point.

P R O B L È M E  X I»

8 0 —  Trouver le lieu des points également distants de deux points donnés. 
Supposons les axes rectangulaires et soient x1 et y', x" et y" les coordon

nées des deux points donnés. Si l’on désigne par x  et y les coordonnées 
d’un point quelconque du lieu, l’équation du lieu sera

(* — x'Y +  (y — y'')’  =  (* — * ”)• 4- (y —  y Y, 
ou plus simplement

( ,9) x"—x’) ( x -  +(!/”— jO =  °-

Ce lieu est une droite perpendiculaire sur le milieu de la droite qui joint 

les deux points donnés.

P R O B L È M E  X I I .

' s i  —Trouver le lieu des points égahmenidistanlsde deux droites données.
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Nous supposons encore les axes rectangulaires; soient

A tc-t-B y + C  = o ,
\'x—t- B y -f-C’ — o, 

les équations des deux droites données. Si l’on désigne par x et y les coor
données d’un point quelconque du lieu, l’équation du lieu sera

Ax-f-By-j-C__ Aæ -f By +  C

V as +  15* \ jA .l i + h ' i

A cause du double signe, cette équation représente deux droites, qui sont 
les bissectrices des angles formés par les deux droites données.

ÉQ U A TIO N  D E  LA  LIG N E D R O IT E  EN C O O RD O N N ÉES P O L A IR E S .

8 3 — Soit O le pôle et OX Taxe polaire. On peut déterminer 
la position d’une droite AB par la longueur a de la perpendi

culaire OD abaissée de l’origine sur cette 
droite (fig. 59), et par l’angle a que fait 
cette perpendiculaire avec l ’axe polaire, 
cet angle étant compris entre o et 2 -. Ap
pelons p et 10 les coordonnées d’ un point 
quelconque M de la droite; en projetant
le rayon vecteur OM sur la perpendicu

laire OD,on a

(3i) P cos ( » - « )  =  a; ou p = bog(®— j,

Puisque a et a sont des constantes, cette équation est de la 
forme

(3a) p = _____ £-----------
r  A cos co - h  B sin co 

Réciproquement, toute équation de cette forme représente 
Une droite ; car si l’on revient aux coordonnées rectilignes, en 
l)renant l’axe polaire pour axe des x ,  et une perpendiculaire 
menée par le pôle pour axe des y , à l’aide des formules de 
transformation x  =  p cos co, y =  sin co, l ’équation devient 

x  4 - B y =  G.

A U T R E  F O R M E  D E  L ’ÉQ U A T IO N  d ’ u NE D R O IT E .

— L’équation (3 i) développée devient 

P cos « cosa +  p sin co sin a = a ,



(33) x  cos a +  y  sin a —  a = o .
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ou, en coordonnées rectilignes rectangulaires,

L’équation de la droite étant mise sous cette forme, le pre

mier membre a une signification géomé
trique très-simple. Considérons un point 
quelconque M du plan, ayant pour coor
données polaires p et o>, et pour coordon
nées rectilignes x  et y , de ce pointabais- 
sons une perpendiculaire MP sur la droite 
AB (fig.60). La projection du rayon vec
teur OM sur la droite OD est 0eos (w— a); 

mais cette projection est égale à OD, augmentée ou diminuée de 
la perpendiculaire PM, suivant que le point M et l’origine O sont 
situés de part et d’autre de la droite ou du même côté; si donc 
on désigne par p cette perpendiculaire, affectée du signe +  
dans le premier cas, du signe —  dans le second cas, on aura, 
d’une manière générale,

a -f~ p =  p co s  (co —  a) =  x  co s  a -+- y sin  a ,  

d’où p =  x  co s  a - t - ? /  sin  a —  a .

Ainsi, le premier membre de i’équation (33) représente la dis
tance d’un point quelconque du plan ayant pour coordonnées 
x  et y  à la droite définie par cette équation, distance affectée 
d’ un signe convenable.

H est facile d’en déduire les coordonnées x t et y, du pied P 
de la perpendiculaire ; les différences x  —  x , ,  y —  y , étant les 
projections de la droite PM sur les deux axes, on a

X —  X t =  p  co s a =  ( x  COS a - f  y  sin  a —  a ) co s a, 

y  —  y , —  p  sin  a =  ( x  co s  a - f  y  sin a —  a ) sin  a.

La forme (33), sous laquelle on peut toujours mettre l'équa
tion de la droite, est utile dans un grand nombre de questions.
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Du cercle,

—  Cherchons d’abord l ’équation de la circonférence en 
coordonnées rectangulaires. Désignons 
par a  et & les coordonnées du centre C 
(fig. 61) et par r le rayon; la circonfé
rence, étant le lieu des points dont la 
distance au centre est égale au rayon, a 
pour équation

(i) (x — a)2 +  {y —  b? —  r* ;
celte équation développée se met sous la forme

(2) x* +  +  A x -t-B ÿ  +  C =  o.

Ainsi, Véquation du cercle, en coordonnées rectangulaires, est 
une équation du second degré, qui ne renferme pas le rectangle 
xy des variables, et dans laquelle les termes en x! et en ys ont 
même coefficient.

8 5  — Réciproquement, toute équation de cette forme,en coor
données rectangulaires, représente une circonférence de cercle, 
quand elle représente un lieu. En effet, on peut écrire l ’équa
tion (2) de la manière suivante

(  , A\* , / r B y  A’ +  B 1 _
+ < W 2- )  = — ------- C.

Marquons le point C , qui a pour coordonnées — ^  et —  le

premier membre représente le carré de la distance d’un point 
quelconque M du plan ayant pour coordonnées x et y au point 
C > si le second membre est positif, l’équation sera vérifiée par 
les coordonnées de tous les points du plan dont la distance au

Point C est égale à y / -  —  C ; elle représente donc une 

C11 conférence de cercle. Lorsque le second membre est nul, la
c ÉOM. AXALYT. 6



distance MC devant être nulle, le point M coïncidera avec le 
point C, et l’équation ne sera vérifiée que par les coordonnées 
de ce point; le lieu se réduit donc à un point unique. Enfin, 
lorsque le second membre est négatif, l’équation ne peut être 
vérifiée par les coordonnées d’aucun point du plan ; car le 
carré de la distance du point M au point C est une quantité 
positive ; 1 équation ne représente donc, dans ce cas, aucun 
lieu géométrique.

8 6  —  Supposons, maintenant, les 
axes des coordonnées obliques et 
faisant entre eux l ’angle 0 (fig. 62); 
en exprimant que la distance d’un 
point quelconque du lieu au centre 
est égale au rayon, on aura l’équa
tion de la circonférence

(3) {x — a'f -+- (y —  by -+- 2 (x —  a) (ij —  b) cos 0 =  n .

Cette équation est de la forme

(4) “t- y~ -+- ix y  cos 0 -t-A Æ + B y -t-C  =  o.

Ainsi l’équation du cercle, en coordonnées obliques, est une 
équation du second degré, dans laquelle les ternies en x* et en y* 
ont pour coefficients l’unité, et le terme en xy deux fois le cosi
nus de l ’angle des axes.

8 7 — Réciproquement, toute équation de cette forme repré
sente une circonférence de cercle, quand elle représente un 
lieu. En effet, on peut déterminer les trois constantes a, b. rs, 
de manière à identifier les équations (3) et (4). L'équation (3), 
développée, devient

-f- 2xij cos 0 2 (d -F- b cos 0) x  —  2 (b -f— a cos 0) y
-f- a1 — b~ -+- 2ab cos 0 —  r ! =  o.

t

On identifiera cette équation à l’équation (4) en posant

A D
a + 6 c o s 0 = ----- - & +  a c o s 0 = — >

a 2
a2 +  2 ab cos0— rt ==C.

Les deux premières relations donnent pour a et & des valeurs
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finies, puisque le dénominateur i — cos!0 ou sin*9 est différent 
de zéro. La troisième donne

r 2 =  a2 -+- 6S -+- aab cos 9 —  C.

Marquons le point C, qui a pour coordonnées a et b. Le pre
mier membre de l ’équation (3) représente le carré de la dis- 

t ance d’un point quelconque M du plan, ayant pour coordon
nées x  et y, au point C. Si l’on trouve pour r* une quantité 
positive, l ’équation sera vérifiée par les coordonnées de tous 
les points du plan distants du point C de la longueur r ;  elle 
représente donc une circonférence de cercle. Si l’on trouve 
pour r2 une quantité nulle, la distance MC devant être nulle, 
l’équation ne sera vérifiée que par les coordonnées du point C; 
«Ue représente un seul point. Enfin, si l’on trouve pour r 2 une 
quantité négative, l ’équation n’est vérifiée par les coordonnées 
d’aucun point du plan.

Au lieu de déterminer le centre C du cercle par ses coordon
nées a et b, il est plus commode de le déterminer par les pro
jections orthogonales de la droite OC sur les deux axes. Appe
lons a' et b' ces deux projections OD et OE (fig. 62), prises 
avec les signes convenables, et exprimons que la projection de la 
droite OC sur l’un ou l’autre axe est égale à celle de la ligne 
brisée OPC ou OQC ; nous aurons

a/= a-+ -& cos9, 6 '= 6  +  a co s9; ’

il en résulte a' =  —  - ,  b' = — ? .
2 ’ 2

Après avoir porté sur les axes à partir de l’origine les lon
gueurs a' et b1, on mènera par les points D et E des perpendicu
laires aux axes ; l ’intersection des deux perpendiculaires déter
minera le centre C.

® ® L’équation d'une circonférence de cercle, comme nous 
1 avons dit, est

[x a)%-\-[y— by~\-2(x— a) (y— b) cos 9— r2= o .

e Premier membre a une signification géométrique qu’il est
on de remarquer. Considérons un point M du plan ayant pour
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coordonnées x  et y  ; l ’expression

[x —  a,*-h(y— b)'-h2 [x — a) (y— 6)cos6

représente le carré de la droite MCqui joint le pointMau centre
(fig. 63); le premier membre de 

Téquation est donc égal à MC*— r-, 
c’est-à-dire au produit des deux 
facteurs M C+?’ et MC —  r, qui sont 
les deux segments MA et MB du 

diamètre mené par le point M, segments affectés du même signe 
ou de signes contraires, suivant qu’ils sont portés dans le même 
sens, ou dans des sens opposés. Ainsi, le premier membre de 
l ’équation (5) représente le produit des deux segments d’une sé
cante quelconque menée par le point M. Quand le point M est 
extérieur au cercle, ce produit est égal au carré de la tangente.

PROBLEME I.

8 9  —  Trouver r  équation de la tangente à une courbe quel
conque.

Nous avons déjà donné la défi
nition de la tangente en un point M 
d’une courbe (n» 23). Par le point 
M et un point voisin M7 pris sur la 
courbe, menons une sécante MM', 
puis supposons que le point M' se 
rapproche indéfiniment du point 
M; la sécante MM' tournera autour 

du point M et tendra vers une position limite MT ; cette droite 
MT est dite tangente à la courbe au point M (fig. 64).

Soient x  et y les coordonnées du point de contact M, x  4- h 
et y +  k celle du point voisin M' ; le coefficient angulaire de la

/■
sécante MM'est le rapport  ̂ de la différence desordonnéesdes

deux points M et M à la différence de leurs abscisses. Quand le 
point M' se rapproche indéfiniment du point M, les deux ac
croissements h et k tendent simultanément vers zéro, et leur



k
rapport -  tend vers une limite, qui est la dérivée de l’ordonnée

considérée comme fonction de l’abscisse.
Si l’équation de la courbe est résolue par rapport à y et mise 

sous la forme y = f  (x), la tangente aura pour coefficient angu
laire y' =  f  (x). Lorsque l ’équation de la courbe f  [x, </) = o  
n’est pas résolue, on obtient la dérivée y' de la fonction impli
cite y  à l ’aide de l’équation f* y' =  o, dans laquelle f, 
et fr désignent les dérivées partielles de la fonction f[x ,y )  par 
rapport à a; et par rapport à y. On en déduit
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v '= - f

Ainsi, si l’on désigne par X et Y les coordonnées d’un point quel
conque de la tangente, l’équation de cette droite est

(7) Y - y = - f j {x - x ) ,  ou (X— x)f ’, + (Y— ÿ)f ’r = o.

P R O B L È M E  I I .

—  Trouver l'équation de la tangente au cercle. 
Appliquons la formule précédente au cercle, et, pour sim

plifier , supposons les axes rectangulaires et l ’origine des 
coordonnées placée au centre du cercle ; le cercle a pour 
équation

x* +  i f  —  r 2 =  o.

Késolue par rapport à y, l’équation devient y = d z ^ r '— x 1 -, eu 
Prenant la dérivée de cette fonction, on a

, — x  x  u — ___ ____ _
±  Vr>— x' y

En conservant l’équation non résolue et appliquant la formule 

on obtient la même valeur y '— —  -• Ainsi l ’équation de la 

ta«gente est

Y —-ÿ  = — ^ (X— x), ou x X + y Y = Æ , + ÿ * .

I uisque le point M est sur le cercle, ses coordonnées vérifient

(6)



l ’équation du cercle, et l ’on a r\  L’équation de la
tangente se simplifie et devient

(8) Æ X - i-ÿ Y = :r !.

Le coefficient angulaire du rayon qui va du centre au point 

de contact étant - ,  on voit que la tangente est perpendiculaire 

à ce rayon.

p r o b l è m e  i i i .

9 1 — Mener une tangente au cercle par un point extérieur P. 
Supposons toujours le cercle rapporté à des axes rectangu

laires menés par le centre, et représenté par l ’équation
(9) x^-b-if— r'.

Désignons par x , et y, les coordonnées du point donné P (fig. 65).

Soit MP une tangente menée parce point; 
la question revient à déterminer le point 
de contact M, dont nous appellerons x  
et y les coordonnées inconnues. Le point 
M étant sur le cercle, ses coordonnées 
vérifient l’équation (9). La tangente au 
point M a pour équation x X + y Y =  r*. 
Cette tangente passant par le point P, 

son équation doit être vérifiée par les coordonnées de ce point, 
ce qui donne la relation

( 10) xXt+yy^r.

En résolvant les deux équations simultanées (9) et (10), on 
obtiendra les valeurs des inconnues x  et y.

La résolution des deux équations (9) et (10) revient à la 
recherche des points d’intersection de deux lignes. La première 
équation représente le cercle proposé ; la seconde une ligne 
droite. Chercher les valeurs de a; et de y qui vérifient à la fois 
ces deux équations, c’est chercher les points d’intersection de 
la droite et du cercle. Cette droite coupe le c e r c le  en deux 
points M et M' ; c’est la droite des contacts. On remarque que 
1 équation (10) de la droite des contacts a même forme que
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Téquation (8) de la tangente; seulement, les coordonnées du 
point de contact sont remplacées par celles du point P.

—  On sait que, lorsqu’on a deux équations simultanées 

A  =  o, B =  o,

à deux inconnues x  et y, si l ’on remplace l ’une d’elles par 
1 équation m A + n B = o ,  que l ’on obtient en ajoutant membre 
a membre les deux équations proposées, après les avoir multi
pliées par des nombres arbitraires m et n ,  on forme un nouveau 
système d’équations

A = o ,  m A - t-n B = o ,  
équivalent au système proposé. Cela signifie géométriquement 
que les points d’intersection des deux lignes représentées par 
les deux équations proposées sont les mêmes que les points 
d intersection de l’une d’elles par la troisième ligne.

Nous avons dit que les points de contact M et M 'sont donnés 
Par l’intersection du cercle proposé et de la droite des contacts. 
En retranchant les deux équations (9) et ( 10) membre à membre, 
on obtient la nouvelle équation

xî-hy-—XtX—yly—o,

qui peut remplacer l’équation (10); cette nouvelle équation 

représente un cercle ; le centre, dont les coordonnées sont^-

y
’ es*; m iüeu de la droite OP ; l’équation ne contenant

Pas de terme constant, le cercle passe par l’origine ; on a ainsi 
le cercle décrit sur la droite OP comme diamètre ; les points 
°u ce cercle coupe le cercle proposé sont les points de contact. 
On retrouve de cette manière la construction de la géométrie 
élémentaire.

PROBLÈME IV.

— Mener une tangente parallèle à une droite donnée.
Au cercle

9̂ ) Xî_l_yt= : r  2

°u veut m ener une tangente parallèle à la droite y — mx, que

DU CERCLE. 87



l ’on peut supposer passant par l’origine (fig. 66). Si l’on dé
signe par x  et y les coordonnées du point de contact M, on 

sait que le coefficient angulaire de la

tangente est égal à — pour que la

tangente MT soit parallèle à la droite 
donnée, il faut que son coefficient an
gulaire soit égal à m ; on aura donc la

relation — - — m, ou
y

(11) y ~ — -  x .•’  m

D’ailleurs les coordonnées du point M vérifient l’équation du 
cercle. Ces coordonnées seront donc déterminées par les deux 
équations simultanées (9) et (n ), et par conséquent, les points 
de contact M et M' seront donnés par l’intersection du cercle et 
de la droite que représente l’équation (11); cette droite MM' est 
un diamètre perpendiculaire à la droite donnée OA.

0 4  —  On peut traiter la question d’une autre manière, et 
ceci nous fournira l’occasion de présenter l’équation de la tan
gente au cercle sous une forme nouvelle. Proposons-nous d’a
bord de chercher les points d’intersection d’ un cercle x t+ y ,= r t 

et d’une droite quelconque y =  m x +  k. En éliminant y, on 
obtient l’équation du second degré æ5 -t- (mx -+- k)1 =  r ',  ou

( m '- \ - i ) x '- h 2 m k x + k i — ri = o .

Quand cette équation a ses racines réelles, la droite coupe le 
cercle en deux points, dont les abscisses sont les racines de 
l ’équation. Si les racines deviennent égales entre elles, les deux 
points d’intersection se confondent, et la sécante devient tan
gente au cercle. Enfin, quand les racines sont imaginaires, la 
droite ne rencontre pas le cercle. •

Ainsi, la condition pour que la droite soit tangente au cercle 

est
m2/;*— (m*4- i)  (A*— r * ) = o , ou &=r*(m* +  i).

88 LWRE II, CHAPITRE II.

L’équation de la droite, dans laquelle on remplace k par sa



valeur, devient
( 1 2 ) y  =  m x  ±  r  - + -1 .

Cette équation, qui renferme un paramètre arbitraire ni, repré
sente toutes les tangentes au cercle.

Si l ’on donne la direction de la tangente, le coefficient angu
laire m étant connu, on a immédiatement les équations des 
deux tangentes parallèles à la direction donnée.

PROBLÈME V.

—  Trouver le lieu des points dont les distances à deux points fixes 
soient entre elles dans un rapport donné.

Soieoi A etB les deux points donnés (fig. 67) ; prenons pour axes des x 
la droite AB et pour axe des y la perpen
diculaire élevée sur le milieu de AB. Si l’on

appelle aa la distance AB, ™ le rapport

ionné, et si l’on désigne par x et y les 
:oordonnées d’un point quelconque du lieu, 
l’équation de ce lieu sera

i^ + tJ  +  a)* _  m* 
î/’ -t- ( *  —  «)• _  n* ’

' > Æs +  ys — iax —----- i-t-as =  o.
mr —  np»

j est un cercle dont le centre est situé sur l’axe des x; les deux extrémi
tés du diamètre DE sont les points qui divisent la droite AB dans le rapport 
de m à n.

PROBLÈME VI.

®® —  Trouver les points d’intersection de deux cercles. 
Soient^ x ’ + y '- f - A æ + B ÿ + C ^ O j

x ’ + ÿ ’ + A ' x + B ' ÿ + C t o ,

!es équations des deux cercles en coordonnées rectangulaires. 
8S P°*nts d’intersection seront donnés par ces deux équations 
“nullanées. On peut rémplacer le second cercle par la droite

(A—A0x+(B — B0y +  (C— C0 = o ,

1 le 1 on obtient en retranchant ces équations membre à
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m em bre, et la question est ramenée à la recherche des points 
d’intersection du premier cercle par cette droite. Si la droite 
coupe le cerclej les deux cercles auront deux points d’inter
section, et l’équation (16) représentera la sécante commune. 
Si la droite devient tangente au cercle, les deux points d’in
tersection se confondent, et les deux cercles sont tangents; 
l ’équation (16) représente dans ce cas la tangente commune. 
Enfin, lorsque la droite ne rencontre pas le cercle, les deux 
cercles n’ont pas de point commun.

Cependant l’équation (16) a, dans tous les cas, une significa
tion géométrique remarquable. Les premiers membres des 
équations (i4) et ( i5) représentent (n° 88) les produits des seg
ments des sécantes menées par un point quelconque M du plan 
ayant pour coordonnées a; et y  à travers l’un et l ’autre cercle ; 
or, on obtient l’équation ( i6) en égalant ces deux expressions, 
ce qui fait disparaître les termes du second degré ; l’équation 
(iG) représente donc le lieu des points tels que les produits des 
segments des sécantes menées de chacun d’eux à l ’un et l ’autre 
cercle soient égaux; ce lieu est une droite que l’on appelle axe 
radical des deux cercles. La partie de cette droite extérieure 
aux cercles est le lieu des points d’où les tangentes menées 
aux deux cercles sont égales entre elles. 11 est clair que les axes 
radicaux de trois cercles combinés deux à deux passent par 
un même point ; on appelle ce point centre radical des trois 
cercles.

ÉQ U A TIO N  DU C E R C L E  EN  C O O RD O N N ÉES P O L A IR E S .

—  Soit O le pôle et OX l ’axe polaire (fig. 68) ; appelons 
a  et a les coordonnées du centre C, r 
le rayon, p et co les coordonnées d’un 

pointquelconque M de la circonférence. 
Dans le triangle OCM, on a

(17) f — 2apcos(cd— y.)-ha~— r'-= o.

Lorsque le pôle 0  est situé sur la cir
conférence, on a a =  r , et l ’équation se réduit à

(l8) p=2rCOS(co— a).



Pour montrer une application de cette équation, considéron 
deux cercles qui se coupent ; par l ’un des points d’intersection 
0 , menons une sécante quelconque ; cette sécante rencontre 
les cercles en deux autres points M et M7 ; cherchons le lieu du 
point milieu de la droite MM'. Si l’on prend le point 0  pour 
pôle, les deux cercles sont représentés par les équations

c— 2rcos(w— «), p = 2 r /cos((o— x'),

et 1 on obtient immédiatement l ’équation du lieu

p =  rco s (w — a)-(-r/cos (&> —  a');

cette équation pouvant être mise sous la forme

p = f i  cos(co— a,),

le lieu est un cercle passant par le point d’intersection 0 des 
deux cercles donnés.

LIEUX GÉOMÉTRIQUES. 9*

C H A P I T R E  I I I

L ie u x  géom étriques.

9 8  —  On définit les lieux géométriques de plusieurs ma
nières : tantôt on donne une propriété commune à chacun 
des points du lieu ; et c’est en traduisant celte propriété, à l ’aide 
des signes algébriques, que l'on obtient l ’équation du lieu. 
C’est ainsi que nous avons défini la circonférence du cercle, le 
lieu des points distants d’un point donné d’une quanti lé donnée ; 
en exprimant cette propriété commune à tous les points du 
^eu, nous avons obtenu l’équation de la circonférence (n°84)* 
Nous avons trouvé de la même manière le lieu des points dont 
les distances à deux points donnés sont entre elles dans un 
raPport donné (n° 95) ; l ’expression de cette propriété donne
1 équation du lieu. Nous avons aussi obtenu par le même pro 
cédé l’équation de la perpendiculaire élevée sur le milieu de 
la droite qui joint deux points donnés (n °8o), et celles des



bissectrices des angles formés par deux droites données (n08i).
Mais on définit ordinairement une ligne PQ (fig.69) par le 

mouvement d’un point dans le plan. Chacune des positions du 
point mobile M est donnée par la construction d’une figure dont 
les diverses parties ne dépendent que d’un paramètre arbi
traire a. D’après cela, les deux coordonnées x  et y du point M 
sont des fonctions de ce paramètre variable a : soient

*  =  f(a),  y =  f,{a),

ces deux fonctions ; on obtiendra l’équation du lieu décrit par 
le point M , en éliminant le paramètre a entre ces deux équa
tions.

En général, la construction géométrique détermine chacun 
des points du lieu par la rencontre de deux lignes mobiles qui 
dépendent par conséquent du paramètre a ;  soient

(0  F (x, y, a) = 0

(2) F, (x , y, a) = 0

les équations de ces deux lignes. Si l ’on attribue à ce paramètre 
une valeur particulière, on obtient deux 
lignes A  et B qui se coupent en un 
point M, dont les coordonnées x  et y 
vérifient les deux équations simultanées 
(1) et (2). Si l ’on attribue au paramètre 
une autre valeur a', les deux lignes 
occuperont les positions A' et B' et le 
point d’intersection viendra en M' : une 

troisième valeur a" attribuée au paramètre donnera les deux 
lignes A" et B ' et le point d’intersection M", et ainsi de suite. 
Concevons que l ’on fasse varier le paramètre a d’une manière 
continue, les deux lignes A et B se déplaceront dans le plan 
d’une manière continu?, et le point d’intersection M décrira la 
ligne PQ-

On obtiendra l’équation de la ligne PQ, lieu du point M, en 
éliminant le paramètre a entre les deux équations (1) et (2). 
En effet, éliminer a entre les deux équations (1) et (2), c’est 
trouver un système de deux équations
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(3) F , ( x ,y ,a ) = o ,
(4) f  (x, y) —  o,
équivalent au système des deux équations (i) et (i), et tel que 
l’une d’elles ne renferme plus la lettre a. On dit que deux sys
tèmes d’équations sont équivalents, lorsqu’ils sont vérifiés par 
les mêmes valeurs attribuées aux variables. Quand on attribue 
à a une valeur particulière, les coordonnées x  et y du point M, 
jointes à cette valeur de a, forment un système de valeurs des 
trois quantités x , y, a vérifiant à la fois les deux équations (i) et
(2) ; puisque le système des équations (3) et (4) est équivalent 
au précédent, ces valeurs vérifient aussi les équations (3) et (4); 
l ’équation (4), ne renfermant pas a, est donc vérifiée par les 
coordonnées de l’un quelconque des points du lieu.

Réciproquement, tout point M, dont les coordonnées x  et y 
vérifient, l’équation (4), appartient au lieu. C ar, si l ’on déter
mine la valeur de a qui vérifie l’équation (3), dans laquelle ou 
attribue à x  et y les valeurs précédentes, on obtient un système 
de valeurs des trois quantités x , y, a vérifiant le système des 
équations (3) et (4). Les équations (1) et (2), formant un sys
tème équivalent à celui-là, seront vérifiées par les mêmes va
leurs ; on obtiendra ainsi deux lignes A et B passant par le 
point M.

H peut arriver cependant qu’à un système de valeurs réelles 
de x  et de y vérifiant l ’équation (4) corresponde une valeur de 
a > pour laquelle les équations (1) et (2) ne représentent pas de 
lignes réelles ; c’est ce qui aurait lieu, par exemple, si la valeur 
de a était imaginaire. Mais, dans tous les cas, les valeurs d ex , 
y> a satisferont aux deux équations (1) et (2).

— Quoique la construction de chacune des positions de la 
ligure qui donne les divers points du lieu ne dépende que de la 
valeur attribuée à un paramètre arbitraire, il est souvent plus 
c°rnrnode d’introduire dans le calcul plusieurs paramètres 
variables a, b, c , . . . ;  mais alors ces paramètres sont liés entre 
eux de telle sorte que la valeur d’un seul soit arbitraire et que 
a variation de ce paramètre détermine, par conséquent, celle 

e tous les autres. Si ces paramètres sont au nombre de n, ils 
seront liés par n —  1 équations de condition.
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Supposons d’abord que l’on n’emploie que deux paramètres 
variables a  et & liés par l ’équation de condition

(5) <?(a,b) = o, 
et soient
(6) F  {x ,y ,a ,b )= :  o,

(7) F , ( x ,y ,a ,b ) = o ,

les équations des deux lignes mobiles A et B dont l’intersection 
donne chaque point du lieu. Si l ’on fait varier le paramètre a 
d ’une manière continue, le paramètre b, qui dépend de a d’a
près la relation (5), variera aussi d’une manière continue ; les 
deux lignes A et B, dont les équations contiennent ces deux 
paramètres, varieront aussi d’une manière continue, et leur 
point d’intersection M décrira la ligne PQ.

On obtiendra l’équation de cette ligne en éliminant les deux 
paramètres a et b entre les trois équations (o), (6), (7). En effet, 
éliminer a et b entre ces trois équations, c’est trouver un sys
tème de trois équations

(8) F ,(x ,y ,a ,b )  =  o,

(9 ) F3( x , y , a , b ) = o ,

(10) f ( x , y )  =  o,

équivalent au système proposé et tel que l ’une d’elles ne con
tienne plus a et b. Quand on attribue à a et b des valeurs véri
fiant l ’équation (5), les coordonnées a: et y du point M, jointes 
à ces valeurs de a et de b, forment un système de valeurs des 
quatre quantités x ,  y, a, b, vérifiant à la fois les trois équations 
(5), (6), (7). Les trois équations (8), (9), (10), formant un sys
tème équivalent au système précédent, seront aussi vérifiées par 
les mêmes valeurs; l ’équation (10), étant indépendante de a et 
de b, sera donc vérifiée par les coordonnées a: et y de chacun 
des points du lieu. Réciproquement, tout point Mdont les coor
données x  et y  vérifient l ’équation (10) appartient au lieu ; car, 
si l ’on détermine les valeurs de a et de & qui vérifient les deux 
équations (8) et (9), dans lesquelles on attribue à x  et à y  les 
valeurs précédentes, on obtient un système de valeurs des 
quatre quantités x ,  y, a, b vérifiant le système des trois équa-
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Ions (8), (9), (id). Les trois équations (5), (6), (7), formant un 
système équivalent à celui-là, seront aussi vérifiées, et l’on 
aura deux lignes A et B passant par le point M.

I O O —  Supposons, en général, que l’on emploie n paramè
tres variables a , b , c , . . . , h , liés entre eux par n — 1 équations de 
condition

!
çi (a, b, c , . . . ,  h) = 0 ,
<pj (a, b, c, . . . ,  h) =  o,

©n—1 (a, b,c,.. .,  h) — o,
et soient

(ï2) F { x , y , a , b , c , . . . , h )  =  o,

(l3) F i ( x , y , a , b , c , . . . , h ) = o ,

les équations des deux lignes mobiles A et B, dont l’intersection 
donne chaque point du lieu. Quand on fait varier le paramètre 
a< les autres paramètres varient simultanément, et le point M 
décrit le lieu. On obtient l ’équation de ce lieu en éliminant les 
« paramètres entre les 1 équations (11), (12), (i3).

I O I  — Nous avons dit que la construction de la figure ne 
dépend que d’un seul paramètre arbitraire a. Si la figure dé
pendait de deux paramètres arbitraires a et b, les deux coor
données x  et y du point M seraient des fonctions de ces deux 
Paramètres

x = f ( a , b ) ,  y = f l (a,b).

On pourrait attribuer à ces paramètres des valeurs telles que le 
point M coïncidât avec un point quelconque du plan ayant pour 
coordonnées ar, et y, ; il suffirait, pour cela, de déterm ineraet 
J à l ’aide des deux équations

x , = f { a , b ) ,  yi=fi{a,b).

Le point M décrirait ainsi tout le plan et non une ligne déter
minée dans le plan.

On comprend bien par là comment il est nécessaire, lors- 
qu on emploie n paramètres variables, que ces n paramè
tres soient liés par n —  1 équations de conditions distinctes ; 
car si on pouvait réduire ces équations de conditions à un
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nombre moindre, deux paramètres au moins seraient arbi
traires.

Il peut arriver que les deux lignes variables A et B se cou
pent en plusieurs points; le calcul précédent donne le lieu 
décrit par l’ensemble de ces points.

PROBLÈME 1.

'lOZ—Etant donnés un angleXOYet un point fixe P dans le plan ( f i g .  70), 
pur le point P on mène me sécante fixe PBA et une sécante mobile PDC, on 
mène les droites AD, BC ; trouver le lieu de leur point de rencontre M. 

Prenons les droites OX et OY pour axes des coordonnées, et désignons 
par xl et y, les coordonnées du point P. 
La sécante fixe PBA aura une équation 
de la forme

y — yl — a{x — x ,),

dans laquelle le paramètre a a une valeur 
constante. De même la sécante mobile 
PDC sera représentée par l’équation

Fig- 70‘ y — y, =  m (x — xt),
dans laquelle m désigne un paramètre variable. Si, dans chacune de ces 
équations, on fait successivement y =  o, x —o, on obtient les coordonnées 
des points où ces droites reconlrent les axes des coordonnées,

A, y =  o, x =  x .—  — ,
a

B, x =  o, y =  y, — axl ,

C, y = o, x = x i —h.m
D, x =  o, y =  y, —  mxr

En appliquant la formule du n» 67, on a les équations des droites 
AD, CB,

x  y

(1) _  y, V i  —  mx,- 1 ’
1 a

x  t y _
(a) Vi Vt —ax,- 1 'x,------

7»
Les valeurs de x et y, qui vérifient lei deux équations simultanées (0 

et (a), sont les coordonnées du poiut d'intersection M des deux droites AD
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et BC ; ces coordonnées varient, avec le paramètre arbitraire m. Si l’on re
tranche les deux équations membre à membre, on obtient l'équation

x (— ---------------ü---  ̂_|_y ( ----1-------------1----\  =  o,
\y,— mx, ;/|—  ax,/ ‘ \yl—mxi y,— ax,/

ou plus simplement

.------- m -------- (y,x + x ,y )  =  o,(y,— mx,) (y, — ax,)

qui, jointe à l’équation (i), forme un système équivalent au système des 
deux équations (i) el (2). Tant que le paramètre m a une valeur différente 
de a, le premier facteur étant différent de zéro, les coordonnées x  el y de 
point M doivent annuler le second facteur. Ainsi, les coordonnées de chacun 
des points du lieu vérifient l’équation

y,x +  x,y =  o,

(4) x x,
Ce lieu est une droite OL passant par l’origine.

Quand m=a, le système des deux équations (1) et (a) se réduit à l’équa. 
l'on (1); les deux droites AD et BC coïncident, et leur point d'intersection 
est un point quelconque de la sécante fixe PA.

Si l’on avait fait l’élimination d’une autre manière, si l’on avait, par 
exemple, tiré la valeur de m de l’équation (1) pour la porter dans l’équa
tion (a), on aurait obtenu une équation du second degré, dont le premier 
membre serait décomposable en deux facteurs du premier degré et qui, 
par conséquent, représenterait deux droites, le lieu OL et la droite PA. 
Celte écjuation serait

(y,x +  x,y) [y —  y, —  a (x — x,)] =  o .

On voit que 1 équation (4) ne contient pas le paramètre constant a; il en 
résulte que le lieu est indépendant de la position particulière attribuée à 
la sécante fixe PA. On en conclut le théorème suivant : Étant donnés un 
angie XO\ et un poinl fixe P dans son plan, si par le point P on mène 
deux sécantes quelconques PA, PC, le point de rencontre M des deux 
droites AD et BC est toujours situé sur une même droite OL.

Nous remarquerons encore que l’équation (4) ne dépend que du rap

P01’t ~  > c est-à-dire du coefficient angulaire de la droite OP. Ainsi le lieu

restera le même, si l’on déplace le point P sur la droite OP passant a 
l’origine.

^ 0 3  —  On peut traiter celte question d'une manière plus rapide. Snp- 
géom. a n a l ï t .  7
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posons que l’on ait tracé dans le plan deux axes quelconques. Représen
tons, pour abréger, par a =  o, p =  o les équations des droites dounées 
OA et 01!, et par y =  o celle de la sécante fixe PA. On déterminera le 
point donné P, non plus par ses coordonnées, mais par l'intersection des 
deux droites données PA et OP ; celte dernière, passant par le point d’in
tersection 0  des droites OA et OB, a une équation de la forme p + a a = o . 
La sécante mobile PC, menée par le point d’intersection P des deux droites 
P 4 -a «  =  o , ,[ =  ol est représentée par une équation de la forme

(1) p+aa-|-m y =  o,

dans laquelle m désigne un paramètre arbitraire. Le point C, où cette 
sécante coupe la droite OA, est donné par les deux équations simultanées 
a =  °, p -4- aa -f- my =  o, ou plus simplement a =  o, p my =  o ; cette 
dernière équation représente une droite passant par le point C, et aussi 
par le point d’intersection B des droites p =  o, y =  o ; c’est donc l’équa
tion de la droite BC. De même, le point D, où la sécante mobile coupe 
la droite OB, est donné par les deux équations simultanées P =  o, 
P-H*a-t-my=o, ou plus simplement P =  0, aa my =  o; la droite repré
sentée par i atte dernière équation, passant aussi par le point d’intersection 
A des droites a =  o, y = o , n’est autre chose que la droite AD. Les deux 
droites mobiles BC et AD, dont l’intersection détermine un point M du lieu, 
ont donc pour équations

(2) p 4- my =  o,

(3) aa-|- my =  o.

On'obtiendra l’équation du lieu en éliminant le paramètre m entre ces 
deux équations ; si on les retranche membre à membre, on obtient 
l’équation
(4) P —  «<* =  o.

On en conclut que le lieu est une droite passant par le point O. Cette droite 
est indépendante de y, c’est-à-dire de la sécante fixe PA, et elle est la même 
quelle que soit la position du point P sur la droite OP.

Nous avons supposé que le paramètre m a une valeur finie, si l ’on rem

place m par et, qu’après avoir multiplié par q, on fasse q = o, les

équations (i), (a), (3) se réduisent à y =  o ; la sécante mobile coïncide 
avec la sécante fixe PA, ainsi que les deux droites BC et AD.

PROBLÈME II.
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1 0 4  —  Les côtés d’un triangle variable ABC tournent autour de trois



points fixes P ,  P ' ,  P ”,  situés en ligne droite, tandis que deux des sommets 

A et b  glissent sur deux droites fixes  I D  et 1E  ; trouver le lieu décrit par le 
troisième sommet C  ( 6 g .  7 1 ) .

T r a ç o n s  d a n s  l e  p la n  d e u x  a x e s  q u e lc o n q u e s ,  e t ,  p o u r  a b r é g e r ,  r e p r é 

s e n to n s  ,  c o m m e  p r é c é d e m m e n t ,  p a r  a = o ,  p =  o ,  le s  é q u a t io n s  d e s  

d r o i t e s  d o n n é e s  I D ,  I E ,  e t  p a r  y  =  o  c e l l e  d e  l a  d r o i t e  P P ' P " ;  c h a c u n  d e s  

p o in ts  f ix e s  P ,  P ' ,  P ” p e u t  ê t r e  d é f in i  p a r  l ' i n t e r s e c t i o n  d e  c e t t e  d r o it e  e t

d 'u n e  d r o i t e  p a s s a n t  p a r  l e  p o in t  I ;  le  

p o in t  I  é t a n t  l e  p o in t  d ’in t e r s e c t io n  d e s  

d r o i t e s  a = o ,  p  =  o ,  le s  d r o ite s  1P ,  

1P ' ,  I P "  o n t  d e s  é q u a t io n s  d e  l a  fo r m e  

P - f - a a = o ,  p + o ' a = o ,  p - f - a ”o = o ,

d a n s  le s q u e l le s  a , a ',  a ” d é s ig n e n t  d e s  

c o e f f ic ie n t s  c o n s t a n t s .  P o u r  c o n s t r u ir e  

u n e  p o s it io n  p a r t i c u l iè r e  d e  la  f ig u r e  

v a r ia b le ,  o n  m è n e r a  p a r l e  p o in t  P  u n e  

d r o i t e  a r b i t r a ir e  P A , p u is  o n  t r a c e r a  le s  

d r o it e s  A P '  e t  B P *  d o n t  l ’ in t e r s e c t io n  d o n n e r a  u n  p o in t  C  d u  l i e u .  L e  p o in t  

P  « ta n t l ’ in t e r s e c t io n  d e s  d e u x  d r o i t e s  y  =  o ,  p_|_a a = ; o ,  la  d r o it e  P A ,  

m e n é e  p a r  c e  p o in t ,  a u r a  u n e  é q u a t i o n  d e  l a  f o r m e

P +  aa +  my =  o,

d a n s  la q u e l l e  m .d é s i g n e  u n  p a r a m è t r e  a r b i t r a ir e .  L e  p o in t  A, o ù  la  d r o ite  

A  c o u p e  la  d r o i t e  I A ,  e s t  d o n n é  p a r  le s  d e u x  é q u a t i o n s  s im u lt a n é e s  a = o ,  

f i4 - a a - | - m T  =  o ,  o u  p lu s  s im p le m e n t  ct =  o ,  P +  m r  =  o .  L a  d r o ite  A P ' ,  

P a s s a n t  p a r  c e  p o i n t ,  a  u n e  é q u a t io n  d e  la  fo r m e  P +  my +  m'a  =  o ;  i l 

fa u t  d é t e r m i n e r  l e  c o e f f ic ie n t  m’  d e  m a n iè r e  q u e  la  d r o i t e  p a s s e  a u s s i  p a r  

le  p o in t  P ' ,  d é f in i  p a r  le s  d e u x  é q u a t io n s  y  =  o ,  (3 + a 'a = 0 ; s i  d a n s  

1 é q u a t io n  d e  c e t t e  d r o it e  o n  f a i t  y  = 0  e t  p = —  a 'a ,  o n  a  (m '— at) a  = 0 ;  

c o m m e  a  n ’ e s t  p a s  n u l l e , p u is q u e  l e  p o in t  P '  n ’ e s t  p a s  s u r  la  d r o ite

*  =  o ,  o n  a  m ' —  a ' = o  ; o n  p r e n d r a  d o n c  m 7 =  o ' .  A in s i ,  la  d r o ite  A P '  

e s t r e p r é s e n t é e  p a r  l 'é q u a t io n

^  P-f-a a-j-my =  o .

e  m ê m e ,  l e  p o in t  B, o ù  la  d r o it e  PB c o u p e  la  d r o i t e  IB, e s t  d o n n é  p a r  

 ̂ d e u x  é q u a t io n s  p  =  o , p - f -  a a  - f -  my =  o  ,  o u  p lu s  s im p le m e n t  

0> a a  =  o  ; la  d r o it e  BP", p a s s a n t  p a r  c e  p o in t ,  a  u n e  é q u a t io n  

la  fo r m e  a a - f -  my =  o  ; o n  d é t e r m in e r a  le  c o e f f ic ie n t  m" d e

a n iè r e  q u e  c e t t e  d r o i t e  p a s s e  p a r  le  p o in t  P " t in t e r s e c t io n  d e s  d r o it e s  

-  °, p 4_ a"a __ 0 . sj j ans ceUe £qUat;on on y 0 et p =  —  auar
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on a ( a  —  m "a") a  =  o ; on prendra donc m " —  ~  ; ainsi la droite BP” 

est représentée par l’équation

(3 ) (P +  ( l"a) +  *»Y =  o .

Les équations (2) et (3) sont les équations des deux droites mobiles AP' et 
BP", dont l’intersection donne un point quelconque C du lieu ; on obtien
dra l’équation du lieu en éliminant le paramètre m entre ces deux équa
tions ; si on les retranche membre à membre, on a l’équation
(4) (a' — a )  a "ct. -f- (a" — a) ? =  o.
On en conclut que le lieu cherché est une droite passant par le point I.

Corollaire l. On déduit de ce qui précède la solution de ce 
problème : Inscrire clans un triangle IDE un second triangle dont les côtés 
pussent respectivement par trois points donnés P, P', P" en ligne droite. Si 
1 011 conçoit un triangle variable dont les côtés soient assujettis à passer par 
les points P, P', P"( tandis que deux des sommets A et B glissent sur les 
droites ID, IE, le Heu du troisième sommet C est une droite IC . Le point 
de rencontre C, des droites IC et DE est donc l’un des sommets du tri
angle cherche-; les droites CjP', CiP" donnent les deux autres sommets A, 
et B,. Il est à remarquer que celte solution n’exige aucun autre instrument 
que la règle.

C o r o l l a i r e  II. On peut aisément généraliser le problème précédent.
Considérons un quadrilatère 
donlles quatre côtés pivotent 
autour de quatre points fixes 
P, P', P", P’1' situés en ligne 
droite, tandis que trois som
mets A, B.C glissent sur trois 
droites fixes II, S, T; et pro
posons-nous de chercher le 
lieu décrit par le quatrième 
sommet D (lig. 72).

Les trois côtés du triangle 
BCE pivotent autour desirois 
points fixes P, P1', P"', tandis 

que deux sommets B et C glissent sur les droites lixes S et T ; le sommet E 
décrit donc une droite EF. D’après cela, les trois côtés du triangle AED 
pivotent autour des trois points lixes I’ , P', p"( tandis que deux sommets A 
et E glissent sur les deux droites 11 et EF; le sommet D décrit donc une 
ligne droite.



Du quadrilatère ou passera de la même manière au pentagone. Ainsi, 
quand les n côtés d’un polygone pivotent autour de n points fixes situés en 
ligne droite, tandis que n —  i sommets glissent sur n — x droites fixes, 
le nme sommet décrit uue ligne droite.

On en déduit le moyen d'inscrire dans un polygone de n côtés un autre 
polygone de n côtés passant respectivement par n points fixes en ligne 
droite.

PROBLÈME III.

* OG —Etant donné un triangle ABA ,̂ par un point fixe O pris sur un 
côté AA', on mène une sécante mobile OCC', 
on fait passer un premier cercle par les trois 
points O, A, C et un second cercle par les 
trois points O, A', C'; trouver le lieu du 
point d’intersection M de ces doua: cercles 
(fig. 73).

Prenons la droile OA' pour axe des x et 
une perpendiculaire OY menée par le point 
O pour axe des y. Si l’on appelle a et a' les 
abscisses des points Att A’,les deux droites 

fixes AB, A'B seront représentées par les équations 

(1) y = c (x —a) ,
(a) y — c'(x —  a'),

et la sécante mobile par l’équation
(3) y = mx,
dans laquelle m désigne un paramètre variable. On obtient les coordon
nées du point G en résolvant les deux équations simultanées (1) et (3), ce 
qui donne

ca maix =  ----- —  , 11 -----------
c —  m c — m

fout cercle passant par les points O et A a une équation de la forme 

x ’ -H/’ — ax — 6y =  o, 

dans laquelle la paramètre 6 est arbitraire. On détermine ce paramètre 
en exprimant que le cercle passe par le point C, ce qui donne

« (cm +  O
6 = ----------------------;c —  tu

le cercle qui pa^e par les trois poinls O, A,C a d o n c  p o u r  équation

l / \  s f l f o n + i )14) x —  ax---------------ij — o.c—m
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Si, dans cette équation, on remplace a et c par a' et c', on obtiendra évi
demment l’équation du cercle qui passe par les trois points O, A', C',

t , i i a!(c'm+1)(5) æ’ + y ’ — a’x ------- ’ y = o.'  ’  d— m J
Pour avoir l’équation du lieu du point d’intersection M des deux cercles
il faut éliminer le paramètre variable m entre les deux équations (4) et
(5). En égalant les valeurs de m tirées des équations (4) et (5), on obtient 
l’équation

c ( x a 4 - y 8— a x ) —  a y __c ' (x s - t -  y5 —  a ’x ) —  n 'y
(** + y !— ax) +  cay {x° -f- y*— a'x) +  c'a7;/’ 

qui, mise sous forme entière, s’écrit

(c — c') |(x'+ y! — ax) (x* -f-1/— a' x) +  aa’ y1]
+ ( 1 +  ccO y [a' (xJ+ y’ —  ax) —  a (x1 +  ;/:1 —  a'x)] =  o, 

ou (c — c') [(x’ + y ’)*— (a-(-a')x(x*-^-y,)-|-aa’ (xî - -̂y,)]
+ (  i-t- cc') (a a) y (x1+ y!) =  o ;

en mettant x5 y* en facteur commun , et divisant par c — c ' , on a 
l’équation

(6) (xs -f- y1) [x» 4 V - ( a + a ' )  ® _  i l „  +  ua-J =  G. 

Cette équation se décompose en deux: l’une,
æ * + y *  =  o ,

donne le point O où se coupent toujours les deux cercles mobiles ; l’autre,
m  -, . t , i ( i + c c ' ) ( o  —  a ’)(.7) æ’ + y — (a +  a j x — ---------- —,------- y + a a  = o ,

1 C —  c

est l’équation du lieu du point M. Ce lieu est un cercle.
On reconnaît à priori que les trois points B, A, A'appartiennent au lieu.

Car, si la sécante mobile passe par le point B, les deux cercles se coupent
en B ; ce point fait partie du lieu. Supposons maintenant que la sécante
devienne parallèle à la droite A’B; le point C' s’éloignant à l’infini, le second
cercle coïncide avec la droite OA', qui coupe en A le premier cercle. On
obtient de même le point A', quand la sécante devient parallèle à AB. II
est d ailleurs facile de vérifier sur l’équation (7) que le lieu passe par
trois points B, A, A'. Ainsi le lieu demandé est le cercle circonscrit au
triangle ABA'.

4 0 7 — Remarque. II arrive quelquefois que l’une des deux 
courbes mobiles A et B, dont l ’intersection donne un point M du 
lieu, passe par un point fixe P. Dans ce cas, les coordonnées de 
ce point P vérifient l ’équation résultant de l’élimination. En effet, 
supposons que les équations des deux lignes contiennent» para
mètres variables liés entre eux par n —  1 relations(n° 100); si
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les coordonnées x, et yi d’un point fixe P satisfont à l ’équation 
de la ligne A, quelles que soient les valeurs des paramètres, en 
remplaçant x  et y par et y, dans l ’équation de la ligne B, on 
aura une équation qui, jointe aux n —  i équations de condition 
entre les paramètres, formera un système de n équations pour 
déterminer les valeurs de ces paramètres. Ce point P sera étran
ger au lieu géométrique proprement dit, si aux valeurs trouvées 
ne correspondent pas de lignes réelles.

Dans ce cas, il arrive quelquefois que le point P entre dans 
l’équation par un facteur particulier que l ’on peut supprim er; 
après la suppression de ce facteur, l’équation représente le lieu 

géométrique lui-même. Mais souvent il estimpossible de décom
poser en deux facteurs le premier membre de l’équation, et le 
point P doit être considéré comme un point isolé lié à la courbe. 
L’exemple suivant présente la première circonstance.

PROBLÈME IV.

1 0 8 —Étant donnés un cercle et un •point fixe P, autour du point P on 
fait tourner un angle droit APB ; on joint par une droite les deux points 
A et B, où les côtés de l’angle droit rencontrent le cercle, et on abaisse 
du point P une perpendiculaire PM sur la droite AB ; trouver le lieu du 
pied M de la perpendiculaire (fig. 74).

Prenons pour axe des x  le diamètre OP, pour axe des y le diamètre per
pendiculaire ; le cercle donné est représenté par l'équation 

(1) x* y* — r*.
Soit
(a) y = ax+b
l’équation de la sécante AB. Si l’on élimine y entre les deux équations (x) et 

(a), on obtient une équation du second degré

(3) (i-|-a,)a:s-l-aaf/a;-|-&» — r’ =  0,

dont les racines sont les abscisses xf et x" des 
points A et B; les ordonnées y' et (/"auront 
pour valeurs ax'-\-b, ax"+b. Si l'on appelle 
c la longueur constante OP, les deux droites 
PA, PB ont pour coefficients angulaires

nx,-\-b ax"-1- 6 
—J  ôc^c’ °U x ' - c ’ x"—c ’
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{ax'+b)(ax"+b) _
(x1— c)(x"— c) ~

qui s’écrit
( i + a2) x'x”+  (ab — c) (x> -+- x") 4- b1 +  c2 =  o ; 

si l’on remplace x'-\-x" et x'x" par leurs valeurs tirées de l’équation (3), 
on obtient la relation
(4) ( i + o s) (cs — rs}4-2B (ac+6) =  », 
qui lie les deux paramètres variables a et b.

La perpendiculaire PM, abaissée du point P sur la droite AB, a pour 
équation

(5) y =  —-!-(x —  c).

Le point M est défini par les équations (2) et (5), dans lesquelles les para
mètres variables a et b satisfont à l’équation (4) ; on obtient l’équation du 
îieu du point M en éliminant ces deux paramètres entre les trois équations

(a)> \4), (5). De l’équation (5) on tire a — —  C; de l’équation (2) on

déduit ensuite b — -— En portant ces valeurs dans l’équation

(4)i on obtient l’équation

' 6 ) [!/2 +  (æ —  o )sJ  +  = °

qui se décompose en deux ; l’une, y* +  (x — c)2 =  o, donne le poiut P ; 
l’autre,

f2--  )'%
(7) x2+y2 — cx-i-----g—  =  °,
représente le lieu cherché.

11 est évident que le point P n’appartient pas au lieu géométrique tri 
qu’on l’a défini ; mais il est facile de comprendre comment l'analyse l’in
troduit dans le résultat. Les coordonnées x = c, y =  o du point P vérifient 
l’équation (5), quels que soient les paramètres ; on pourra donc déduire 
des deux équations (2) et (4) des valeurs correspondantes des deux para
mètres o et 6; on trouve ainsi a b = — ac. C’est une application de 
la remarque faite au n» 98.

L’équation (7) montre que le lieu est un cercle ayant son centre sur la 
droite OP. Pour le construire, il suffit de déterminer les deux extrémités 
du diamètre CD ; si l’on mène des droites Ali', B.V faisant des angles de 
45» avec le diamètre OP, les cordes AA', BB', étant perpendiculaires sur 
ce diamètre, donneront les deux points C et D.
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l’angle A P B  étant droit, on a la condition



On obtient le même cercle en cherchant le lieu du milieu M' de la corde 
AB. En effet, ce point milieu est déterminé par l’inlersection de la corde 
AB el de la perpendiculaire abaissée du centre sur cette corde. Ces deux 
droites ayant pour équations

y = ax+b, y — — ̂ x,
on obtiendra l’équation du lieu en éliminant les deux paramètres variables 
a et 6 entre ces deux équations et l’équation (4), ce qui conduit à 
l’équation

(x! - h  r/) y» —  C Æ + -- ^  r- - J  =  o,

qui se décompose en deux, donnant l’une le point O étranger au lieu géo
métrique, l'autre le cercle.

PROBLÈME V.

1 0 9  —  Trouver le lieu des 'points tels que les pieds des perpendiculaires 
abaissées de chacun d'eux sur les trois eûtes d’un iriangle ABC soient en 
ligne droite.

«x cos a +  y sin a —  =  o,
# cos 6-f-y sin 6 —  p2 =  o,

( x cos c +  y sin c —  p3 — o, 

les équations des trois côtés du Iriangle rapportées à deux axes rectan
gulaires quelconques, et, pour abréger, désignons par a, p, y les premiers 
membres de ces équations. Appelons x et y les coordonnées d’un point 51 
du lieu, x, et y„ x, et y4, x, et y, celles des pieds des perpendiculaires 
abaissées du point M sur les côtés du triangle, on a (n« 83)

x— xt = a cos a, x — x, =  p cos b, x —  a\, =  ycosc,
V — yt — a sin o , y — y, =  psin b, y —  y3 =  y sin c.

Nous obtiendrons l’équation du lieu en exprimant que ces trois points

sont en ligne droite. 11 faut pour cela égaler les deux rapportsv- ~~X} — Xi
y» —y i ,,-------, que I on peut mettre sous la forme
■*» —

(y,— !/)— (i/i —  ?/) =  (v ,—  ?/)— (■!/,— ;/)
(x,— x) (X, — æ) x3—x )-{x -x )

On a ainsi l’ équation
psinfr— a sin a v sin c —  a sin" 
p c o si— acoso y c o s c  —  acosu 

ou . (a) apsin(6— cr)-|-Pysin (c — tj-j-fasin (a — c)==o.

Les lettres a, p, y désignant des polynômes du premier degré en a; et »/,
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on voit que l'équation (a) est du second degré. Le coefficient du terme en 
xy est

sin (a—H 6) sin (6 — a) -f- sin (6 4 -c) sin (c — b)+ sin (e+a) sin (o —  c) ; 

si l’on transforme les produits de sinus en différences de cosinus, ce coef
ficient devient

(cos 20 — cos 26) +  (cos 26— cos2c) -f- (cos2c — cos ta)
2 ’

il est égal à zéro. Les coefficients des termes en et en ys sont

A =  cos n cos ô sin (ft — a) +  cos 6 cos c sin (c —  6) +  cos c cos a sin (a — c),
B =  sin a sin b sin (6 —  a) — sin 6 sin c sin(c —  6) +  sin c sin a sin (a —  c).

Si on calcule leur somme et leur différence, on a

A— B=cos (a+ 6 )  sin (6—  a) -t-cos (6+ c )  sin (c— S)+cos (c+a) sin (a— c)
_sin 26 — sin 2a sin 2c — sin 26 +  sin 2a — sin 2c _

2

A + B = co s(a  — b) sin (b— a) -(-cos(6 — c)sin (c— 5)-t-cos(c— a) sin (a—c) 
sin 2 (6 — a) -f- sin 2 (c — b) -+- sin 2 (a — c)

2
=  — 2 sin (6 — a) sin (c — 6) sin (a — c) ; 

on en déduit
A =  B =  — sin (6— a) sin (c — b) sin ( a — c).

Ainsi, le lieu est une circonférence de cercle. L’équation (2) étant vérifiée 
quand on y fait p =  0, f  =  0, le point A appartient au lieu; il en est 
de même des points B et C ; le lieu est donc le cercle circonscrit au 
triangle ABC.

110^— 11 faut remarquer cette forme de l’équation du cercle circonscrit 
à un triangle. Le premier membre a une significa
tion géométrique très-simple. Pour préciser, sup
posons que l’origine des coordonnées soit placée 
à l’intérieur du triangle ABC (fig. 7 5) et que les 
angles a. b, c, compris entre o et 211, soient rangés 
par ordre de grandeur croissante. Considérons un 
point M ayant pour coordonnées x et y et situé 
aussi à l’intérieur du triangle ; de ce point abais- 

Fig. 75. sons ,]es perpendiculaires sur les côtés et joignons
les pieds de ces perpendiculaires pour former le triangle DEF. Les lettres 
a, p, y désignent les longueurs de ces perpendiculaires affectées ici du 
signe — ; ces perpendiculaires sont d’ailleurs dirigées dans le même sens 
que celles qui ont été menées de l’origine et qui ont servi à déterminer les
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angles a, b, c. Le terme ap sin (6 — a) étant égal à Mü X  ME X  sin DME 
représente le double de l'aire du triangle DME ; les deux autres termes 
représentent de même les doubles des triangles EMF, FMD; ainsi, le 
premier membre de l'équation (a) représente lé double de l’aire du 
triangle DEF.

Considérons maintenant un point M'situé à l’extérieur du triangle ABC. 
On a, dans ce cas, a =  — M'D', p =  — M'E', y =  H- M’F' ; le premier 
membre de l’équation représente le double de la différence qui existe 
entre le triangle D'M'E' et la somme des deux triangles E'M’F', F'M'D’ ; 
c'est encore le double de l’aire du triangle D’E'F' affectée du signe -+- ou 
du signe — . Ainsi, quelle que soit la position du point M dans le plan, 
le premier membre de l’équation représente le double de l’aire du triangle 
DEF affectée du signe -4- ou du signe — . L’équation (a) exprime donc 
que l’aire du triangle DEF est nulle, c’est-à-dire que les trois points D, E, F 
sont en ligne droite.

Si l’on appelle r le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC, et d la 
distance d’un point ayant pour coordonnées a; et y au centre de ce cercle, 
le premier membre de l’équation (a) pouvant être mis sous la forme 

A (æ’ + t/’ -f----- )

est égal à A (d2 — r1). Cette expression conserve le même signe, tant que 
la distance d est moindre que r, c’est-à-dire tant que le point M reste à 
l’intérieur du cercle, et elle prend un signe coutraire quand le point M 
passe à l’extérieur.

11 résulte de ce qui précède que le lieu des points tels que l’aire du 
triangle ayant pour sommets les pieds des trois perpendiculaires soit égale 
à une quantité donnée S’  se compose de deux cercles représentés par les 
équations

a(3 sin (6 — a) -+- (3y s'n (c — &) +  Y® s*n (a — c) s= ±  a k2.

Ces deux cercles sont concentriques au cercle circonscrit au triangle ADC , 
l’un est extérieur et toujours réel, quelle que soit l’aire donnée ; l’autre est 
intérieur et n’est réel que si l’aire donnée est moindre que la valeur ab

solue de — . 
a

E X E R C I C E S .

i° Exprimer l’aire d’un triangle et d’un polygone quelconque en fonc
tion des coordonnées des sommets.

a° Trouver l’aire d’un triangle formé par trois droites dont on donne les 
équations.

3° Étant donnés dans un plan n points A, B, C , . . .  et n quantités
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m', m", m’",... qui correspondent à ces n points ; sur la droite AB 011 prend 
un point N,, tel que les distances de ce point aux deux premiers points 
soient dans le rapport de m’ à m"; puis sur la droite N,C qui joint N, au 
troisième point on prend un point N2 tel que ses distauces aux points N, 
et C soient dans le rapport de m"’ à m‘ +  m” ; puis sur la droite N2D qui 
joint le point N2 au quatrième point D un point N,, tel que ses distances 
aux points N2 et D soient dans le rapport de mlï km'-f- m" 4- m"', et ainsi 
de suite, jusqu’à ce qu’on soit arrivé au dernier point donné ; trouver les 
coordonnées du dernier point de division que l’on appelle centre des dis
tances proportionnelles.

Lorsque les multiplicateurs m’, m", m'" , . . .  sont égaux entre eux, le 
dernier point de division s’appelle centre des moyennes distances.

Comme application, trouver les quantités m', m", ni" qui donnent, dans 
le cas d’un triangle, soit le centre de gravité, soit le centre du cercle in
scrit, soit le point de rencontre des trois hauteurs, soit le centre du cercle 
circonscit.

4° Trouver le lieu des points tels que la somme des produits des carrés 
des distances de chacun d’eux à n points donnés par des quantités con
stantes m', m", m’",. . .  soit égale à une quantité donnée.

5° Lieu des centres des cercles qui sont vus de deux points donnés sous 
des angles donnés. *

6° Lieu des centres des cercles qui rencontrent, en des points diamétra
lement opposés, deux cercles donnés.

7° Lieu des points tels que la somme des distances de chacun d’eux à 
deux droites et en général à plusieurs droites données soit constante.

8° Sur deux droites rectangulaires OX, OY on construit un rectangle 
variable OABC ayant un périmètre donné aa, la perpendiculaire menée du 
sommet C sur la diagonale AB passe par un point fixe.

9° Ayant fait la figure qui sert à démontrer le théorème du carré de l’hy
poténuse d’un triangle rectangle, démontrer que les deux droites qui 
joignent les extrémités de l’hypoténuse aux sommets des carrés construits 
sur les côtés opposés se coupent sur la perpendiculaire abaissée du som
met de l’angle droit sur l'hypoténuse.

100 D’un point fixe P on mène des tangentes aux cercles qui passent par 
deux points donnés ; trouver le lieu du point où la corde des contacts ren
contre le diamètre qui passe au point P.

1 1 0  É t a n t  d o n n é  u n  h e x a g o n e  r é g u l i e r  A B C D E F ,  on  jo i n t  A C  e t  A E  ;  

p a r  le  c e n t r e  o n  m è n e  u n e  s é c a n t e  q u e lc o n q u e  q u i  c o u p e  le s  d e u x  d r o it e s  

A C  e t  A E  a u x  p o in ts  G  e t  II  ; o n  jo i n t  B G  e t  F I I  ; t r o u v e r  le  lie u  d u  p o in t  

d e  r e n c o n t r e  d e  c e s  d e u x  d r o it e s .
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ia» Les circonférences décrites sur les trois diagonales d’un quadrilatère 
complet, comme diamètres, ont deux à deux même axe radical.

i 3° Etant données cinq droites, on en prend quatre qui forment un qua
drilatère complet, dans lequel les milieux des trois diagonales sont en ligne 
droite ; les cinq droites ainsi obtenues se coupent au même point.

i 4° Étant donnés trois points A, B, C, et deux droites X, Y ; sur AB 
comme diagonale, on construit un parallélogramme dont les côtés sont 
parallèles à X  et Y ; on opère de même avec B, C et C, A ; les secondes 
diagonales des trois parallélogrammes passent au même point.

ii>° Étant données quatre droites A, B, C, D, on en prend trois pour 
former un triangle, dont on détermine le point de concours des hauteurs ; 
les quatre points ainsi obtenus sont en ligne droite.

16° Étant donnés deux cercles fixes, deux cercles variables sont tangents 
entre eux cl aux précédents ; trouver le lieu du point de contact des cercles 
variables.

170 On prend quatre points arbitrairement sur une circonférence, les 
bissectrices des trois couples de droites qui passent par ces quatre points 
sont parallèles deux à deux.

18° Lieu du point tel que les cordes de contact des tangentes menées de 
ce point à trois cercles donnés se coupent en un même point.

19° On donne un angle AOA' et un point C sur la bissecirice. Un angle 
de grandeur constante tourne autour de son sommet placé en C, on joint 
les points de rencontre B et B' des côtés de l’angle mobile avec les côtés 
de l’angle fixe, du point C on abaisse une perpendiculaire sur BB' ; trouver 
le lieu du pied de la perpendiculaire.

ao» On donne quatre droites A, B, C, 1), qui, prises trois h trois, 
forment quatre triangles. La droite A appartient à trois de ces triangles, on 
joint le centre du cercle circonscrit à chacun d’eux au sommet non situé 
sur A ; les trois droites ainsi obtenues se coupent en un même point I ; les 
quatre points analogues à 1 et les centres des quatre cercles sont sur une 
même circonférence.

210 Étant donnés divers cercles qui , pris deux à deux, admettent le 
même axe radical ; si un cercle variable coupe deux de ces cercles sous 
des angles constants, il coupera également chacun des autres cercles sous 
un angle constant.

a?.” Étant donnés une circonférence et un point P, un angle droit 
tourne autour de son sommet placé en P; trouver le lien du point de 
concours des tangentes menées à la circonféien; e aux p.iims de rencontre 
avec les côtés de l’angle.
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L I V R E  III

COURBES DU SECOND DEGRE

C H A P I T R E  I
C on stru ction  d es lig n e s  du seco n d  degré.

M l — L’équation générale du second degré entre les deux 
variables x  et y est d elà  forme

( i ) A a r'+ B Æ ÿ + C ÿM -D a H -E y+ F = o ;

elle renferme cinq paramètres ar
bitraires, les rapports de cinq coef
ficients au sixième. Supposons 
d’abord que l’un des coefficients de 

et y1, C par exemple, ne soit 
pas nul, et résolvons l’équation par 
rapport à y  ; on a

(2) y — — - L^/ Ma : 8+ 2 N a ; + P ,

en posant M = B ! — 4AC, N = B E — aCD, P = E 8— 4CF. 
Construisons la droite DD' représentée par l’équation

B æ + E  
y = ------ 2C

. Pour chaque valeur de x ,  il faut, à partir de la droite DD', 
porter de part et d ’autre sur 1 ordonnée une longueur égale à

Y =  ̂  - i-  2Næ ■+- P.

La droite DD' (fig. 76), qui divise en deux parties égales les 
cordes parallèles à l ’axe OY, est un diamètre de la courbe ; la 
quantité \ est la valeur de l ’ordonnée comptée à partir du 
diamètre. La construction du lieu est ainsi ramenée à l’étude



du trinôme
Mar +  2Næ +  P ; 

et comme la forme du lieu dépend principalement du signe du 
coefficient M, on distingue trois cas principaux.

GENRE ELLIPSE.

4 1 2 — Considérons d’abord le cas où le coefficientM, qui est 
égal à R2 —  4AC, a une valeur négative. L ’ordonnée Y n’est 
réelle que si le trinôme a une valeur positive. Pour reconnaître 
le signe du trinôme, quand x  varie, on lui donne diverses 
formes ; c’est pourquoi le cas que nous examinons se subdivise 
à son tour en trois autres.

i° N*— M P> o. Les deux racines du trinôme sont réelles et 
inégales. Désignons par a/la plus petite et par a:" la plus grande; 
le trinôme peut s’écrire

M (x —  x 1) (x — x"), ou —  M {x  —  x 1) (x" —  x ) ;

le trinôme est positif, et par conséquent l’ordonnée Y est 
réelle, pour toutes les valeurs de x  comprises entre x1 et x" ; 
le trinôme est au contraire négatif, et l’ordonnée imaginaire, 
pour toute valeur de x  plus petite que x), ou plus grande 
que x".

Prenons sur l’axe des x  deux points F  et P" ayant pour ab
scisses x f et x et par les points P' et P" menons des paral
lèles P'A7, P''A" à l’axe des y ;  la courbe sera tout entière 
comprise entre ces deux parallèles. L’abscisse x  variant de x1 
à x", l’ordonnée Y conserve une valeur finie, et part de la 
valeur zéro pour revenir à zéro -, on a ainsi une courbe fermée 
qui passe par les points A' et A", et à laquelle on a donné le 
nom d’ellipse.

Une valeur de x  comprise entre x1 et x" sera l’abscisse d’un 
point P compris entre P' et P", et la valeur correspondante de
Y sera égale à

^ V ( - M ) .P F .P P " .

Le produit variable P P 'X P P "  des deux segments de la droite 
P P" est égal au carré de l’ordonnée du cercle décrit sur P'P"
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comme diamètre ; quand le point P va de P1' au point I, milieu 
de P'P", l ’ordonnée du cercle, et par suite la quantité Y qui lui 
est proportionnelle, va en augmentant; elle diminue au con
traire quand le point P va de I en P". La quantité Y  acquiert 
donc sa valeur maxim um, quand le point P est en I, c’est-à-

x '  —f- x'r N
dire quand x = --------- = — — ; cette valeur maximum est

2 M
fgfl__ rjJ\ W_

égale à —-----. A partir du point C , milieu du dia

mètre A'A", portons sur l’ordonnée, et de part et d’autre, une 
longueur égale à cette valeur maximum, nous aurons deux 
points B' et B" de la courbe, et en menant par ces points des 
parallèles au diamètre, nous formerons un parallélogramme 
FGKH, dans lequel sera comprise l ’ellipse.

Il est clair qu’à deux points P et Q également distants du 
milieu I correspondent des valeurs égales de Y  ; ces valeurs, 
portées de part et d’autre du diamètre Dl>, donnent les quatre 
points M, M;,N , N;. Les deux triangles CB.M, CSN' étant égaux, 
les trois points M, C, N' sont en ligne droite et le point C est le 
milieu de MN7 ; ainsi tous les points de la courbe sont deux à 
deux symétriques par rapport au point C, milieu du diamètre 
A;A" ; ce point C est donc le centre de l’ellipse. On voit égale
ment que les droites MN, M'N' sont parallèles au diamètre 
A'A” et partagées chacune en deux parties égales par la droite 
B'B" ; cette droite est un second diamètre. Les deux diamètres 
A;A", B'B", qui partagent chacun en deux parties égales les 
cordes parallèles à l’autre , sont dits diamètres conjugués de 
l’ellipse.

1 1 S  —  R e m a r q u e .  P u i s q u ’ o n  a

r, «  / N y  MP— N8 
Ma;2 +  2 N æ -h P = M  I æ +  -  J h------- --— ,

l ’équation (i) peut être mise sous la forme

/ „  „  / N\* N*— MP
(3) (j’-Cÿ-f-BÆ + E j  M ( x  -f- — J h j j  — o.

Le premier terme est le carré d’un polynôme contenant les deux 
variables x  et y, le second le carré d’un polynôme qui ne con
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tient que la variable x ,  et le troisième une quantité constante 
négative.

1 1 4  — 2° N*-— M P= o. Les deux racines x 1 et x" sont égales, 
et l’on a

, .. N „  x —  x ' I—

le coefficient M étant négatif, la quantité Y  est imaginaire pour 
toutes les valeurs de x, excepté pour o: —  x 1, et alors Y = o .  
L’équation n’admettant qu’un système de solutions réelles, le 
lieu est un point uniqueCplacé sur la droite DD'. L'équation (3) 
se réduit, dans ce cas, à

(4) * (2Cj/4-B#4-E)s—-M (x~h  = o ,

et l'on voit immédiatement qu’elle n’a qu’une solution réelle.
1 1 5  —  3° N2 —  MP < o . Le trinôme

M®3 +  2 N « +  P =  M ( a H - V  +  MP~ N^
\  M  J  a l

est négatif, et par conséquent Y  imaginaire, pour toutes les va
leurs de x  ; l’équation, n’ayant pas de solution réelle, ne repré
sente aucun lieu géométrique. Si l ’on met l’équation (i) sous la 
forme (3), les trois termes étant positifs, on voit qu’en effet 
l’équation n’admet pas de solution réelle.

G E N R E  H Y P E R B O L E .

1 1 0  —  Considérons maintenant le cas où le coefficient M a 
une valeur positive; ce cas se sub
divise aussi en trois.

i°N2— M P > o . Le trinôme

Mæ2 4- 2N2? +  P,

que l’on met sous la forme 
Mte— x '){x  —  x"), est positif, et par 
suite, Y est réelle q u a n d  a ;  varie de 
x "  à 4 - oc et de xi à —  co ;d ’aileurs 
Y varie en même temps de o a oo. 

Fig. 77. Prenons, comme précédemment,
sur l’axe des x  deux points P' et V" ayant pour abscisses x '  et

8

LIGNES DU SECOND DEG RÉ. H  3



x", et menons par ces points deux parallèles P'A;, P "A " à l’axe 
des y, la courbe sera située en dehors de ces parallèles; elle se 
compose de deux branches séparées l’une de l’autre et qui s’é
tendent à l’infini (fig. 77) ; on a donné à cette courbe le nom 
d’hyperbole. Si, à partir du point I, milieu de P 'P", on prend 
deux longueurs égales IP et IQ de part et d’autre sur l’axe des 
x ,  les valeurs correspondantés de Y  sont égales; on voit que le 
point C, milieu de A;A", est le centre de la courbe, et que les 
deux droites DD' et IC sont deux diamètres conjugués.

117 — Considérons la valeur de y,

B x-t-E  , 1 4 , N V  , MP— Ns
y ~  2C ± a c V  r  m ) +  M •

Lorsque x  a une valeur numérique très-granda, le premier 
terme de la parenthèse placée sous le signe radical est très- 
grand par rapport au second ; si l’on réduit la parenthèse à son 
premier terme, on a une valeur approchée de y,

(5) , _ _ Ï ^ Ï ± ^ ( .  +  » ) VB .

L’équation précédente définit deux droites distinctes, qui se 
coupent en un point du diamètre DD7 dont l’abscisse est égale

à — r - , c’est-à-dire à la demi-somme des abscisses des points 
M

Iv et P" ; ce point est donc le centreCde la courbe. Considérons 
la branche de courbe A/7M ; si C est positif, cette branche est 
représentée par l’équation

Bæ+ E ^  i t / A, / , N \ s MP— N*
» = ------2C 2 C V  \ 5r )  m ’

dans laquelle on fait varier x  de x "  à -+- 00 ; prenons en même 
temps la droite CL qui a pour équation

B-r+E 1 / N\ /s 
y' —  2C aC \ Mj ^

Pour une valeur quelconque de x  supérieure à x", l’ordonnée 
delà courbe est inférieure à celle de la droite ; ainsi la branche 
A/7M est comprise dans l’angle LCD'. La différence,yt —  y des 
ordonnées qui correspondent à une même abscisse a pour
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valeur

__________________MP —  N8_______________

“ *cm[ ( * 4 ) vm+V/ m̂ S ) V « : ] '
Quand x  augmente indéfiniment, le dénominateur augmente 
indéfiniment, et par conséquent la différence ŷ  —  y tend vers 
zéro. La droite CL, dont s’approche indéfiniment la branche de 
courbe A"M, est dite asymptote de cette branche de courbe qui 
est comprise dans l’angle LCD'. On verrait de même que les 
branches A"M', A'N, A'N' sont comprises dans les angles L'CD', 
II'CD, HCD et ont pour asymptotes les droites CL', CH', CH. 
Ainsi la courbe est comprise dans les deux angles opposés pâr 
le sommet LCL', HCH', et chacune des droites indéfinies HL, 
H'L' est asymptote à deux branches de courbe.

Si l’on met l’équation (i)sous la forme (3), et que l’on néglige 
le terme constant, on obtient une équation

(6) (2 C y + B x + E )a—  M ( x  -+- ^  = o ,

qui représente les deux asymptotes. Il est bon d’observer, en 
outre, que les coefficients angulaires de ces deux droites sont 
donnés par l’équation

(7) w = - 2̂ ± i V B ’ - 4AC, 

ou Cm2+ B m - f - A = o ,

que l’on obtient en remplaçant dans les termes du second 
degré de l'équation (i) x  par i et y par m.

1 1 8 — 2° N2— MP < o .  Le trinôme

M*s+  2Næ +  P = M  ( x +  2 +- MP~ -

étant la somme de deux quantités positives, la valeur de Y est
réelle pour toutes les valeurs de x  et ne s’annule jamais ; Y

p __ n> N c ,
acquiert sa valeur minimum - ----- — -  pour x = —  «•

aCVM M



N
(fig. 78) le point de l’axe des x  dont l’abscisse est — me

nons IC parallèle à l’axe OY et pre
nons les longueurs CB' et CB" égales 
à la valeur minimum de Y ; les 
deux points B7 et B" appartiennent

N
au lieu. Quand x  varie de — à

M

4-00, ou de — ^ à —  00, la valeur

de Y croît indéfiniment ; si donc 
par les points B' et B", on mène des parallèles au diamètre DD7, 
on voit que la courbe se compose de deux branches infinies si
tuées en dehors des parallèles. On donne encore à cette courbe 
le nom d’hyperbole.

. N
Si l ’on attribue à x  les deux valeurs x —  —  r. ±  a , ce qui

M
revient à porter à partir du point I les deux distances 
IP =  lQ =  a, les valeurs correspondantes de Y sont égales; 
il en résulte que le point C est centre de la courbe, et que les 

• deux droites DD7, IC sont deux diamètres conjugués.
On reconnaît également que les deux droites

qui se coupent au centre, sont asymptotes des branches in
finies.

119 —  3° N!— M P = o . On a alors

*=2V̂ KF=vIM>
Le lieu se compose de deux droites qui se coupent sur le dia
mètre DD7. Dans ce cas, l ’équation (3) se réduit à

(aC y-f-B x-t-E )’ —  ^  = 0 ;

son premier membre est le produit de deux facteurs du premier
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degré

[aCy+Ra;+E jjaCy +Rx + E— (x +  V<ü] =
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G E N R E  P A R A B O L E .

1 2 0 — Supposons enfla que le coefficient M soit nul.
La valeur de Y se réduit à

Y =  aNæ +  P.
2 L

Nous subdiviserons ce cas en plusieurs autres.
P

i° N >  o. Si Ton pose —  — = x ' , on aura

Y =  ^ ]V 2^ [x— x').

Quand x  varie de x! à -+- oo, la quantité Y est réelle et varie 
de o à -t-oo; mais elle est imaginaire pour 
les valeurs de x  inférieures à x '.  Si donc, 
par le point P ', dont l ’abscisse est x 1, on 
mène P A' parallèle à t’axe des y, on voit 
que la courbe est tout entière située à 
droite de cette parallèle; elle est formée 
d’une seule branche passant par le point 
K' et s’étendant à l ’infini de part et d’autre 

du diamètre DD' (fig. 79) ; on a donné à cette courbe le nom de 
parabole.

2° N <  o. La quantité Y  est réelle quand x  varie de x / à —  00 ; 
la courbe passe par le point A7 et s’étend à l’infini du côté des 
x  négatives ; on l’appelle aussi parabole.

3° N = o . La valeur de y se réduit à

Bæ-+-E 1 1—
V~  2C ± 2 C ^ l>- 

Si P est positif, cette équation représente deux droites paral
lèles au diamètre DD; et situées à égale distance de ce diamètre. 
Si P =  o, ces deux parallèles se confondent avec le diamètre ; 
enfin si P est-négatif, l ’équation n’a pas de solution réelle.



Dans le cas où M est égal à zéro, l ’équation (i) peut se mettre 
sous l’une des trois formes

(12) f c C y + B æ + E ) ’ — (2N& -|- P) —  o,

( 1 3)  t e C y - t - B a - t - E ) ’1 —  P  =  o ,

0 4 )  ( 2 C y - f - B a ; - | - E ) ! = : o .

121 — Nous avons supposé dans ce qui précède que le coef
ficient C est différent de zéro. Lorsque le coefficient C est nul, et 
le coefficient A différent de zéro, on pourrait résoudre l’équa
tion par rapport à a; et construire le lieu comme précédemment; 
le premier terme du trinôme placé sous le radical ayant pour 
coefficient B8, et par conséquent ayant une valeur positive ou 
nulle, le lieu sera du genre hyperbole ou du genre parabole. 
Mais il est préférable de résoudre l’équation par rapport à la 
variable qui n ’y  entre qu’au premier degré ; d’ailleurs cette 
méthode est seule applicable quand les deux coefficients A et 
C sont nuls à la fois.

En ordonnant l’équation (1) par rapport à y, 011 a 

(B<r +  E )y-i- Aa:5 +  D x  +  F =  o,

,, . Aa;J+ D a : + Fd ou y — --------5------ -- .
B a ;+  E

Supposons d’abord que B soit différent de zéro , et effectuons 
la division , en ordonnant par rapport aux puissances décrois
santes de x  jusqu’à ce que l ’on arrive à un reste indépendant 
de x .  Nous distinguerons deux cas, suivant que le reste est 
différent de zéro ou égal à zéro. Dans le premier cas, on ob
tiendra un résultat de la forme

Pour fixer les idées supposons c >  o. Construisons le lieu auxi

liaire défini par l’équation y —  ax  +  b, et posons Y =  —  .
x  —  d

L’équation y =  ux +  b représente une droite DD' (fig. 80); 
pour chaque valeur de x,  il faut augmenter l’ordonnée de cette 
droite d’une quantit&QM égale à la valeur de Y. Cette quantité 

devient infinie pour x  =  d ;  prenons donc un,point C ayant
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pour abscisse d et menons CC7 parallèle à OY. Si l’on donne à a:
une valeur d -h x 1, x ' étant po
sitive, Y a une valeur positive, et 
quand x '  tend vers zéro, Y  aug
mente indéfiniment; si, au con
traire, a:7 augmente indéfiniment,
Y  tend vers zéro ; on obtient ainsi 
une branche de courbe comprise 
dans l ’angle C'ID' et formée de 

Fis-8o- deux arcs infinis, asymptotes res
pectivement aux deux droites IC7 et ID7. Aux valeurs de x  
inférieures à d correspondent des valeurs négatives de Y , et 
l ’on obtient une seconde branche comprise dans l ’angle CID, 
et formée de deux arcs infinis asymptotes aux droites IC, ID. 
A deux valeurs de x ' égales et de signes contraires, corres
pondent des valeurs de Y qui sont aussi égales et de signes 
contraires, et, par suite, deux points M et M7 symétriques par 
rapport au point I, qui est centre de la courbe. Si la constante c 
était négative, on obtiendrait encore une courbe formée de 
deux branches infinies ; mais ces deux branches seraient situées 
dans les angles C7ID, CID'. Dans les deux cas, la courbe est une 
hyperbole.

1 2 8  — Lorsque le reste de la division est nul, on a 

A x 2 -+- Da; +  F =  —  (Ba: +  E) (ax - f  b),

et l ’équation prend la forme (y — a x — b) (Ba;-(-E) =  o; elle se 
décompose en deux autres, y —  ax  —  b =  o, Ba; -f- E =  o, qui 
représentent deux droites, dont l ’une est parallèle à l ’axe des y.

Lorsque A est nul en même temps que C, il suffit de faire 
dans la discussion précédente a =  o ;  la droite D D 7 devient 
parallèle à l’axe des x  ; on obtient ainsi, soit une hyperbole 
ayant ses asymptotes parallèles aux axes des coordonnées, soit 
deux droites respectivement parallèles aux axes.

1 2 3  —  Supposons maintenant que le coefficient B soit égal 
à zéro, en même temps que C. Le coefficient A est nécessai
rement différent de zéro, autrement l ’équation serait du pre
mier degré. La valeur de y est de la forme y =  ax* -H bx  -+- c ;
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elle est réelle quelle que soit la valeur de x  ; en faisant varier 
a: de —  co à -+- ao , on obtient une branche infinie ; c’est une 
parabole.

1 . 2 4 —  R e m a r q u e . Dans la discussion de l’équation du se
cond degré, nous avons trouvé trois espèces de courbes : des 
courbes fermées, des courbes formées de deux branches in
finies , et des courbes n’ayant qu’une branche infinie. Nous 
avons appelé ellipses toutes les courbes fermées données par 
l ’équation du second degré ; hyperboles toutes les courbes for
mées de deux branches infinies ; et paraboles toutes celles qui 
n ’ont qu’une branche infinie.

Nous avons vu au commencement de cet ouvrage (liv. 1, 
chap. ii) que les courbes désignées par les mêmes noms en 
Géométrie élémentaire sont représentées par des équations 
du second degré. Nous verrons plus tard que, réciproquement, 
toutes les courbes représentées par l’équation du second degré 
jouissent des propriétés qui servent de définitions en Géométrie 

élémentaire, de telle sorte que les deux modes de définitions 
sont équivalents.

En résumant la discussion, on voit que c’est le signe de la 
quantité Bs —  4AC qui indique l’espèce de la courbe repré
sentée par l’équation du second degré ; la courbe est une el
lipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que la quantité 
B*— 4AC est négative, positive ou nulle.

Toutefois, il importe de se rappeler que l’équation ne repré
sente pas toujours une courbe ni même un lieu ; dans le cas où 
la quantité B*— 4A.C est négative, l ’équation représente une 
ellipse, ou un point, ou n’admet pas de solution réelle; dans 
le cas où la quantité B1 —  4AC est positive, l ’équation repré
sente une hyperbole ou deux droites qui se coupent ; enfin, 
dans le cas où Bs —  4AC =  o, l ’équation représente, soit une 
parabole, soit deux droites parallèles, ou une seule droite, ou 
elle n’admet pas de solution réelle.

Lorsque la quantité B5 —  4AC est différente de o, le lieu se 
réduit à un point ou à un système de deux droites, quand les 
coefficients vérifient la relative N*— MP =  o, ou 

AE’ -4-CD*— BDE-t-F (B*— 4A C )= o .
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Lorsque la quantité B*— 4AC est nulle, cette relation équivaut 
à N = o , et le lieu se compose de deux droites parallèles.

TANGENTES AUX COURBES DU SECOND DEGRÉ.

—  Soit f ( x ,  y ) = o  l’équation d’une courbe ; si l’on ap
pelle x  et y les coordonnées du point de contact M, X et Y  les 
coordonnées variables d’ un point quelconque de la tangente, 
nous avons vu (n° 89) que la tangente est représentée par l’é
quation

(X —  x) £  4- ( Y —  y) /•; =  o. 

ou X/I -+- Y/ -  (x/ï 4 - a #  ) =  o.

Lorsque la courbe est du second d egré , on a

V) =  Ax* 4- B xy 4- Cy* -+- Dx 4- Ey +  F ; 
/ ï= 2 A x 4 -B y 4 - D , / ^ = B x  +  2Cy-+-E, 

xfL +  yfl =  2Ax! 4 -2  B xy -+- 2C1/4- Dx 4 - Ey.

Le point de contact M étant situé sur la courbe, ses coordon
nées x  et y  vérifient la relation

(1) A x 24 -B x y 4 -C y s4 -D x 4 -E y -|-F  =  o;
on en déduit

A x ’ 4- B x y 4- Cy2 =  —- (Dx 4-  Ey 4- F),
et, par su

x f l  + y f r = —  (Dx4 - Ey 4- 2FJ.

L’équation de la tangente au point dont les coordonnées sont 
x  et y devient ainsi

(2) (2A x +  By 4-  D) X 4-  (Bx4 - 2Cy 4- E) Y 4- (Dx 4- Ey 4- 2F) =  o.

On remarque que les coordonnées x .et y  du point de contact 
n’entrent qu’au premier degré dans cette équation. Comme 
cette équation peut être mise sous la forme

(3) (2A X 4 - B Y 4- D ) x 4 -(B X 4- 2C Y4- E ) y 4-(D X 4- E Y 4 - 2F) =  o,

on remarque aussi qu’elle ne change pas, quand on y remplace 
X et Y par x  et y, et réciproquement.

— Proposons-nous maintenant de mener des tangentes 
à la courbe par un point donné P non situé sur la courbe et 
ayant pour coordonnées xi et yi. Prenons pour inconnues les
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coordonnées x  et y de l’ un des points de contact M; ces coor
données doivent vérifier l ’équation(i) ; la tangente au point M 
est représentée par l’équation (2) ; cette tangente devant passer 
par le point P, les coordonnées de ce point vérifieront l ’équa
tion (2) ou l’équation (3), et l’on aura

(4) (aA ^  -t- B y ,-+-D) x + (Bæ, +  2Cÿ, +  E) y +  (Da?,+ Eÿl +  2F)= c 

Les coordonnées x  et y sont donc déterminées par les deux 
équations simultanées (1) et (4). L ’une étant du second degré, 
l’autre du premier d egré , le système de ces deux équations 
admet deux solutions, et l’on peut mener par un point donné P 
deux tangentes à une courbe du second degré. La résolution 
de ces deux équations revient à chercher les points d’intersec
tion des lignes définies par chacune d’elles ; la première est la 
courbe proposée, la seconde une droite passant par les deux 
points de contact. On peut remarquer que l ’équation (4) de la 
corde des contacts a la même forme que l’équation (2) de la 
tangente; il suffit de remplacer dans celle-ci les coordonnées 
du point de contact par celles du point P.

E X E R C I C E S .  

i° Construire les courbes représentées par les équ ation s

xy +  zx— 5y =  o, æs — — 7 =  0,
‘>-ys+yxy+3xî — 3y + ® — a =  o, x*-\-3xy — aæ =  o,

3æ s  —  5xy-\-  a y * - f - 3 x — i y  =  0,  5 x * + 4 x y  +  y*—  a æ  +  5  =  o ,  

a æ ! — 2xy-\-y i - \ - 2 X +  1 —  0, x a—  a ^ y - f - y 2 —  a æ  +  a y  —  8 =  0. 

a»  Lieu du point dont l’ordonnée est moyenne proportionnelle entre les 

ordonnées correspondantes de deux droites données.

3° Trouver le lieu du centre d’un cercle qui coupe deux cercles donnés 

sous des angles donnés.

4° On donne un cercle tangent à deux droites rectangulaires O X , OY et 

deux points P ei Q placés symétriquement par rapport à la bissectrice de 

l’angle ; on mène au cercle une tangente quelconque qui coupe les côtés de 

l’angle en A et B ; trouver le lieu du point de rencontre des droites A P, BQ.

5° Le triangle ABC est circonscrit à un cercle donné, l’ angle C est con

stant, le sommet B décrit une ligne droite ; quel est le lieu du sommet A?

6» Construire la parabole y / j j  =  x.
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CHAPITRE II
Centre, diam ètres et axe» des courbes du second degré.

C E N T R E .

1 2 7  — Nous avons appelé centre d’une courbe un point fixe 
C, par rapport auquel tous les points de la courbe sont symétri
ques deux à deux. En discutant l’équation générale du second 
degré, nous avons reconnu que l ’ellipse et l ’iiyperbole ont un 
centre. Nous nous proposons maintenant de rechercher direc
tement le centre d’une courbe du Second degré, sans résoudre 
l’équation. La méthode que nous suivrons repose sur ce théo
rème : quand l ’origine des coordonnées est centre d’une ligne 
du second degré, l’équation de la ligne ne contient pas de 
termes du premier degré.

Soit, en effet,

(1) A x 2-)-BÆÿ-)-Cÿ2+ D æ + E y - | - F = o

l’équation d’une ligne du se
cond degré ayant l ’origine pour 
centre (fig. 81); l’équation d’une 
droite MM' menée par l’origine 
est de la forme y =  m x.  L’élim i
nation de x  entre cette équation
et celle de la courbe donne l’é
quation

(2 ) (A-t- Bm -t-C m 5) x * -+-(D + Em ) a; -I- F = o ,

qui détermine les abscisses des deux points de rencontre.
L’origine étant le milieu de la droite MM', l ’équation précé
dente doit avoir ses deux racines égales et de signes contraires,
ce qui exige que le coefficient de la première puissance de x  
soit égal à zéro; on a ainsi D -)-E m = o, et, comme cette con
dition doit être vérifiée pour une infinité de valeurs de m , on 
doit avoir séparément D — o, E =  o. Réciproquement, lorsque 
ces conditions sont remplies, l ’équation (2) a ses deux racines



égales et de signes contraires, quelle que soit la valeur de m, 
et, par suite, l’origine est centre de la courbe.

Pour reconnaître si un lieu du second degré a un 
centre, on tiansporteia les axes parallèlement à eux-mêmes 
en un point arbitraire dont nous désignerons les coordonnées 
par a et b, puis on examinera si l ’on peut déterminer ces 
quantités de manière que la nouvelle équation ne renferme pas 
de termes du premier degré.

Les formules pour déplacer les axes parallèlement à eux- 
mêmes sont x = a - \ - x ',  y — b-hy'. En substituant dansl’équa- 
tion (i), on obtient l ’équation nouvelle

(3) A x r-+- B x 'y '+ C y1 H - [iA a + B6-f-D) x !-+-(Ba 4- 2C b 4- E) y
4 - A a2+ B a&  4- C62 4- Da 4- Eb +  F = 0 ,

dont il importe de remarquer la composition. Désignons, pour 
abréger, par f  (x, y) le premier membre de l’équation (1) qui 
est une fonction entière du second degré en x  et y ; dans
1 équation (3) les termes du second degré sont les mêmes que 
dans 1 équation (1) ; les termes du premier degré ont pour 
coefficients les dérivées partielles de la fonction f(x ,  y) prises 
par rapport aux variables x  et y, et dans lesquelles on a rem 
placé ces variables par a et b ; enfin le terme constant est la 
valeur que prend le polynôme f ( x ,  y) pour x  =  a, y — b. L ’é
quation (3) peut donc s’écrire ainsi

(4) Aæ/2+ B  x'y1 -{-C.yl'-\ -fla(a, b)x' (a, b) y '-h  f  {a, b)— o.

En égalant à zéro les coefficients de x 1 et de y’, on obtient les 
deux équations du premier degré

\ 2A a-f-B 6-t-D = o.
( B a + 2C6-4- E = o .

On voit par là que l’on détermine le centre d’ une courbe du se
cond degré en résolvant les deux équations que l’on obtient en 
égalant à zéro les dérivées partielles du premier membre de 
l’équalion proposée, prises par rapport à x et à y.

1 2 0  —  Si l’on considère a et b comme des coordonnées va
riables, chacune des équations (5) définit une droite, et il y a 
lieu de distinguer plusieurs cas.
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i° B* —  4A C ^ o .  Les deux équations sont vérifiées par un 
système de valeurs de a et de b et par un seul; les deux droites 
se coupent et la ligne admet un centre et un centre unique dont 
les coordonnées sont

l 2CD—  b e  
| a — B! — 4AC’
j , _2AE— BD
! B! —  4AC

2° B2— 4AC =  o. Les droites (5) sont parallèles ou se con
fondent ; dans le premier cas, le lieu n’a pas de centre; dans le 
second cas, il admet comme centre chacun des points de la 
droite définie par l’une des équations (5).  Il est facile de voir 
que, dans ce dernier cas, s’il y a un lieu, ce lieu se compose 
nécessairement de deux droites parallèles. Soit, en effet, CC;

la droite, lieu des centres (fig. 82), et 
M un point appartenant au lieu ; joignons 
le point M aux divers points de la droite 
CC', et prolongeons chacune de ces droi
tes d’une longueur égale à elle-même, 
les points N, N', N " , . . .  ainsi obtenus, 
appartiendront encore au lieu ; or, tous 
ces points sont situés sur une parallèle 

à CC'. En opérant de même avec le point N on aurait une 
seconde parallèle MM'. D’ailleurs, l’équation (1) ne peut pas 
représenter d’autres points que ceux de ces deux droites ; au
trement une droite rencontrerait le lieu en plus de deux points. 
Si le point M était situé sur la droite C C ', ‘les deux parallèles se 
confondraient avec le lieu des centres.

I S O  —  Lorsque la courbe admet un cen tre, si l’on trans
porte les axes parallèlement à eux-mêmes en ce point, l’équa
tion se simplifie et devient

(7) A -̂f-BæY+Cî/'s +  F.zrO,
puisque les termes du premier degré disparaissent. Le terme 
constant F, de la nouvelle équation a pour valeur

F, =  Aa1 -h Bab -h Cb‘ -+- Da -H Eb +  F,
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a et b désignant les coordonnées du centre. Mais les quantités 
a et 6 satisfont aux équations (5) ; si l’on multiplie les deux 
membres de chacune d’elles respectivement par a et b et que 
l’on ajoute, il vient

aA a2 -f- 2B«6-f- 2Cb‘ + Da +  Eb= o,
d’où

Aa2 +  Bab +  Cb’  ==—  —  E6>

et, par suite,

F l = F + 5 i ± ^ .

Il est bon d'observer, qu’en remplaçant a et b par leurs valeurs, 
on a aussi

F AE2+ CD-— BDE F (B3—4 AC)
B2— 4AC

Lorsque le nouveau terme constant F, est n u l, l’équation se 
réduit à

(8) A a /s+ B a:/ÿ/+ C y /2 =  o.
On en déduit

(9) y _ - B ± V F = 4* C w
2C

Si la quantité B2—  4AC est négative, l ’équation n’admet qu’une 
solution réelle a/ =  o, y' =  o. Si la quantité B5—  4AC est po
sitive, l ’équation représente deux droites passant par l ’origine.

Dans ce cas, l ’équation (7), dans laquelle on attribue à la 
constante F, une valeur quelconque , définit une hyperbole ; 
nous avons vu (n° 117) que les asymptotes d’une hyperbole 
passent par son cen tre, et que les coefficients angulaires en 
sont donnés par la formule

m = = B ± v m 3 r â
2C ’

ces asymptotes ne sont autre chose que les droites représentées 
par l’équation (9) ou par l’équation (8). Ainsi, quand une 
équation du second degré représente une hyperbole rapportée 
à son centre, on obtient l’équation des asymptotes en suppri
mant le terme constant dans l’équation proposée.
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DIAMÈTRES.

131— Si l'on coupe une courbe du 
second degré par une série de droites 
parallèles, le lieu des points milieux 1 
des cordes MM/ terminées aux deux 
points de rencontre est un diamètre 
de la courbe. Soit m le coefficient an
gulaire des cordes, et 

(1 ) f f a  y )= A x *  +  B xy  -+- Cy2+ l t e  +  Ey +  F =  o

l équation de la courbe. Si l ’on transporte les axes parallèle
ment à eux-mêmes eu un point arbitraire I du plan, ayant pour 
coordonnées a et b, l’équation de la courbe devient (n° 128)

(4) A ^ + R x y + C y 7S +  /’' (a, b ) x '+ f l  ( a ,b ) y '+ f(a ,b ) = o .

Menons actuellement par ce point I une parallèle MM' à la di
rection donnée, l’équation de cette parallèle est y '— m x'. L ’éli
mination de y' entre cette équation et celle de la courbe con
duit à l ’équation du second degré

(10) (k-h B m + C m *)x/,-h[f'a{a ,b )-h fl(a ,b )m ]x '+ f(a ,b )= o ,

qui donne les abscisses des points de rencontre. Si la valeur 
attribuée à m n’annule pas le trinôme A+Bm -t-Cm *, coefficient 
de x ,i, chacune des sécantes rencontre la courbe en deux 
points ; si l’on suppose que l’origine I soit placée au milieu de 
la corde MM' (fig. 83), l’équation (10) ayant ses racines égales et 
de signes contraires, on aura la relation

( " )  f ’a (a> b )+ m  f'b (a, b ) = o ;

cette équation , devant être satisfaite par les coordonnées du 
point milieu de l ’une quelconque des cordes considérées, est 
l’équation du lieu. Si l ’on y remplace a et b par x  et y, elle 
devient

(12) f ,A x ,y ) + m f 'y ( x ,y ) = o l 
ou

(13) (2Aa;-|-Bÿ-f-D)-i-m (Bir-f-2Cÿ-4-E)=o.

Cette équation étant du premier degré, on en conclut que le
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diamètre correspondant à une série quelconque de cordes 
parallèles est une droite DD'. Appelons m' l e  coefficient angu
laire du diamètre, on aura la relation

13 2 —  R e m a r q u e  i . —  Les valeurs de x  et y qui satisfont 
aux équations simultanées

vérifient l’équation (i3) quelle que soit la valeur de m; donc, si 
le lieu a un centre unique, tous les diamètres passent par le 
centre , et, s’il en a une infinité, tous les diamètres se confon
dent avec le lieu des centres.

Les deux équations qui déterminent le centre représentent 
deux diamètres ; le premier correspond aux cordes parallèles 
à l’axe des x, le second aux cordes parallèles à l’axe des y. On 
les obtient en faisant m =  o ou m =. co.

Remarque ii .— Lorsque la courbe est une ellipse, le trinôme 
A-t-Bm-t-Cm*, ayant ses racines imaginaires, est toujours diffé
rent de zéro ; à toute direction des cordes correspond un dia
mètre défini par l’équation (i3).

Cette équation (i3), si l’on y considère m comme un para
mètre arbitraire, représente toutes les droites qui passent par 
le centre ; on en conclut que toute droite passant par le centre 
est un diamètre.

133— Remarque iii.— Dans le cas de l’hyperbole, le trinôme 
A - 4 -  B m Cm2 s’annule pour deux valeurs réelles de m, qui 
sont précisément les coefficients angulaires des asymptotes. 
Si l’on attribue à m l’une de ces valeurs , l’équation fio) s’a- 
baissantau premier degré, chacune des sécantes ne rencontre la 
courbe qu’en un point. Si en outre les coordonnées a et b du 
pointl, par lequel on mène la sécante, vérifient la relation (ii), 
l’équation (io),ayant ses deux premiers coefficients muls, n’ad
met plus de solution ; la droite représentée par l’équation (i3) 
est alors le lieu des points I tels que les parallèles menées

0 4 )
, 2 A + B tn

m  = ----- n ------------ 7 T -  »B-f- 2tm
ou

( i 5 ) aCmm1 -f- B (m -f- tn/) +  aA =  o.

9. A x  -)- By 4- Ü =  o, B#-f-2Cy-f-E=:o,



par chacun de ses points à la direction donnée ne rencontrent 
par la courbe; mais, en vertu de la relation ( i5), la valeur de m-' 
étant égale à m, toutes ces parallèles se confondent avec la 
droite ( i3) elle-même. Comme cette droite passe par le centre, 
c’est l ’une des asymptotes.

L’équation ( i3), si l’on y considère m comme un paramètre 
arbitraire, représentant toutes les droites qui passent par le 
centre, on en conclut que toutes ces droites, exepté les deux 
asymptotes, sont des diamètres.

4 3 4  —  R e m a r q u e  i v . Dans le cas de la parabole, on a 
2\  g

B2— 4AC =  o, ou ü en résulte que la valeur de m,' don-
g

née par l'équation (14) est indépendante de m et égale à ------*
2u

ainsi tous les diamètres de la parabole sont parallèles entre 
eux.

g
Le trinôme A-f-Bm-t-Cm 2 a ses deux racines égales à —

coefficient angulaire des diamètres. Si l’on mène des sécantes 
parallèles à cette direction, chacune d’elles ne coupera la 
courbe qu’en un point. D’autre part, quand on attribue à m la 

g
valeur —  les coefficients de a; et y dans l’équation (i3) de

viennent nuls et l’équation cesse de représenter une droite.
L’équation ( i3), dans laquelle on regarde m comme un para

mètre arbitraire , représente toutes les droites parallèles à la 
g

direction —  ^  ; on en conclut que toute droite parallèle à cette

direction est un diamètre de la parabole.
Lorsqu’on a en même temps B2— 4A C = o  et BE— 2 C D = o T

ou ^  ^  =  5  > ie ]ieu du second degré se compose de deux

droites parallèles; si l ’o n  appelle —  m1 la valeur c o m m u n e  des 
rapports précédents, on a

2 A a > + B ÿ + D = — m/(Bx-h2Cy  + E )  

et l'équation (i 3) se réduit à :
(m — m') (Bæ+ aCy 4 - D) =  o.

Ainsi, dans ce cas, tous les diamètres coïncident.
GÉOM. ANAÏ.YT. 9
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D IA M È T R E S  C O N JU G U ÉS.

135 Supposons B2 4AC différent de zéro. Lesdeuxcoef- 
ficients m et m' sont liés par la relation

( i5) 2Cmm/+ B  (m -t-m ')+ 2 A = o .

Imaginons que l’on mène des sécantes telles que MM" parallèles 
au diamètre DD' (fig. 83); soit m" le coefficient angulaire du 
diamètre EE', qui divise ces cordes en deux parties égales, on 
aura de même, entre la direction m' des cordes et la direction 
m" du diamètre correspondant EE', la relation

2Cm/m''-i-B(m/+ m " ) +  a A = o ;

cette équation et la précédente étant du premier degré par 
rapport à m" et à m, on voit que l ’on a m" =  m. Les deux dia
mètres DD7 et EE', dont les coefficients angulaires sont m 'et m, 
jouissent de cette propriété que chacun d’eux divise en deux 
parties égales les cordes parallèles à l’autre; on les a nommés, 
pour cette raison, diamètres conjugués.

L ellipse et 1 hyperbole ont une infinité de systèmes de dia
mètres conjugués. On peut prendre pour premier diamètre 
une droite quelconque menée par le centre, pourvu qu’elle ne 
se confonde pas avec l’une des asymptotes, si la courbe est une 
hyperbole.

A X E S .

1 3 0  Dans les courbes du second degré, les diamètres per
pendiculaires aux cordes qu’ ils divisent 
en deux parties égales sont des axes de 
symétrie.

La parabole ayant tous ses diamètres 
parallèles, si l ’on imagine une série de 
cordes MM' (fig. 84) perpendiculaires à la 
direction commune des diamètres, le 
diamètre AA' qui divise ces cordes en 

deux parties égales, sera un axe de la courbe et ce sera le seul.

Le coefficient angulaire des diamètres e s t — donc,  si les
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axes des coordonnées sont rectangulaires, l’axe de la courbe 

est le diamètre des cordes ayant pour coefficient angulaire ^  ;
I>

son équation (n° i 3 i )  est

B (2 A a;+ B y+ D )+ 2 C (B a;-(-2 C y-H E )= o .
Lorsque la courbe est une ellipse ou une hyperbole, a tout 

axe AA' (fig. 85) en correspond un 
second BB' formant avec le premier 
un système de diamètres conjugués; 
la question est ainsi ramenée à la re
cherche des diamètres conjugués per
pendiculaires entre eux. Si les coordon
nées sont rectangulaires, on obtient les 

coefficients angulaires des axes en joignant à l ’équation (i5)la

relation mm< = —  i . On en déduit m -t- m' =  2 ; ainsi,

m et m' sont les racines de l’équation du second degré 

(16) Bu’ + 2 ( A - C ) u  —  B =  o.

L’ellipse et l’hyperbole ont deux axes. Si l ’on avait B =  o, et 
A =  C, l ’équation serait une identité, et la courbe aurait une 
infinité de systèmes de diamètres conjugués reclangulaires; 
dans ce cas, le lieu est un cercle.

1 3 7 —  Nous avons vu (n« i 3o) que, lorsque la quantité 
B2 —  4AC est positive, l ’équation

(8) A x *-h  B x y + Cy-= o
représente deux droites passant par l’origine; d’ailleurs l ’équa
tion (16) donne les directions des axes, qui sont ici les bissec
trices des angles formés par les deux droites ; si dans l’équation

(16), on remplace u par on aura l ’équation de ces bissec- 

trices

(17) B ^ -|-2 (A — C )xy— Bÿ! = o .

Les directions des axes ne dépendant que des coefficients des 
termes du second degré , on voit par ce qui précède que les 
axes de l ’hyperbole coïncident avec les bissectrices des angles 
des asymptotes.



On appelle sommets d’ une courbe du second degré les points 
ou elle est rencontrée par un axe. La parabole, ayant un seul 
axe qui ne rencontre la courbe qu’en un point, n’a qu’un 
sommet; l’ellipse a quatre sommets et l ’hyperbole deux.

E L L IP S E  E T  H Y P E R B O L E  R A P P O R T É E S  A D E U X  D IA M È T R E S  C O N JU G U É S.

1 3 8 —  Supposons que l’on prenne pour axe des x  un dia
mètre d’une courbe du second d egré, et pour axe des y  une 
parallèle aux cordes que le diamètre divise en deux parties 
égales ; l’équation

Aa;2+ B a;ÿ-H C ÿ2 +  Dx +  E2/+ F = o  

devra donner pour chaque valeur de x  deux valeurs de y égales 
et de signes contraires, ce qui exige que l ’on ait 

Bæ +  E =  o,

quelle que soit la valeur de x , et, par suite, B = o ,  E = o .  
L’équation aura donc la forme

(18) A.r2+ C ÿ !+ D ;r-t-F = :o ,

Si la courbe est une ellipse ou une hyperbole, en prenant 
pour axe des y le diamètre conjugué du premier, on aura par 
la même raison D =  o, ce qui réduit l’équation de la courbe à 
la forme
(19) k x % -+- Cyl -f- F = o .

P A R A B O L E  R A P P O R T É E  A UN D IA M È T R E  E T  A  LA  TA N G EN TE  

A  l ’ e x t r é m i t é  D E  C E D IA M È T R E .

139 —  La parabole n’admet pas de diamètres conjugués ; 
mais, si l’on prend pour origine le point où le diamètre ren
contre la courbe, le terme constant F de l’équation (18) sera 
nul ; on sait, d’ailleurs, que les droites parallèles au diamètre 
ne coupent la courbe qu’en un point ; ainsi, à chaque valeur de 
y correspond une seule valeur de x ,  ce qui exige que A =  o. 
L’équation de la parabole sera donc de la forme 

(19) Cÿ2 +  D a ;= o .

On peut remarquer que l ’axe des y n’est autre chose que la 
tangente à l’origine.

Les formes (i9)et(20) se rapportent à une infinité de systèmes 
d’axes obliques et à un seul système d’axes rectangulaires.
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CHAPITRE III
R éd u ctio n  de l'éq u atio n  d u  seco n d  degré.

1 4 0 — Pour étudier avec plus de facilité les propriétés d’une 
courbe du second degré, il importe de simplifier autant que 
possible son équation, en la rapportant à des axes de coordon
nées convenablement choisis. Nous avons vu, dans le chapitre 
précédent, que l ’équation du second degré peut toujours être 
ramenée à l ’une des deux formes

(a) A x 2 +  Cy5+ F  =  o, ((3) C / / + D .x = o .

Quand la courbe est une ellipse ou une hyperbole, on ramène 
son équation à la forme (a) en prenant pour axes des coordon
nées un système de deux diamètres conjugués quelconques ; 
généralement les coordonnées seront obliques; elles seront rec
tangulaires si l’on rapporte la courbe à ses deux axes. Quand la 
courbe est une parabole, on ramène son équation à la forme (p), 
en prenant pour axe des x  un diamètre quelconque, et pour 
axe des y la tangente à l ’extrémité de ce diam ètre; si l’on veut 
que ces coordonnées soient rectangulaires, on prendra pour 
axe des x  l ’axe de la courbe.

C’est à l ’aide de ces deux formes d’équations, en coordonnées 
rectangulaires, que nous démontrerons la plupart des pro
priétés des courbes du second degré. Nous allons expliquer la 
marche à suivre pour effectuer la réduction de l’équation. Soit

(i) AÆî -j-B # y + C y 2-l-Da;-t-Eî/+F =  o.

une équation du second d e g ré , en coordonnées que l’on 
pourra toujours rendre rectangulaires par une première trans
formation.

E L L IP S E  E T  H Y P E R B O L E .

1 4 1 — Examinons d’abord le cas où la quantité B!— 4AC est 
différente de zéro ; la courbe admet un centre unique, dont les 
coordonnées a et b vérifient les deux équations (n° 128)

2A en -B 6-f-D =  o, B < n -2 C 6 -t-E = o ;



transportons les axes parallèlement à eux-mêmes au centre

C (fig. 86) ; nous savons que les 
termes du second degré ne chan
gent pas, que ceux du premier 
degré disparaissent, et que le 
terme constant F, de la nouvelle 
équation est donné par la formule
r Dd+Eô r 
F , = ---- ------ 1-F. L équation de la

courbe, par ce premier changement de coordonnées, se sim 
plifie et devient

(2) A x \ -h B x iyl + C y \ -h F l= o .

Faisons maintenant toùrner les axes des coordonnées, supposés 
rectangulaires, d’un angle a autour du centre C pour les faire 
coïncider avec les axes de la courbe, les formules de transfor
mation sont

x t— x '  cos a— y' sin a, yl ■=. x '  sin a -f-y' cos a.

En substituant dans l’équation (2), on obtient la nouvelle 
équation

(A cos3 a + C  sin3 a +  B sin a cos a) a/M- ( A sin3 a + C  cos2 a —  B sin a cos a) y'- 
H-[2(C —  A) sin a cos a -t- B (cos2 a — sin2 a)] x ' y1 F ,= o.

On peut disposer de l’angle a de manière à annuler le coeffi
cient du terme en x'yf ; pour cela, on posera

(4) 2(C— A) sinacosa-t-B (cos’ a — sin3a ) = o ,

(5) ou Btang3a-t-2(A— C )tanga— B = o .

Cette équation du second degré est la même que l’équation (16') 
du n° i 36, par laquelle on détermine les directions des axes de 
la courbe. Mais on peut résoudre l’équation (4) plus simple
ment en la mettant sous la forme

(C— A) sin 2 x + B c o s 2 a = o ,
d’où

(6) tang 2a =

Si l’on exclut le cas du cercle où l’on a à la fois B = o ,  et A = C ,  
l’équation (6) admet une solution positive w moindre que tu,
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et les diverses valeurs de l'angle 2a qui satisfont à cette équa
tion sont comprises dans la formule

2a = 10+ ^ 77,
où k désigne un nombre entier quelconque positif ou négatif ; 
on en déduit

(1) , 7r 
a = — f— A' — *

2 2

Les diverses valeurs de a ne donnent que quatre directions 
différentes pour l ’axe CX '; ces quatre directions sont opposées 
deux à deux et forment deux droites rectangulaires. Nous

prendrons pour a la v a le u r^ , qui est toujours positive et 

inférieure à^  - Le terme en xfy' disparaît dans l’équation (3);

il reste à calculer les coefficients des termes en x n et en y'1. Si 
l’on pose

M= A cos2 a-f-C sin! a -+- B sin a cosa,
N = A  sin2 a-f- C cos2 a —  B sin acosa; 

on a M -t-N =A-+-C,

M —  N =  ( A — C) (cos2 a —  sin’ a) +  2 B sin a cos a = (  A — C) cos 2 a -t- B sin 2a. 
L ’équation (6) donne

B A — Cs m 2 a = -----  ---- ; C0S2a = ------ —
±\/B 2+ (  A — C)* ±  VB2-1-(A —  C)*

il en résulte M — N =  ±  Vb ^ I A — C)2~

On calculera donc les deux coefficients M et N à l ’aide des 
formules

j M + N = A + C ,

| M— N = ±  VB2 +  (A —  C)2.

Nous avons choisi la valeur de 2 a positive et inférieure à w ; 
sin 2a ayant une valeur positive, il faudra mettre devant le 
radical le signe de B. De cette manière l ’équation de la courbe 
est ramenée à la forme simple

(8) M a'*+ N ÿ', + F 1= :o .
Si l ’on retranche les deux équations (7) membre à membre 
après les avoir élevées au carré, on obtient la relation 

4M N = 4AC— B*.
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L’équation(8)représente une ellipse ou une hyperbole, suivant 
que les deux coefficients M et N ont le même signe ou des 
signes contraires.

PARABOLE.

fl. 4 3  —  Quand B2 —  4AC =  o, les termes du second degré 
dans l ’équation proposée forment un carré parfait ; on a, en

B2
effet, en remplaçant A par sa valeur

4 c

x y - C  ( ÿ +  ,

et l ’équation peut s’écrire

c ( ÿ  +  - ^ a ; )  + D æ - |-E ? /-1 -F = o.

Faisons d’abord tourner les axes des coordonnées autour de 
l’origine d’un angle a (fig. 87); à l’aide des formules de trans
formation

x = x t co sa — y,sin a , y r^ a ^ sin a + y ico sa , 

l ’équation proposée devient

(9) c jY c o s a — ^ sin a ^ j/ ,-(-^ s in a + ^ c o sa ^  x

-(-(D c o sa -b E sin a ^ -t-fE c o sa — D sin a )ÿ ,-t-F = o .

On peut disposer de l’angle a de manière à annuler le coeffi
cient de x l ou de y, dans 
le polynôme qui est éle
vé au carré ; posons, par 
exemple,

• .  BSin a +  cos a =  o, 

d’où
D

(10) tang a =  —  —  »

l ’équation (9) se simpli
fiera et prendra la forme

<11) Nj/1! -f-P.'ri +  Qy1- t- F = o .
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On a

N = C ^ c o s a — ̂ s in a ^  =  C ^cosa +  tan gasin aj =  " 5 ^ ’

et par suite, A +  C. Quant aux coefficients4 L
P et Q, on les obtiendra en remplaçant sin a et cos a par leurs 
valeurs, ce qui donne

p _  aCD — BE f l _  aC E + B D

± V 4C (A+C) r t V 4C(A+C)

L ’une des valeurs de a données par l’équation (10) est positive 
et inférieure à w ; si l’on choisit cette valeur, sin a. sera positif, 
et il faudra prendre le radical avec un signe contraire à celui 
de B. Si le coefficient P était n u l, l’équation ( u ) , n e  renfer
mant plus x\, ne pourrait représenter que deux droites paral
lèles à l ’axe OX,. Lorsque ce coefficient est différent de zéro, 
on déplace les axes parallèlement à eux-mêmes; en posant 
Xi =  a +  x \  (/, =  & +  y', l’équation (i i) devient

Ni//!-f-PÆ/+(2N &-l-Q) y '+ [  N 62 +  P a  +  Q6 +  F )= o .

On disposera des coordonnées a et & de la nouvelle origine A 
de manière à annuler le coefficient de y1 et le terme constant,

üN 6 + Q = o, N&2- + - P a + Q 6 + F = o ,

ce qui donne pour a et & des valeurs finies et déterminées, et 
l’équation sera ramenée à la forme simple

(12) Ni/,*-1-P æ/= o .

On a fait d’abord tourner les axes des coordonnées autour de 
l ’origine de manière à rendre l’axe OX, parallèle à l’axe de la 
parabole ; on a transporté ensuite les axes parallèlement à 
eux-mêmes au sommet A de la parabole. De cette manière la 
parabole est rapportée à son axe et à la tangente au sommet.

1 4 3 — Bemarque. Pour effectuer la réduction de l’équation 
du second degré, nous avons supposé les axes rectangulaires. 
Si les axes étaient obliques et faisaient entre eux un angle 0, 
on pourrait rapporter la courbe à des axes rectangulaires, en 
conservant l ’axe des x  et prenant pour axe des y une droite
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perpendiculaire à l’axe des x. Les formules de transformation 

sont
a? sin 9—  )/' cos 9 y1

x  sin 0 ’  y sin 9 ’

les termes du second degré dans la nouvelle équation ont pour 
coefficients

BsinO— 2Asin0 cos0 . C-+-Acos29— B cos0
A ' = A ,B  - ---------- m -----------’ c = --------- in ^9-----------

Il est bon de remarquer que ces coefficients satisfont aux rela
tions suivantes

^ ‘ — A'-f-C7 D2 4 A.C— g/s_a MCIsin- 9 — sjn2(j —  a  4 A L .

Les quantités A7 C  et B/2 —  4 A'C7, qui sont égales à M -t- N 
et à —  4 MN, conservant des valeurs invariables pour tous les 
systèmes d’axes rectangulaires, il en résulte que les quantités

A +  C —  B cos 9 B2— 4 AC 
sin20 ’ sin20 

restent constantes par rapport à tous les systèmes d’axes 
obliques.

E X E R C I C E S .

I- 2X8 —  3xi/ +  3y2-t— 7!/  +  i = o .

La courbe est une ellipse, puisque la quantité B2— 4 AG est négative. 

Pour obtenir les coordonnées du centre, on égale à zéro les deux dérivées 
partielles,

4 a ;  —  3 y  —H  i  =  o ,  — 3 x + 6 ÿ  — 7  =  0 ,

j .  . 5 i 3 
d ou  x  =  1 , «/ =  ■}’ F i = -----j *

Si l’on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes au centre C (fig. 86), 

l ’équation devient

2a:,2 —  -4- 3 1/,* —  y  =  o.

Faisons maintenant tourner les axes d’un angle a donné par la formule

B ,
U n g » = £ = C  =  3 .

L’équation résolue par les tables donne

aa =  7i°33'54", ou a = 3 5 ° 4 6 '5 7 “.



On peut aussi obtenir l’angle a par une construction graphique; on porte 
sur les axes des x et des y, b partir de l’origine C, deux longueurs respec
tivement égales à i et 3 ; la diagonale du rectangle construit sur les deux 
longueurs fait avec l’axe des x un angle qui a pour tangente 3 ; l’axe CX' 
est donc la bissectrice de cet angle. On obtient ensuite M et N par les 
formules

M +  N =  5, M— N =  — \JTo, 
puisque B est négatif. Il en résulte

m =  5 ~ v ^ »  n = 5- ± V Î “ ,
2 2

et l’équation de la courbe devient

(5  —  V ÏO  ) OC'* -4 - (5  +  ^ ï ô )  y '* =  y  î 

la courbe intercepte sur les axes des longueurs

/ 26 / 26 

CA =  V 3 ( 5  - v « ) ’ CB =  V 3 ( 5  +  vro)‘

II. ix* — 5xy -4- 5y — 1 =  o.
La courbe est une hyperbole (fig. 88). Les coordonnées du centre don

nées par les équations

4x—  5y = o ,
—  5x +  5 =  o,

sont

®== 1, y =  4 , d’où F ,=  i.

Si l’on transporte l’origine au 
centre, l’équation devient

aæ ts — 5x1y1 +  1 =  0. 

L’angle a est donné par la for

mule tang aa =  — et l’on 
2

a M + N = a, M - N  = — V»â> 

d’oü m =  n  =a a

L’équation de la courbe rapportée à ses axes est

(a — Va9) x'*+ (a +  \'ag) y'* -f- a =  o.

L’équation primitive ne contenant pas de terme en y2, l’une des asymptotes 

est parallèle à l’axe OY (fig. 80).
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III. /\X* — ™X'J + 9’J1 — 36œ +  io o  =  o .

La courbe est une parabole (fig. 87). Les termes du second degré for
ment un carré parfait, et l’équation peut s’écrire

« / a \s
9(1/—ÿ x) — 36a;-t- 100 =  o.

Faisons tourner les axes des coordonnées de l’angle a donné par la formule

tang a = — d’où a =  34° 41' 3!>", on aura 0 i l  18 3
», 3 . aN =  i 3, cos a =  —r r . sin a = - — ,

\ i 3 \i3

r — «v-2=.
\J i 3 V 1 3

L’équation de la courbe rapportée aux axes OX, et OY, est donc

• 108 72
i 3 y,’ ---- 7=a?,-l— — t/, +  100 = 0 .

y/i3 V i3
On obtient les coordonnées du sommet en joignant à cette équation la sui

vante 2f>y, +  - ^  =  o. On en déduit
V J3

36 3goi
!/,= ------- 7= ,  a?,=------- — •

i 3 V *3 a7. i 3y i 3

Si l’on transporte les axes en ce point, l’équation devient

i 3y;ï— =0.
V .3

CHAPITRE IV
De l ’ellipse.

1 4 4 —Proposons-nous de construire la courbe représentée 
par l’équation

Ma:*-t-Ny*H-F1=o, 
dans laquelle les deux coefficients M et N ont le même signe, 
par exemple le signe -K 

Si la constante F, a une valeur positive, l’équation, ne pou-
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vant être satisfaite par des valeurs réelles de x  et de y, ne re
présente aucun lieu géométrique.

Si F, est égal à zéro, l’équation, n’étant satisfaite que par 
x = o , y= o ,  représente un seul point, l’origine 0 .

Examinons maintenant le cas où F, a une valeur négative, et 
posons F, =  — H, l’équation devient

Ma;1-f-Nÿ1 — II.

Résolue par rapport à y, elle donne

. /H  — Mx*
f = ±V/—N —

Pour que l’ordonnée soit réelle, il est nécessaire et il suffit
que la valeur numérique de 
l’abscisse soit plus petite que

y /jjj ;  portons sur l'axe X'X,

à partir de l’o rig in e , deux 
longueurs OA, O.V égales à

y /jjj  et par les points A, A' me

nons des parallèles «à l’axe Y Y, 
la courbe est située tout entière 

entre ces deux parallèles (fig. 89).-A chaque abscisse OP. com
prise entre ces limites, correspondent deux ordonnées PM, PM 
égales et de signes contraires ; quand x  =  o, l’ordonnée ac

quiert sa plus grande valeur numérique y /^ î ;  portons sur Y Y,

à partir de l’origine, deux longeurs, OB, OB' égales à

par les points B, B' menons deux parallèles à l’axe X'X, la 
courbe est située tout entière entre ces deux nouvelles paral
lèles, e t ,  par conséquent, elle est renfermée dans le  r e c t a n g le  

CDEF formé par les deux couples de parallèles.
Si, pour abréger, on représente par a et b les deux quantités

\ / r v t 1 équation prend la forme



x i w2
(!)
d’où

(2) y =  ± ^ \ J a i - x t. %

Quand x  croît de o à a , la valeur numérique de y décroît de 
6 à o , ce qui donne un arc de courbe BMA, et, à cause du 
double signe, l’are égal B'M'A. Quand x  varie de o à — a, la va
leur numérique dey décroît encore de b à o, ce qui donne deux 
autres arcs BM,A/, B NA' égaux aux premiers. Ces quatre arcs 
égaux forment l ’ellipse.

La droite A'A est un axe de l’ellipse; car à chaque abscisse 
OP correspondent deux ordonnées PM, PM7 égales et de signes 
contraires. La droite B'B est aussi un axe de l ’ellipse; car, si 
on résolvait l’équation par rap p orta# , on verrait de même 
qu’à chaque ordonnée OQ correspondent deux abscisses 
QM,QM, égales et de signes contraires. Les points A, A', BjB7, où 
les axes rencontrent l ’ellipse, sont les sommets de l'ellipse. Les 
longueurs A'A, B'B des deux axes sont respectivement égales à 
2a et à 2b.

L’ellipse devient un cercle quand les axes sont égaux.
Il est aisé de voir que l ’origine O est centre de l’ellipse ; en 

effet, soient x ,  y les coordonnées d’un point quelconque M de 
l’ellipse; il est évident que l’équation (i) est aussi satisfaite 
par les valeurs — x , — y ; il existe, par conséquent, un second 
point N de l’ellipse qui a ses coordonnées — OP;, — P'N res
pectivement égales aux coordonnées OP., PM du point M, mais 
de sens contraires; les triangles OPM, OP'N sont égaux; donc 
0M = O N  ; et la ligne MON est droite à cause des angles égaux 
POM, P ON. Ainsi, les points M et N de l’ellipse sontdeuxà deux 
symétriques par rapport au point 0 ; donc le point 0 est centre 
de l’ellipse.

fl.45 —  Pour étudier comment varie la distance du centre 
aux différents points de l’ellipse, ou le rayon de l ’ellipse, 
cherchons l’équation de l’ellipse, en coordonnées polaires, en 
prenant le centre O pour pôle et l ’axe OA de la courbe pour 
axe polaire. Si dans l’équation (i) on remplace x  et y par p cos w

14-2 LIVRE III, CHAPITRE IV.



DE L’ELLIPSE. 113

et o sin w, on a
io\ p*cos!w , p2sin2w
(3) ( ^ = l '

Supposons a > b ,  et mettons l ’équation sous la forme

-, =  -* +  ------,)s in !<<>.p8 a* \b a2 J

Si l’on fait varier w de o à la quantité ~ croît, et par con

séquent p décroît constamment de a h b .  Le maximum de p 
est a , le minimum b.

146  —  Désignons par x  et y les coordonnées d'un point 
quelconque du plan et considérons le polynôme

a b*

Pour un point M situé sur l’ellipse (fig. 90), le polynôme est 

égal à zéro. Imaginons qu’ un point 
mobile P parte du point M et s’éloigne 
sur le prolongement du rayon OM; 
les deux coordonnées x  e t y  augmen
tant en valeur absolue, le polynôme 
va en croissant indéfiniment; il prend 
donc des valeurs positives de plus en 

plus grandes. Au contraire, si le point mobile se rapproche du 
centre, le polynôme diminue et prend des valeurs négatives.

CĈ  w*
Ainsi le polynôme -^-t- —  x reste négatif pour tous les

points situés à l ’intérieur de l’ellipse, sur l’ellipse il est nul, 
et il devient positif pour tous les points situés en dehors de 
l’ellipse.

147 —  Les carrés des ordonnées perpendiculaires à l ’un 
des axes de l’ ellipse sont proportionnels aux produits des seg
ments correspondants formés sur cet axe.

En effet, si l ’on désigne par x  et y les coordonnées d’un point 
quelconque M de l ’ellipse (fig. 89), on a, en vertu de l’équa
tion (2),

y1 _ b y1 _^
a2— x ' a1' 011 (a — x) {a-t-x) a1



Mais les deux segments AP, A P de l’axe AA' sont égaux respec
tivement à a —  x  et à a. -t- x  ; on a donc

MP» 6*

A P x A 'P  a5"

Ainsi le carré de l ’ordonnée est au produit des segments for
més sur Taxe dans un rapport constant.

1 4 8 — Les ordonnées perpendiculaires au grand axe de 
l’ellipse sont aux ordonnées correspondantes du cercle décrit 
sur cet axe comme diamètre dans le rapport constant du petit 
axe au grand axe.

Soit AA' le grand axe de l ’ellipse (fig. 91) ; sur ce grand axe 
comme diamètre décrivons un cercle; à l’ordonnée MP de l’el

lipse correspond l ’ordonnée M,P 
du cercle. L’équation (2) s’écrit

y _ b
\/a* —  x 1 a '

mais V«a— x 8 représente l’ordon
née M,P du cercle ; on a donc

M P _ fc  
M,P a"

Le petit axe jouit de la même propriété; l’ordonnéeMQ, per
pendiculaire au petit axe, est à l ’ordonnée correspondante 
MSQ du cercle décrit sur cet axe comme diamètre dans le rap
port constant du grand axe au petit axe.

L’ellipse est la projection orthogonale d’un cercle. Imagi
nons que l’on fasse tourner le cercle AB,A' autour de l ’axe

AA' d’un angle 9, tel que l’on ait cos 9 = - ,  l ’ordonnée PM,

du cercle tournera autour du point P, tout en restant perpen
diculaire à l ’axe A A '; dans celle position, elle se projettera 
sur la droite PM; pour avoir la longueur de la projection, il

suffit de multiplier la longueur PMt par cos 9 ou par ^ ,cequi

donne l’ordonnée PM de l’ ellipse. Ainsi le point M, du cercle a 
pour projection le point M de l’ellipse ; chacun des points du
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cercle se projetant ainsi au point correspondant de l’ellipse, il 
s’ensuit que l’ellipse est la projection du cercle.

On peut aussi considérer le cercle comme la projection or
thogonale d’une ellipse. Imaginons que l ’on fasse tourner

l’ellipse autour de l’axe BB7 d’un angle® ayant pour cosinus

1 ordonnée QM de l’ellipse aura pour projection l ’ordonnée QM; 
du cercle décrit sur BB' comme diamètre, et le petit cercle 
sera la projection de l ’ellipse.

1 4 9  — Construction de l’ ellipse par points. On déduit de 
ce qui précède un moyen très-simple de construire l’ellipse, 
par points. Sur chacun des deux axes de l’ellipse comme 
diamètre on décrit un cercle (fig. 91); du centre on trace 
un rayon quelconque qui coupe les deux cercles en M, et 
M,; par le point M, on mène une parallèle au petit axe, par
le point M2 une parallèle au grand axe ; le point d’intersection 
M do ces deux droites appartient à l ’ellipse. Après avoir dé
terminé de la sorte un nombre suffisant de points, on fait 
passer un trait continu par tous ces points, et l’ellipse est ainsi 
construite.

1 5 © —  Construire les points d’intersection d’une ellipse et 
d'une droite. Il est utile desavoir déterminer les points où une

droite donnée MM' coupe une 
ellipsedéfinie par sesdeux axes 
AA', BB' (fig.92), sans que l’el
lipse soit tracée. Ainsi que nous 
l’avons dit, l ’ellipse peut être 
considérée comme la projec
tion orthogonale du cercle 
ABjA' décrit sur le grand axe 

A A' comme diamètre, et que l'on fait tourner autour de AA'

d’un angle <p ayant pour cosinus ^.Cherchons dans le plan du

cercle la droite M,M,', qui a pour projection MM' dans le plan 
de l’ellipse; soit N un point quelconque de la droite MM';
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prolongeons la droite BN jusqu’à sa rencontre en H avec 
l ’axe AA; ; la droite BtH se projette sur RH; par conséquent, 
le point N,, où elle coupe l’ordonnée QN, se projette en N. 
On obtiendrait de même un autre point quelconque de la 
droite M,M/; mais il est plus simple de se servir du point S où 
la droite MM' rencontre l’axe; la droite SN, a pour projection 
la droite donnée sur le plan de l’ellipse. Cette droite SNt coupe 
le cercle en deux points M„ M/ ; les ordonnées M,P, M/P' dé
termineront sur la droite donnée les deux points M, M7 où cette 
droite rencontre l’ellipse.

14tî LIVRE III, CHAPITRE IV.

T A N G E N T E .

1 5 1  —  Nous avons trouvé (n° 120) l’équation de la tangente 
à une courbe du second degré; quand l’équation de l’ellipse 
est mise sous la forme simple

x- y-
- - h ' h  — 1 = 0 ,  a- b-

l’équation de la tangente au point M, ayant pour coordonnées 
x  et ?/, devient

xX yY

Le coefücient angulaire de la tangente a pour valeur —  ~ .
a y

On voit qu’en A et A' la tangente est perpendiculaire sur l’axe 
A 'A, qu’en B et R' elle lui est parallèle, et que, quand le point 
de contact se meut sur l’ellipse de A  en R, la tangente fait

avec A'A un angle obtus qui croît de^ à x .

La normale, étant perpendiculaire à la tangente, a pour 
équation

Y ~ y = § (X- Æ)-
I

1 5 2 —  Construction de la tangente en un point de l’ellipse.



Si dans l ’équation de la tangente on fait Y = 0 ,  on obtient
t  • GL1

l'abscisse X = — du point T où la tangente rencontre le pro-

longementdu grand axe (fig.93). 
Comme cette valeur de OT est 
indépendante du petit axe 2b et 
de l’ordonnée y du point de con
tact , il en résulte que, si sur 
l’axe A7 A on construit plusieurs 
ellipses, les tangentes aux points 
qui ont même abscisse passent 
par un même point T situé sur 

le prolongement de l’axe A7A. Or, parmi ces ellipses, se trouve 
le cercle AB,A/; pour construire la tangente à l’ellipse au point 
M, on mènera une tangente au cercle au point Ml; situé sur la 
même ordonnée; on joindra le point M au point T, où la tan
gente au cercle rencontre le prolongement de l ’axe A7A ; la 
droite MT, ainsi obtenue, est la tangente à l ’ellipse.

Cette construction revient à considérer la tangente à l’ellipse 
au point M comme la projection de la tangente au cercle au 
point correspondant M(. En effet, quand on fait tourner le plan 
du cercle autour de l ’axe AA7 de l’angle <p, le point T où la 
tangente M,T rencontre l’axe reste immobile ; le point M, se 
projetant en M, la droite M,T a pour projection MT; c’est la 
tangente à l ’ellipse.

1 5 3  — Mener une tangente par un point extérieur P. Dé
signons par x , et y t les coordonnées du point P (fig. pi). 
Nous avons trouvé (n° 126) l ’équation de l à  corde des contacts 

MM7. La détermination des points de 
contact revient donc à la résolution 
:les deux équations simultanées

, . x* y!

xx> Mi =  l.
3) a’- ^  b4
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En éliminant y, on obtient l’équation du second degré

a ^ a a b'-) 2

dont les racines sont les abscisses des points de contact M et Al' 
des deux tangentes menées du point P. Cette équation, dans

laquelle on peut regarder ^  comme l'inconnue, aura ses ra

cines réelles si la condition ^ t+ t 1—  i > o e s t satisfaite,c’est-
a* b i

à-dire si le point P est en dehors de l ’ellipse.
Il est facile de construire géométriquement les tangentes 

menées du point P, en considérant l’ellipse comme la projec
tion du cercle AB,A (fig. jp). Cherchons dans le plan du cercle 
le point P, qui a pour projection le point P dans le plan de l’el
lipse. Traçons dans le plan de l’ellipse la droite PB que nous 
prolongerons jusqu’à sa rencontre avec l’axe en H; la droite

HB„ ayant pour pro
jection HB, passera 
par le point P, et dé
terminera ce point. 
Du point P, menons 
au cercle les tangen
tes P,M,, PjM7, que 
nous prolongerons 
jusqu’à leur rencon
tre avec l’axe en T et 
T7; les droites PT,PT7, 

projections des tangentes au cercle, seront tangentes à l’ellipse, 
et les points de contact M et M7 seront situés sur les ordonnées 
des points M„ M7,. Pour que l ’on puisse effectuer ces construc
tions, il n’est pas nécessaire que l’ellipse soit tracée.

154 —  Mener une tangente parallèle à une droite donnée. 
Soit y = m x  l ’équation de la droite donnée OL, que l ’on peut 
supposer menée par le centre (fig. 96). Appelons a: et y  les
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coordonnées du point de contact M ; ce point étant sur l’el
lipse, on a l ’équation

Ces deux équations simultanées déterminent les deux incon
nues x  et y ; la première représente l ’ellipse proposée ; la se
conde une droite MM7 passant par le centre; les points où cette 
droite rencontre l’ellipse sont les points de contact.

Il est facile de construire ces tangentes géométriquement. 
Cherchons d’abord dans le plan du cercle le diamètre OL, qui 
a pour projection OL sur le plan de l’ellipse; il suffitde joindre 
le point B à un point quelconque L de la droite OL et de pro
longer la droite BL jusqu'à sa rencontre avec l ’axe en H; puis 
de tracer B,H et de prendre le point d’intersection L, de cette 
droite avec l’ordonnée du point L ; le point L étant la projec
tion du point L „  la droite OL est la projection de OL,. On mène 
au cercle des tangentes M,T, M,-!7, parallèles à OL„ et par les 
points T et 1' où ces tangentes rencontrent l’axe, des paral
lèles IM, I M ' à la droite OL. On a les tangentes demandées; 
car les projections OL, TM des droites parallèles OL,, Ti\l, sont 
elles-mêmes parallèles. Les points de contact M et M'sont dé
terminés par les ordonnées des points M, et M/.

155 —  On peut obtenir l’équation de la tangente à l’ellipse 
sous d’autres formes qu’il est bon de connaître.

Si l’on désigne par a l’angle que fait avec l’axe des x  la per
pendiculaire abaissée du centre sur la tangente et par p la lon
gueur de cette perpendiculaire, la tangente sera représentée 
par l’équation (n° 83)

X- V

le coefficient angulai
re de la tangente de
vant être égal à m, on 
a la seconde équation

b'-x 
------ — = m .

a y

Xcosa-t-  Ys in a— p =  o;

1 4 9



en identifiant avec l’équation (4). on a les relations

x _  V_

a b i i
a cosa —  b sin a ~ p  ~  a + (,* ̂ a ’

d ’où _____________ _
V —  y'a2 cos2 a -(-6* sin’ a.

Ainsi la tangente aura pour équation

(6) X cosa-t- Y s in a ^ y ^ co s*  a-t-^sin’a.
On peut encore trouver l’équation de la tangente en cher

chant les points d’intersection de l’ellipse et d’une droite et 
exprimant que ces deux points .coïncident, comme nous l’avons 
fait pour le cercle (n° 94). On obtient ainsi l’équation de la tan
gente sous la forme

(7) y = m x ± \ ) a i in‘+ b i .

1 5  C — Comme application, proposons-nous de trouver le lieu
du sommet d’un angle droit cir

conscrit à l’ellipse. Supposons que 
l’on veuille mener par un point 
extérieur (fig. 97), ayant pour 
coordonnées x ' et y', des tangen
tes à l’ellipse ; la tangente devant 
passer par le point P, on aura l ’é
quation de condition

y1= mx1 ±  V  ahn* +  b1, 
dans laquelle le coefficient angu

laire m est l’inconnue. Cette équation,mise sous forme entière, 

m- (a-— x'*) -h  2 x'y'm -+- (6! — y /!) =  o  

est du second degré; ses deux racines donnent les directions 
des deux tangentes menées du point P à l ’ellipse, et, par con
séquent, déterminent ces tangentes. Les deux tangentes me
nées parle point P seront rectangulaires, si le produit des deux 
valeurs de m est égal à —  1, ce qui exige que les coordonnées 
du point P vérifient la relation

^  ~ y  t  —  —  x ,  ou x ,t-\-y, '-= a 1-hbi. 
a r — x 12 ’  J
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Ainsi le lieu du sommet d’un angle droit circonscrit à l’ellipse 
est le cercle circonscrit au rectangle construit sur les axes.

DIAMÈTRES.

1 5 7  —  Nous avons trouvé (n° i 3 i )  l ’équation générale des 
diamètres dans les courbes du second degré. En représentant 
par f ( x , y ) = o  l’équation de la courbe, et par m  le coeffi

cient angulaire des cordes paral
lèles MM' (fig. 98), nous avons vu 
que l’équation du diamètre DD' se 
met sous la forme

/2+m£=o.
L’ellipse étant rapportée à ses axes,
l’équation du diamètre se réduit à

2.r 2m?/ V -
— r + —i i L — o ,  ou y = ------- j - x .

a 1 b *  3 a m

Si l’on désigne par m '  le coefficient angulaire du diamètre
DD', on a, entre la direction des cordes et celle du diamètre,
la relation

(8) « ' = - - ■  
v a -

Nous avons vu aussi que si l’on mène des cordes MM" paral
lèles au diamètre DD', le diamètre EE' qui divise ces cordes 
en deux parties égales a pour coefficient angulaire m  ; les 
deux diamètres DD', EE' forment un système de diamètres 
conjugués, et leurs coefficients angulaires m '  etm  sont liés par 
la relation (8).

Cette relation fait voir que les deux coefficients angulaires 
m et m '  sont de signes contraires, et, par conséquent, que les 
deux demi-diamètres conjugués 01) et O E, silués d’un même 
côté du grand axe, sont placés de part et d ’autre du petit axe: 
si le premier part de la position OA et tourne de OA vers OB 
le second part de la position OB et tourne de OB vers OA'.

1 5 8  —  La tangente en un point quelconque D de l’ellipse 
est parallèle au diamètre EE' conjugué, du diamètre DD' qui 
passe au point de contact. En effet, si l’on appelle x  et y  les
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coordonnées du point D, le diamètre OD a pour coefficient 
fl

angulaire m —  le coefficient angulaire de la tangente au
OC

b~cc
point D est m' = —  —  ; on voit que ces deux coefficients

vérifient la relation mm' = ------
a ’

On se rend bien compte de cette propriété en imaginant que 
la sécante MM' se meuve parallèlement au diamètre EE7, et 
s’éloigne du centre; les deux points d'intersection M et M' se 
rapprochent de plus en plus du milieu de la corde, et finissent 
par se confondre en D; alors la sécante devient tangente au 
point D.

1 5 9 — Les propriétés des diamètres conjugués se montrent 
immédiatement, quand on considère 
l’ellipse comme la projection d'un 
cercle. Deux diamètres rectangulaires 
OD,, OE, (fig. 99), dans le plan du 
cercle, forment un système de diamè
tres conjugués; car chacun d’eux di
vise en deux parties égales les cordes 

parallèles à l ’autre; les cordes paral
lèles se projettent sur le plan de l’ellipse suivant des cordes 
parallèles; le milieu d’une corde a pour projection le milieu 
de la projection de la corde ; chacun des diamètres OD et OE, 
projections des premiers, divise donc en deux parties égales 
les cordes parallèles à l'autre ; ce sont deux diamètres conju
gués de l’ellipse.

On en déduit facilement la relation qui existe entre les coef
ficients angulaires m et m1 de deux diamètres conjugués. Si 
l’on appelle m, et m\ les coefficients angulaires des deux diamè

tres conjugués OD,, OE, du cercle, on a m —  -m „  m! —  -w,\ ;
d Cl

d’où mm1 =  —  mim\ ; puisque les diamètres conjugués du 

cercle sont rectangulaires on a m,m', =  —  1 ; il en résulte

b *mm1 —  —  —,;■
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Quand on donne un diamètre OD, on peut trouver le con
jugué OE, sans que l ’ellipse soit tracée. On construira le dia
mètre OD, qui a pour projection OD ; on mènera le diamètre 
OE, perpendiculaire à OD, et on projettera OE, ; la projection 
OE sera le diamètre demandé.

Ï G O — Ellipse rapportée à deux diamètres conjugués. Nous 
avons vu (n° i 38) que, lorsqu’on prend pour axes des coor-

ionnées deux diamètres 
;onjuguésDD7,EE7(fig.ioo) 

f  une ellipse, l ’équation de 
la courbe se simplifie et 
prend la forme

Mæ/2-1-Nî//, =  H.

Désignons par 2a7 et 2b' les 
longueurs de ces diamè
tres conjugués; si, dans 

l’équation précédente, on tait successivement y =  0 et x  —  o, 
H H

on a a71 =  jÿ , &7Î=  > te qui permet d’écrire l’équation de

la courbe de la manière suivante
r /î W/2

(9) =

Ainsi l’équation de l’ellipse conserve la même forme, que la 
courbe soit rapportée à ses axes ou à un système de diamètres 

conjugués.
Les calculs qui ont été effectués pour démontrer les pro

priétés de l ’ellipse, au moyen de l ’équation de la courbe rap
portée à ses axes, et dans lesquels on n’a pas supposé les coor
données orthogonales, pourront être répétés avec l’équation de 
la courbe rapportée à un système de diamètres conjugués. 
Ainsi, l ’ellipse étant rapportée au système des diamètres con
jugués OD et OE, la tangente aura pour équation

x X ' ij'Y '_
a11 +  6'* —  I-

Mais l’équation de la normale ne conserverait pas la forme 
qui correspond aux axes de coordonnées OA et OB.
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161  —  Si l’on appelle a et (3 les angles que font les deux 
demi-diamètres OD, OE avec le grand axe OA, a' et b1 leurs 
longueurs, on a, d’après l’équation (3) du n» 145,

, . a '! coss a a^sin’ oc . i /scossS i^ sin ’ G 
(q )------2-------1------ rs—  = 1 j, i ° ) ------î—1—l------ ;— - = i .w  a2 y  ’  1 ' a b*

Les deux diamètres étant conjugués, 011 a, en outre, la relation

tang a tang [3 =  —

ou
. > cos a cos S sin a sin B

Des deux angles q et p, l ’un est aigu, l’autre obtus ; nous sup ■ 
poserons a aigu, p obtus. Les quatre quantités variables a, p, 
a\ b1, dont une seule est arbitraire, sont liées par trois relations; 
en combinant ces relations, on en déduit divers théorèmes.

162  -  Si l ’on multiplie par a'b' les deux membres de la 
relation (11), on peut l’écrire sous la forme suivante

a' cos a a1 sin q
a _ b

b' sin p —  b' cos p ’ 
b a

chacune de ces fractions est égale à une fraction ayant pour 
numérateur la racine carrée de la somme des carrés des n u 
mérateurs, et pour dénominateur la racine carrée de la somme 
des carrés des dénominateurs; en vertu des relations (9) et
(10), ces deux sommes sont égales à l’unité ; on a donc 

a' cos a a' sin «
a  _ b __

b' sin P — </cosp 1 ’ 
b a

l’angle a étant aigu, il faut prendre le signe plus. On en déduit

a' cos q b' sin p n! sin y. b' cos 
a b ’ b a

a! sin a
Si, dans la relation (9) on remplace — —̂  par la quantité

, , b' cos p . . .  , 
égalé------------, il vient

(12) a ,Jcos5 a-t- 6/icos’ p =  a*.
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Si, dans la même relation, on remplace a co s- par la quan-

. . . . . .  b1 sin S
li te égalé — on a aussi

(13) a/s sin2 a -+- sin2 J3 =  ô5.

Les deux relations (12) et ( i3) signifient que la somme des 
carrés des projections de deux diamètres conjugués quelconques 
sur chacun des axes est constante et égale au carré de cet axe.

En ajoutant les deux relations(i2) et ( i3) m em breà membre, 
on obtient 9
(14) a '* -+ -6 « = a , -i-6*$
ainsi la somme des carrés de deux diamètres conjugués quel
conques est constante et égale à la somme des carrés des axes.

1 0 3  —  En décomposant chacun des termes de la relation
(9) en deux facteurs, on peut la mettre sous la forme

a'cosa  a 'co s* i a 's in a  a 'sin  a 
~~â a 1 b b ~ I ;

si l’on remplace les seconds facteurs a s n̂ a par jes

. . ..  , . b' sin S ô'cosB . 
quantités égalés— 1- , -------— - ,  il vient

a!b' (sin p cos a —  sin a cos p)
Tb - 1’

ou

(15) a'b1 sin (P —  <x)=ab.

Le produit a'b1 sin (|3— a) est la mesure de l’aire du parallélo
gramme ODKE (fig. 100); en multipliant par 4 , on obtient l’aire 
du parallélogramme circonscrit FGHK. Ainsi, l’aire du paral
lélogramme construit sur deux diamètres conjugués quelconques 
est constante et égale au rectangle construit sur les axes.

Le parallélogramme inscrit DED'E', qu’on obtient en joi
gnant les extrémités des diamètres conjugués, est la moitié du 
précédent, et a aussi une aire constante.

1 0 #  —  On peut démontrer facilement ces théorèmes en 
considérant l’ellipse comme la projection d’un cercle.

Deux diamètres conjugués OD et OE de l’ellipse sont les
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projections de deux diamètres rectangulaires OD, et OE, du 
cercle (fig. 99). Les angles D,OP,E,OQ étant complémentaires, 
les triangles rectangles D.OP, E,OQ sont égaux, et l'on a 
OQ =  D,P ; mais 0P2+  D,P2 ■= 0D,2=a2; il en résulte 

0P2 +  0U2 =  a5.
Les longueurs OP et OQ étant les projections des deux demi- 
diamètres conjugués OD et OE sur le grand axe de l’ellipse, on 
voit que la somme des carrés de ces deux projections est con
stante, et l'on a .

a'2 cos a -+- 6/2 cos2,3= a*.
11 en est de même pour l’autre axe; les projections des deux 

demi-diamètres conjugués sur le petit axe sont égales aux
ordonnéesDPetEQ; maisDP=  ̂D,P,EQ=:̂  E,Q,et, par suite, 
DP' 4- E0’=: ~  (D,P2 +  E,ü*) ; les longueurs E,Q et OP étant 
égales, on a DT*2-+-Ê T =  Dp+ OP* =  a2, et, par suite,

ou a/2 sin’a-4-b's sin2|3 =
En ajoutant membre à membre les deux relations précé

dentes, on obtient la relation
a /, +  6/, =  a 2 +  6-. 

ï©5 — Pour démontrer la propriété relative à l’aire du pa
rallélogramme, nous nous servirons du théorème suivant :

La projection d ’une aire p lane sur un plan quelconque est 
égale à l ’aire projetée multipliée par le co
sinus de l’angle des deux plans.

Considérons d’abord un triangle ABC 
(fig. 101) ayant un côté AB parallèle au plan 
de projection ; nous pouvons supposer que 
le plan de projection passe par ce côté AB; 
du sommet C abaissons sur ce plan une 
perpendiculaire CC;, et, dans ce plan, me
nons CD perpendiculaire à AB; la droite 
CD sera aussi perpendiculaire à AB et 
l’angle CDC mesurera l’angle dièdre 9 des



deux plans. Cela posé, on a

C D =  CD cos 9,

A B x C 'D  A B x C D  
d ou ------------= ----------- coso,

2 2 T

et, par suite, AC'B =  ACB x  cos 9.

Ainsi Paire du triangle AC'B est égale à celle du triangle ACB 
multipliée par cos 9.

Supposons maintenant que le triangle ABC (fig. 102) n’ait 
aucun de ses côtés parallèle au plan de projection ; nous pou

vons faire passer ce plan par le som
met A, de telle sorte que les deux au
tres sommets soient d ’un même côté ; 
le plan du triangle prolongé coupe le 
plan de projection suivant une droite 
A l, et la droite CB perce ce plan au 
point I; les triangles AIC, AIB se pro
jettent suivant AIC', AIB/, et l’on a, d ’a
près ce qui a été dit,

AIC/= A I C x c o s 9 ,
AIB7= AIB X  cos 9; 

d’où, par soustraction,

AB C' =  ABC X  cos o.

Le théorème, étant démontré pour un triangle, s’étend à 
un polygone plan, que l ’on peut toujours décomposer on 
triangles, et même à une aire plane limitée par une courbe 
fermée quelconque; car on peut regarder cette aire plane 
comme la limite de l ’aire d’un polygone inscrit, dont on aug
mente indéfiniment le nombre des côtés de manière que 
chacun tende vers zéro.

Quand on considère l ’ellipse comme la projection d’un 
cercle, le parallélogramme construit sur deux diamètres con
jugués est la projection d’un carré circonscrit au cercle; le 
carré ayant une aire constante égale à celle du parallélo
gramme est aussi constante et égale à 4a* cos9, c’est-à-dire 
à 4 ab.
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AIRE DE L’ELLIPSE.

166— Le même théorème nous donne immédiatement 
l’aire de l’ellipse. L’ellipse étant la projection d’un cercle, son 
aire est égale à celle du cercle ira2, multipliée par cos 9 ou par

- ,  ce qui donne t~ab. 
a

DIAMÈTRES CONJUGUÉS ÉGAUX.

107— Nous avons vu (n° 107) que les deux demi-diamètres
conjugués OD et OE sont situés de part et d’autre du petit axe

OB (fig. io3). On sait que le rayon
de l'ellipse est d’autant plus grand
qu’il s’écarte davantage du petit
axe; pour que les deux diamètres
conjugués deviennent égaux, il
faut donc que ces deux diamètres
fassent des angles égaux avec le .

petit axe OB, ce qui exige que les angles a et p soient supplé-
b- b . . mentaires. On a donc ta n g * a = -e t  par suite, t a n g a = - ;  ainsi 0 a- a

les diamètres conjugués égaux OG et OH coïncident avec les
diagonales du rectangle construit sur les axes.

De la relation a/2+ 6 /2= a 2 +  62) on déduit a/2 =  Q } et

l’équation de l’ellipse, rapportée à ses diamètres conjugués 
égaux, devient

elle a même forme que l’équation du cercle, seulement les
coordonnées sont obliques.

Cette équation signifie que la 
somme des carrés des distances 
de chacun des points de l ’ellipse 
aux deux diamètres conjugués 
égaux est constante. En effet, 
soient 0 l’angle des deux diamè
tres conjugués égaux, MP et MQ



les coordonnées du point M, ME et MF les perpendiculaires 
abaissées du point M sur ces diamètres, on a (fig. 104) 
ME =  y ' sin 9, MF x ' sin 0 ; d’où

M l 5  +  M F *  =  ( * • + y .)  s i n >6 =  (<■■ +  »■) * " ■ »  =  4 2 ^ ,.
2  Cl~ —r* O

C O R D E S S U P P L É M E N T A IR E S .

168— On appelle cordes supplémentaires dans l’ellipse deux 
cordes MC, MC7, qui, partant d’un même point de d’ellipse,

aboutissent aux extrémités d’un dia
mètre CC7 (fig. ioj).

Deux cordes supplémentaires sont 
parallèles à deux diamètres conju
gués. Menons, en effet, les diamètres 
OD et OE parallèles aux cordes sup

plémentaires ML', MU Dans le triangle CMC7, la droite OD 
parallèle à C7M divise en parties proportionnelles les deux 
côtés CC7 et CM ; le centre O étant le milieu de CC7, il en résulte 
que le diamètre OD divise en deux parties égales la corde CM, 
et, par suite, toutes les cordes parallèles au diamètre OE. De 
même, le diamètre OE divise en deux parties égales la çorde 
C7M, et, par suite, toutes les cordes parallèles à OD. Donc les 
deux diamètres OD et OE , parallèles aux cordes supplémen
taires MC7, MC, sont conjugués.

Réciproquement, si par les extrémités d’un diamètre CC7 011 
mène des droites parallèles à deux diamètres conjugués OD et 
OE, ces droites se couperont sur l’ellipse. En effet, soit M le 
point où la corde CM, parallèle à OE, rencontre l’ellipse; joi
gnons C7M; les cordes supplémentaires MC, MC7 étant paral
lèles à deux diamètres conjugués, la seconde corde C7M sera 
parallèle à OD.

1 6 9—L’étude de la variation de l’angle de deux diamètres 
conjugués est ainsi ramenée à l’étude de la variation de l’angle 
de deux cordes supplémentaires, c’est-à-dire de l’angle inscrit
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dans une demi-ellipse. Pour simplifier le calcul, on supposera 
les deux cordes supplémentaires me
nées par les extrémités du grand axe 
(fig. 106). L’angle AMA7, que nous 
appellerons 0, est égal à la différence 
des deux angles MAX, MA X ; les deux 
droites AM et A M ayant pour coeffi

cients angulaires —- — et — — >
OC Cl oc Cl 

on a
? / • ____

, „ x  — a x  +  a laxj 
tangO = ------------ — r —

y- X ' + y 1— a-
— a 2

e t , en remplaçant x» par sa valeur tirée de l’équation de l'el
lipse ,

t, 2Clb2tangO = ------ -— —
(a2— b 1)  y

Si le point M décrit la moitié supérieure AMA7 de l’ellipse , la 
tangente étant négative, l’angle 0 est obtus; quand le point M 
est au point A, c’est-à-dire quand y =  o , l’angle est droit; 
le point M marchant de A vers B, y augmente ; la valeur ab
solue de tang 0 diminuant, l’angle oblus 0 augmente aussi et 
acquiert sa valeur maximum au point B ; alors on a y —  b et

tangO =— ■ quand le point M dépasse le pointB et par

court le quart d’ellipse BA7, l’angle 0 diminue de sa valeur 
maximum jusqu'à un angle droit.

Il résulte de là que l’angle des demi-diamètres conjugués 
OD et OE, situés d’un même côté du grand axe, est obtus et 
varie depuis un angle droit jusqu’à la valeur maximum ABA7; 
les diamètres conjugués, qui comprennent l’angle maximum, 
étant respectivement parallèles aux cordes supplémentaires 
A7B et AB, et, par suite, également inclinés de part et d’autre 
du petit axe OB, sont égaux.

Nous avons étudié la variation de l’angle obtus DOE de deux 
diamètres conjugués, l’angle aigu DOE7 varie en sens inverse.
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On obtient directement cet angle en menant les cordes supplé
mentaires parles extrémités du petit axe BB' ; quand le point M 
décrit le quart d’ellipse B A , l ’angle inscrit diminue depuis 
un angle droit jusqu’au m inim um  BAB', supplémentaire du 
maximum obtus ABA'.

1 7 © —  Lorsqu'une ellipse est tracée, on peut déterminer 
graphiquement le centre et les axes. Pour trouver le centre, 
on mènera deux cordes parallèles suffisamment écartées l’une 
de l’autre ; on joindra les milieux de ces cordes, ce qui don
nera un diamètre dont le milieu sera le centre. Si sur ce dia
mètre on décrit un demi-cercle, et que l’on joigne aux deux 
extrémités du diamètre le point où ce demi-cercle coupe la 
demi-ellipse, on aura deux cordes supplémentaires perpendi
culaires entre elles ; les diamètres parallèles, formant un sys
tème de diamètres conjugués rectangulaires, seront les axes 
de l’ellipse.

On pourrait obtenir de la même manière les deux sys
tèmes de diamètres conjugués qui font entre eux un angle 
donné compris entre le minim um  et le maximum ; il suffirait 
de décrire sur un diamètre un segment capable de l’angle 
donné.

1 7 1  —  Construire une ellipse, étant donnés deux diamètres 
conjugués. Soient DD', EE; (fig. 107) les deux diamètres conju
gués donnés, dont nous désignerons les longueurs par 2a1 et

l’ellipse qui a pour axes DD', EjE',, rapportée à ces axes, est 
représentée par la même équation. Il en résulte que les ordon
nées MP, M,P, qui correspondent à une même abscisse OP, 
sont égales entre elles. Imaginons que, par le procédé indiqué 
au n° 149, on ait construit différents points de l’ellipse DE,!)7,

GÉOM. AKALTT. 11

26'. L ’équation de l’ellipse, 
rapportée à ces deux diamè
tres conjugués, est

X 2 M*

Par le centre menons la 
droite EjE7, perpendiculaire 

à Diy et prenons OE, =  OE;



dont on connaît les axes; soit Mt l ’un de ces points, MJ‘  son 
ordonnée; si par le point P on mène PM parallèle à OE et 
égale à PM„ on aura un point M de l’ellipse demandée. Chaque 
point de la première ellipse donnera un point correspondant 
de la seconde. Ceci revient à déformer la première ellipse en 
faisant tourner chaque ordonnée PM, autour de son pied P 
d’un angle constant.

Le même mode de transformation s’applique à la tangente. 
La tangente au point M est représentée par l’équation

xX  j/Y
_____ u . 2__—  i
a/s

en coordonnées obliques ; cette équation représente aussi la 
tangente au point M, en coordonnées rectangulaires. Ces deux 
tangentes coupent le prolongement du diamètre DD au même 
point T , dont on obtient l ’abscisse en faissant Y  =  o.

Au lieu de construire l’ellipse par points, comme nous l ’avons 
expliqué, on pourrait déterminer d’abord les axes de l’ellipse, 
et construire ensuite cette ellipse au moyen de ses axes. La 
détermination des axes dépend du théorème suivant.

1 7 2 —  Deux diamètres conjugués quelconques déterminent 
sur une tangente fixe PQ deux segments DP, DQ, dont le pro
duit est constant et égal au carré du demi-diamètre OE parallèle 
à la tangente (fig. 108).

Si l’on prend pour axes des 
coordonnées le diamètre OD, 
qui passe par le point de con
tact et le diamètre conjugué 
OE, et si l ’on appelle a1 et V  
les longueurs de ces demi- 
diamètres, l’équation de l ’el
lipse est
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S o i e n t

a'* b 1* ** 

y —  m x, y —  m'x

les équations de deux diamètres conjugués OA, OB; d’après la 
remarque faite au n° 160, les coefficients angulaires seront liés
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par la relation n i t i i t . — Si, dans ces équations,on fait x = a r, 

on trouve D P =  —  ma1, DQ =  m'a1; d’où

D P x D Q = —  mm'a1* =  b'*.

1 7 3 - 0 n démontre facilement ce théorème quand on con
sidère l’ellipse comme la projection d’un cercle. Soient OA,, 
OB, (fig'. 109) deux diamètres rectangulaires du cercle, P,Q, la 
tangente en un point quelconque M, ; menons le rayon OM, et 
le rayon ON, parallèle à la tangente ; dans le triangle rectangle

PiOQ,, on a

M,P, x  M,Q,= 0M,S == ON,*. 

Quand on projette la figure, les dia
mètres 0A „ OB, donnent deux dia
mètres conjugués de l ’ellipse, la tan
gente P,Q, une tangente à l’ellipse et 
la droite ON, une parallèle à cette 
tangente; les droites M,P,, M,Q„ 0N„ 

étant parallèles, ont des projections MP, MQ, ON qui leur sont 
proportionnelles ; on a donc aussi entre ces projections la re-

latio
MP.MQ =  ON8.

1 7 4 —  Supposons que les deux diamètres conjugués OA et 
OB soient les axes de l’ellipse (fig. 108). Le cercle décrit sur PQ 
comme diamètre passe par le point O, et l’ordonnée DH, per
pendiculaire à PQ, est égale à OE. Il en résulte un moyen facile 
de construire les directions des axes, quand on connaît deux 
diamètres conjugués OD et OE. Par le point D on mènera une 
parallèle à OE ; cette parallèle sera tangente au point D ; on 
élèvera sur cette droite une perpendiculaire DH égale à OE, et 
on décrira un cercle ayant son centre sur PQ et passant par les 
points O et H ; les droites OP et OQ qui vont du centre aux deux 
points P et Q, où le cercle coupe la tangente, donneront les 
directions des axes.

1 7 5  — Il reste à déterminer les grandeurs des axes. Des 
relations

a * - j - & s = a / s - i - 6 /s , a b — a ' b 1 sin 6 ,



démontrées aux n«» 162 et i 63, on déduit 

(a— 6 )s = a /j-+-6/s— za'b1 sin 0 = a'* -t- b't— aa'b1 cos

(a- I -  b)t= a'2 -+- b11+  -lalb' sin 0 =  a /s -+- b\— ia!b' cos ^ ■+ 9̂ .

Comme on peut supposer que 0 désigne l’angle aigu des dia
mètres conjugués, on voit par ces formules que la longueur 
a —  b est le troisième côté d’un triangle dont les deux autres

côtés sont égaux à a' et à b1 et dont l’angle compris est -  — 0.
2

Ce triangle est le triangle ODH (fig. 108) ; car l’angle ODH est

égal à - — 0, et les deux côtés DO et DH sont égaux à a' et b1 ;

ainsi le troisième côté OH donnera a —  b. De même a -t- b est 
le troisième côté d’un triangle dont les deux autres côtés sont 
égaux à a1 et à V  et l’angle compris supplémentaire du pré
cédent ; ce triangle est le triangle ODK, que l’on obtient en 
prolongeant la perpendiculaire DH d’une longueur égale à  

elle-même ; le troisième côté OK donnera a  +  b. Si du point O 
comme centre, avec OH pour rayon, on décrit un cercle, la 
longueur Kl sera égale au grand axe 2a , la longueur KL au 
petit axe ib.

On peut remarquer que le grand axe OA est la bissectrice 
de l’angle HOK, le petit axe la bissectrice de l’angle supplé
mentaire.

EXERCICES.

1» Trouver le lieu des sommets des parallélogrammes construits sur les 
diamètres conjugués d’une ellipse.

3° Trouver le lieu du milieu des cordes menées par un même point dans 
une ellipse.

3° Une corde d’un cercle se meut parallèlement à elle-même ; par les 
extrémités on mène des droites parallèles à deux directions données ; trou
ver le lieu du point de rencontre des parallèles.

4» Parmi tous les parallélogrammes circonscrits à une même ellipse, les 
parallélogrammes construits sur deux diamètres conjugués ont une aire mi
nimum.

5° Parm i tous le s  parallélogram m es inscrits dans une même ellipse,
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ceux dont les diagonales forment un système de diamètres conjugués ont 
une aire maximum.

6° De toutes les ellipses inscrites dans un même parallélogramme, quelle 
est la plus grande ?

7° De toutes les ellipses circonscrites à un même parallélogramme, quelle 
est la plus petite ?

8° Parmi tous les systèmes de diamètres conjugués de l’ellipse, les 
axes forment une somme minimum et les diamètres conjugués égaux une 
somme maximum.

9° Inscrire dans l’ellipse une corde de direction donnée telle que la 
somme de sa longueur et de la distance de son point milieu au centre soit 
maximum. Trouver le lieu du milieu de celte corde, quand la direction 
varie. .

io° Une droite se meut parallèlement à elle-même dans le plan de deux 
autres ; on prend sur elle un point tel que la somme des carrés de ses dis
tances aux intersections avec les droites fixes soit constante : quel est le 
lieu décrit par le point ?

ii» Étant données deux ellipses quelconques, on peut déterminer deux 
directions parallèles à la fois à deux diamètres conjugués de l’une et de 
l’autre ellipse ; par les points communs aux deux courbes passe une troi
sième ellipse dans laquelle les diamètres conjugués égaux seront parallèles 
à ces deux directions.

13° Une ellipse tourne autour de son centre; aux points oii elle coupe 
une droite fixe on mène des tangentes à la courbe ; trouver le lieu du point 
d’intersection de ces tangentes.

i 3° On donne un cercle et une droite fixe passant par son centre ; une 
droite mobile égale au rayon s’appuie par une de ses extrémités sur le 
cercle, par l’autre sur la droite ; trouver le lieu décrit par un point de la 
droite mobile.

i 4* Trouver l’aire de l’ellipse définie par l’équation

AÆ’ -t -B x y -t-C y *  =  i .

i 5° Un triangle étant inscrit dans une ellipse, si on appelle R le rayon 
du cercle circonscrit, et d , d', d” les demi-diamètres parallèles aux côtés,

«  o  d d ' d "on a R =  — — .
a b

i6« Un rectangle quelconque étant circonscrit à une ellipse, le parallélo
gramme qui a pour sommets les points de contacta un périmètre constant, 
et deux côtés consécutifs font avec la tangente des angles égaux.

170 A partir d’un point quelconque d’une ellipse on porte sur la nor-
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k*
m a ie  u n e  lo n g u e u r  é g a le  à  — , k  é t a n t  u n e  c o n s ta n te  e t  p  la  p e r p e n d ic u -

P
la i r e  a b a is s é e  d u  c e n t r e  s u r  la  t a n g e n t e  ; t r o u v e r  l e  l i e u  d e  l’ e x t r é m it é  d e  

c e t t e  d r o i t e .
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CHAPITRE V.

D e l ’iljp e rb o le .

1 7 6 — Construisons maintenant le lieu défini par l’équation

MÆ2+Nÿ2+ F ,= o , 

dans laquelle M et N ont des signes contraires. Nous suppose
rons M positif, N négatif et égal à —  N'. Si F, est égal à zéro, 
l’équation

Ma: •— N'y2 =  o, 
résolue par rapport à y, donne

4 /M " y—± y wx''
elle représente deux droites passant à l’origine. Le cas où F, 
est positif se ramène au cas où F, est négatif par la permu
tation des axes, ce qui revient à remplacer dans l’équation y 
par a; et cc par y ; nous poserons donc Ft —  —  H ; l’équation 
prend la forme

Ma;*—  N 'y ^ H ,

M, N' et H étant des constantes positives.
A chaque valeur de a; correspondent deux valeurs dey égales 

et de signes contraires ; l ’axe des x  est donc un axe de syrrlé- 
trie de la courbe ; il en est de même de l’axe des y. On en 
conclut que l’origine est centre de la courbe ; on peut démon
trer cette dernière propriété en observant que si l ’équation est 
vérifiée par les coordonnées x  et y d’un point, elle est vérifiée 
également par les coordonnées — a;et —  y du point symétrique.

— En résolvant l’équation par rapporta y, on obtient

y = ± V ~ w — '
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Pour que y soit réelle, il faut que la valeur numérique de x

soit supérieure à Portons donc sur l’axe X'X, à partir de

l’origine, deux longueurs, OA, OA/ égales à y / ^ ’ e t, parles

points A et A ', menons des 
parallèles à OY (fig. n o ) ;  la 
courbe n’a aucun point entre 
ces deux parallèles. Quand 
x — OA, l ’ordonnée y est nulle, 
ce qui donne le point A ; si 
l ’on fait croître x  indéfiniment 

à partir de OA, la valeur nu- 
Fifî uo jnérique de y croît aussi indé

finiment à partir de zéro ; on a ainsi deux arcs infinis AD et A iy.
En faisant varier x  depuis —  OA/ à —  co , on obtient deux 

autres arcs infinis A 'E, A'E', symétriques des précédents par 
rapport à OY. Ces quatre arcs constituent les deux branches de 
l’hyperbole, qui admettent pour axes de symétrie les deux 
droites X'X, Y 'Y . Le premier de ces axes rencontre seul la 
courbe, on l’appelle axe transverse ; le second est l ’axe non 
transverse ou imaginaire; les points A et A7 sont les deux

sommets de la courbe. Si l ’on pose, pour abréger, a =  y/j-j’ 

6= 1 / 5 ; ,  l’équation se mèt sous la forme

v ' a2 62
Les dimensions de l’hyperbole dépendent uniquement des 

deux lignes a et b ; on dit que ces deux paramètres sont les 
longueurs des demi-axes de la courbe, le premier est le demi- 
axe réel, le second le demi-axe imaginaire.

'1 7 $  —  Les carrés des ordonnées perpendiculaires à l axe 
transverse sont proportionnels aux produits des segments cor

respondants formés sur cet axe.
En effet, de l’équation (i) on déduit

y1 _If _____T____ —  — »
cc2— a* a*’ 0U (cc-f-a)(cc— a) a*



donc - # F -
A 'P x A P  a*

1 7 9  —  Asymptotes. —  Nous avons vu (n° i 3o), que, quand 
l’origine des coordonnées coïncide avec le centre de l’hyper
bole, on obtient l’équation des asymptotes en supprimant le 
terme constant dans l’équation de la courbe. Les deux asymp
totes RR', SS' auront ici pour équation

i \ ** »* b 
à ? ~ b * = ° ’  o u  y z = ± a x '

On peut vérifier aisément que la différence MN des ordon
nées de la droite OR et de l’arc AP a pour limite zéro ; car 
cette différence a pour expression

b . ---------- ab
-  [x —  yjx*— a‘) = -------------, • •

a x+y/xi— a*
L’arc AD est compris dans l’angle ROX et se rapproche indé

finiment de la droite OR, qui est son asymptote. Les droites 
OR7, OS, OS7 sont de même les asymptotes des arcs A7E7, A7E, 
AD7. D’après l’équation (2), on voit que les asymptotes R R, S7S 
sont les diagonales du rectangle construit sur les axes.

* 8 0 — Hyperboles conjuguées.— Deux hyperboles sont dites 
conjuguées lorsque, ayant même centre et mêmes axes, l’axe 
réel de l’une est axe imaginaire de l’autre. Ainsi Fhyperbole 
proposée a pour conjuguée une autre hyperbole ayant pour 
axe transverse b et pour axe imaginaire a (fig. m ) .  L ’équation 
de cette seconde hyperbole est évidemment

/ox «■ y ' ~
â ' ~ v --------I -

Deux hyperboles conjuguées ont les mêmes asymptotes,

puisque le rectangle construit 
sur les axes est le même pour 
les deux courbes. L’une des 
courbes est comprise dans les 
deux angles ROS7, R7OS opposés 
par le sommet, la seconde dans 
les deux autres angles ROS, 
R7OS7„
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* 8 1 — Hyperbole équilatère. —  On dit qu’une hyperbole est 
équilatère lorsque les axes a et b ont même longueur. Dans ce 
cas, le rectangle des axes devient un carré, et les asymptotes 
sont perpendiculaires entre elles ; l ’hyperbole conjuguée est 
égale à la première ; on l’obtient en faisant tourner celle-ci 
d’un angle droit autour de son centre.

L’hyperbole dont les axes sont a et b peut être construite au 
moyen de l’hyperbole équilatère dont l’axe est a, comme on a 
construit l’ellipse ayant pour axes a et b au moveh du cercle 
de rayon a, c’est-à-dire que la première hyperbole peut être 
regardée comme la projection orthogonale de la seconde. Mais 
cette considération n’est d’aucune utilité dans les constructions 
graphiques relatives à l ’hyperbole, parce que le tracé d’une 
hyperbole équilatère n’est pas plus simple que celui d’une 

hyperbole quelconque.
1 8 2  —  Soient x  et y les coordonnées d’ un point quelconque 

du plan; considérons le polynôme

a2 6*
Pour un point M appartenant à la 
courbe, ce polynôme est égal à 
zéro; si l’on fait marcher un point 
P à partir de M sur une parallèle à

V1
l ’axe transverse AA' (fig. 112), le terme conserve une va-

/pi

leur invariable, tandis que le terme ^ d im in u e ou augmente,

suivant que le point P se rapproche ou s’éloigne de l’axe des y. 
Il en résulte que le polynôme a une valeur négative pour tous 
les points situés entre les deux branches de l’ hyperbole , et 

positive pour tous les autres points du plan.

TA N G EN TE .

1 8 3 —  L’équation de la tangente au point M, dont les coor

données sont x  et y, est
, 0 . xX(3) _ _ ^ _ I = o.



Pour construire cette droite, on peut déterminer le point T
(fig. 112), où elle coupe l’axe OX. Si, dans l’équation (3), on

2

fait Y=0, il vient X=OT — — ; on obtient cette longueur OT
par une troisième proportionnelle.

184— Le coefficient angulaire de la tangente a pour valeur
b'lx _ b

ô? “  /  a F
a V l - x >

Supposons que le point M décrive l’arc AD; en A le coefficient 
angulaire est infini, et la tangente perpendiculaire à l’axe 
transverse ; x  augmentant, le coefficient angulaire diminue
constamment et tend vers la limite - , coefficient angulaire

(X

de l’asymptote OR ; l’angle MTX diminue donc de  ̂ à ROX ;
en même temps la valeur de OT diminue de a à o; il en ré
sulte que l’asymptote est la position limite de la tangente quand 
le point de contact s’éloigne indéfiniment.

185 — Mener une tangente p ar un point extérieur P. — Si 
l’on appelle x l et y, les coordonnées du point P, les points de 
contact sont déterminés par l’équation de la corde des contacts
(A)14) "F 1 —
jointe à l’équation (1) de l’hyperbole.

En éliminant y, on obtient l’équation du second degré

H5 (S” “  f )  “ 2 ¥  + (1 +  =
dont les racines sont les abscisses des points de contact M et M' 
des deux tangentes menées du point P. La condition de réalité
des racines est ^  — Ko, c’est-à-dire que le point P
doit être placé entre les deux branches de la courbe. Si le 
point P est placé dans les angles des asymptotes qui compren-

CC ^ î/i^nent la courbe, le coefficient ^  étant positif, le produit
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des racines est positif; par suite, les deux racines sont de 
même signe, et les deux points de contact sur une même 
branche de la courbe. Au contraire, si le point P est dans l’un 
des angles ROS, R'OS7, il y a un point de contact sur chacune 
des branches.

18® — Tangente parallèle à une droite donnée. — En appe
lant m le coefficient angulaire de la droite donnée, on trouve, 
par un calcul analogue à celui du n° i55, que l'équation de la
tangente est ______
(5) y=m x±:yjatm1— bx.
Pour que le problème soit possible, il faut que la valeur de m’ 

6*
soit plus grande que , c’est-à-dire que, si la  droite donnée

Passe à l’origine, elle soit comprise dans l’angle ROS. Nous 
avons vu déjà (n° 182) que la valeur numérique du coeffi

cient angulaire d’une tangente est plus grande que -•
CL

1 8 7  — On ne peut mener à une hyperbole deux tangentes 
rectangulaires que lorsque l’angle ROS7 est moindre qu’un 
angle droit, c’est-à-dire lorsque a est plus grand que b; quand 
cette condition est satisfaite, le lieu du sommet d’un angle droit 
circonscrit à l’hyperbole a pour équation

x t - h y î — ai — bi ; 

c’est un cercle concentrique à la courbe.

D IA M È T R E S .

1 8 8  — Lorsque l’hyperbole est rapportée à ses axes, le dia
mètre qui divise en deux parties 
égales les cordes dont le coef
ficient angulaire est m a pour 
équation

HX 2W

y = tftnX

Si l’on désigne par m' le coeffi
cient angulaire du diamètre, on



a, entre la direction des cordes et celle du diamètre, la re
lation

(6) mm' —
'  a7

Cette relation montre que si l’on prend m/ pour coefficient 
angulaire des cordes, on trouvera m pour coefficient angu
laire du diamèlre; c’est-à-dire que si la droite Diy divise en 
deux parties égales les cordes parallèles à EE; (fig. i i 3), réci
proquement la droite EE/ divise en parties égales les cordes pa
rallèles à DIK. Ainsi les deux diamètres DD7, EE; sont tels que 
chacun divise en parties égales les cordes parallèles à l’autre ; 
ce sont deux diamètres conjugués.

L’hyperbole a une infinité de systèmes de diamètres conju
gués, puisque l’on peut prendre à volonté l’un des diamètres. 
La relation (6) exige que m, et m,1 aient le même signe ; si on

les suppose positifs, m variant de o à ^ , m' variera de °o à

le diamètre DD' tourne de OA vers l ’asymptote OR, et le dia
mètre EE; de OB vers la même asymptote. On voit ainsi que, ' 
des deux diamètres, l’un rencontre toujours la courbe, et que 
l’autre ne la rencontre pas. Les axes forment le seul syslème de 
diamètres conjugués rectangulaires, et l ’angle aigu de deux

diamètres conjugués varie de ^ à o.

On démontre comme pour l ’ellipse que la tangente FH en un 
point D de l’hvperbole est parallèle au diamètre EE' conjugué 
du diamètre ÜD7 qui passe au point de contact.

189 —  Deux hyperboles conjuguées et le système de leurs 
asymptotes admettent le même diamètre pour la même série 
de cordes ; car les équations des trois lieux

à* 6* ~  ’ a1 b% 

ne diffèrent que par le terme constant qui n’entre pas dans l ’é
quation du diamètre fi-h tn f^  =  o. Les trois lieux admettent 
aussi les mêmes systèmes de diamètres conjugués.

Si l’hyperbole est équilatère, la relation mm1 =  devient
a *
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mm'— i,  ce qui signifie que les angles DOX, EOX sont complé
mentaires, et, par suite, que les asymptotes sont bissectrices 
des angles des diamètres conjugués.

1 9 0 — Hyperbole rapportée à deux diamètres conjugués. —  
Si l ’on prend pour axes des coordonnées deux diamètres con
jugués d’une hyperbole, nous avons vu que l’équation de la 
courbe conserve la forme

Ma t̂ -+- Ny's =  H.

Prenons pour axes des x  le diamètre qui rencontre la courbe ; 
on peut supposer H positive, alors M sera positive et N néga
tive. La longueur du premier demi-diamètre est la distance 
OD du point 0  au point de rencontre du diamètre avec la

courbe; cette longueur a pour expression On ap

pelle longueur du second diamètre la quantité b' =

H _U
Si l ’on remplace M p a r ^  etN par l’équation précédente 

devient

t„\ x,t y/s(7) a/! 1 — o.

On peut arriver à ce même résultat par une transformation de
r OCt î / *

coordonnées; si l’on remplace dans l’équation — —  p — 1= 0  

les variables x  et y par les valeurs

x  = x '  cos a + y' cos fi, y — x ' sin a -f- y1 sin fJ, 

comme le terme constant ne change pas, et qu’on doit arriver 

à l 'équation (7), on en conclut que le polynôme devient
CL 0

jj/8 11/ ̂
identiquement ^  La même transformation appliquée à

✓p/t y/î
l’hyperbole conjuguée donnera ^  + 1 = 0 .  Le demi-dia

mètre imaginaire b' de l’hyperbole proposée dirigé suivant OY7 
a donc pour longueur la distance OE du point 0  au point E où 
la droite OY7 recontre l ’hyperbole conjuguée.
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as'* y1'  . V
a"  0U y ~ ± â 'x '

On en conclut que les diagonales du parallélogramme FHGK 
construit sur deux diamètres conjugués quelconques coïncident 
avec les asymptotes de l’hyperbole.

On peut vérifier directement, comme au no 179, que les
V

droites y' =  ±  sont les asymptotes.

Les côtés FH, GK du parallélogramme sont tangents à la 
première hyperbole, et les côtés FK et GH à l’hyperbole con
juguée, de sorte que le parallélogramme est circonscrit au sys
tème des deux courbes.

4 9 1  —  Si l ’on appelle a et p les angles que font avec l’axe 
transverse OX les deux demi-diamètres conjugués OD et OE, 
a1 et 6' leurs longueurs, on a entre ces quatre quantités varia
bles les trois relations

a/s cos* a a's sin* a 
â* 6» — l ’

b'*cos’Jï V* sin2 p _
~~a' b% —  '•

cos a cos (3 sin a sin p _
a 1 6* ° ’

les deux premières se déduisent des équations des deux hyper
boles conjuguées en coordonnées polaires, la troisième exprime 
que les deux diamètres sont conjugués.

Ces relations sont analogues à celles que nous avons trouvées 
pour l ’ellipse (nn 161); on pourra leur faire subir les mêmes 
transformations. La troisième relation se mettra sous la forme

a7 cos a a 's in  a t / f a '  cosa\2 fa ' sin a\2
_ a ____b _ V \  a )  ~ \  b )
(>/ ŝ n b' cos ^ / b̂- sin py  Çt'cosfiy  *

en continuant de la même manière, on trouvera

o;*cos*a— 6/!cos*p= a2, a/ssin2a— ÿ/*sin,p = — b1 ;
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L'équation des asymptotes deviendra par la même raison



Ainsi la différence des carrés des projections de deux diamètres 
conjugués quelconques sur chacun des axes est constante.

En ajoutant ces deux relations membre à membre, on ob
tient

a!%— 6/!= a 3— 6! ;

la différence des carrés de deux diamètres conjugués quelconques 
est constante et égale à la différence des carrés des axes.

On trouve aussi la relation

alV sin ((i —  a.) —  ab ;

d’où l’on conclut que l’aire du parallélogramme construit sur 
deux diamètres conjugués est constante et égale à l’aire du rec
tangle des axes.

De la relation all— b'%— a}— bï , il résulte que si a est diffé
rent de b, on ne peut avoir a' =  b’ ; l ’hyperbole n’a pas de 
diamètres conjugués égaux. Si, au contraire, l ’hyperbole est 
équilatère, on a toujours a ' =  V ; tous les systèmes de dia
mètres conjugués sont égpux .; ce qui s’accorde avec la remarque 
du n» 189, puisqu’alors les deux diamètres font avec l’asymptote 

des angles égaux.
192 —  L’hyperbole et ses deux asymptotes ayant le même' 

diamètre pour une même série de cordes, le milieu I de la 
corde MM7 est aussi le milieu de la corde NN7 (fig. i i 3). Donc 
Les portions MN, M7N7 d’une sécante comprise entre l ’hyperbole 

M ses asymptotes sont égales.
Si la sécante devient tangente, on a DF =  DH ; les portions 

d une tangente comprises entre le point de contact et les asymp
totes sont égales.

193 —  Supposons l’hyperbole rapportée à deux diamètres 
conjugués DD7, EE7, dont l’un EE7 est parallèle à une sécante 
donnée MN ; la courbe aura pour équation

et les asymptotes y71 =  ^ æ 71. Dans la figure n 3, ta secante 

MM7 coupantla même branche en deux points, le diamètre parai-
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M Î*= “7! (ÔP— a'x), Ni2= ^ 0 1 %U. d
et, par suite,

Ni 2— ou (NI— Ml) (MI +  MI)= b1* ;

mais N I— MI=:MN et N1+ M I =  MN ;

donc M N xM N ^ ft'*.

Lorsque la sécante coupe les deux branches de l’hyperbole, le 
diamètre parallèle rencontre la courbe, et l ’on arrive à un 
résultat analogue. Ainsi le produit des segments d’une sécante, 
compris entre un point de la courbe et les asymptotes, est égal 
au carré du demi-diamètre parrallèle à la sécante.

1 9 4  —  Connaissant les asymptotes RRr, SS7 et un point M 
de l'hyperbole, on peut obtenir au
tant de points de la courbe qu’on le 
veut (fig. n<î). Menons, en effet, par 
le point M une droite quelconque 
NMN ; cette droite coupe les asymp
totes en Net N7; si l’on prend sur cette 
droite une longueur N'M7 égale à NM, 
on aura un second point M7 de l’hy

perbole. On peut aussi déterminer les directions et les gran
deurs des axes. La courbe étant comprise dans les angle’s 
ROS, R'OS7, la bissectrice OA de ces deux angles sera l’axe 
transverse, et la perpendiculaire OB l’axe imaginaire. Menons 
QMQ7 perpendiculaire à OA, Taxe imaginaire b sera moyen 
proportionnel entre MQ et MQ'. En portant sur OB une lon
gueur OB égale à b, et en menant BC parallèle à OA, BC sera 
l'axe réel a. Pour construire la tangente en un point M; de la 
courbe, on mènera par ce point M'P parallèle à une asymptote, 
on prendra OG =  aOP ; la droite M'G sera la tangente de
mandée.

4 9 5  —  Lorsqu’on connaît les positions et les grandeurs de 
deux diamètres conjugués, on obtient aisément les axes.
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lèle E E 7 ne re n co n tre  pas la courbe ;  et l’on a



Soient, en effet, DD', EE7 (fig. i i 5) les deux diamètres, dont 
le premier est réel ; les diagonales du 
parallélogramme construit sur les 
deux diamètres sont les asymptotes; 
connaissant les asymptotes et un point 
D, on est ramené à la construction 
précédente.

IS M i— Cordes supplémentaires.—  On appelle cordes supplé
mentaires deux cordes MC, MC/ 
qui, partant d’un même point de 
la courbe, aboutissent aux extré
mités d’un même diamètre CC' 
(fig. 116). On démontrera comme 
nous l’avons fait au n° 168, pour 
l’ellipse, que deux cordes supplé

mentaires sont parallèles à un système de diamètres conjugués; 
^  que, réciproquement, si par les extrémités d’un diamètre on 
mène des droites parallèles à deux diamètres conjugués, ces 
droites se coupent sur l’hyperbole et forment un système de 

cordes supplémentaires.

HYPERBOLE RAPPORTÉE A SES ASYMPTOTES.

4 9 7  —  Si l’on prend pour axes des coordonnées les deux 
asymptotes de la courbe, l’équation ne renfermera pas de 
termes du premier degré, puisque l ’origine est au centre; elle

sera donc de la forme

A x '4- Bxy Cy* =  H.

Les droites parallèles à OY ne cou
pent la courbe qu’en un point; 
donc pour chaque valeur de x , y 
n’a qu’une valeur, ce qui exige que 
le coefficient C soit nul; par la 

même raison le coefficient A doit aussi être nul ; ainsi l’équa

tion se réduit à

(8) Bccy =  H, ou x y = ^ = k * .

GÉOB. AHALYT. 1 2
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Les axes étant pris comme l ’indique la figure, la constante ,,
b

est positive, puisque pour tous les points de la courbe les coor
données x  et y ont le même signe. On détermine facilement la 
constante k* lorsqu’on connaît les axes de la courbe ; en effet, 
l’équation (8) doit être vérifiée par les coordonnées de l’un 
quelconque des points de la courbe ; si l ’on considère en parti
culier le sommet A, on a, pour ce point

' '  i ' > . . i  ;  . « . . .  •

AI AB' \]a*-t-ô* ,, , . a2 +  62 x = y = O l — — = ---------» d ou  k’ = — Ç-—
2 2  4

On donne quelquefois à la constante A® le nom de puissance de 
l ’ hyperbole.

4 9 8  —  Quand l’hyperbole est rapportée à ses asymptotes, 
la tangente TT’ au point M, dont les coordonnées sont x  et y. a 
pour équation
(9) y X + a ;Y = 2 À :2.

On obtient l ’abscisse du point de rencontre de la tangente avec 
l ’axe OX en faisant dans cette équation Y = o ,  d’où

o
X =  OT =  —  =  9.x =  2OP ;

y
on reconnaît de nouveau que le point de contât M divise en 
deux parties égales la portion TT7 de la tangente comprise 
entre les asymptotes (n» 192).

AIRE D’üN SKGMENT HYPERBOLIQUE.

4 ®9 — Nous commencerons par établir le théorème qui sert 
ordinairement à l’évaluation des aires. Considérons l’aire 

comprise entre l’axe OX, une courbe, une 
ordonnée fixe AB, et une ordonnée mo
bile MP (fig. 118), correspondant à l’ab
scisse x ;  cette aire, que nous désignerons 
par S, est une fonction de la variable x ,  
dont nous nous proposons de déterminer 

la dérivée. Donnons à a: un accroissement A x = P P 7 assez
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petit pour que de x\I en M'l'ordonnée varie dans le même sens; 
par les points M et M' menons des parallèles MC, M D à Taxe 
OX ; l’accroissement AS de l’aire est plus grand que le parallé
logramme MPP/C, et plus petilque le paraléllogramme DPP'M'; 
le premier parallélogramme a pour mesure y. Acc.sin 6, 9 étant 
l’angle des axes, le second (y-\-Ay) Aæ .sin 6; on a donc

y . A x . sin 6 <AS<[y-\-Ay) A x . sin ô,

et, en divisant par Ax,

y sin 8 <  (y-t- Ay)sin0.

Supposons maintenant que l ’on fasse tendre A x  vers zéro ; le

rapport ~  est compris entre deux quantités, l’une y sin 6,

l ’autre ayant pour limite cette quantité; donc le rapport a aussi 
pour limite y sin 9. Ainsi la dérivée de l ’aire considérée comme 
une fonction de l ’abscisse est y sin 9. Réciproquement, l’aire S 
est une fonction primitive de y sin 9, considérée comme une 

fonction de x .
Quand les axes des coordonnées sont rectangulaires, la dé

rivée de l'aire est égale à y.
200 —  Considérons une hyperbole rapportée à ses asym

ptotes, et proposons-nous d’évaluer l’aire comprise entre 1 a- 
symptote OX, l’hyperbole, l ’ordonnée fixe AB correspondant à

l’abscisse a et l’ordonnée varia
ble MP correspondant à l’ab
scisse x  (fig. 1 19). De l’équation

(8) on déduit 2/ =  ̂ ,  et, par

suite,

S '= y s i n 9= /c, sin0X - '

Or -  est la dérivée de L x  ; donc 
x
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A4sin0x -  est la dérivée de &ssin0La:; on a ,  par conséquentOC
S = ft ’ sin 0Læ-+-C.

On détermine la constante C par la condition que l’aire soit 
nulle pour x = a ,  ce qui donne C =  —  ft’ sin 0La. On a ainsi

(10) S = 4*sin0(La;— L a )= A ’ sin0X L

L’abscisse a  restant constante, si Ton fait augmenter x  indéfi
nim ent, l ’aire S augmente aussi au-delà de toute limite. 
La même chose a lieu quand on fait tendre a vers zéro, 
x  restant fixe.

Dans le cas particulier où l'hyperbole est équilatère, on a 
sin 0 =  i ; si l’on suppose en outre À'* =  i , et que l’on compte 
l ’aire depuis l ’ordonnée qui répond à l’abscisse i ,  c’est-à-dire 
au sommet de la courbe, la formule précédente se réduit à

S =  L (*).

C’est à cause de cette propriété que l’on appelle aussi les loga
rithmes népériens logarithmes hyperboliques.

Si l’on suppose k =  i et a =  i ,  la formule (10) devient 

S =  sin 0 L (x).

On pourra prendre l’angle 0 de manière que S soit le logarithme 
de x  dans un système quelconque dont la base est plus grande 
que e.

E X E R C I C E S .

i° La base d’un triangle est fixe, la différence des angles à la base est

égale à -  ; on demande le lieu du troisième sommet du triangle.

a» Quel est le lieu des centres des circonférences qui interceptent des 
longueurs données sur les côtés d’un angle donné ?

3° On donne deux droites fixes, une droite mobile coupe les deux pre
mières de manière à former un triangle de grandeur constante ; on demande 
le lieu des centres de gravité de ces triangles.

40 Les sécantes menées de l’un quelconque des points d’une hyperbole 
à deux points fixes pris sur la courbe interceptent sur l’une ou l’autre 
asymptote des longueurs constantes.



5° Toute corde d’une hyperbole d iv is e  en deux parties égales la portion 
de l’une ou l’autre asymptote comprise entre les tangentes à ses deux 
extrémités.

6° Si, sur une corde d’une hyperbole considérée comme diagonale, on 
construit un parallélogramme dont les côtés soient parallèles respectivement 
aux asymptotes, l ’autre diagonale passera par le centre.

7° On donne un point fixe et une droite fixe; un angle de grandeur con
stante tourne autour de son sommet placé au point fixe; trouver le lieu du 
centre du cercle circonscrit au triangle formé par les côtés de l’angle et la 
droite fixe.

8* Un triangle ABC est inscrit dans une hyperbole; doux de ses côtés 
ont des directions invariables ; trouver le lieu du milieu du troisième côté.

9° Sur l’une des diagonales d’un rectangle prise pour corde on décrit un 
cercle ; trouver le lieu des extrémités des diamètres parallèles à la seconde 
diagonale.

io° Étant donnés un angle et un point fixe, par ce point on mène une 
sécante quelconque, et par les points où cette sécante rencontre les deux 
côtés de l’angle, on mène des droites respectivement parallèles à ces côtés; 
trouver le lieu du point d’intersection de ces parallèles.

ii° Trouver le lieu d’un point tel qu’en menant par ce point des paral
lèles aux asymptotes d’une hyperbole, l’aire du triangle formé par ces 
parallèles et l’hyperbole soit égale à une constante donnée.

ia° Trouver le lieu d’un point tel que l'une des bissectrices des angles 
formés par les droites qui joignent ce point k deux points fixes A et B, ait 
une direction donnée.

i 3» Toute hyperbole équilalère circonscrite à un triangle passe par le 
point de rencontre des hauteurs.

14° Étant donnée une ellipse, on mène deux diamètres conjugués quel
conques; trouver le lieu du point d’intersection de l'un d’eux avec une 
droite menée par un point fixe perpendiculairement à l’autre, ou, plus gé
néralement, avec une droite faisant un angle donné avcc le second diamètre.

'15° On donne deux droites A'A, B’B et un point O, du point O comme 
centre, avec un rayon arbitraire, on décrit un cercle; aux points de ren
contre du cercle avec les droites on élève des perpendiculaires à ces 
droites; trouver le lieu des points d’intersection de ces perpendiculaires.
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C H A P I T R E  VI
D e la  P arabole.

-• . •> - * ' , 1

201 — Le second des types auxquels on réduit l’équation 
générale du second degré est N y1 -t- P x =  o, ou 

(i) ÿ2 =  2px.

Le cas oi ip  est négatif se ramène au cas où p est positif par le 
changement du sens des x  positifs ; nous supposerons p po
sitif. On voit immédiatement que la courbe représentée par 
l’équation (i) est symétrique par rapport à l’axe des x  et qu’elle 
passe à l’origine. L’équation (i), résolue par rapporta y, donne 

y =  ±  \Jzpx.

Pour que l’ordonnée soit réelle, il est nécessaire que l’abscisse
soit positive; si l’on fait croître x  
de o à + c o , la valeur absolue de 
y croît aussi de o à oo ; on a ainsi 
deux arcs infinis AD et AI> qui for
ment la parabole (fig. 120).

La droite AX est l’axe de la para
bole; le point A en est le sommet; 
la longueur p , qui détermine la 
courbe, s’appelle le paramètre de 
la parabole.

2 0 2 — Construction de la courbe par points. — L’ordonnée 
MP du point M est moyenne proportionnelle entre la longueur 
constante 2p et l ’abscisse AP. Portons sur AX et dans le sens 
des x  négatifs une longueur AQ égale à 2p ; puis décrivons 
diverses circonférences ayant leurs centres sur QX et passant 
au point Q ; ces circonférences coupent de nouveau l’axe AX 
aux points P, P;, . . .  et la droite AY aux points N, N ',. . .  Par 
les points P, P '. . .  menons des perpendiculaires à l’axe AX ; 
par les points N, N7, . .. des perpendiculaires à AY; les points 
de rencontre M, M '.. .  appartiennent à la parabole.
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2 0 3  —  Des relations

MP2= 2p x A P ,  M7P72= 2 p X A P /, .

MP2 * AP
on déduit . rr--

M'P' A1>

Les carrés des ordonnées perpendiculaires à l’axe de la pa
rabole sont proportionnels aux segments de l’axe compris entre 

le sommet et les ordonnées.
2 0 4 — Par le point M de la courbe menons une parallèle à 

l’axe, et imaginons qu’un point mobile parcoure cette paral

lèle. Si dans la fonction
y*—  2 px

on remplace x  et y par les coordonnées du point mobile, cette 
fonction se réduira à zéro, lorsque le mobile sera en M, elle 
aura une valeur positive pour une position du mobile exté
rieure à la courbe et une valeur négative pour une position 

intérieure.
2 0 5 — Nous avons vu que les branches infinies de l’hyper

bole ont des asymptotes ; il n’en est pas de même de la para
bole. Et, d’abord, puisque y augmente indéfiniment avec x ,  
il n’y a pas d’asymptote parallèle à l’axe de la parabole. En 
second lieu, soit yl =  ax  -+- 6 l’équation d’une droite quel
conque oblique à l’axe, la différence des ordonnées des points 
de la droite et de la courbe qui correspondent à une même 

abscisse est égale à __
a x +  b —  ^ïpx

et peut se mettre sous la forme

Quand x  augmente indéfiniment, le premier facteur augmen
tant indéûniment, et le second tendant vers la valeur a diffé
rente de zéro, le produit augmente indéfiniment. Donc il n y a 

pas non plus d’asymptote oblique à l’axe.

TANGENTE.

2 0 6 — La tangente au point M, dont les coordonnées sont®
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e t  y ,  a  p o u r  é q u a t i o n

(2) y Y = p ( \ + x ) .

Soit T le point où la tangenfe rencontre l’axe de la parabole 
(fig. 121); si dans l’équation (2) on 
fait Y= o, on trouve X= — x ;  donc 
AT =  AP. Ceci donne un moyen fa
cile de construire la tangente à la 
parabole en un point donné M ; on 
abaissera la perpendiculaire MP sur 
l’axe, on prendra AT =  AP et l’on 
joindra les points M et T.

207 — Mener une tangente par un point extérieur M,. — 
Soient o:, et y, les coordonnées du point M, ; les points de con
tact seront déterminés par l’équation de la corde des contacts
(3) yly = p ( x - ‘r x l), 

jointe à celle de la courbe (1); on en déduit

y = y l ± \ ly ï —  ?-pxl , * =
ces valeurs sont réelles toutes les fois que le point M, est exté
rieur à la courbe.

Pour construire la droite MM', on cherche les points où elle 
coupe les axes des coordonnées; si, dans l’équation (3), on fait 
y — o, on trouve x  ——x lf c’est-à-dire que AI est égal à AP,;.
si l’on fait x  =  0, on trouve y =  ̂ £1 • on obtiendra le point K
par une quatrième proportionnelle.

2 0 8—Tangente parallèle à une droite donnée.—Si l’on dé
signe par m le coefficient angulaire de la droite donnée, l’équa
tion |  =  m , jointe à celle de la courbe, détermine les coor-

V Vdonnées du point de contact y = -  , x  =  ~  • On en déduit
Wl 2  ÏÏl

l’équation de la tangente
(4) Y =mX +  -2-.w 2 m



2 0 9  —  Normale. —  La normale MN en un point M de la 
parabole, dont les coordonnées sont x  et y, a pour équation

(5) Y —  y =  —  ^ (X —  x ).

En y faisant Y = 0 , on obtient l’abscisse du point N où elle ren
contre l’axe ; on trouve

P N = X —  x  =  p.

Ainsi, dans la parabole la sous-normale PN est constante et 
égale au paramètre p.

D IA M È T R E S .

210  —  En appliquant l’équation générale des diamètres 
des courbes du second degré à la parabole dont l’équation est 

V2 —  2px =  o, on obtient l’équation

(6) my— p = o, ou ÿ =  ̂ '

On retrouve cette propriété déjà démontrée au n° i 34 , savoir 
que tous les diamètres de la parabole sont parallèles à l ’axe. 

Comme on peut prendre le coefficient angulaire m des cordes

de manière que — ait telle valeur que l ’on voudra, il en résulte 
1 m

que, réciproquem ent, toute parallèle à 
l’axe est un diamètre.

Soit A' le point de rencontre du dia
mètre et de la courbe (fig. 122); l’ordon-

7)
née du point A; étant égale à ^  et le coef

ficient angulaire de la tangente en ce point 

ayant pour valeur^* c’est-à-dire m, on en

conclut que la tangente à l’ extrémité d’un 

diamètre est parallèle aux cordes que ce diamètre divise en 

deux parties égales.
2 1 1  —  Parabole rapportée à l’un de ses diamètres et à la 

tangente à son extrémité. —  Nous avons vu (n° i 3p) que, lors
qu’on prend pour axes des coordonnées un diamètre A'X' et la
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tangente A 'Y' à son extrémité, l ’équation de la parabole prend
la forme

(7) y' =  ^ x .

Si Ton appelle a et b les coordonnées du point A' par rapport 
aux axes primitifs, et que l’on mène AP' parallèle à A'T, on 
sait que l ’on a A'P7 =  A T = A P ; les coordonnées du sommet A 

par rapport aux nouveaux axes sont donc a et —  V4a’ -t- 6* ; 
comme elles doivent vérifier l’équation (7), on en déduit

, +  b' 4«s +  2 paip ' =  - -------- —  — 2p + 4a.a a r
On a ausi

p' —  =  TN
v 2AT TP

Si l’on désigne par 6 l’angle Y'A'X' des nouveaux axes, dans 
les triangles rectangles NA'T, NA'P, on a

T N = ^ .  A ' N = - ^ ,  
sin0 sin 6

d’où n/ —  TN =  — == — *
v sin 6 sin G

2 1 2  —  La parabole, rapportée à un diamètre A'X et à la 
tangente A'Y (fig. 123), ayant pour équa
tion y * = 2 p 'x , il est évident que l ’équa
tion y Y = p , [X-+-x) représentera, soit la 
tangente au point M, si x  et y désignent 
les coordonnées de ce point, soit la corde 
des contacts des tangentes issues d’un point 
extérieur, si x  et y désignent les coordon
nées de ce point extérieur.

Les tangentes aux deux extrémités M et 
Fig. 123. M' d’une corde coupent le diamètre en un 

même point T, tel que A'T =  AI. Il en résulte que la droite 
des contacts MM', relative à un point extérieur T, est divisée
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en deux parties égales par le diamètre TX qui passe en ce point, 
et que, de plus, on a A'I =  A 'T.

Ceci donne le moyen de construire un parabole par points, 
lorsqu’on connaît deux tangentes TM, TM7, et les points de 
contact M et M7. On mène la corde MM7, on joint le milieu I au 
point T, le milieu A' de la droite TI est un point de la courbe, 
et la tangente en ce point est parallèle à MM7. A l ’aide de la 
tangente A'T7, qui touche la courbe en A7, et de chacune des 
tangentes données, on déterminera deux nouvelles tangentes 
avec leurs points de contact ; et ainsi de suite. Cette méthode 
est fréquemment employée pour raccorder deux droites par 
un arc de parabole, lorsqu’on ne peut se servir d’un arc de 
cercle, c’est-à-dire lorsque les distances TM et TM7 ne sont pas 
égales.

A IR E  D ’üN SE G M E N T  P A R A B O L IQ U E .

2 1 3  —  Proposons-nous d’évaluer l’aire S du triangle mix- 
hligne ATM (fig. 123). Si l’on considère cette aire comme une 
fonction de l’abscisse du point M, la dérivée S' est donnée par 
la formule

4.
S7= y s i n 0 =  y^2p'a;.sin0 =  ^2p7.sin8.a: .

On en déduit

S = ^ y ,2p/.s in 0 .x î -|- C.

La constante C est nulle puisque l’aire se réduit à zéro pour 
x ~ o .  On a ainsi

S =  ̂ x\j2 p 'x—  sin 6=^#1/sin 0.

L’aire S est égale aux deux tiers du parallélogramme A'IMN ; 
et, par suite, l’aire du triangle mixtiligne A7NM est le tiers du 
même parallélogramme.

E X E R C I C E S .

i°  Lieu du sommet d’un angle circonscrit à la parabole, et tel que le 
triangle formé par les côtés de l’augle et Tare de parabole ait uoe aire con
stante.
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a» Lieu des points desquels on peut mener à une parabole deux normales 
rectangulaires.

3» Une sécante tourne autour d’un point fixe pris sur l’axe d’une para
bole; par les points où elle coupe la parabole on mène des normales ; trou
ver le lieu du point de concours de ces normales.

4» Une parabole se meut parallèlement à elle-même, de manière que son 
sommet décrive la parabole dans sa position initiale ; du sommet de la pa
rabole fixe on mène des tangentes à la parabole mobile ; trouver le lieu des 
points de contact.

5° Lieu du point tel que la somme des carrés des normales menées de 
ce pointa uue parabole donnée soit constante.

6» Étant donnée une courbe du second degré inscrite dans un angle, on 
mène une tangente quelconque à cette courbe; trouver le lieu du point de 
concours des médianes ou des hauteurs du triangle formé par la tangente 
mobile et les côtés du triangle ; trouver aussi le lieu du centre du cercle 
circonscrit au même triangle.

7° Étant donnée une ellipse, par un point fixe on mène deux droites rec
tangulaires quelconques, et au point où ces droites rencontrent l’ellipse on 
mène des tangentes à cette ellipse ; trouver le lieu des points de rencontre 
de ces tangentes.

8° Même problème, quand on remplace les droites rectangulaires par des 
droites parallèles à deux diamètres conjugués d'une autre ellipse donnée.

9“ Un angle de grandeur constante tourne autour de son sommet placé 
sur une courbe du second degré donnée; aux points où les côtés de l’angle 
rencontrent la courbe on mène des tangentes à cette courbe. Trouver le lieu 
des points de rencontre de ces tangentes.

io« Trouver le lieu du centre d’un triangle équilatéral formé par trois 
tangentes ou par trois normales à une parabole.

n» L’aire d’un triangle qui a pour sommets les points de contact de 
trois tangentes à une parabole est le double de l’aire du triangle formé

par ces tangentes et a pour expression ±  {y'— y") {y" — y'") {y'"— y'), en

désignant par y’, y", y'" les perpendiculaires abaissées des sommets du 
triangle sur l’axe.

ia“ On mène une tangente quelconque à une hyperbole, on joint les 
points où elle coupe les asymptotes respectivement à deux points fixes; trou
ver le lieu du point de concours des deux droites.

i 3» Mener à une parabole une normale telle que l’aire comprise entre 
cette normale et la courbe ait une valeur minimum.
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CHAPITRE VII
Foyers et d irectrices.

2 1 4  —Proposons-nous d’abord la question suivante : Étant 
donnés un point F et une droite DE (fig. 124), trouver le lieu 

du point dont les distances au point et à 
la droite donnés sont entre elles dans un 
rapport constant.

Traçons dans le plan des axes rectan
gulaires quelconques ; appelons a et 
P les coordonnées du point F, et soit 
m x+ny +  h =  o l’équation de la droite 
DE ; les distances d’un point quelconque 
M du plan au point F et à la droite DE 

sont données par les formules

MFsi l’on désigne par k le rapport constant le lieu aura pour 
équation

- p ,  , = r < » * + » » + w
\ I r i  m i  _|_  n t

Ce lieu est une courbe du second degré. La quantité B4—4AC 
qui sert à distinguer l’espèce de la courbe, étant égale à 
4{k1—1)_, la courbe est une ellipse, une parabole ou une hy
perbole, suivant que le rapport k est inférieur, égal, ou supé
rieur à l’unité.

215 — Réciproquement, étant donnée une courbe du se
cond degré, nous nous proposerons de chercher s’il existe 
dans le plan de la courbe un point fixe F et une droite fixe DE, 
tels que le rapport des distances de chacun des points de la 
courbe au point F et à la droite DE soit constant. Si l’on trouve



un point et une droite jouissant de cette propriété, le point 
s’appellera foyer de la courbe, et la droite directrice.

On peut énoncer la question d’une autre manière : les axes • 
des coordonnées étant quelconques et faisant entre eux un 
angle 0, supposons qu’on ait trouvé un point F ayant pour 
coordonnées a et p et uüe droite DE ayant pour équation

MF
m x -h n y + A = o ,  tels que le rapport soit égal a une

quantité constante k ; la distance MP d’un point M de la courbe 
dont les coordonnées sont x  et y à la directrice DE ayant pour

expression on lllta
y m '-h n 1— nmm cos 0

k[mx-\-ny->rK) sin 9 
Mr = H — -  — •

\m i-+-ni—  2 mn cos 6

Ainsi la distance d’un point quelconque M de la courbe au 
foyer F s’exprime par une fonction entière et du premier degré 
des coordonnées x  et y du point M.

2 1 © —  Inversement, si un point fixe F jouit de cette pro
priété que sa distance à un point quelconque M de la courbe 
s’exprime par une fonction entière et du premier degré des 
coordonnées a; et y  du point M, ce point F est un foyer, c’est- 
à-dire qu’il existe une droite DE telle que le rapport des distan
ces de chacun des points de la courbe au point F et à la droite 
DE soit constant. En effet, supposons que l’on ait 

F M =  ±  {mx -f-ny -+- h), 

en désignant par m x-{-ny-\-h  une fonction entière et du 
premier degré des coordonnées x  et y du point M. Considérons 
la droite DE qui a pour équation

m x-\-ny~\-h =  o; 

la distance du point M à cette droite est donnée par la formule

Mp_± { m x  -l- ny+ h) sin 6

V»»2 4-n* —  2 mn cos 0 ’

on a donc Vm*+n> —  2mncos0.
Mp ü ï ï ï  

Ainsi le rapport des distances de chacun des points de la
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courbe au point fixe F  et à la droite fixe DE est constant; le 
point F est donc un foyer de la courbe, et la droite DE la di
rectrice correspondante.,En désignant par k la valeur du rap
port constant, on a ÆsinO—\ /m ! 4 - n î —awmcosO.

Voilà pourquoi on définit souvent le foyer d’une courbe du 
second degré un point fixe F, tel que sa distance à un point 
quelconque M de la courbe s’exprime par une fonction entière 
et du premier degré des coordonnées du point M. On obtient
1 équation de la directrice en égalant cette fonction à zéro.

Il est évident à priori que cette propriété algébrique du 
foyer est indépendante de la position des axes des coordonnées 
dans le plan ; car une fonction entière et du premier degré 
conserve ce même caractère quand on change les axes des 
coordonnées.

Si l’on prend l’axe des y parallèle à la directrice, l’axe des x  

étant quelconque, l’équation de la directrice devant se réduire 
a la forme m x -\ -h = .o , le coefficient n sera nul et la distance 
du foyer à un point quelconque M de la courbe s’exprimera 
Par une fonction entière et du premier degré ± (m x -\ -h ) de
1 abscisse x  du point M.

On voit par là que la recherche du foyer et de la directrice 
dans les courbes du second degré revient à la détermination 
d un point F, tel que sa distance à un point quelconque M de 
la courbe s’exprime par une fonction entière et du premier 
degré des coordonnées a: et y du point M. Supposons les axes 
rectangulaires, et soit
(*) A x ’ - h B x y - h C y t - h ü x - i- E y - h F ^ o

1 équation d’une courbe du second degré donnée. Appelons a 
et p les coordonnées du foyer cherché, les coordonnées de 
chacun des points de la courbe devront vérifier l’équation

\](x—a)s •+- (y — P)* =  ±  (m x 4- ny 4- h),

(2) ou (a: — a)*4- [ y —P* — (m x 4 - ny 4-h)* =  o.
Les équations (i) et (2), représentant toutes les deux la même 
courbe, sont identiques, c’est-à-dire que les coefficients des 
termes correspondants doivent être proportionnels ; on aura
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donc pour déterminer les cinq inconnues a, p, m, n, h,  les 
cinq équations

,, i — m ’_ - im n _ \  —  m _ — 2 (<x-hmh) — 2(Ç> +  nh)

A B C — D ~ ---- g----- —-----F
Afin de faciliter le calcul, nous considérons séparément les 
trois courbes du second degré rapportées aux systèmes d’axes 
rectangulaires qui ont servi à simplifier leurs équations.

F O Y E R S  E T  D IR E C T R IC E S  D E L ’ E L L IP S E .

8 1 7  —Soit
,,s x* y'
(4) - + F - i _ o

l’équation d’une ellipse donnée rapportée à ses axes. Cette 
équation ne contenant pas de terme en x y , il faut que le coef
ficient —amn de ce terme dans l’équation (2) soit nul, ce qui 
exige que l’on ait soit n=o, soit m = o .  Supposons d’abord 
n = o; les coefficients des termes du premier degré devant 
être aussi nuls, on aura, o t - h m h = o , (i =  o, et les équations 
(3) se réduiront à

a* (1 — m’) =  6, =  /is—a*.
■> r , .. a* —  b’On en déduit m ' =  ——— ; comme on peut toujours supposer

m positif, sans quoi on chargerait les signes des coefficients
m , n, h dans l’équation (2 ), on prendra m  =  . Si,a
dans l’équation o‘(i — m ')= z h '— a', on remplace h par sa va
leur tirée de l’équation a - i -  m h=o,  on trouve a }~ a ' — b 
d’où a= ± z\Jat —  b', h =  ^ za .

On obtient ainsi deux foyers F et F/ (fig. i 2 5) situés sur le
grand axe et à égale dis
tance de part et d’autre 
du centre. Pour les déter
miner, de l’extrémité B du 
petit axe comme centre, 
avec un rayon égal à  a, 
on décrira un cercle; les 
points F et F7 où ce cercle
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FOYERS ET DIRECTRICES, 
coupe le grand axe, sont les foyers. Si, pour abréger, on pose

— !>1 =  c,,onaa =  ± c))ii=^) ft =  +  fl; les signes supé
rieurs se rapportent au foyer F, les signes inférieurs au foyer 
F'. On sait que l’on a l’équation de la directrice en égalant à 
zéro le polynôme m x - h n y + h ;  cette équation se réduit à 
c a’*iTa=o, ou x = ± — On obtient ainsi deux directrices ;

C

au foyer F correspond la directrice DE qui a pour équation 
_ a1

x —  — 5 au foyer F7 la directrice D/E/ qui a pour équation
Qi

x ~ -----Ces directrices sont perpendiculaires au grand axe
et à égale distance du centre ; la détermination du point D 
dépend d’une troisième proportionnelle; on la construit de la 
manière suivante : sur le grand axe comme diamètre décri
vons un cercle, par le foyer F élevons une perpendiculaire à 
cet axe, et au point N où la perpendiculaire coupe le cercle, 
menons une tangente au cercle; le point où cette tangente 
rencontre le grand axe est le point D.

Nous avons vu aussi que le rapport constant des distances 
de chacun des points de la courbe au foyer et à la directrice 
correspondante est égal à yjmt+ n i, en coordonnées rectangu
laires ; on a donc lc =  m =  c-. Le rapport  ̂est ce qu’on appelle
excentricité de l’ellipse.

218 — Supposons maintenant m =o; les coefficients des 
termes du premier degré devant être nuls, en aura a =  o, 
$ -f- nh =  o, et les équations (3) se réduisent à

a '= z b '[ i— n ' ) = h ' — p .
On en déduit

V'6S —  a» ,, n—---------
n =  -—̂ ( ü = ± ;  V&- — a \ h =  =pb.

Pour obtenir ces nouvelles solutions, il suffit de permuter dans 
les premières les lettres a et b, m et n , a et (3. Comme nous 
avons supposé a plus grand que b, ces deux solutions sont
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imaginaires. Ainsi on peut attribuer aux constantes quatre sys
tèmes de valeurs qui rendent identiques les équations (2) et (4); 
mais il n’y a que deux de ces systèmes qui donnent des foyers 
et des directrices réels.

T H É O R È M E  I .

2 1 9  -  L a  somme des distances de chacun des points de 
l'ellipse aux deux foyers est constante.

La distance d’un foyer à un point quelconque M de la courbe
a pour expression ±  (m x -\-ny -f- h), c’est-à-dire ±  T a j  ■

Le signe — dans la parenthèse se rapporte au foyer F, le signe 
-+- au foyer ¥' ; on choisira le signe placé en avant de la paren
thèse de manière à avoir une quantité positive.

Dans l’ellipse, le rapport -  étant moindre que l’unité et
Ci

cccl’abscisse x  moindre que a en valeur absolue, le terme —
est plus petit que a en valeur absolue, et, par conséquent, la 
parenthèse a le signe du second terme. On prendra devant la 
parenthèse le signe — pour le foyer F et le signe -+- pour le
foyer F' ; on a ainsi

.«t. ex exMF =  a -----* MF7=aH----,
a a

d’où l’on déduit
MF-4-MF7 = 2a.

2 2 0  —  C o r o l l a i r e  I. L a  somme des distances d’un point 
intérieur à l’ellipse aux deux foyers est plus petite que le grand 
axe; la somme des distances d’un point extérieur est plus grande 
que le grand axe.

Considérons d’abord un point N (fig. 126) situé à l’intérieur 
de l’ellipse. Joignons ce point aux deux 
foyers et prolongeons la droite F'N 
jusqu’à sa rencontre avec l’ellipse en 

A M. Le point M appartenant à l’ellipse, 
la somme des deux rayons vecteurs 
MF-t-MF7 est égale au grand axe AA7; 

mais la ligne droite NF est plus petite que la ligne brisée
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NM+MF; eu ajoutant de part et d'autre la même longueur F'N, 
on voit que le chemin F 'N + N F  est plus petit que F'M-I-MF, 
c’est-à-dire plus petit que AA'.

Considérons maintenant un point P situé hors de l'ellipse ; 
la droite PF' rencontre l ’ellipse en un point M. La ligne brisée 
MP +  PF est plus grande que la ligne droite MF ; en ajoutant 
de part et d’autre la même longueur F'M, on voit que le chemin 
F 'P + P F  est plus grand que F'M-l-MF, c’est-à-dire plus grand 
que AA'.

Il est clair que les réciproques sont vraies. Si la somme des 
distances d’un point du plan aux deux foyers est plus petite que 
le grand axe, ce point est intérieur à l’ellipse. Si la somme est 
plus grande que le grand axe, le point est extérieur.

Il résulte de là que l’on peut considérer l ’ellipse comme le 
heu des points dont la somme des distances aux deux foyers 
est égale à aa. C’est ainsi qu’on définit l’ellipse en Géométrie 
élémentaire, et c’est sur cette propriété que repose la construc
tion de l ’ellipse par points, ou d’un mouvement continu, dont 
nous avons parlé au commencement (n° n ) .

—  C o r o l l a i r e  II. L’ellipse est le lieu des points égale- 
ment distants d’un foyer F et du cercle décrit de l ’autre foyer 
F' comme centre avec un rayon égal au grand axe. Si l’on joint

les foyers à un point 
quelconque M de l’ellipse 
et si l ’on prolonge le 
rayon vecteur F M d’une 
longueur MH égale à MF, 
on obtient une longueur 
F H constante et égale 
au grand axe ; le lieu du 
point H est donc la cir
conférence décrite du 
foyer F ' comme centre 
avec le grand axe pour 
rayon. La portion MI1 
du rayon étant le plus 

court chemin du point M à cette circonférence, le point M de



l’ellipse est également distantdufoyerF et de la circonférence. 
On a donné à ce cercle le nom de cercle directeur.

THÉORÈME II .

222 — L a  tangente à l ’ellipse fait des angles égaux avec les 

rayons vecteurs, qui vont du point de contact a u x  deux foyers.

Prenons deux points voisins M et M/ (fig. 128) sur l’ellipse ; 
du loyer F comme centre, avec FM7 pour rayon, décrivons un 
arc de cercle qui coupera en C le rayon vecteur FM, la lon

gueur MC représente la différence des 
deux rayons vecteurs FM et FM', ou la 
diminution qu’éprouve le rayon vec
teur FM quand on passe du point M au 
point voisin M'. De même, si du foyer 
F' comme centre, avec F'M' pour rayon, 
on décrit un arc de cercle qui coupera 
en D le rayon vecteur F'M prolongé, 

la longueur MD représentera la différence des deux rayons vec
teurs F'M et F'M', ou l’accroissement qu’éprouve le rayon vec
teur F'M quand on passe du point M au point M'. Ainsi, quand 
on passe du point M au point M', le rayon vecteur FM éprouve 
une diminution MC, tandis que l’autre rayon vecteur F'M éprouve 
un accroissement MD. Puisque la somme des deux rayons vec
teurs FM-f-F'M reste constante, l’augmentation de l’un est égale 
à la diminution de l’autre, et, par conséquent, les deux lon
gueurs MC et MD sont égales.

Par les deux points M et M' menons la sécante MS; dans les 
deux cercles considérés précédemment, traçons les cordes M'C 
et M D. Sur la sécante MS portons une longueur MG, arbitraire, 
mais invariable, et par le point G menons GH parallèle à M'C, 
GK parallèle à M'D ; à cause des parallèles, on a les rapports 
égaux

MC _  MM' _  MD .
MH ~  MG ~  MK :

puisque les deux longueurs MC et MD sont égales, il en résulte 
que les deux longueurs MII et MK sont aussi égales.
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Supposons maintenant que le point M' se rapproche indéfini
ment du point M; la sécante MS tend vers une position limite 
MT (fig. 129), qui est la tangente à l’ellipse. En même temps, 
les points C et D se rapprochant du point M, les cordes-M'C et 
M D, prolongées, tendent vers les tangentes aux cercles décrits 
des points F et F7 comme centres avec FM et F'M pour rayons, 
et, par conséquent, deviennent perpendiculaires aux rayons FM 
et F'M ; leurs parallèles GH et GK prennent aussi des directions 
perpendiculaires à ces mêmes rayons, et, par conséquent, les 
angles II et K deviennent droits.

Les limites des deux triangles MGH, MGK (fig. 128) sont deux 
Iriangles rectangles MGH, MGK (fig. 129); ces deux triangles, 

ayant l’hypoténuse MG commune et 
les côtés MH et MK égaux entre eux, 
comme limites de longueurs égales, 
sont égaux; d’où l’on conclut l’éga
lité des deux angles GMH, GMK. Il en 
résulte que la tangente MT à l’ellipse 
divise en deux parties égales l’angle 
FMK formé par l’ un des rayons vec

teurs MF et le prolongement de l ’autre F'M.
L’angle F'MT' élant égal à son opposé par le sommet GMK, 

°u voit que la tangente TT' fait, avec les deux rayons vecteurs 
qui vont au point de contact, des angles égaux FMT, F'MT'.

2 2 3 — C o r o l l a i r e  I. Menons au point M (fig. i 3o) une per
pendiculaire MN à la tangente TT', 
nous aurons la normale à l ’ellipse. 
LesdeuxanglesFMN, F'MN sont égaux 
comme complémentaires des angles 
égaux FMT, F'MT'; ainsi la normale à 
l'ellipse au point M est bissectrice de 
l’angle FMF' des rayons vecteurs qui 

vont de ce point aux deux foyers.

3 2 4 —  C o r o l l a i r e  II. Supposons qu’ une lumière soit placée 
au foyer F (fig. i 3 i )  d’une ellipse, les rayons lumineux, par
tant du point F, se réfléchissent sur l’ellipse en faisant un
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angle de réflexion égal à l’angle d’incidence. Soit FM l’un de 
ces rayons; menons la tangente TT' à 
l’ellipse en ce point; le rayon réfléchi, 

a devant faire avec MT' un angle égal à 
FMT, sera dirigé suivant MF'. Ainsi les 
rayons réfléchis viennent tous concou
rir au second foyer F', où ils forment 

une image très-brillante de la flamme placée au premier foyer 
F. C’est de là que vient la dénomination de foyer.

225— Co r o ll a ir e  111. Réciproquement, l’ellipse est la seule 
courbe qui jouisse de la propriété que sa tangente fasse exté
rieurement des angles égaux avec les rayons vecteurs qui vont 
du point de contact à deux points fixes F et F'. Cherchons, en 
effet, l’équation de la courbe en coordonnées bi-polaires (n°4), 
et désignons par u  et v les deux rayons vecteurs MF, MF' 
(fig. 128). Quand on passe d’un point M de la courbe au point 
voisin M', les deux rayons vecteurs u et v éprouvent des 

variations
Au —- — MC, Au - — -f- MD,

\v  MD MK 
et 1 on a A u —  MC “  MU'

Quand le point M' se rapproche indéfiniment du point M, la 
droite MM' devient tangente et les deux angles H et K, comme 
nous l’avons dit, deviennent droits. Nous supposons d’ailleurs 
les deux angles GMH, GMK (fig. 129) égaux entre eux; les 
deux triangles rectangles GMH, GMK sont donc égaux, et l’on a

Au •
M H=M K,lerapport —  tend vers une limite égale à — 1.

Si l’on considère v comme une fonction de u, on voit que la 
dérivée de cette fonction est égale à —  1 ; en remontant à la 
fonction prim itive,on a v = — u-+-C; et, par suite, u -t - v = C .  

Donc la courbe est une ellipse.
226—C o r o l l a i r e  IV .'le  lieu des projections des foyers sui

tes tangentes à l'ellipse est le cercle décrit sur le grand axe 

comme diamètre. Prolongeons le rayon vecteur F'M d’une 
longueur Mil égale à MF; la tangente divisant en deux par
ties égales l’angle FMH, est perpendiculaire sur le milieu I
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de la droite FII (fig. i 32) ; joignons ce point au centre O de 
1 ellipse. La droite 01 , qui divise en deux parties égales les 

côtés F F, FH du triangle F IT!, est 
parallèle au troisième côté F7H, et en 
est la m oitié; la longueur F'H étant 
égale au grand axe AA', la distance 01 
est constante et égale à OA. Donc le 
lieu du point I est la circonférence de 
cercle décrite du point 0 comme cen
tre, avec OA pour rayon.

PROBLÈME 1.

837 —  Mener une tangente à l’ellipse en un point M donné 
sur l’ellipse.

Nous avons déjà résolu ce problème, ainsi que les suivants, 
en considérant l ’ellipse comme la projection d’un cercle. Nous 
traiterons les mêmes questions par une autre méthode qui 
pourra être appliquée à l’hyperbole et à la parabole.

Prolongeons le rayon vecteur F'M (fig. i 33) d’une longueur 
MH égale à l'autre rayon vecteur MF, et par le point M menons 
une droite TT' perpendiculaire à FH; nous aurons la tangente 
demandée. Car, dans le triangle isocèle FMH, la droite MT, per

pendiculaire abaisssée du sommet sur la 
base FH, divise l’angle au sommet en 
deux parties égales. Cette droite, étant 
bissectrice de l ’angle FMH formé par 
l ’un des rayons vecteurs et le prolonge
ment de Fautre, coïncide avec la tan
gente à l’ellipse.

8 2 8 — R e m a r q u e . Il est bon d’observer que tous les points 
de la tangente, excepté le point de contact M, sont situés 
••ors de l’ellipse. Soit P un point quelconque de la tangente, 
joignons ce point aux deux foyers et au point H. La tangente, 
élant perpendiculaire sur le milieu de FH, la distance PF égale 
PH et, par conséquent, la ligne brisée F'P -+- PF égale la ligne 
brisée F 'P -i- PH; mais cette dernière est plus grande que la 
ligne droite F'H qui est égale au grand axe de l'ellipse, puis-
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qu’on a prolongé le rayon vecteur FM d’une longueur MH 
égale à MF. Lasommedes distances du point P aux deux foyers 
étant plus grande que le grand axe, ce point est situé hors de 
l’ellipse.

La ligne brisée F'M-t-MF est le plus court chemin allant du 
point F' au point F en passant par un point de la tangente.

On dit qu’une ligne brisée est convexe, lorsqu’elle est située 
tout entière d’un même côté par rapport à chacun de ses côtés 
indéfiniment prolongés. De même, on dit qu’une courbe est 
convexe lorsqu’elle est située tout entière d’un même côté 
par rapport à chacune de ses tangentes indéfiniment prolon
gées. Il résulte de ce qui précède que l ’ellipse est une courbe 
fermée convexe.

P R O B L È M E  H .

2 2 9 —  Mener une tangente à l’ellipse par un point exté
rieur P.

Supposons le problème résolu, et soit PM (fig. i 34) une tan
gente passant par le point P. Si l’on prolonge le rayon vecteur

F'M d’une longueur MH égale à 
FM, on sait que la tangente PM 
est perpendiculaire sur le milieu 
de la droite FH; la question re
vient donc à déterminer le point 
H. Puisque la droite F'H est égale 
au grand axe AA', le point H est 
situé sur la circonférence décrite 

du foyer F' comme centre avec AA' pour rayon. D’autre part, 
la distance PH étant égale à PF, le point H est sur la circonfé
rence décrite du point P comme centre avec PF pour rayon; 
le point H est donc à l’ intersection de ces deux circonférences- 
On déduit de là la construction suivante :

Du foyer F' comme centre, avec un rayon égal au grand 
axe, décrivons un cercle. Du point P comme centre, avec un 
rayon égal à la distance PF de ce point à l’autre foyer, dé
crivons un second cercle, qui coupera le premier au point H. 
Joignons FH, et du point P menons une perpendiculaire à la



droite FH, nous aurons la tangente demandée. Le point de 
contact 51 sera déterminé par l’ intersection de la tangente avec 
la droite F H.

Les deux cercles se coupent en un second point H'; en m e
nant de même du point P une perpendiculaire à FH7, on aura 
une seconde tangente PM7, dont on déterminera le point de 
contact M7 à l’aide de la droite F'H7.

H est à remarquer que ces constructions peuvent être effec
tuées sans que l’ellipse soit tracée. Il suffit que l’on connaisse 
les foyers et le grand axe.

PROBLÈME III.

3 3 0  —  Mener à l ’ellipse une tangente parallèle à une droite 
donnée KL.

Supposons le problème résolu, et soitST une tangente paral
lèle à KL (fig. i 35). Si l’on prolonge F7M d’une longueur MH 

égale à MF, on sait que la tangente 
est perpendiculaire sur le milieu de 
FH. On en déduit la construction 
suivante :

Du foyer F7 comme centre, avec 
un rayon égal au grand axe, décri
vons un cercle; par l’autre foyer F me
nons une droite FH perpendiculaire.! 
la droite donnée KL; cette droite cou
pera la circonférence en un point H ; 
sur le milieu de FH, élevons une per
pendiculaire ST, nous aurons la tan

gente demandée. Le point de contact sera déterminé par l’in
tersection delà tangente avec la droite F'H.

La droite FH prolongée rencontre la circonférence en un 
second point H7; en élevant une perpendiculaire sur le milieu 
de FH7, on obtiendra une seconde tangente S 7T 7, d o n t  o n  déter
minera le point de contact M7 par la droite F'H7.

PRORLÈME IV.

3 3 1 —  Une ellipse étant définie par ses foyers et son grand
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axe, déterminer les points où elle est coupée par une droite 
donnée MM7. '

Soit M 1 un des points où la droite donnée coupe l’ellipse 
(fig. i 36) ; joignons ce point aux deux foyers et prolongeons le 
rayon vecteur FM d’une longueur MH égale à MF ; le point II

appartient au cercle directeur 
décrit du foyer F' comme cen
tre; si du point M comme cen
tre, avec un rayon égal à MF, 
on décrit un cercle, ce cercle 
sera tangent en H au cercle di
recteur ; en abaissant du foyer 
F une perpendiculaire sur la 
droite donnée et prolongeant 
cette perpendiculaire d’une lon

gueur égale à elle-m êm e, on obtient un second point F, appar
tenant à ce même cercle. La question revient donc à trouver 
le centre M d’un cercle passant par les deux points donnés F et 
Fi et tangent au cercle directeur. Pour cela, par les deux points 
F et F, on fait passer un cercle quelconque qui coupe le cercle 
direcleur en deux points K et K' ; du point I, intersection des 
deux droites FF, et KK7, on mène une tangente IH au cercle 
directeur; le point M, où la droiteF'H coupe la droite donnée, 
sera le point cherché.

On a, en effet,

IÏP s s IKx IK's s IF X IF ,;

donc le cercle qui passe par les trois points F, F „  II, est tangent 

en II au cercle directeur. Comme on peut mener du point I 
deux tangentes au cercle directeur, on aura deux points M 
et M'.

Lorsque le point F „ symétrique du foyer F par rapport à la 
droite donnée, est situé à l’intérieur du cercle direcleur, il y a 
effectivement deux solutions. Lorsque le point F, est situé sur 
le cercle, la droite est tangente à l’ellipse. Enfin, quand le 
point F, est situé hors du cercle, la droite ne rencontre pas 

l’ellipse.
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FOYERS ET DIRECTRICES DE L’HYPERBOLE.

9 3 »  —  Soit

<5) t f - f i  — =  °
l’équation d’une hyperbole donnée rapportée à ses axes. Le 
calcul est le même que pour l’ellipse; il suffit de remplacer 
6* par —  b'. On a ainsi les deux solutions réelles (n» 217)

!i:=o, a. =  ±\Jaî -\-b'i , m= — -— , n — o, h — ^-a,

et les deux solutions imaginaires

,--------- - yJa?-hb2 , _
* = 0, f i = ±  V— a’ — V*, m = o, n— — ^— , fc=q =6t.

Les deux premières solutions donnent deux foyers réels F
et F7 situés sur l’axe transverse à 
égale distance du centre (fig- «37). 
On les obtient en menant par le 
sommet À une perpendiculaire 
AG à l’axe transverse jusqu’à l’a
symptote , et prenant sur l’axe 
transverse des longueurs OF et 
OF' égales à OG. Si, pour abréger, 
on pose a!+ 6 2 =  ca, on a

ca=-t-e, m =  —’  a

Les directrices sont représentées par les équations

c _  a*
-x-f-ar=o, ou x = ± — • a c

Au foyer F correspond la directrice DE, au foyer F la direc
trice D'E'. Du point O comme centre, avec OA pour rayon, 
décrivons un arc de cercle qui coupe l’asymptote au point II, 
ce point appartient à la directrice. En effet, les deux triangles 
OÂG, OHF, qui ont un angle commun O, les côtés OA - -  OH et 
OF =  OG, sont égaux, et l ’angle OHF est droit ; si, du point II, 
on abaisse une perpendiculaire HD sur l’axe transverse OA, on
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a OÏÏ2 =  O F x  OD, et, par suite, 0 D =  — . Ainsi la droite DUc
est la directrice.

Le rapport constant k — -+- n- est égal à m ou au rap-
£

p o rt- i qu’on appelle excentricité de l’hyperbole.
(X

THÉORÈME III.

23* —  La différence des distances de chacun des points de 
l’hyperbole aux deux foyers est constante et égale à l’axe trans
verse.

La distance d’un foyer à un point quelconque M de la courbe

(
ex \
— +  ay, le sige supérieur dans la pa

renthèse se rapporte au foyer F, le signe inférieur au foyer F'. 
Il faut, en avant de la parenthèse, choisir le signe de manière
• • C
a avoir des longueurs positives. Dans l ’hyperbole, le rapport -

étant plus grand que l’unité et x plus grand que a en valeur
coc

absolue, le premier terme —  en valeur absolue est plus grand

que a. Il faudra donc faire précéder la parenthèse du signe +  
ou du signe — , suivant que le point M sera sur la branche de 
droite ou sur celle de gauche. Dans le premier cas, on a 

..n  cx „ n, ex ,MF -- ------- a, MF = ------h a .a ’ a
d’où MF' —  MF =  2<i.

Dans le second cas, on a

H F = - ( f - « ) ,  H F =  - ( f  +  a ) ;

d’où MF —  MF' =  ia.
234— Corollaire i. La différence des distances d’un point 

situé entre les deux branches de l’hyperbole aux deux foyers est 
plus petite que l’axe transverse; lorsque le point est situé dans 
les d e u x  autres parties du plan, la différence est plus grande 
que l’axe transverse.

Soit P un point situé entre les deux branches de la courbe
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(fig. i 38); la droite PF rencontre l’hvperbole au point M. On a

PF —  PiM <  MF ; 

si l’on retranche MF de part et 
d’autre, il vient

pF; — P F < M F — MF;

cette dernière différence étant 
égale à ia ,  la première est plus 
petite que 2a.

Considérons maintenant un point N situé à droite de la pre
mière branche d’hyperbole; la droite NF' rencontre cette 

branche en M ; on a
NF<NM -hM F,

et, en ajoutant de part et d’autre MF',

N F + M F '< N F '+ M F ; d’où N F '- N F > M F '- M F .

La seconde différence étant égale à 2a, la première est plus 

grande que 2a.
Il résulte de là que l’on peut considérer l’hyperbole comme 

le lieu des points dont la différence des distances aux deux 
foyers est égale à 2a. C’est sur celle propriété que repose la 
construction par points ou d’un mouvement continu que nous 
avons donnée au commencement (nos 16 et 17).

2 3 5 — C o r o l l a i r e  I I .  L a  distance d’un point quelconque de 

l ’hyperbole au foyer F est égale à l’ une des normales menées 
de ce point au cercle décrit de l ’autre foyer F' comme centre avec 
un rayon égal à l’axe transverse. Pour un point M de la pre
mière branche (fig. 139), on a

MF' —  M F = 2 a  =  F'N,

et par suite,
M F=M F' — F'N =M N . 

Pour un point M'de la seconde 

branche, on a
M F -  M F' =  2a— F'N', 

et, par suite,
M'F= M'F'-h F'N'= M'N'.



Dans le premier cas, la portion MN de la normale mesure la 
distance du point M au cercle et la première branche d’hyper
bole est le lieu des points également distants du foyer F et du 
cercle directeur.

THÉORÈME IV.

8 3 0  La tangente à l'hyperbole est bissectrice de l’angle des 
rayons vecteurs qui vont du point de contact aux deux foyers.

Prenons deux points voisins M et M7 sur l’hyperbole (fig. i 4o). 
Du foyer F comme centre, avec un rayon égal à FM7, décrivons 

un arc de cercle qui coupera en C le 
rayon vecteur FM ; du foyer F'comme 
centre, avec un rayon égal à F/M/, 
décrivons un arc de cercle qui cou
pera en D le rayon vecteur F'M; quand 
on passe du point M au point M', les 
deux rayons vecteurs FM, F M éprou
vent des diminutions égales à MC et 

à MD ; puisque la différence est constante, ces deux variations 
sont égales entre elles.

Sur la sécante MM; prenons une longueur arbitraire MC, et 
par le point G menons GFI parallèle à la corde MC etGK paral
lèle à la corde MD. A cause des parallèles, on a 

MC _  MM _  MD.
MH —  MG MK: 

puisque les deux longueurs MC et MD sont égales, il en résulte 
que les deux longueurs MII et MK sont aussi égales. Lorsque 
le point M7 se rapproche indéfiniment du] point M, la sécante 
MM7 tend vers une position limite qui est la tangente à l’hy
perbole au point M; en même temps, les cordes M'C et M'D 
deviennent tangentes aux cercles décrits des foyers comme 
centres et, par conséquent, perpendiculaires à FM et F'M; leurs 
parallèles GH, GK prennent aussi des directions perpendicu
laires à ces mêmes rayons, et les angles H et K deviennent 
droits. Les deux triangles MGH, MGK, qui ont un côté MG 
commun et un côté MH égal à MK, deviennent donc rectangles 
et, par conséquent, égaux entre eu x; il en résulte que les
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angles GMH, GMK deviennent égaux; ainsi la tangente à l’hy
perbole au point M est bissectrice de l’angle F MF'.

2 3  7 —  C o r o l l a i r e  I. L’hyperbole est la seule courbe qui 
jouisse de cette propriété; car en appelant u  et vies rayons MF 
et MF7, Au et Av leurs variations, on a

Au _  MD_MK
Au MC MH

Si l’on suppose que les angles GMH, GMK deviennent égaux, 
quand le point M7 se rapproche indéfiniment du point M, les 
deux triangles MGH, MGK deviennent aussi égaux, ainsi que les 
côtés MH et MK ; il en résulte

Av
lim —  =  i .

A u

En remontant à la fonction primitive, on a 

v = u -\ -C ,  d’où v —  u — C.

2 3 8  —  C o r o l l a i r e  II. Une ellipse el une hyperbole hnmofo
cales se coupent à angle droit. On dit que deux courbes du

second degré sont homofocales lors
que leurs foyers coïncident; on ap
pelle angle de deux courbes l’angle 
de leurs tangentes au point d’inter
section. Soit M le point d’intersection 
d’une ellipse et d’une hyperbole qui 
ont mêmes foyers F, F7 (fig. 141); la 
bissectrice MF de l’angle FMF7 est 

d’une part normale à l’ellipse, d’autre part tangente à l’hyper
bole ; donc les tangentes MT, MN aux deux courbes sont per

pendiculaires entre elles.

p r o b l è m e  v .

2 3 9  —  Mener une tangente à l'hyperbole par un point M 

donné sur l’hyperbole.
Sur le rayon vecteur MF7 prenons une longueur MH égale à 

l’autre rayon vecteur MF, et par le point M menons une dioitc 
MP perpendiculaire à FH ; nous aurons la tangente demandée 

(fig. 142).



i e m a r q u e .  Il est bon d’observer que la tangente est tout en
tière située entre les deux 
branches de l’hyperbole. 
Soit P un point quelconque 
de cette tangente, on a 

P F — P H < F 7H, 

et, par suite,

P F '— P F < 2 û ; 

donc le point Pest situé en
tre les deux branches de l’hyperbole. Une branche de l’hyper
bole, étant située d’un même côté de chacune de ses tangentes, 
est une courbe convexe.

La tangente étant perpendiculaire sur le milieu I de FH, le 
point I est la projection du foyer F sur la tangente. La droite 01, 
qui est parallèle à F7H et égale à la moitié de F7H, est constante; 
il en résulte que le lieu des projections des foyers sur les tan
gentes est le cercle décrit sur l’axe transverse comme diamètre.

P R O B L È M E  V I .

2 4 0 — Mener une tangente à l’hyperbole par un point donné 
P situé entre les deux branches de l'hyperbole.

Soit PM une tangente passant par le point P (fig. i43) ; si du
rayon vecteur MF7 on re
tranche MH=MF, on sait 
que la tangente PM est per
pendiculaire sur le milieu 
de FH. La question revient 
à déterminer le point H; ce 
point se trouve à l’inter
section du cercle décrit du 
foyer F7 comme centre, 
avec un rayon égal à aa,et 
du cercle décrit du point 

P comme centre avec un rayon égal à PF. On obtiendra la tan
gente en élevant une perpendiculaire sur le milieu de FII, el on 
déterminera le point de contact M par le rayon vecteur F7H.
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Les deux cercles se coupent en un second point H'; en menant 
du point P une perpendiculaire sur FH', on aura une seconde 
tangente PM7, dont on déterminera le point de contact à l’aide 
de la droite F'H7.

Lorsque le point P est situé sur l’une des asymptotes, l ’une 
des tangentes menées par le point P coïncide avec cette asymp
tote, et le point de contact s’éloigne à l’infini.

PROBLÈME VII.

241 —  Mener à l ’hyperbole une tangente parallèle à une 
droite donnée OL.

Du foyer F7 comme centre, avec un rayon égal à 2a, on
décrira le cercle directeur; du 
foyer F , on mènera une droite 
perpendiculaire à OL (fig. i 44); 
cette droite coupera le cercle en 
deux points H et H7 : par les m i
lieux des droites FH et FH7, on 
mènera des parallèles à OL; ces 
parallèles seront les tangentes de

mandées. Les droites F7H, F7H7 détermineront les points de con
tact M et M7. •

Pour que le problème soit possible, il faut que la droite don
née OL, que l ’on peut supposer menée par le centre, ne ren
contre pas l’hyperbole ; alors la perpendiculaire FH7 menée par 
le foyer F coupera le cercle directeur en deux points.

PROBLÈME VIII.

4—  Trouver les points de rencontre d’une droite et d’une 
hyperbole définie par ses foyers et son axe transverse.

La construction est exactement la même que pour l ’ellipse.

FOYER ET DIRECTRICE DE LA PARABOLE.

43 — Soit
( 6 )  y 2 —  i p X  —  O

l’équation d’une parabole donnée rapportée à son axe et à la 
tangente au sommet. Cette équation ne contenant pas le terme 
en xy  ni le terme en®*, on doit avoir mn = 0 , 1 — m *= o , d’où

GÏOM. ANALTT. 14
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n =  o, m —  i . Le coefficient du terme en y et le terme con
stant devant être aussi nuls, on a p =  o, 
a2— /j2— o. D’ailleurs les équations (3) du

n° 216 se réduisent à 1 —  ïd l/ * . on en dé_
P

duit z - { - h = p .  L’équation a*— /i2= o  ou 
(a-t-A)(a— /t)= o devient p (a — /t) = 0 , c’est-

à-dire a — /î = o ; il en résulte a = A = - .  On
n *  .. 2

F i g .  14 5 . n’a ici qu’une solution. Ainsi la parabole ad
met un seul foyer F situé sur son axe à une distance du sommet 
A égale à la moitié du paramètre (fig. i 45). La distance FA1 ayant 

pour expression x  - t - | ’ à ce foyer correspond une directrice

DE, représentée par l’équation x  —  —  -  ; cette directrice est 

perpendiculaire à l’axe et à une distance AD du sommet égale 
à AF. _____

Le rapport constant se réduit ici à l’unilé; ainsi
chacun des points de la parabole est également distant du foyer 
et de la directrice.

T H É O R È M E  V .

2 4 4 — Tout point intérieur à la parabole est plus rapproché 
du foyer que de la directrice ; tout point extérieur est, au con
traire, plus rapproché de la directrice que du foyer.

Considérons d’abord un point N situé à l’intérieur de la para
bole; joignons-le au foyer et abaissons de ce point une perpen
diculaire NE sur la directrice. Cette perpendiculaire rencontre 
la courbe en un point M que nous joignons au foyer. Le point 
M appartenant à la parabole, les distances MF et ME sont égales. 
Mais la ligne droite NF est plus courte que la ligne brisée 
NM-t-MF; si l ’on remplace MF par son égale ME, on voit que 
la distance NF est plus petite que NE. Ainsi le point intérieurN 
est plus près du foyer que de la directrice.

Considérons maintenant un point extérieur P situé entre la 
courbe et la directrice. Joignons-le au foyer et abaissons sur 
la directrice une perpendiculaire PE que nous prolongerons 
jusqu’à sa rencontre en M avec la courbe. Le point M appar
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tenant à la parabole, les distances MF et ME sont égales; la ligne 
droite MF ou son égale ME est plus courte que la ligne brisée 
M P + P F , si l’on retranche MP de part et d'autre, on voit que 
PE est plus courte que PF. Ainsi le point éxtérieur P est plus 
près de la directrice que du foyer. Lorsque le point P est situé 
à gauche de la directrice, il est évidemment plus près de la di
rectrice que du foyer.

Il résulte de là que la parabole peut être considérée comme le 
lieu des points également distants du foyer et de la directrice. 
C'est ainsi qu’on définit la parabole en Géométrie élémentaire, 
et c’est sur cette propriété que repose la construction de la pa
rabole par points ou d’un mouvement continu, dont nous avons 
parlé au commencement (n°‘ 20 et 21).

T H É O R È M E  V I .

2 4 5  — La tangente à laparabole fait des angles égaux avec 
la parallèle à l’axe et le rayon vecteur menés par le point de 
contact.

Prenons sur la parabole deux points voisins M et M' (fig. 146), 
que nous joindrons au foyer et desquels nous abaisserons des 
Perpendiculaires ME, M'E' sur la directrice. Du foyer F comme 

centre, avec FM' pour rayon, décrivons un 
arc de cercle MC, et par le point M' menons 
une parallèle M'C' à la directrice. La lon
gueur MC est la différence des deux rayons 
vecteurs FM et FM' ; c’est la diminution qu’é
prouve le rayon vecteur FM quand on passe 
du point M au point M'. De même la longueur 
MC' est la différence des deux perpendicu- 
laires ME et M'E'; c’est la diminution qu’é- 

prouve la perpendiculaire ME quand on passe du point M au 
Point M'. Comme le rayon vecteur MF reste constamment égal à 
la perpendiculaire ME, il en résulte que les deux variations MC 
etMC' sont égales entre elles.

Menons la sécante MS par les deux points M et M' et traçons 
la corde M'C dans le cercle décrit du foyer comme centre. Sur 
la sécante portons une longueur arbitraire MG, et par le point
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G menons GlI parallèle à M C et GK parallèle à M'C'. A cause
.... . . , MC MM' MC'des parallèles, on a les rapports égaux ^  ^  ; puis-

MH MIj MK
que les deux longueurs MCetMC' sont égales, les deux longueurs
MH et MK, qui leur sont proportionnelles, sont aussi égales.

Supposons niaintenant que le point M' se rapproche indéfi
niment du point M ; la sécante MS tendra vers la tangente MT 
à la parabole; la corde M C prolongée tendra de même vers la 
tangente au cercle, et, par conséquent, deviendra perpendicu
laire au rayon FM; la parallèle GH prendra aussi une direction 
perpendiculaire àFM.On voit par là que les deux trianglesMGH, 
MGK ont pour limites deux triangles rectangles MGH, MGK 
(fig. 147); ces deux triangles rectangles, ayant lTiypoténusô MG 

commune, et les côtés MH et MK égaux 
entre eux comme limites de longueurs 
égales, sont égaux ; d’où l’on conclut l’é
galité des deux angles GMH, GMK. Ainsi 
la tangente MT à la parabole est bissec
trice de l’angle FME, formé par le rayon 
MF et la perpendiculaire ME abaissée du 
point de contact sur la directrice. Si l’on 
prolonge EM suivant ML, les deux angles 
GMK, T'ML étant égaux comme opposés 

par le sommet, on voit que les deux angles TMF, T'ML, formés 
parla tangente avec le rayon vecteur et la parallèle ML à l’axe, 
sont égaux.

240— C o r o l l a i r e  I. Supposons qu’une 
lumière soit placée au foyer F (fig. 148) de 
la parabole; les rayons lumineux, partant 
du foyer F, se réfléchissent sur laparabole 
en faisant un angle de réflexion égal à l’an
gle d’incidence. Soit FM l’un de ces rayons ; 
menons la tangente TT7 à la parabole en 
ce point, le rayon réfléchi, devant faire un 
angle LMT' égal à FMT, sera parallèle à 

l'axe AB de la parabole. Ainsi tous les rayons réfléchis seront 
parallèles à l’axe.
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C’est d’après ce principe que Ton construit les réflecteurs 
employés dans les réverbères et les lanternes des voitures. La 
surface intérieure, en métal bien p o li, est engendrée par une 
parabole tournant autour de son axe ; la lumière est placée au 
foyer; les rayons lum ineux, après leur réflexion, devenant 
tous parallèles à l’axe, le réflecteur projette un faisceau de 
rayons parallèles qui se propagent sans se disperser et qui 
éclairent à une grande distance.

Corollaire II. Supposons au coritraire que des rayons lum i
neux, parallèles à l’axe, tombent sur un miroir parabolique; 
après leur réflexion, ils iront tous converger au foyer.

On emploie les miroirs paraboliques dans la construction 
des télescopes ; l’axe est dirigé vers l’astre ; les rayons lum i
neux venant de l’astre se réfléchissent sur le miroir, et forment 
au foyer une image très-brillante de l’astre.

On emploie aussi la forme parabolique dans la construction 
des porte-voix et des cornets acoustiaues.

247  —  C o r o l l a i r e  III. Réciproquement, la parabole est la 
seule courbe qui jouisse de cette propriété que la tangente en 
chacun de ses points fasse des angles égaux avec la parallèle à 
une droite fixe et le rayon vecteur mené d’un point fixe au 
point de contact. Imaginons que chacun des points M du plan 
soit déterminé par sa distance MF au point fixe F, et sa dis
tance ME à une droite DE perpendiculaire à la droite fixe FB 
(fig. 146); désignons par u et u ces deux coordonnées. Quand 
on passe du point M de la courbe au point voisin M', ces 
deux coordonnées éprouvent des variations Au =  —  MC, 

=  —  MCy, et l’on a
A v =  M C _ M K
A u - MC MH"

Quand le point M' se rapproche indéfiniment du point M, la
droite M'M devient tangente et l’angle H devient droit. Les
deux triangles rectangles limites GMH, GMK (fig. 147) sont
égaux, comme ayant l’hypoténuse commune et l’angle GMH
•'gai à GMK par hypothèse. On a donc

.. Av Itm —  =  1,
Au
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et en remontant à la fonction primitive v =  « + C. En dépla
çant la droite DE d’une quantité égale à la constante C, on 
aura v — u.

P R O B L È M E  I X .

2 4 »  —  Mener une tangente par m  point M donné sur la 
parabole.

P r e m i è r e  m é t h o d e . Soit T (fig. 149) le point où la tangente 

rencontre le prolongement de l'axe, ME la 
perpendiculaire abaissée du point M sur la 
directrice. On sait que la tangente est bis
sectrice de l’angle FME; l ’angle FTM étant 
égal à l’angle alterne-interne TME et, par 
suite, à l’angle FMT, il en résulte que le 
triangle TFM est isocèle, et les deux côtés 
FM et FT égaux entre eux.

F i g .  149 .  Ainsi, pour construire la tangente au
point M, il suffit de porter sur l’axe une longueur FT égale au 
rayon vecteur FM et de joindre TM.

Cette méthode ne convient pas quand le point M est très- 
voisin du sommet A de la parabole, parce que les deux points 
M et T, étant alors très-rapprocliés l ’un de l ’autre, ne déter
minent pas la tangente avec une assez grande précision. Dans 
ce cas, on emploiera de préférence la méthode suivante.

D e u x i è m e  m é t h o d e . La tangente MT, divisant en deux par
ties égales l’angle au sommet M du triangle isocèle FME, est 
perpendiculaire sur le milieu de la base FE.

Ainsi, pour construire la tangente, il suffit d ’abaisser du 
point M une perpendiculaire ME sur la directrice, et de mener 
du point M une perpendiculaire sur la droite FE.

Il résulte de cette construction que la tangente au sommet 
A de la parabole est perpendiculaire à l ’axe de la parabole.

R e m a r q u e . Il est bon d’observer que tous les points de la  

tangente, excepté le point de contact M, sont situés à l’exté
rieur de la parabole. Soit P un point quelconque de la tan
gente; la tangente étant perpendiculaire sur le milieu de FE, 
les distances PE, PF sont égales ; mais l’oblique PE est plus
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grande que la perpendiculaire PK ; donc la distance PF est plus 
grande que PK, et, par suite, le point P est à l ’extérieur de la 
parabole. Il en résulte que la parabole est une courbe convexe.

2 4 9 —  C o r o l l a i r e . Le lieu des projections du foyer sur la 
tangente à la parabole est la tangente au sommet. On vo it, en 
effet, que le point I milieu de FE et projection du foyer sur 
la tangente, se trouve sur la parallèle à la directrice menée 
par le point A, milieu de FD, c’est-à-dire sur la tangente au 
sommet A.

P R O B L È M E  X .

2 5 0 —  Mener une tangente à la parabole par un point ex
térieur P.

Supposons le problème résolu et soit PM (fig. i 5o) une tan
gente passant par le point P. Si l ’on abaisse 
du point M une perpendiculaire ME sur la 
directrice et si l’on joint FE, on sait que la 
tangente PM est perpendiculaire sur le m i
lieu de FE ; il en résulte que la distance 
PE est égale à PF, *et l’on en déduit la con
struction suivante.

Du point P comme centre, avec un rayon 
- b égal à la distance PF de ce point au foyer,

décrivons un cercle qui coupera la directrice au point E. Joi
gnons F E , et du point P menons une perpendiculaire sur la 
droite FE, nous aurons la tangente demandée. Le point de con
tact M sera déterminé par l’ intersection de la tangente avec 
une parallèle à l’axe menée par le point E.

Le cercle coupe la directrice en un second point Ey. On mè
nera de même du point P une perpendiculaire sur FE; et l ’on 
aura une seconde tangente PM'.

Ces construclions peuvent être effectuées sans que la para
bole soit tracée. Il suffit que l’on connaisse le foyer et la 

directrice.

P R O B L È M E  X I .

2 5 1  —  Mener à la parabole une tangente parallèle à une 
droite donnée KL.



Supposons le problème résolu et soit MT la tangente de
mandée (fig. i 5 i ). Si du point de contact M on abaisse une 

perpendiculaire ME sur la directrice et que 
l’on joigne FE, on sait que la tangente est 
perpendiculaire sur le milieu de FE. On en 
déduit la construction suivante :

Du foyer F abaissons une perpendicu
laire sur la droite donnée KL jusqu’à sa 
rencontre avec la directrice en E, et sur le 

milieu de FE élevons une perpendiculaire 
Fig. 151. MT, nous aurons la tangente demandée. 

On déterminera le point de contact M en menant par le point 
E une parallèle EM à l’axe.

P R O B L È M E  X I I .

2 5 2 —  Trouver les points de rencontre d’une droite donnée 
et d’une parabole définie par son foyer et sa directrice.

Prenons le point F „  symétrique du foyer F par rapport à la 
droite donnée (fig. i 5a). Le point M étant également distant 

des points F, F „  et de la directrice, est 
le centre d’un cercle passant par ces deux 
points et tangent à la directrice. Pour 
avoir le point de contact E, on porte sur 
la directrice, à partir du point I, où la 
droite FF, rencontre la directrice, et de 
part et d’autre, une longueur IE moyenne 
proportionnelle entre les deux longueurs 
IF, IF,; on en déduit les deux points d’ in- 

Fig. iss. tersection M et M7.

Lorsque le point F „  symétrique du foyer par rapport à la 
droite donnée, est situé à droite de la directrice, il y  a effecti
vement deux solutions. Lorsque le point F, est sur la directrice, 
la droite est tangente à la parabole. Enfin, quand le point F, 
est à’gauche de la directrice, la droite ne rencontre pas la pa
rabole.

T H É O R È M E  V I I .

2 5 3  -  La limite d’une ellipse ou d'une hyperbole dont le
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paramètre conserve une valeur finie, tandis que le grand axe 
ou l’axe transverse augmente indéfiniment, est une parabole.

Dans la parabole l’ordonnée du foyer est égale au para
mètre p ; par analogie, on appelle paramètre d’ une ellipse ou

d’une hyperbole l’ordonnée du foyer qui est égale à — , et 011

désigne ce paramètre par p. L’ellipse, rapportée à son grand 
axe et à la tangente au sommet (fig. i 53), a une équation de la 
forme

, 2 6* 62 , , p ,11* = --- x -----T *  ! OU II = 2 V X — - X*.
* a a- ' J r a

Supposons maintenant que le sommet A restant fixe, et le pa
ramètre p conservant une va
leur finie, on fasse augmenter 
le grand axe 2a indéfiniment, 
l ’équation de l’ellipse se réduit 
à l’équation yî =  ip x ,  qui re
présente une parabole. Si l’on 
considère les points qui cor
respondent à une même va
leur de x ,  on voit que chaque 
point de la parabole est la po
sition limite vers laquelle tend 

le point correspondant de l’ellipse, quand on fait augmenter a 
indéfiniment; ce qu’on énonce en disant que la parabole est la 
limite de l’ellipse.

L’hyperbole, rapportée à son axe transverse et à la tangente 
au sommet A, a de même pour équation

y* =  ip x  -+- ^ x % ;

si l’on fait augmenter a indéfiniment, le paramètre p, conser
vant une valeur finie, cette équation se réduit aussi à 

y * = 2 p x .

La parabole est la limite de la branche d’hyperbole à laquelle 
appartient le sommet A; l’autre branche s’est éloignée indéfi
niment vers la gauche.
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Dans ce qui précède nous avons supposé que le paramètre 
de l’ellipse ou de l’hyperbole conserve une valeur finie. On 
arrive à la même conclusion, en supposant que la distance AF 
du sommet A au foyer voisin F conserve une valeur finie. 
En effet, en appelant a cette distance, on a , dans l’ellipse, 
e = a  — a et, par suite,

bt _ a i — c* (a— c) (a +  c) (  a\
P = ï ------- --------  ------------- a -------- = H 2 _ V ;

le paramètre p ayant pour limite la quantité finie 2a, l’équa
tion de l’ellipse se réduit h y i =  4ctx. Il en est de même pour 
l’hyperbole.

2 5 4 — R e m a r q u e . Cette transformation de l’ellipse en pa
rabole a une grande importance. Elle permet de déduire des 
propriétés de l’ellipse celles de la parabole comme cas parti
culiers. Ainsi dans l’ellipse le diamètre, ou le lieu des milieux 
d’une série de cordes parallèles, est une droite passant par le 
centre ; si l’on suppose que le centre s’éloigne à l’infini, l’ellipse 
se change en parabole, et les diamètres deviennent parallèles 
à l’axe.

L’ellipse est le lieu des points également distants du foyer F 
et du cercle directeur décrit du foyer F; comme centre (n°22i). 
Le foyer F' s’éloignant à l’infini, le cercle directeur devient la 
directrice de la parabole.

La tangente à l’ellipse fait des angles égaux avec les rayons 
vecteurs qui vont du point de contact M aux deux foyers 
(j i° 222); le foyer F7 s’éloignant à l’infini, le rayon vecteur MF7 
devient parallèle à l’axe.

t h é o r è m e  v i i i .

2 5 5  - S i  l’on mène deux tangentes à une courbe du second 
degré, la droite FP, qui va du foyer F au point de concours P 
des deux tangentes, est bissectrice de l’angle des rayons vecteurs 
FM, FM', qui vont de ce foyer aux points de contact des deux 
tangentes, ou de l’angle extérieur, suivant que les deux tan
gentes touchent une même branche de courbe, ou deux branches 
différentes.

C o n sid éro n s d e u x  ta n g e n te s  PM, PM' à u n e  ellipse (fig. 104);



prolongeons le rayon F'M d’une longeur MH égale à MF, et 
de même FM' d’une longueur M'H' égale à M'F' ; les tangentes 

étant perpendiculaires sur les milieux 
de FH et de F'H', on a

PH=PF et PH'=PF',
‘et les deux triangles F'PH, H'PF 
sont égaux, comme ayant les trois 
côtés égaux chacun à chacun , sa
voir F'H =  FH' =  2a , PH =  PF, 
PF'=PH' ; on en conclut que les 

angles PHM, PFM' sont égaux; mais l’angle PHM est égal à PFM ; 
donc les angles PFM, PFM' sont égaux et la droite FP est bis
sectrice de l’angle MFM'.

La même chose a lieu dans l’hyperbole, quand les deux tan
gentes touchent une même branche; mais quand les tangentes 
touchent deux branches différentes, la droite FP est bissectrice 
de l’angle formé par l’un des rayons vecteurs FM, et le pro
longement de l’autre.

Examinons maintenant le cas où la courbe est une parabole 
(fig. i55>. Des points de contact abaissons des perpendiculaires 

MH, M'H' sur la directrice ; les tan
gentes étant perpendiculaires sur les 
milieux des droites FH, FH', les an- 

, gles PFM, PFM' sont égaux respec
tivement aux angles PHM, PH'M'. Les 
droites PH et PH', égales à la droite 
PF, sont égales entre elles, et le tri
angle HPH' est isocèle. Les angles 
PHM, PH'M', complémentaires des an
gles égaux du triangle isocèle, sont 

égaux entre eux; donc les angles PFM, PFM' sont égaux. C’est 
ce que l’on peut d’ailleurs conclure immédiatement en regar
dant la parabole comme la limite d’une ellipse.
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2 5 6  — Les tangentes menées d’un point extérieur P à une



ellipse ou à une hyperbole, font des angles égaux avec les droites 
qui joignent ce point a u x  deux foyers.

Dans les deux triangles égaux F'PH, H'PF (fig. i54), on a les 
angles égaux F'PH, H'PF ; en retranchant la partie commune 
F'PF,on aFPH=F'PH', et, en prenant la moitié, FPM=F'PM'.

La même propriété subsiste dans la parabole, limite d’une 
ellipse; il suffit de remplacer le rayon vecteur PF' par une 
droite PI parallèle à l’axe (fig. i55). 11 est facile d’ailleurs de 
démontrer directement cette propriété : si du point P comme 
centre, avec un rayon égal à PF, on décrit un cercle, ce cercle 
passera par les points H et H'; les angles MPI, FHH/ sont égaux 
comme ayant leurs côtés respectivement perpendiculaires ; mais 
l’angle inscrit FHH' est moitié de l’angle au centre I PH et, par 
conséquent, égala l’angle FPM'; donc les angles MPI, M'PF sont 
égaux.

T H É O R È M E  X .

3 5 7  — La droite FK, qui joint le foyer d’une courbe du second 
degré au point où une sécante quelconque rencontre la direc
trice, est bissectrice de l ’angle extérieur des rayons vecteurs 
allant du foyer a u x  points où la sécante coupe la courbe, ou 
bissectrice de l'angle même des rayons vecteurs, suivant que 

les deux points d’ intersection M et M' sont situés sur la même 

branche de la courbe ou sur deux branches différentes.
Des points M et M' abaissons des perpendiculaires sur la 

directrice (fig. 156) ; on a
MF_MF

ME “ ME'’
et, par suite,

MF _  ME _  MK 
M'F“ M'E'~M'K'

Lorsque les deux points M et M' 
appartiennent à une même branche de la courbe, le point K étant 
situé sur le prolongement de la corde MM', la droite FK est 
bissectrice de l’angle extérieur au triangle MFM'. Lorsque les 
points M et M' appartiennent à deux branches différentes, le
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point K étant situé entre les points M et M', la droite FK est 
bissectrice de l ’angle MFM'.

C o r o l l a i r e . Si l'on mène des tangentes à  la courbe aux 
points M et M7, et que l’on joigne le foyer F au point de con
cours P de ces tangentes, les deux droites FK, FP, étant les 
bissectrices de deux angles supplémentaires, sont perpendicu
laires entre elles.

T H É O R È M E  X I .

®5 8 — Si, par un pointé pris sur la directrice, on mène des 
tangentes à une courbe du second degré, la droite des contacts 
MM' passe par le foyer correspondant F et est perpendiculaire

à la droite FP qui joint le point P 
au foyer (fig. 107). 

p Imaginons que la tangente PM 
soit la limite d’une sécante dont les 
deux points d'intersection se sont 
réunis en un seul ; en vertu du théo- 
rème précédent, la droite FP est 

perpendiculaire à  FM ; elle est de même perpendiculaire à  FM'; 
donc la ligne MFM' est droite et perpendiculaire à  FP.

T H É O R È M E  X U .

2 5 9  —  Le produit des distances des deux foyers à une tan
gente quelconque de l’ ellipse ou de l’hyperbole est constant. 

Soieut FH, F'H' les perpendiculaires abaissées des foyers sur 
une première tangente (üg. i 58), 
FK, F'K' les perpendiculaires abais
sées sur une seconde tangente, P 
le point de rencontre des deux tan
gentes. En vertu du théorème IX, 
les triangles rectangles FPH, F'PK' 
sont semblables, ainsi que les tri
angles FPK, F'PH', et l ’on a

F ig .  158. °
FH _  FP _  FK 
F'K' ~  F'P ~  F'H' ’

d’où F H x F 'H '= F K x F 'K '.
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Si la courbe est une ellipse, en menant la tangente parallèle 
au grand axe, on reconnaît que le produit constant est égal à 6!. 
Quand la courbe est une hyperbole, si l ’on considère l’asymp
tote comme la limite d’une tangente, on voit aussi que le pro
duit est égal à 6\

PROBLÈME XIII.

2 6 0 — Construire une courbe du second degré, connaissant 
le foyer F et trois points X, B, C.

Supposons le problème résolu et les trois points appartenant 
à une même branche ; le point D, où la sécante AB est coupée 
par la bissectrice de l’angle extérieur au triangle AFB, appar
tient à la directrice (n° a5j)  ; la sécante BC donnera de même 
un second point IV de la directrice. Le foyer F, la directrice 

DD7 et le point A définissent une 
courbe du second degré et une seule; 
ce sera une ellipse, une parabole ou 
une hyperbole, suivant que la dis
tance AF sera inférieure, égale ou 
supérieure à la distance AE du point 
A à la directrice. 11 est facile de voir 

que cette courbe passera par les deux points B et C ; en effet, 
à cause de la bissectrice FD, on a

A F _A D __AE
BF BD BE; ’

AF BF
et, par suite, Aç  —  g E/>

donc la courbe passe par le point B. On démontrera de même 
qu’elle passe par le point C. On a ainsi une première solution.

On peut supposer que les trois points ne sont pas sur une 
même branche; si, par exem ple, les deux points A et B sont 
sur une même branche et le point C sur l ’autre branche de 
l ’hyperbole, les bissectrices des angles AFC, BFC donneront 
deux points de la directrice. Les trois solutions obtenues de 
cette manière sont des hyperboles. On a donc en tout quatre 
solutions; des quatre courbes du second degré qui admettent
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le foyer donné et passent par les trois points donnés, trois sont 
toujours des hyperboles, la quatrième est une ellipse, une hy
perbole ou une parabole, suivant la disposition des points.

261 -  Le calcul conduit à la même conséquence; soient a 
et fl les coordonnées du foyer, x ' et y1, x" et y", x 111 et y111 les 
coordonnées des trois points donnés, b", b"1', leurs distances 
au foyer ; l’équation de la courbe peut se mettre sous la forme 

( x — a)1 (y —  P)1 —  (m x -\-n y -+ h f— o, 

et alors la directrice aura pour équation m x -+-ny ~{-h =  o. 
On déterminera les trois constantes m, n, h à l’âide des trois 
équations du premier degré

è1 =  ± ( m x '  -4-ny/ + /i),
= z h [m x "  -\-ny" -hh),

$/// _  _f- (ma/// -f- ny1"  -f- h).

Chaque combinaison de signes donne un système d’équations; 
*1 y a huit combinaisons : mais on remarque q u e , si l ’on 
change les signes dans les trois équations, les valeurs de m, n, h 
changent de signes, et la courbe reste la même; on a donc 
quatre solutions.

La distance d’un point à une droite est exprimée par une 
formule renfermant un double signe ; on doit prendre le même 
signe pour tous les points situés d’un même côté de la droite, 
et l ’autre signe pour tous les points situés de l’autre côté. On 
sait que l’ellipse est située tout entière d’un même côté par 
rapport à chacune de ses directrices; la parabole est située 
aussi d’un même côté de sa directrice, tandis que chacune des 
directrices de l’hyperbole passe entre les deux branches de la 
courbe. Ainsi, prendre le même signe revient à supposer que 
les trois points appartiennent à une même branche ; prendre 
des signes différents, que deux points sont sur une branche, 

le troisième sur une autre branche.

P R O B L È M E  X I V .

2 6 2  —  Construire une courbe du second degré, connaissant 
un foyer et trois tangentes.

S u p p o s o n s  l e  p r o b l è m e  r é s o l u ;  si du f o y e r  F on a b a i s s e  d e s

FOYERS ET DIRECTRICES. 223



2 2 4 LIVRE III, CHAPITRE VII.
perpendiculaires sur les trois tangentes, et qu’on prolonge 
chacune d’elles d’une longueur égale à elle-même, on obtient 
trois points H, H', H", appartenant au cercle directeur (fig. 160 
qui a pour centre le second foyer F '; le rayon F'H de ce cercle 
est égal à l ’axe 2a qui passe par les deux foyers. Les deux foyers 

F, F ', avec la longueur 2a définissent 
une courbe du second degré et une 
seule. Il est aisé de voi r que cette courbe 
est tangente aux trois droites données ; 
en effet, soit M le point où le rayon 
F'H coupe la droite MT, la somme ou 
la différence des rayons vecteurs MF' et 
MF étant égale à F'H ou à ia ,  le point 
M appartient à la courbe; en outre, la 
droite MT, étant perpendiculaire sur 

le milieu de FH, est tangente à la courbe au point M ; le problème 
admet ainsi une solution et une seule.

Si les trois points H, H', H" étaient en ligne droite, la courbe 
cherchée serait une parabole ayant pour directrice cette 
droite.

ÉQUATION DES COURBES DU SECOND DEGRÉ EN COORDONNÉES 
POLAIRES.

2 0 3  —  Nous prendrons pour pôle un foyer F, et pour axe 
polaire la droite qui va de ce foyer au 
sommet voisin A de la courbe.

Considérons d’abord l ’ellipse; pre
nons pour pôle le foyer F et pour axe 
polaire la direction FA (fig. 161). Nous 
avons trouvé (n» 219) pour expression 
de la distance du foyer à un point 

quelconque M de la courbe

P =  a - \ x ,

la courbe étant rapportée à ses axes ; si l’on projette la ligne



brisée OFM sur le grand axe, il vient x  =  c -+- p cos w; en rem
plaçant x  par cette valeur dans l’équation précédente, et dési
gnant par e l’excentricité - , on en déduit a

(D p=----—----
1 I - )-f iC O S fc>

Supposons maintenant que la courbe soit une hyperbole.
Prenons pour foyer le pôle F' et poui 
axe polaire la direction F'A' de l’axe 
transverse (fig. 162). Nous avons vu 
(n° 233) que la distance du foyer F' i 
un point quelconque de la courbe esl 
exprimée par la formule 

(ex \

le signe—s’appliquant à la branche de gauche, le signe-+- à la 
branche de droite. Projetons sur l’axe transverse OX la ligne 
brisée O'FM, on a x = —cn-pcosw. Il en résulte que la pre
mière branche de l’hyperbole est représentée par l’équation
(O p =  ---- ?---- ,r 1 -4- e cos w 
la seconde par l’équation
(a )  p =  - - = £ - .

r 1 —  e cos co

Mais si l’on convient de porter les rayons vecteurs négatifs 
en sens contraire de la direction indiquée par l’angle o>, il est 
facile de voir que l’équation (1) représente à elle seule les 
deux branches de l’hyperbole. Soit M7 un point quelconque 
de la seconde branche , w' l’angle correspondant A'F'M', p' 
le rayon vecteur F;M'; en vertu de l’équation (2), on a
P;= ----- -— Dans l’équation (1), donnons à l’angle co la

1 —-e c o st/  1 0

valeur w ' -4- 77, i l  viendra

P = ------------- ! = — ? ' >i — ecosay r 7
GÉOM. ANALYT. 4 5
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on obtient ainsi pour p une valeur négative —  p7; mais la valeur 
(o'-+- attribuée à a> indique la direction F'Mt opposée de F'M'. 
Si p avait une valeur positive, il faudrait la porter dans la direc
tion F'M,; p ayant une valeur négative —  p', on convient de 
porter la valeur absolue p' en sens inverse, c’est-à-dire dans la 
direction F'M', ce qui donne le point M'. Il résulte de là que 
l’équàtion (i) suffît pour représenter les deux branches de l’h y
perbole, la première par les valeurs positives de p, la seconde 
par les valeurs négatives.

Considérons enfin le cas où la courbe est une parabole.
Prenons encore pour pôle le foyer F et pour 

axe polaire la droite FA dirigée vers le som
met (fig. i 63). On a (n° 243)

V
Q = Z - + - X .
1 2

En projetant sur l’axe AX la ligne brisée AFM, 

on a comme précédemment

»  , s Px =  j-+- pcoslir— w) =  ^ —  pcosw;

d’où l’on déduit

(3) ? =  -----r  I - t - C O S < d

Il résulte de ce qui précède que l’équation (i) représente les 
trois courbes du second degré; la courbe est une ellipse, une 
parabole ou une hyperbole, suivant que l'excentricité e est 
inférieure, égale ou supérieure à l’unité.

E X E R C I C E S .

i° M et M' étant deux points d’une parabole, P le point de concours 
des tangentes en ces deux points et F le foyer ; démontrer que l’on a 

PM’ PSP 
MF ~  M'F"

ao Dans une courbe du second degré, la perpendiculaire abaissée du 
foyer sur une courbe et le diamètre conjugué de la corde se coupent sur la 

directrice.
3<> Un demi-diamètre d’une ellipse ou d’une hyperbole est moyen propor- 

tionnel entre les droites qui joignent les foyers à l’extrémité du diamètre 

conjugué du premier.
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4° Dans l'hyperbole équilatère la distance d’un point quelconque de la 
courbe au centre est moyenne proportionnelle entre les distances de ce point 
aux foyers.

5° Trouver dans le plan d’une ellipse un cercle tel que la longueur de la 
tangente menée au cercle de chacun des points de l’ellipse soit une fonction 
rationnelle, entière et du premier degré des coordonnées de ce point.

Démontrer que la somme ou la différence des tangentes menées de 
chacun des points de l’ellipse à deux cercles jouissant de la propriété pré
cédente est constante.

6° Lieu du sommet d’un angle constant circonscrit à une parabole.
7° Par le foyer d’une parabole on mène une corde, et sur la corde comme 

diamètre on décrit un cercle, puis on mène au cercle des tangentes paral
lèles à une droite donnée ; trouver lejieu des points de contact.

8° Un angle constant tourne autour du foyer d’une courbe du second 
degré; aux points où les côtés de l’angle rencontrent la courbe, on mène 
des tangentes à cette courbe ; trouver le lieu du point d’intersection de ces
tangentes.

9° Étant donnée une ellipse, en un point quelconque M, on mène la tan
gente que l’on prolonge jusqu'aux points P et Q, où elle rencontre les tan
gentes aux extrémités du grand axe; trouver le lieu du point de rencontre 
N des droites F'P et FQ, et du point de rencontre N' des droites FP etF'Q. 
Démontrer que les deux points N et N' sont situés sur la normale au 
Point M.

ioo Étant donnée une courbe du second degré, une sécante tourne autour
d’ un point fixe P ; on joint au foyer F les points M et M' où elle coupe la
„ , . PFM PFM;
courbe ; démontrer que le produit tang —-— tang — -—  est constant.

ti°  L’angle sous lequel du foyer d’une courbe du second degré on voit 
la portion d’une tangente mobile comprise entre deux tangentes fixes est 
constant.

ta» Un triangle étant circonscrit à une parabole, le point de concours 
des hauteurs est sur la directrice, et le cercle circonscrit au triangle passe 
Par le foyer.

i 3° Si, en un point quelconque M d’une ellipse, on mène une normale, 
la portion de cette normale comprise entre le point M et le petit axe a pour 
projection sur les rayons vecteurs menés du point M aux deux foyers une 
longueur égale au demi-grand axe.

i 4° La portion de la normale comprise entre le point M et le grand axe a 
Pour projection sur les rayons vecteurs une longueur égale au paramètre de 

l’ellipse.
15» Deux courbes du second degré ont un foyer commun ; si 1 on mène
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de ce foyer des rayons vecteurs aux extrémités d’un diamètre quelconque 
de l’une des courbes , la somme ou la différence des rapports de ces 
rayons aux rayons de la seconde courbe qui ont la même direction est 
constante.

16» On prolonge les rayons vecteurs qui vont d’un point quelconque M 
de l’ellipse aux deux foyers F et F' jusqu’à leur rencontre en P et Q avec

L ,, , MF MF'
a courbe; demontrer que la somme pp +  est constante.

170 Une rose des vents formée de m rayons tourne autour de son centre 
placé au foyer d’une ellipse ; démontrer que la somme des inverses des lon
gueurs comptées sur chaque rayon depuis le foyer jusqu’au point où il coupe 
l’ellipse, est constante.

18» D’un point quelconque P situé dans le plan d’une ellipse, on mène 
des tangentes à cette ellipse ; on abaisse du point P une perpendiculaire 
PC sur la corde des contacts AB ; les droites PC et AB coupent le petit axe 
en D et E ; démontrer que le cercle décrit sur DE comme diamètre passe 
par les deux foyers.

19* Étant données deux ellipses homofocales, par un point P on mène 
à l’une d’elles des tangentes qui rencontrent la seconde, l’une en A et B, 
l’autre eu C et D ; démontrer que l’on a

1 1 1 1

PÂ: t PB =  PC:±:PD'

■j o » On décrit un cercle sur le grand axe d’une ellipse comme diamètre 
l’ordonnée d’un point quelconque M de l’ellipse rencontre le cercle en un 
point N ; si l’on appelle w l’angle que fait avec le grand axe le rayon vec
teur FM, et u l’angle que fait avec le grand axe le rayon ON du cercle, on 
a les relations

/ > <■* /1 +  0 up = a ( i — ecosw), t a n g - = i / - ---- - tang - .

En désignant par S l’aire du secteur elliptique AFM, ou a aussi

„  ab . .
S  =  —  l u — esinu).x

mi» line hyperbole équilatère homofocale à une ellipse intercepte sur les 
côlés d’un angle droit circonscrit à l’ellipse deux cordes égales.

ixo u n triangle étant inscrit dans une parabole, si l’on appelle 11 le rayon 
du cercle circonscrit au triangle, c, c', c", les cordes menées par le foyer 
l̂arallclement aux côtés0, 6', 6" des angles que font les côtés avec l’axe, 011 a

11 sin 6. sin B'. sin8" —. p, 8 p R2 =  cc'c".
a3“ Soient A le sommet, F le foyer d’une parabole (p, <o), (p', « ’) les
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coordonnées de deux points M et M' de la courbe, 0 l’angle MFM', S l’aire 
du secteur AFM, A celle du secteur MFM', l la longueur de la corde MM' ; 
démontrer les formules suivantes employées en astronomie:

s pp 'sin—
P=--------------— — 5, » Vpp'cos \ — V(P+P')’ — 1%

p + p '— sVpp'cos-

S ~  S \/p(aP — P) =  ^  tang “ ^3 + tang’

a  =  3 Vpp'sin;(p + p '+ V p ?cn4 )

=  ^p4-p '4 -\/pp 'c0s aP ^ P + P '— 3 Vff cosf ^

C H A P I T R E  VIII
S ection s coni<|iics.

THÉORÈME I.

3 « 4  — L a section d’un cylindre circulaire droit par un plan 
quelconque oblique à la base est une ellipse.

Par l’axe CC' «lu cylindre (fig. i6’4) menons un plan perpen
diculaire au plan sécant; nous 
prendrons ce plan pour plan de 
la figure. Ce plan coupe le cy
lindre suivant deux génératri
ces opposées GG', HH', et le plan 
sécant suivant la droite AA'. 
Dans le plan de la figure, décri
vons deux cercles C et C' tan
gents à la droite AA' et aux deux 
génératrices GG', HH' du cylin
dre; il suffit pour cela de mener 

les bissectrices des angles A et A' jusqu’à leur rencontre en C



et C' avec l ’axe du cylindre ; si, du point C comme centre, avec 
le rayon du cylindre, on décrit un cercle, ce cercle touchera les 
génératrices en G et H, et la droite AA' au pointF ; le cercle dé
crit du point C' comme centre louchera de même les généra
trices en G' et H', et la droite AA' au pointF7. Imaginons main
tenant que la figure tourne autour de l’axe CC7 ; la génératrice 
GG7engendreralasurfacedu cylindre, tandisqueles deux cercles 
engendreront deux sphères inscrites dans le cylindre et le tou
chant intérieurement, la première suivant la circonférence de 
grand cercle GLH, la seconde suivant la circonférence de grand 
cercle G7L7H7. En oi^re, les deux sphères sont tangentes au plan 
proposé, la première au point F , la seconde au point F7. En effet, 
le plan de la figure et le plan proposé sont perpendiculaires 
entre eux; la droite CF, qui est tracée dans le premier plan 
perpendiculairement à leur intersection AA7, est perpendicu
laire au second plan ; le plan AMA7, étant perpendiculaire à 
l’extrémité du rayon CF, est tangent à la sphère C au point F. 
On verrait de même que ce plan est tangent à la sphère C7 au 
point F7.

Cela posé, soit AMA7 la courbe suivant laquelle le plan sécant 
coupe le cylindre ; nous allons démontrer que cette courbe 
est une ellipse ayant pour foyers les points F et F7. Joignons 
un point quelconque M de cette courbe aux deux points F et F7; 
par le point M passe une génératrice LL7 du cylindre ; cette 
génératrice touche la sphère supérieure au point L, la sphère 
inférieure au point L7. Les deux droites MF, ML, tangentes 
menées du même point M à la sphère C, sont égales; de même, 
les deux droites MF7, ML7, tangentes menées du point M à la 
sphère inférieure, sont égales. Ainsi la somme des rayons 
vecteurs MF -+- MF7 est égale à ML H- ML7, c’est-à-dire à la por
tion LL7 de la génératrice comprise entre les deux cercles de 
contact ; longueur constante, car dans le mouvement de révo
lution autour de CC7 la génératrice GG7 vient coïncider avec 
LL7. On voit par là que la somme des distances de chacun des 
points de la courbe aux deux points fixes F et F7 est constante 
et égale à GG7; on en conclut que la courbe est une ellipse 
ayant pour foyers F ei F7.
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2 6 5  —  C o r o l l a i r e . Les droites DE, D'E', intersections du 
plan sécant et des plans des cercles GH, GH', suivant lesquels 
les sphères inscrites touchent le cylindre, sont les directrices 
de l’ellipse. En effet, par le point M menons un plan perpendi
culaire à l ’axe du cylindre; ce plan coupera le cylindre suivant 
un cercle NMN'. La droite DE, intersection de deux plans per
pendiculaires au plan de la figure, est elle-même perpendicu
laire à ce plan et, par suite, à la droite A A '; il en est de même 
de la droite MP, intersection du plan du cercle et du plan 
sécant. Le rayon vecteur MF étant égal à ML ou à NG, et la 
perpendiculaire abaissée du point M sur la directrice DE étant 
égale à PD, le rapport des distances du point M au foyer et à

NG
la directrice est —  ; mais, à cause des parallèles PN et GD, ce

rapport est égal à celui de AG à AD, ou de AK à A A', rapport con
stant, puisque ces deux dernières longueurs sont constantes.

Au foyer F correspond la directrice DE; au foyer F7 la di
rectrice D E '.

T H É O R È M E  I I .

2 6 6  — La section d’un cône circulaire droit par un plan est 
une courbe du second degré.

Menons par Taxe du cône un plan perpendiculaire au plan
sécant; ce plan coupe le cône 
suivant deux génératricesSG, 
SH, et le plan sécant suivant 
la droite AA'.

i° Considérons d’abord le 
cas où la droite AA' rencon
tre les deux génératrices SG, 
SH d’un même côté du som
met S (fig. i 65). Décrivons 
deux cercles O et O7 tangents 
à la droite AA' et aux deux 
arêtes SG', SH'. Si l ’on fait 
tourner la figure autour de 

Fig. 165. l’axe SO', pendant que l’arête

SG' engendre le cône, les deux cercles engendrent deux sphères
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tangentes au cône suivant les cercles de contact GH, G'H'. Le 
plan sécant est tangent à l’une des sphères au point F, comme 
perpendiculaire à l’extrémité du rayon OF; il est aussi tangent 
à l ’autre sphère au point F'.

Cela posé, soit M un point quelconque de la courbe d’inter
section ; la génératrice SM qui passe en ce point touche les 
sphères aux points L et L'; joignons MF, MF'. Les droites MF et 
ML sont égales comme tangentes menées du même point M à la 
sphère 0  ; les droites MF' et ML' sont égales comme tangentes 
menées du point M à la sphère 0 '; on a donc 

MF-H MF'= ML+ ML' =  LL'.

Or la portion LL' de la génératrice comprise entre les cercles 
parallèles GH, GH' est contante et égale à GG'; donc la somme 
des distances de chacun des points de la courbe aux deux points 
fixes F et F' est constante, et, par conséquent, cette courbe est 
une ellipse dont les points F et F' sont les foyers.

La somme constante GG' est égale au grand axe AA'. Si par 
le point A' on mène A'K parallèle à GH, on détermine sur la 
génératrice une portion AK égale à la distance focale FF'; car, 
si des longueurs égales GG', AA' on retranche, d’une part AG 
et KG', d’autre part les longueurs égales AF et A'F', il reste deux 
longueurs égales AK, FF'.

Considérons les droites DE, D'E', suivant lesquelles le plan 
sécant est coupé par les plans des cercles de conlact GH, G'H'. 
Si, du point M on abaisse une perpendiculaire MP sur le grand 
axe, la distance du point M à la droite DE est égale àPD. Soit 
NMN' le cercle parallèle qui passe par le point M; la longueur 
MF ou ML est égale à GN. A cause des parallèles DG, PN, on a

GN_A G __AK
DP AD AA'"

Ainsi les distances de chacun des points de l ’ellipse au foyer F 
et à la droite DE sont entre elles comme la distance des foyers 
au grand axe. Cette droite DE est une directrice de l ’ellipse; la 
droite D E' est la seconde directrice.

2° Lorsque la droite AA' rencontre les deux génératrices SG 
et SH de part et d ’autre du sommet (fig. 166), on a 

MF'— M F = M L — M L = L L '= G G '.
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La différence des distances de cha
cun des points de la courbe aux 
deux points F et F' est constante ; 
cette courbe est une hyperbole 
qui a pour foyers les deux points 
F et F'. Les droites d’intersection 
du plan sécant et des plans de 
contact sont de même les direc
trices de l’hyperbole.

3° Supposons enfin que la droite 
AA' soit parallèle à l’arête SH 
(fig. 167); décrivons une sphère 
tangente au cône suivant le cercle 

Fis-,G6- GH et au plan sécant en F. Soit
DE l’intersection du plan sécant avec le plan du cercle de contact 
GH. Par le point M de la section menons la droite ME perpendicu-

aire à DE, et la génératrice SM, 
qui rencontre en L la courbe de 
contact; la droite ME sera paral
lèle à AA' et à SH; donc les trois 
droites ME, SM, SH sont dans un 
même plan, et les trois pointsH,L, 
E, sur la droite d’intersection du 
plan de contact et du plan précé
dent. Les deux trianglesMLE,HSL 
sont semblables,et puisque SL est 

f'e- *w. égale à SH, on a aussi ML =r ME ;
■nais ML= MF, comme tangentes menées du point M à la sphère; 
Par conséquent, M F=M E. Ainsi la courbe est une parabole dont 
le point F est le foyer et DE la directrice.

Cette méthode si élégante, pour trouver les propriétés des 
foyers et des directrices dans les courbes du second degré, est 
d u e  à  D a n d e l i n .

2 0 7 — Placer une courbe du second degré sur un cône donné.
—  1° La courbe est une ellipse. Dans le triangle AA'K (fig. i 65), 
on connaît deux côtés AA', AK, qui sont le grand axe et la 
distance des foyers, ainsi que l’angle opposé à AA' qui est le
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complément de la moitié de l’angle au sommet du cône. Comme 
le grand axe surpasse la distance focale, on peut toujours con
struire ce triangle; la perpendiculaire sur le milieu de A'K dé
termine le point S, et par suite tout ce qui fixe la position du 
plan sécant.

2° La courbe est une hyperbole. Dans le triangle AA'K 
(fig. 166), on connaît également deux côtés, ainsi que l ’angle 
opposé à l'un d’eux; mais comme le côté opposé à l’angle 
donné est le plus petit, la construction du triangle n’est pas 
toujours possible. Il faut que l ’on ait a > c c o s y  (2a étant l ’axe 
transverse, 2c la distance des foyers de l ’hyperbole, 2y l ’angle

au sommetdu cône);d’où co sy < ^ *  et, par suite, c o s y < cos0,

en appelant 6 l’angle de l’asymptote avec le grand axe; donc 
l’angle des asymptotes doit être plus petit que l ’angle du cône.

3° La courbe donnée est une parabole. Enjoignant le centre 
O de la sphère au point G, on forme un triangle rectangle OGA 
(fig. 167), dans lequel on connaît le côté AG qui est le demi- 
paramètre de la parabole, et l’angle OAG complémentaire d ey. 
Après avoir construit ce triangle, on élèvera OS perpendicu
laire sur OA jusqu’à la rencontre de AG ; une fois connue la 
distance SA, le problème est résolu.

En résum é, sur un cône donné on peut placer toutes les 
ellipses, toutes les paraboles, et toutes les hyperboles dans les
quelles l ’angle des asymptotes est plus petit que l’angle du 
cône.

2 6 8  —  R e m a r q u e .  Supposons que les sphères employées 
précédemment soient toujours inscrites dans le cône, mais 
coupent le plan sécant; il suffit pour cela que les cercles gé
nérateurs soient tangents aux deux lignes SA, SA7 et coupent 
AA7 ; les intersections des sphères par le plan sécant sont des 
cercles, et l ’on verra que, dans le cas de l’ellipse ou de l’hy
perbole, la somme ou la différence des tangentes menées à ces 
cercles d’un point quelconque de la courbe est constante; que, 
dans le cas de la parabole, la tangente menée au cercle d ’un 
point quelconque de la courbe est égale à la distance de ce 
point à une certaine droite.
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Les géomètres grecs connaissaient les courbes du second 
degré comme sections d’un cône à base circulaire par un plan. 
A p o l l o n iu s  (247 ans avant J.-C.) a fait sur les sections coniques 
un traité en huit livres, dans lequel il rapporte ce qui a été 
trouvé avant lui, et expose ses propres découvertes sur cette 
matière. Le traité d’A p o l l o n iu s  contient les principales pro
priétés des sections coniques; nous citerons les deux théorèmes 
sur les diamètres conjugués (no* 162, i 63et 191), les propriétés 
des asymptotes de l ’hyperbole, les propriétés élémentaires des 
foyers.
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C H A P I T R E  IX

D éterm in ation  des sectio n s co n iq u es.

3 6 9 — L’équation générale du second degré

A x *  - I -  Bxy H -  C y s - f  - D x  - f -  Ey - f -  F = o

contient six coefficients ; mais comme on peut diviser tous les 
termes par l ’un des coefficients, pourvu que ce coefficient soit 
différent de zéro, l’équation ne renferme que cinq paramètres 
arbitraires, savoir les rapports de cinq coefficients au sixième. 
Pour déterminer une courbe du second degré, il faut donner 
les valeurs des cinq paramètres, ou bien cinq relations entre 
ces cinq paramètres; mais, dans ce cas, il est nécessaire d’exa
miner si les cinq équations de conditions admettent un sys
tème de solutions réelles, et si, en outre, l ’équation du second 
degré correspondante représente bien une courbe; autant les 
cinq équations de conditions admettront de systèmes de solu
tions réelles jouissant de cette propriété, autant il y aura de 
courbes du second degré satisfaisant aux conditions proposées.

En général, les relations entre les paramètres proviennent 
de conditions géométriques auxquelles doit satisfaire la courbe. 
Ainsi on peut assujettir la courbe à passer par des points 
donnés, à être tangente à des droites données, etc. On expri
mera que la courbe passe par un point donné, en écrivant que



les coordonnées du point vérifient l’équation de la courbe, ce 
qui donne une relation entre les coefficients. On exprimera 
que la courbe est tangente à une droite donnée, en écrivant 
que l’équation qui fournit les abscisses des points d’intersection 
de la courbe et de la droite a deux racines égales, ce qui donne 
aussi une relation entre les coefficients. Une condition géomé
trique qui se traduit par une relation entre les coefficients est 
regardée comme une condition simple. Une condition géomé
trique qui se traduirait par deux relations serait regardée comme 
double; si, par exemple, on assujettissait la courbe à toucher une 
droite donnée en un point donné, l’équation qui donnerait les 
abscisses des points d’intersection devant admettre une racine 
double donnée, il en résulterait deux relations entre les coeffi
cients ; la condition géométrique énoncée devrait donc compter 
comme deux conditions simples. D’après cela, on dira qu’ilfaut 
cinq conditions géométriques pour déterminer une courbe du 
second degré.

Si l’on veut que là courbe soit une parabole, les coefficients 
devant vérifier la relation B2— 4A C = o , l’équation ne contien
dra plus que quatre paramètres arbitraires et la parabole sera 
définie par quatre conditions.

De même, si l’on veut que la courbe soit une hyperbole 
équilatère, il faudra que les deux droites représentées par l’é
quation A x2-f-B xy + C y îj'= o, droites parallèles aux asymptotes 
(n° i 3o), soient perpendiculaires entre elles, ce qui donne une 
relation entre les coefficients; lorsque les axes des coordonnées 
sont rectangulaires, cette relation est A + C = o .  Quatre condi
tions suffisent donc pour déterminer une hyperbole équilatère.

Avant d’aller plus loin, il est bon de généraliser les défini
tions, afin d’éviter les restrictions qu ’apporteraient les solutions 
imaginaires dans les énoncés des théorèmes.

P O IN T S  E T  D R O IT E S  IM A G IN A IR E S.

2 7 0 — Un système de valeurs réelles de a: et de y détermine 
un point du plan; par analogie, nous appellerons point imagi
naire un système de valeurs imaginaires attribuées h x e t y .  
Si deux systèmes de valeurs imaginaires sont de la forme
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x  =  a -t- bi, y =  c-f- di et x = a  —  bi, y =  c —  di, nous dirons 
que les deux points imaginaires sont conjugués.

Une équation du premier dégré A x  +  By -+- C =  o à coeffi
cients réels est vérifiée par les coordonnées d’une infinité de 
points réels, dont le lieu est une ligne droite; mais elle est 
vérifiée aussi par une infinité de systèmes de valeurs im agi
naires attribuées à x  et à y ; car, si l ’on attribue à x  une valeur 
imaginaire quelconque, on en déduira pour y une valeur 
imaginaire correspondante ; si l ’on donne à x  deux valeurs 
imaginaires conjuguées, les deux valeurs correspondantes de y 
seront aussi conjuguées.

Par analogie, nous appellerons droite imaginaire l ’ensemble 
des solutions d’une équation du premier degré à coefficients 
imaginaires. Il est à remarquer qu’une droite imaginaire passe 
par un point réel. Soit, en effet,

(A' +  A "i)x  +  (B ''+B "i) y-\- (C/-+-C*i)=o, 
ou ( A; x  -4- B7 y + CO +  i ( A" x -+- B" y +  C")= o, 

une droite imaginaire. Cette équation sera vérifiée par les 
coordonnées du point d’intersection des deux droites réelles 

A 'æ + B ' y - t - C ^ o ,  M'x-’r'B" y -\ -C — o.
L’équation générale du premier degré, renfermant trois co

efficients et par suite deux paramètres arbitraires, deux points, 
réels ou imaginaires, détermineront la droite. Si l ’on appelle 
^  > y'-, x", y" les coordonnées des deux points donnés, la droite 
qui passe par ces deux points aura pour équation

x  —  x ' _y —  y1
x " — x [ ~  y"— yr

La droite qui passe par deux points imaginaires conjugués 
est réelle. Soient, en effet, x '= a -{ -b i, t / = c - h d i ,  x " = a — bi, 
y"— c —  di; l’équation de la droite se réduit à

x —  a _y —  c
b ~ d

Le point qui a pour coordonnées

x'-{-x" y ’ + y" 
x . ~ ---------> y , = ------ — ,

1 2  2

Sera dit le milieu de la droite qui joint les deux points donnés;
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si les deux points sont imaginaires conjugués, le milieu sera
un point réel.

Une équation algébrique f  (x, y) =  o à coefficients réels est 
vérifiée en général par les coordonnées d’une infinité de points 
réels formant une courbe ; elle est vérifiée aussi par les coor
données d’une infinité de points imaginaires, conjugués deux 
à deux. Si les coefficients sont imaginaires, l’équation admet 
toujours une infinité de solutions imaginaires, mais seulement 
un nombre limité de solutions réelles ; l ’ensemble de ces solu
tions formera ce que nous appellerons une courbe imaginaire.

Deux équations, l ’une du premier degré, l’autre du second 
degré en x  et y, admettent deux systèmes de solutions. On 
dira donc qu’une droite rencontre une courbe du second 
degré en deux points, réels ou imaginaires. Une droite réelle 
rencontre une courbe du second degré réelle en deux points, 
qui sont réels ou imaginaires conjugués. Ceci permet d’ex
pliquer un fait qui s’est présenté déjà plusieurs fois; quand on 
cherche, par exemple, le lieu des milieux d’une série de cordes 
parallèles dans l’ellipse, on irouve par le calcul une droite in
définie, et cependant le lieu, tel qu’il est défini géométrique
ment, ne se compose que de la partie du diamètre intérieure 
à l’ellipse ; les sécantes extérieures rencontrent l ’ellipse en deux 
points imaginaires conjugués, le milieu de la corde est encore 
un point réel, et le diamètre se prolonge ainsi en dehors de la 
courbe.

INTERSECTION DE DEUX COURBES DU SECOND DEGRÉ.

2 7 1 .— Nous remarquerons d’abord que si les deux courbes 
coïncident, c’est-à-dire si les deux équations sont vérifiées par 
les mêmes systèmes de valeurs des variables x  et y, les coeffi
cients sont proportionnels. En effet, les équations
(1) Cy* -4- (Ba: -t-E)y -+- (Ax1 -+- Mx -+- F) = o ,
(2) C y + -  (Wx -+-E ')y+(A 'æ M - D'à; +  F') = o , 

admettant les mêmes racines pour une même valeur de x , 
on a

C _Bæ+ E __  Aæ'+ D æ+ F
C~~Wx+Ë!~Tiï+F'c+F ’
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et, comme ceci doit avoir lieu quelle que soit x , on en conclut

C _ P L —  E _ A _ D  F 
C7 B' E' A' D7 +  F'"

La réciproque est vraie : lorsque les coefficients sont propor
tionnels, les deux équations sont évidemment identiques, et les 
deux courbes coïncident.

Nous supposerons dans ce qui suit les courbes différentes, 
c est-à-dire les coefficients non proportionnels. Considérons 
d abord le cas où les coefficients C et C' sont différents de zéro ; 
si l ’on retranche les équations membre à membre, après les 
avoir multipliées respectivement par C7 et C, on élimine y* et 
l’on obtient une équation de la forme

(3) (BjX-i-E,)!/ -+- (A,x' -f- D ,x -4- F ,)= o,

4ui> avec l'équation (i), forme un système équivalant au sys
tème des deux équations proposées (i) et (2). Les cinq coeffi
cients B „ E „ Aj, D „ Ft ne peuvent être nuls à la fois; car si 
cela avait lieu, les coefficients des deux équations (1) et (2) se
raient proportionnels. Si les deux coefficients B, et E, étaient 
nuls, l ’équation (3) deviendrait AjX’ - i-D jX + F , = 0 ;  elle don
nerait pour x  deux valeurs; à chacune d’elles, d'après l ’équa
tion (1), correspondraient deux valeurs de y ,  en tout quatre 
solutions. Supposons que les deux coefficients B, et E, ne soient

E
Pas nuls à la fois; en général, la valeur x  =  — ^  qui annule

le coefficient de y dans l’équation (3) n'annule pas le polynôme 
A t ^ + D ^ + F , ;  dans ce cas, la quantité B ^ -f-E , étant diffé
rente de zéro pour toutes les solutions de l'équation (3), on 
Peut mettre cette équation sous la forme

A,#*-!- D .ic+ F . 
y = — B .S + E

en portant cette valeur de y dans l'équation (1), on obtient une 
équation du quatrième degré

(4) a0x k+ a ,x 5+ + a.o;+ a4= o ,

qui, jointe à l’équation (3), forme un système équivalant au 
système des deux équations (i) et (3), et, par conséquent, au
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système proposé. Les cinq coefficients de l'équation (4) ne peu
vent être nuls à la fois ; car, si cela avait lieu, l ’équation (4) de
venant une identité, les deux équations proposées admettraient 
les mêmes solutions. L'équation (4) donne quatre valeurs de a;; 
à chacune d’elle correspond, d’après l’équation (3), une valeur 
de y, ce qui fait quatre solutions du système proposé.

E
Si la valeur x = — ^  annulait le polynôme A ^ H -D .x -f-  F„

l ’équation (3) se mettrait sous la forme

(Blic-t-E1) ( y + m a :+ jO = o ,

et se décomposerait en deux équations distinctes, l^x-l-E,— o,
E

y +  m x -i-n  —  o; la première donne la valeur x  = —  - i ,  à

laquelle, dJaprès l’équation (i), correspondent deux valeurs de 
y ; de la seconde on déduit y =: — m x —  n, et, remplaçant y 
par cette valeur dans l ’équation(i), on obtient une équation du 
second degré en x ,  qui fournit deux nouvelles solutions ; en 
tout quatre solutions. Cependant il peut arriver que celte der
nière équation du second degré en x  se réduise à une identité ; 
dans ce cas, les coordonnées de tous les points de la droite 
y + m x - h n = o vérifient les deux équations proposées, qui re
présentent alors des Gouples de droites, dont deux coïncident.

Si un seul des coefficients C ou C' était nul, l ’une des équa
tions proposées serait de la forme (3), et on répéterait ce qui 
vient d’être dit.

Considérons maintenant le cas où les deux coefficients C et C
E'

sont nuls à la fois. Si la valeur x = — g ,  qui annule le coefficient

de y dans l’équation (2) n’annule pas le polynôme A/x sH-D/a:-t-F/, 
on déduira de cette équation

A'x* -+- b x  F7 
y — ~  B'a;-)-E' ’

et, substituant dans l’équation (1), 011 arrivera à une équation 
du troisième degré en x ,  ce qui donne trois solutions. Si la 

E7
valeur æ = — g7 annule le polynôme A V -f-D 'ar-i-F ', l’équa-
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tion (2) se met sous la forme

(B'æ+ E') (y -+- m x -+-«) =  o, 

et représente deux droites B/o;-+-E/ =  o, y - h m x - j- n = o ,  qui 
coupent la courbe (1), la première en un point, la seconde en 
deux points. Il peut arriver que Tune de ces droites appartienne 
a la ligne (1); dans ce cas, les équations proposées représentent 
des couples de droites, dont deux coïncident.

On conclut de ce qui précède, que deux lignes du second 
degré ne peuvent avoir plus de quatre points communs, à moins 
que ces lignes ne soient des couples de droites, dont deux coïn
cident. Lorsque les deux équations proposées ont leurs coeffi
cients réels, les quatre points communs sont réels ou im agi
naires conjugués.

2172  —  Il est facile de former l’équation (4) qui donne les 
abscisses des quatre points communs à deux courbes du second 
degré. Soient A0y’ +  A ,y +  A s =  o ,  A 'ty% +  A\y  +  A ', =  o, 
les deux équations proposées, dans lesquelles A0 et A', dési
gnent des constantes, A, et A 't des polynômes du premier degré 
en a:, A2 et A ', des polynômes du second degré. Enretranchant 
ces équations membre à membre, après les avoir multipliées 
respectivement par A'0 et A0, on a

(A0 A',— A '0\ ,) y + (A0A , — A''0A J = 0 .

En multipliant par A, et A',, retranchant et supprimant le fac
teur y, on a de même

(A0A'2— A'0A2) y -t- (A, A 'j— A', A2)= o.

L’élimination de y entre ces deux dernières équations conduit 
a l’équation du quatrième degré

(A0A't - A - '0A,j (A, A', -  A',A,) -  (A„A'S -  A '0A,)’ = o.

2 7 3  — C o r o l l a i r e . Une équation du second degré à coeffi
cients imaginaires ne peut admettre plus de quatre solutions 
réelles. En effet, le premier membre de l ’équation est de la 
forme S - M S „  S et S, désignant des polynômes réels du se
cond degré ; si l’équation est vérifiée par des valeurs réelles 
attribuées à a: et à y, on aura séparément S =  o, Si = 0  ; les 
points réels du lieu sont les points communs aux deux courbes
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réelles S — o, St —  o, qui sont en général au nombre de 
quatre.

II n’y a.exception que lorsque ces lignes sont des couples 
de droites dont deux coïncident; dans ce cas, l’équation du se
cond degré représente elle-même deux droites, dont une est 
réelle. Enfin, si les deux lignes S =  o, S' =  o coïncidaieut, le 
premier membre de l’équation proposée serait divisible par 
un facteur constant im aginaire, et les coefficients de l’équa
tion deviendraient réels.

THÉORÈME I .

274 —  Par cinq points donnés, on peut faire passer une 
courbe du second degré, et on n’en peut faire passer qu’une.

Soit A x, -(-Ba:î/-l-Cy, - f-D a ;+ E ÿ 4 -F  =  o l’équation géné
rale des courbes du second degré; si l’on désigne par x 1 et y' 
les coordonnées de l ’un des points, on aura cinq relations de 
la  forme

A xn -I- YiX'y' C yn -+- Da/ -+- E y1 F = o,

entre les rapports de cinq coefficients au sixième. Les équa
tions, étant du premier degré, admettent en général une solu
tion et une seule ; cependant il faudrait examiner s’il n’y a pas 
des cas d’impossibilité. La méthode que nous suivrons nous 
permettra d’éviter cette discussion compliquée.

Supposons d’abord que, parmi les cinq points donnés a, b,
c, d, e, trois ne soient pas en ligne droite (fig. 168). Les quatre 
premiers points sont les sommets d’un quadrilatère abcd. Dési
gnons, pour abréger, par a —  o, |3 =  o les équations de deux 
côtés opposés ab et cd; par y =  o, Ù— o celles des deux autres 
côtés bc et da et considérons l ’équation

(5) ap— A y£ = o,

qui renferme un paramètre arbitraire k. Les lettres a, p, y , à 
désignant des polynômes du premier degré en x  et y, l ’équa
tion est du second degré ; les coordonnées du point a, inter
section des droites ab et ad, annulent les deux polynômes a
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et et, par conséquent, vérifient l’équation (5) ; il en est de 
même des trois autres points b, c,
d. Ainsi la courbe représentée par 
l ’équation (5) passe par les quatre 
points a, b, c, d. On peut déterminer 
le paramètre k de manière que la 
courbe passe par le cinquième point e. 
Appelons en effet a', les valeurs
des polynômes a, (3, f ,  <$, quand on y 

Fig. 168. remplace x  et y par les coordonnées x '

et y' du point e; on devra avoir a'(3' — ky'è1= o ; d’où k =

En attribuant à k  cette valeur, on obtient une courbe du second 
degré passant par les cinq points donnés.

Nous avons trouvé une courbe du second degré passant par 
les cinq points donnés. Il n’en existe pas d’autre ; en effet, des 
cinq points donnés, trois n’étant pas en ligne droite, une ligne 
du second degré passant par ces cinq points ne pourra se 
réduire à deux droites; mais nous avons vu que deux courbes 
du second degré non formées de lignes droites ont au plus 
quatre points communs.

Si les cinq points donnés sont réels, l ’équation (5) a tous ses 
coefficients réels ; d’autre part on sait, d’après la discussion 
faite au chapitre I du livre III, que si une équation du second 
degré à coefficients réels admet plus d’une solution réelle, elle 
en admet une infinité formant une ligne continue ; donc par 
les cinq points passe une courbe réelle du second degré.

Supposons que, parmi les cinq points donnés, trois c, d, e 

soient en ligne droite; la droite cde, ayant trois points com
muns avec le lieu, appartiendra au lieu qui se composera alors 
de la droite cde et d’une seconde droite passant par les deux 
autres points a etb. L ’équation du lieu sera a(2= o ;  on l ’obtient 
en faisant k =  o dans l’équation précédente.

Lorsque, parmi les cinq points donnés, quatre sont situés 
sur une même droite, il y  a indétermination. Le lieu se com
posera de cette droite, et d’une droite quelconque passant par 
le cinquième point.
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2 7 5  —  C o r o l l a i r e  I. L’équation a(i —  k^S —  o . dans la
quelle k désigne un paramètre arbitraire, représente toutes 
les courbes du second degré qui passent par les quatre points
a ,b ,c,d ;  car un cinquième point déterminerait la courbe, et 011 
peut toujours donner au paramètre k une valeur telle que la 
courbe passe par ce cinquième point.

Considérons une courbe réelle passant par quatre points réels 
donnés; comme on peut supposer que les lettres a, p, y, à dési
gnent les distances d’un point quelconque réel ayant pour coor-

0L&
données x  et y aux côtés du quadrilatère, l’équation k

signifie que le produit des distances d’un point quelconque 
d’une section conique à deux côtés opposés d’un quadrilatère 

inscrit est au produit des distances de ce même point aux deux 
autres côtés dans un rapport constant.

En général, si l ’on désigne par S = o  et S, =  o les équations 
de deux courbes du second degré, l ’équation S — AS, =  o, dans 
laquelle k est un paramètre arbitraire, représentera toutes les 
courbes du second degré passant par les quatre points communs 

aux deux premières.
2 7 6 — C o r o l l a i r e  II. Proposons-nous maintenant de déter

miner une parabole passant par quatre points réels donnés
a, b, c, d. Si l ’on joint ces points deux à deux par deux droites 
ab, cd qui se coupent et que l’on prenne ces droites pour axes 
des coordonnées, l’équation générale des courbes du second 
degré qui passent par les quatre points est

( ï + ' - ' X ?  + s — )-**»=°;
a et b étant les abscisses des points a et b, c et d les ordonnées 
des points c et d. Pour que le lieu soit une parabole, il faut que 
le paramètre k satisfasse à la condition

ad bc)  abcd ° '

Lorsque le produit abcd est négatif, on trouve pour k deux 
valeurs imaginaires, et il est impossible de faire passer une 
parabole réelle par les quatre points. Lorsque le produit est



positif, ce qui revient à dire que l ’on peut former un quadrila
tère convexe ayant pour sommets les quatre points, on obtient 
pour k deux valeurs réelles différentes, et, par conséquent, 
deux lignes réelles du genre parabole passant par les quatre 
points. Si l’on pouvait réunir les points deux à deux par des 
droites parallèles, chaque couple de droites parallèles consti
tuerait une solution.

2 7 7  — C o r o lla ir e  III. Il est facile de former l'équation gé
nérale des courbes du second degré qui passent par trois points 
donnés a, b, c. Si l’on désigne par a = o ,  (3 =  o , y = o  les équa
tions des trois droites bc, ca, ab, on voit que l’équation

(6) afjy -+- 6ya -+- ca[i= o

représente une courbe du second degré passant par les trois 
points donnés. Cette équation renferme deux paramètres arbi
traires, les rapports de deux des coefficients a, b, c au troisième, 
et l’on pourra disposer de ces deux paramètres de manière à 
faire passer la courbe par deux autres points pris à volonté 
dans le plan.

THÉORÈME II.

2 7 8  — On peut mener une courbe du second degré tangente 
à deux droites données en deux points donnés et passant par un 
outre point donné.

Soient a = o ,  (b = o  les équations des deux tangentes pa , pb, 
Y= o celle de la droite qui passe par les deux points de con
tact a et 6 (fig. 169). Considérons l’équation

(7) a p —  k f  =  o,

dans laquelle le paramètre k est arbitraire. Si l’on v fait a = 0 ,
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dans laquelle le paramètre k est arbitraire. Si l’on y fait a = o ,
on a y * = o, d’où l’on conclut que la 
droite pa rencontre la courbe en 
deux points qui coïncident, et, par 
conséquent, est tangente en a. De 
même, la droite pb est tangente en
b. On déterminera ensuite le para
mètre k de manière que la courbe 
passe par un autre point donné. Il
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n’existe qu’une courbe du second degré satisfaisant à ces con
ditions; car, si deux courbes du second degré ont les mêmes 
tangentes en deux points a et b, l’équation (4), qui donne les 
abscisses des points communs, aura deux racines doubles; les 
deux courbes ne peuvent donc avoir un autre point commun.

2 7 9 — C o r o l l a i r e .  L’équation (7) est l’équation générale 
des courbes du second degré tangentes à deux droites données 
en deux points donnés ; elle signifie que le produit des distan
ces d’un point quelconque d'une section conique à deux tan
gentes est au carré de la distance de ce point à la corde des 
contacts dans un rapport cons tant.

En général, si l’on désigne par S =  o l’équation d’une courbe 
du second degré, l’équation S — = 0  représentera toutes 
les courbes du second degré tangentes à la première en deux 
points situés sur la droite y =  o.

2 8 0  — On peut déterminer le paramètre k par la condition 
que la courbe soit une parabole. Si l’on prend les deux tan
gentes pour axes des coordonnées, l’équation (7) devient

(f+ ï - I) - 9te»=°- 
Pour que la courbe soit une parabole, il faut que la condition

(k  — — 'j — o soit vérifiée ;  ce qui donne les deux so

lutions k = 0 ,  k = - ^  ; à la première correspond la droite ab, 
à la seconde une parabole dont l’équation peut être mise sous 

la forme 1 = 0 .

C O N D ITIO N S M U L T IP L E S .

2 8 1 — Reprenons l’examen des conditions géométriques 
par lesquelles on peut définir une courbe du second degré. 
Jusqu’ici nous n’avons parlé que des conditions simples, 
comme les points et les tangentes. Le centre équivaut à deux 
conditions; car si l’on prend le centre pour origine des coor
données, l’équation du second degré, étant privée des termes 
du premier degré, ne contient plus que trois paramètres arbi-



traires; ainsi la courbe est définie par son centre et trois 
points.

Un diamètre avec la direction des cordes équivaut à deux con
ditions; car si l ’on prend le diamètre pour axe des x  et une pa
rallèle aux cordes pour axe des y, l ’équation, étant privée des 
deux termes du premier degré en y, ne contient plus que trois 
paramètres arbitraires.

Un système de diamètres conjugués équivaut à trois condi
tions; car si on les prend pour axes des coordonnées, l ’équa
tion , devant se réduire à la forme axt-\-byi -j-c =  o , ne 
contient plus que deux paramètres arbitraires. En général, 
soient a = o ,  (3= o ,  les équations de deux diamètres conju
gués, les distances a et p de chaque point aux deux diamètres 
conjugués étant proportionnelles aux coordonnées de ce point 
relatives à ces diamètres, la courbe sera représentée par l’é
quation
(8) aa.1 -t- 6ps-4- c =  o,

avec deux paramètres arbitraires.
L’équation

(9) a ’ - f - a p  =  0

est l’équation générale des paraboles dont la droite a.— o est 
un diamètre, et la droite (3 =  o la tangente à l’extrémité de ce 
diamètre.

On sait que l ’équation de l’hyperbole, rapportée à ses deux 
asymptotes, est x y — lc. En général, soient a = o ,  (3 =  o, les 
équations des deux asymptotes, l’hyperbole sera représentée 
par une équation de la forme

(10) aji— k =  o

ne renfermant qu’un paramètre arbitraire k. Ainsi les deux 
asymptotes équivalent à quatre conditions, et la courbe est 
déterminée par les deux asymptotes et un point ou une tan
gente. Si l’on ne donnait qu’une asymptote a =  o, l’équation 
( i= o  de l’autre asymptote étant indéterminée, l ’équation (10) 
contiendrait trois paramètres arbitraires, de sorte qu’une 
asymptote équivaut à deux conditions.

Nous avons vu que toute courbe du second degré a un foyer
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et une directrice ; il en résulte que l'équation

(n ) (x — a)*4 - (y—  &)’ —  [m x+ n y+ h)* -  o, -

par laquelle on exprime la propriété du foyer, et qui renferme 
les cinq paramètres arbitraires a, b, m, n, h, représente toutes 
les courbes du second degré. Un foyer équivaut à deux condi
tions ; car, si 1 on donne un foyer, ses coordonnées a et b étant 
connues, 1 équation (ii)  ne contient plus que trois paramètres 
arbitraires. De même, une directrice équivaut à deux condi
tions; car, en donnant l’équation de la directrice, on déter
mine les rapports de deux des paramètres m, n. h au troisième.

On peut se rendre compte d’une autre manière des résultats 
que nous venons d’obtenir. Il est clair que .les deux coordon
nées d un point remarquable d’une courbe du second degré, 
comme le centre, un foyer, un sommet, etc., sont déterminées 
lorsqu’on connaît les coefficients de l’équation du second degré 
et, par conséquent, qu’il existe deux équations entre ces coor
données et les coefficients; si donc on donne un pareil point, 
on aura deux relations entre les coefficients. Il en est de même 
des deux paramètres d’une droite remarquable, comme la 
directrice ou un axe, etc. ; si celte droite est donnée, on aura 
encore deux relations entre les coefficients.

Ainsi, par exemple, si f [x ,y ) = o  est l ’équation de la courbe, 
on exprimera qu’un point donné est centre en écrivant que ses 
coordonnées vérifient les deux équations fh =  o, ff, =  o. Pour 
exprimer qu’un point donné est un sommet, il suffit d’écrire 
que ses coordonnées vérifient l ’équation de la courbe et que la 
normale en ce point passe par le centre.

2 8 2  —  Il esta rem arquer que les formes précédentes,sous 
lesquelles nous avons mis l ’équation du second degré, rentrent 
dans la forme ap—  Ays =  o, composée de trois polynômes du 
premier degré a, p, y qui se rapportent, les deux premiers aux 
tangentes menées d’un point arbitraire p du plan, le troisième 
à la corde des contacts. Lorsque le point p coïncide avec le 
centre de l’hyperbole, les tangentes a et p sont les asymptotes; 
la droite des contacts s’éloignant à l ’infini, le polynôme y 
se réduit à une constante, et l ’équation ap— Ay’ =  o devient
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afi —  k =  o. L’équation (8), mise sous la forme

( a V â + P V — &) (aVa —  PV —  6 ) + c = o ,  

se ramène à l’équation (10). L’équation (n ) , mise sous la 
forme

[(y— b)— i( x — a)\[(y— b)-+-i(x— a) ] - ( m x - Jt-n y -[-h y = o ,  

rentre aussi dans Péquation a(3—  ky* =  o ; les tangentes ima
ginaires menées du foyer ont pour coefficients angulaires ± i ;  
la directrice est la corde des contacts. Les deux foyers imagi
naires de l’ellipse ou de l’hyperbole jouissent de cette pro
priété, comme les deux foyers réels.

RECHERCHE DES SÉCANTES COMMUNES A DEUX COURBES 

DU SECOND DEGRÉ.

2 8 3  — Nous avons vu que deux courbes du second degré, 
S = o , Sf = o ,  ont en général quatre points communs; par 
ces quatre points, on peut faire passer trois couples de droites. 
Lorsque les courbes sont réelles, les points communs sont 
réels ou imaginaires conjugués deux à deux. Il y a trois cas à 
considérer : i° si les quatre points communs a, b, c, d sont 
ré*els, les trois couples de sécantes communes sont évidemment 
réelles ; a” si deux points a et & sont réels, les deux autres c et 
d imaginaires conjugués, la droite ab est réelle, ainsi que la 
droite cd qui passe par les deux points imaginaires conjugués; 
on a donc une couple de sécantes communes réelles ab et cd. 
Les quatre autres sécantes communes sont imaginaires; car, si 
la sécante ac, par exemple, était réelle, le point d’intersection c 
des droites réelles ac et cd serait reel; 3° lorsque les deux points 
a et 6 sont imaginaires conjugués, ainsi que les points c et d, 
les droites ab et cd sont réelles, les quatre autres imaginaires. 
On conclut de là que deux courbes réelles du second degré ad
mettent au moins deux sécantes communes réelles.

On peut distinguer les deux derniers cas de la manière sui
vante : dans le troisième cas, les deux droites ac et bd, étant 
imaginaires conjuguées, se coupent en un point réel, et de même 
les deux droites ad et 6c; les centres des t r o is  couples de sécantes



communes sont donc réels. Dans le second cas, le point d’in
tersection des droites ac et bd est imaginaire ; car, si ce point 
était réel, chacune des droites ac et bd, passant par deux points 
réels (le point a ou b et ce point d'intersection), serait réelle; 
des trois centres, un seul est donc réel.

2 8 4  —  Pour montrer une application de ce qui précède, 
considérons deux ellipses ayant un foyer commun. Ces deux 
ellipses ne peuvent se couper en plus de deux points réels ; 
car, d’après ce que nous avons dit au n° 260, deux ellipses qui 
ont un foyer commun et trois points communs coïncident; 
elles admettent donc seulement deux sécantes communes 
réelles.

Soient (x — a f-\-(y — 6)*— k ^ — o,
(x - a f-+ - [ y  —  b)*—  F y * = 0 ,

les équations des deux ellipses;; les deux sécantes communes réel
les Ay— passent par 
le point d’intersection I des 
directrices DI, D/I(fig. 170), 
et il est facile de les déter
miner géométriquement. 
Supposons que les deux 
ellipses se coupent en deux 
points réels A et B; l’une 
des sécantes communes 
réelles est la droite AB qui 

passe par ces deux points : l’autre IL ne rencontre pas les 
courbes. Pour déterminer cette seconde droite, joignons le 
point A au foyer F et abaissoys de ce point des perpendicu

laires AE, AE' sur les directrices; on a kl —  et, 
fc/

par suite, . Prolongeons la perpendiculaire AE d’une

longueur EH égale à elle-même; par le point H menons une 
parallèle HL à la première directrice, et par le point A une 
parallèle AL à la seconde directrice; le point d’intersection L 
de ces deux parallèles appartiendra à la seconde sécante com
mune réelle IL.
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285 —  La recherche des points d’intersection de deux 
courbes du second degré dépend en général de la résolution 
d une équation du quatrième degré ; mais on peut ramener la 
question à la résolution d’une équation du troisième degré. 
L équation S —  Æ S,=o, dans laquelle le paramètre k est arbi
traire, représentant toutes les lignes du second degré qui pas
sent par les points communs aux deux premières, on peut 
déterminer le paramètre k de manière que cette équation re
présente deux droites; les deux courbes admettant trois cou
ples de sécantes communes, la valeur de k sera donnée par une 
équation du troisième degré.

Soient A æ ’ +  B xy~\-C y* +  D x  -f-E j/-b F  =  o,
\ 'x i -+- B 'xy  -t- C7;/* H- D'as -f- E -+- F '=  o,

les équations des deux courbes proposées. L’équation nouvelle 
sera

(A — kA,)xt-\- (B— kB')xy-{-__ =  o ;

pour abréger, nous la représenterons par

ax1 -t- bxy -+- Cÿ* -I- dx +  ey -t- / =  o.
Cette équation, résolue par rapport à y, devient

JQ  [ g  J  _________________  ' _________________________

y ~ ------ — ^ V (& 2 —  4«c)x!+ 2  (be— 2cd)x-+-(e*— /icf).

Pour que cette équation représente deux droites, réelles ou 
imaginaires, il est nécessaire que le polynône placé sous le 
radical soit un carré parfait, ce qui exige que la condition

(be— 2 cd )%—  (6! —  /t ac) (e2— \ c f )  =  o

soit remplie. Cette relation, après la suppression du facteur 4 c, 
s’écrit

ae*-4-cd 2— bde-h(b' —  4 ac) f =  o ;

si l ’on remplace les lettres o, b, . . .  . par leurs valeurs A— A:A', 
B —  AB ',... on arrive à une équation du troisième degré en k. 
Il suffira de calculer l ’une des racines de cette équation avec 
une certaine approximation, pour avoir une couple de sécantes 
communes; cherchant ensuite les points d’intersection de 
chacune de ces droites et de l’une des courbes proposées, à 
l’aide d’une équation du second degré, on obtiendra les coor
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données des quatre points d'intersection. On pourrait aussi 
calculer deux racines de l ’équation en k, afin d’avoir deux 
couples de droites dont on chercherait ensuite les points d’in
tersection.

2 8 © —  Une racine réelle donnera deux droites réelles, 
si elle rend positive la quantité b '— 4ac, et deux droites imagi
naires conjuguées, si elle rend négative cette quantité. Une ra
cine imaginaire donne toujours deux droites imaginaires ; car 
si l’équation S — k S t = o ,  dans laquelle k est imaginaire et les 
polynônes S et S, réels, représentait deux droites réelles, les 
coordonnées de chacun des points de ces droites vérifieraient 
séparément les deux équations S =  o, S ,= o ,  qui représente- 
raientainsi le même système de droites; mais alors l ’équation du 
troisième degré en k a une racine triple qui annule les divers 
coefficients de l’équation S — A S ,= o . Cela posé, il y a plusieurs 
cas à considérer : i°  Si l ’équation du troisième degré en k a ses 
trois racines réelles, et si deux racines rendent positive la 
quantité 6*— 4 flC> ces deux racines donneront deux couples de 
droites réelles, d’où l’on déduira quatre solutions réelles ; les 
deux courbes se coupant en quatre points réels et admettant 
trois couples de sécantes réelles, la troisième racine rendra 
aussi positive la quantité 62—  4 ac. 2° Si l’équation du troisième 
degré a ses trois racines réelles, et qu’une seule rende positive 
la quantité &8— 4 ac, les deux courbes n'admettent qu’une 
couple de sécantes réelles. Les deux sécantes données par une 
valeur de k sont représentées par les équations 

bx-+-e , \/&2— Aac (  be— 2cd\
y==------ n r ± - ^ -  ( Î + R 5 j î

leur point d’intersection a pour coordonnées

__be— 2 cd ___  b x -\ -e t
X 6*— 4 ac’  y 2 c '

puisque les trois valeurs de A sont réelles, les trois centres sont 
réels; on en conclut que les deux courbes se coupent en quatre 
points imaginaires. 3° Si l ’équation du troisième degré n’a 
qu’une racine réelle, cette racine rendra nécessairement posi
tive la quantité 6* —  4ac et donnera deux droites réelles; les 
deux racines imaginaires conjuguées donneront deux couples
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de droites imaginaires telles que les deux droites de l’un des 
systèmes seront respectivement conjuguées des droites de l’au
tre système; des quatre points où les droites de l’un des sys
tèmes couperont celles de l’autre, deux seront réels ; on en 
conclut que les deux courbes se coupent en deux points réels 
et en deux points imaginaires conjugués.

8 8 7  —  Lorsque deux hyperboles ont une asymptote pa
rallèle, l ’ un des points d’intersection s’éloigne à l’in fin i, et
1 équation résultant de l’élimination de l’une des coordonnées 
entre les deux équations se réduit au troisième degré. Soient, 
Par exemple, les deux hyperboles

xy —  y* —  x = o, y* — x1 —  i —  o,

qui ont chacune une asymptote parallèle à la droite y—  x ; si, 
dans la seconde, on substitue la valeur de x, tirée de la pre

mière, on obtient l’équation du troisième degré y1— y - f - i  =  o,

4ui a une racine réelle et deux imaginaires. Les deux hyper
boles ne se coupent qu’en un point réel ; elles admettent deux 
sécantes communes réelles; l’une, passant par ce point et le 
Point situé à l’infini, est parallèle à la droite y —  x ;  l ’autre 
passe par les deux points imaginaires conjugués.

8 8 8  —  Supposons que, dans les deux équations, les coeffi
cients des termes du second degré soient proportionnels, et 
rien n’empêche alors de les supposer égaux; si l'on retranche 
ces deux équations

Ax2-f-B a y + C y 2-t-D x +  E ÿ + F  = o ,
A a’ -t- Bay-l- Cy’ -t- D 'x + E /ÿ +  F7=  o, 

membre à membre, on obtient l ’équation du premier degré 

(D— DO x  +■ (E— E') y -t-F — F '=  o, 

et l’élimination de y conduit à une équation du second degré 
en x . Les deux courbes ne se coupent plus qu’en deux points 
réels ou imaginaires conjugués; les deux autres points se sont 
éloignés à l’infini. L’ une des sécantes communes réelles passe 
par les deux points d’intersection; l’autre s’est éloignée à l’in
fini. Cette circonstance se présente lorsque les courbes sont des 
hyperboles ayant leurs asymptotes respectivement parallèles; et



en général, comme nous le verrons plus tard, lorsque les deux 
courbes sont semblables et semblablement placées.

2 8 ®— Lorsqu’un même diamètre divise en deux parties 
égales les cordes parallèles dans les deux courbes, si, par une 
transformation de coordonnées, on rapporte les courbes à ce 
diamètre commun pris pour axe des a; et à une parallèle aux 
cordes pour axe des y, les deux équations ne contiendront plus 
l’ inconnue y qu’à la seconde puissance; l’élimination de y* don
nera une équation du second degré en x .

Si les deux courbes sont des hyperboles ayant une asym
ptote commune, en les rapportant à cette asymptote prise pour 
axe des x  et à une droite quelconque pour axe des y, on a des 
équations dans lesquelles le terme en xy  contient seul la 
lettre x-, en éliminant ce terme, on obtient une équation du 
second degré en y.

Lorsque les deux courbes ont le même centre, si on les 
rapporte à ce centre commun pris pour origine des coordon
nées, les deux équations ne contenant plus de termes du premier 
degré, l’élimination de y donnera une équation bicarrée en x .

290 —  Un cercle coupe en quatre points réels ou im agi
naires une courbe du second degré; soit

(x — a)*-t-( y — b y — o 

l’équation du cercle, a = o ,  et £ = o  celles d’une couple de 
sécantes communes réelles, l’équation de la courbe du second 
degré pourra toujours être mise sous la forme 

[ x — a)s4 - (y  — £>)*— r ’=Æa(3.
Le premier membre représente le carré de la longueur de la 

tangente menée d’un point quelconque de la courbe au cercle; 
il en résulte ce théorème : un cercle étant placé d’une manière 
quelconque dans le plan d’une courbe du second degré, la tan
gente menée de tout point de la courbe au cercle est à la moyenne 
proportionnelle entre les distances de ce point à deux sécantes 
communes réelles dans un rapport constant.

Supposons que le cercle soit tangent à la courbe en deux 
points réels ou imaginaires conjugués, la droite des contacts 
sera réelle, et l’équation de la courbe prendra la forme 

( x — a ) 4+ ( y — by — r ‘ = A a * .
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Ainsi, lorsqu’un cercle est doublement tangent à une courbe du 
second degré, la tangente menée d’un point quelconque de la 
courbe au cercle est à la distance de ce point à la corde des 
contacts dans un rapport constant.

Le foyer d’une courbe du second degré peut être considéré 
comme un cercle d’un rayon nul ayant avec la courbe un 
double contact im aginaire; la directrice est la corde des 
contacts.

2 9 1  —  A  l’aide de la théorie précédente on détermine d’une manière 
très-simple le nombre des normales que l’on peut mener d’un point donné 
a une courbe du second degré. Soit, par exemple, l’ellipse déiinie par 
l’équation

(O 6V  +  « y  =  a V ,

et P un point dont les coordonnées sont:)  ̂ et y, (fig. 171). Désignons par x 
e t y  les coordonnées du pied M de l’une des normales ; ces inconnues devront 
vérifier l’équation (1) et aussi l’équation

(a) y 1 —  y= T r t e  —  *) ou c’xy -H  biylx — a ^ y  =  0 , b x
qui exprime que la normale au point M passe par le point P. Il résulte de

là que le point M est déterminé 
par la rencontre de l’ellipse (1) et 
de l’hyperbole équilatère définie 
par l’équation (a) ; l'une des bran
ches de l’hyperbole passant au 
centre de l’ellipse, lesdeux courbes 

i  ont au moins deux points réels 
communs. L’équation du troisième 
degré, de laquelle dépend la re
cherche des sécantes communes 
aux deux courbes, est
(3) 4 a W 4 - (a'xS+b'y'—c k̂

F ig . 1 71 . ^ = =  o .

Si l’équation (3) n’admet qu’une racine réelle, nous avons vu (n° 286) que les 
courbes (i) et (a) n’ont que deux points réels communs ; si l’équation (3) 
a ses trois racines réelles, les courbes (1) et (a), ayant au moins deux points 
réels communs, se coupent en quatre points réels. On doit avoir, dans le 
premier cas,

(4) (ctfx,* b'y* — c*)‘+  37 a 'b & x 'y *  >  o,
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(5) ( a V + i 1!/,’ -c*)* -l-a7a W i lV <  °- 
Si les coordonnées x,, y, vérifient la relation

(6) (a V  +  6*ÿi* —  c4)’  +  37 a ^ V a t j V  =  o,

les racines de l’équation (3) sont encore réelles, mais il y a une racine 
double, et 1 on ne peut mener du point P que trois normales distinctes. Les 
points P qui satisfont à cette condition forment une courbe CDC'D' qui pré
sente quatre points de rebroussement en C, C', D, D'. L’équation (6) prend 
la forme plus simple

1 * 2 2. 1 
a 3x ,3 4- 63 y,3 =  c3 ;

on voit aisément que pour tout point intérieur à cette courbe la relation (5) 
est vérifiée, c’est-à-dire que par ce poirn ou peut mener quatre normales 
réelles, tandis que l’on ne peut mener que deux normales réelles par tout 
point extérieur à la même courbe.

EXERCICES.  '

1° Construire une courbe du second degré, connaissant la directrice et 
trois points.

a» Construire une parabole, connaissant le foyer et deux points, ou uu 
point et uue tangente.

3* Construire une parabole, connaissant la directrice et deux points.
4° Construire une hyperbole, connaissant trois points et les directions 

des asymptotes.
5“ Construire une hyperbole, connaissant une asymptote, un sommet et 

un point.
6“ Trouver le lieu du sommet d’une parabole ayant un foyer donné et 

tangente à une droite donnée.
7° Trouver le lieu du foyer d’une parabole ayant son sommet en un point 

donné et tangente à une droite donnée.
8° Trouver le lieu des foyers des courbes du second degré inscrites dans 

un parallélogramme donné.
g» Une corde tourne autour de l’un des loyers d’une courbe du second 

degré ; trouver le lieu du point de rencontre des normales menées à la 
courbe par ses deux extrémités.

io» Deux courbes du second degré ayant un foyer commun, un angle de 
grandeur constante tourne autour de sou sommet situé au foyer commun; 
trouver le lieu du point de rencontre des tangentes menées respectivement 
aux deux courbes aux points où elles sont coupées par les côtés de l’augle.
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n ° Trouver le lieu du point de rencontre des droites menées parallèle
ment à deux directions fixées par les extrémités d’une corde de lougueur 
donnée inscrite dans une circonférence donnée.

I»° Trouver le lieu du centre d’une hyperbole équilatère circonscrite à 
un triangle donné.

<3° Trouver le lieu des foyers ou des sommets d’une hyperbole, ayant 
une asymptote et une directrice données.

I4° Trouver le lieu des centres des courbes du second degré qui passent 
par les quatre points d’intersection de deux coniques données. Ce lieu ne 
change pas quand chacune des coniques varie en restant semblable et con
centrique Si elle-même.

5̂<> Un cercle variable touche une ellipse donnée en un point donné; 
trouver le lieu du point de rencontre des tangentes communes aux deux 
courbes.

I(>° Trouver le lieu du centre d’une hyperbole qui a un foyer donné et qui 
coupe en un point donné une droite donnée parallèle à l’une des asymptotes.

17° Trouver le lieu du foyer d’une parabole qui touche deux droites 
données, l’une en un point fixe, l’autre en un point variable.

180 Trouver le lieu du point de rencontre de deux paraboles, qui ad- 
■nellent pour foyer un point donné, qui touchent une droite donnée et qui 
se coupent sous un angle donné.

I9° Éiant donnés trois points A, B, C et une droite indéfinie, on prend 
sur celte droite un segment variable MN, vu du point A  sous un angle con
stant; trouver le lieu du point d’intersection des deux droites BM et CN.

200 Deux angles de grandeurs constantes tournent autour de leurs som
mets placés aux extrémités du grand axe d’une ellipse, le point de rencontre 
de deux des côtés décrit l’ellipse ; trouver le lieu du point de rencontre des 
deux autres côtés.

ai» Trouver le lieu des sommets d’une hyperbole équilatère passant en un 
point donné et ayant pour asymptote une droite donnée.

aa» Étant donnés un système de coniques ayant pour foyers F et P'7, et 
une droite fixe passant par le foyer F ; les tangentes à ces diverses coniques, 
aux points où chacune d’elles est coupée par cette droite, sont tangentes à 
une même parabole, qui a pour foyer le point F', et pour directrice la 
sécante.

La partie de chaque tangente comprise entre la conique et la parabole 
est vue du foyer F' sous un angle droit.
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CHAPITRE X
Théorie des pAles et des polaires.

TANGENTES AUX COURBES ALGÉBRIQUES.

2 9 2 —  Considérons une équation algébrique du degré m,

(i) f[x , y] =  o,
mise sous forme entière. La tangente, au point dont les coor
données sont x  et y, est représentée par Téquation 

(X— x) /ï-f- (Y — y) f l —  o, 

ou XÆ -hYf'y-  (x fL + y fl)  =  o.

Cette équation renferme aussi les coordonnées du point de 
contact au degré m ; mais on peut, au moyen de la relation (i), 
faire disparaître les termes du degré m. On opère aisément 
cette réduction à l ’aide d’une notation particulière, que nous 
ferons connaître. Concevons que dans l’équation (i) on rem- 

cc y
place x  et y par -  et -  , et que l ’on multiplie tous les termes

Z  Z

par zm, le polynôme f(x , y) se transforme en un polynôme 
homogène et du degré m entre les trois lettres x , y, z , polv- 
nômeque nous représenterons par f[x , y, z). Il est évident que, 
si dans ce dernier polynôme on fait z = i ,  on reproduit le poly
nôme proposé f(x, y). On sait que si une fonction f[x , y, z) est 
homogène et du degré m par rapport aux trois lettres x , y, z, 
on a identiquement

. . j  . Xf'x-+ -yfi+ zft= m f(x,y , z).
On en déduit

x fL+yf'y =  mf[x, y, z) —  zfL  

La valeur du second membre, quand on y fait z — i,  est égale 
à la quantité x f i+ y fy ,  telle qu’elle entre dans l’équation de la 
tangente: mais le point de contact étant sur la courbe, le pre
mier terme se réduit à zéro; l’expression xfl-h y f!, est donc 
égale à la valeur que prend — zft,  quand on fait z —  i . On peut 
ainsi mettre l’équation de la tangente sous la forme

X / l- t -Y / - '+ z £  =  o.
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Pour plus de symétrie, on écrira

X/* +  Y/,;-4 -Z /r* = o .
Quand on aura pris les trois dérivées partielles de la fonction 
homogène f  (x, y, z), on remplacera z et Z par l’unité dans 
l’équation (2).

2 9 3 —  Proposons-nous maintenant de mener par un point 
donné p, ayant pour coordonnées æ, et yt, des tangentes à la 
courbe donnée. Appelons x  et y les coordonnées de l’un des 
points de contact; la tangente en ce point devant passer par le 
point p, l’équation (2) sera vérifiée par les coordonnées x l et yt 
du point p, ce qui donne la relation

xf*-+ -ylft +  Z f* = o ,  

que, pour plus de symétrie, on mettra sous la forme 

(3) x j r + y j ï  +  z j ^ o ,
en convenant de remplacer z  et z, par l’unité. Les points de 
contact seront déterminés par les deux équations simultanées 
(0  et (3). Ces deux équations étant, l’une du degré m, l ’autre 
du degré m — 1, le nombre des solutions sera au plus m (m —  1). 
Ainsi par un point p on peut au plus mener m (m — 1) tangentes, 
réelles ou imaginaires, à une courbe du degré m.

Lorsque la courbe est du second degré, l’équation (3) est du 
premier degré, et l’on a deux solutions, réelles ou imaginaires 
conjuguées. Quand les deux solutions sont réelles, on peut me
ner du point p à la courbe deux tangentes réelles. Quand les 
deux solutions sont imaginaires conjuguées, les deux tangentes 
sont imaginaires conjuguées, mais la droite des contacts (3) 
reste réelle.

PROPORTION HARMONIQUE.

294— É t a n t  d o n n é s  d e u x  p o in t s  A e t  B, o n  s a i t  q u ’ i l  e x is te  

a  o  c b  d  s u r  l a  d r o i t e  AB d e u x

f >k *72. points C et D tels que le

rapport de leurs distances aux deux points A et R est égal à un 
rapport donné (fig. 172). Ces deux points C et D sont dits conju- 
yués harmoniques par rapport aux deux points A etB . D’après 
cela, il y a une infinité de systèmes de points conjugués har
moniques de deux points donnés ; on peut prendre l’un deg



points à volonté. Lorsque le point C se rapproche du milieu 0 
de la droite AB, le point conjugué D s’éloigne à l’infini, et réci
proquement.

Si l’on regarde comme positives les longueurs parcourues 
sur la droite dans un sens, et comme négatives les longueurs 
parcourues en sens contraires, on a la relation 

AC AD
!4) B C —  BD"

Cette relation pouvant être mise sous la forme

C A __CB
DA DB’

on voit que, réciproquement, les deux points A et B sont conj Li

gués harmoniques par rapport aux deux points C et D.
Si l’on détermine les positions relatives des quatre points par 

les distances de l'un d’eux A aux trois autres, la relation pré
cédente devient

(5) —  = —  H__
y ' AB AC AD

En comptant les distances à partir du point O, milieu de AB, 
on a

(6) 0 C .0 D =  ÔB2-

T H É O R È M E  I .

3 9 5 — Étant donnée une section conique, si par un point p 
du plan on mène une sécante quelconque mm7 (fig. 173), le lieu 
du point p7 conjugué harmonique du point p par rapport aux  
deux points d’intersection m et m' de la sécante et de la courbe 
est une ligne droite.

Le point p1, sur chaque sécante, est déterminé par la relation

iL  =  _!— 1__ï_.
pp' pm pm'

Il est évident, d’après cela, que le lieu est algébrique et que sur 
chaque sécante se trouve un seul point du lieu ; d’ailleurs le 
point p n’appartient pas au lieu, le lieu cherché est donc une 
ligne algébrique qui n’est coupée qu’en un seul point par cha
cune des droites menées par le point p ; c’est donc une ligne du 
premier degré, c’est-à-dire une ligne droite P. Il est facile de
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déterminer cette droite par deux de ses points ; par le point p 
on peut mener deux tangentes pa et pb ; lorsque la sécante coïn
cide avec la tangente pa, les deux points d’intersection met»)'

<) 2se confondent avec le point de contact a et l’on a —-,=■—, d’où
pp' pa

W ' = p a , et par conséquent le point p1 se confond lui-même 
avec le point a ; ainsi les deux points de contact a et b appar
tiennent au lieu. On en conclut que la droite P n’est autre chose 
que la droite des contacts relative au point p. Cette droite P 
s’appelle la polaire du point p, et réciproquement le point p est 
le pôle de la droite P.

H est bon de chercher directement par l’analyse «l'équation du lieu. Soit 

f(x, y) — Ax’ +  Bxy -+- D x+ E y H- F =  o
l’équation de la courbe, a?, et y, les coordon
nées du point p; une sécante quelconque me
née par le point p pourra être représentée par 
les équations 

, ( 7 )

dans lesquelles a et b désignent deux con
stantes, et p la distance du point p à un 

Point quelconque de la droite; on en déduit x= xl -+-ap, ÿ= y,-t-6p. 
En portant ces valeurs dans l’équation de la courbe, on obtient une équation 
du second degré en p,

A ^  +  ap, y,+6p) = o , 
qui donne les distances du point p aux deux points m et m'. L’équation dé 
veloppée devient

(Xâ -̂ -bab+Cb1)p,-h(al'ii-\-bfyl) p </,) =  o,
i

ou, si l’on prend pour mcounue -  *

f(xi> î/i) +W*i +  bflï) ■“ -H(Ao*+ Ba6+C6’) =  o.

Appelons p’ et p" les deux racines de cette équation, et p, la distance du 
point p au point conjugué harmonique p'. D’après la relation (5), on doit

. 2  X I -, .
avoir — =  -,H— Mais on a 

P, P P
1  +  1 =  "/"'i +  ftfri .

p' p" f(*i,y,)
j . j  • 2  alL. + bfLon en déduit -  ---------—!----- .

Pi t ( x i> V i )  

ou  “ P Æ i 4 -  6p,/», +  » £  ( * „ » , )  =  »•
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Le point p' appartenant à la droite pmm', ses coordonnées x et y vérifient 
les équations (7) de cette droite , c’est-à-dire que l’on a x  —  x, =  ap„ 
y —  Vi =  bp, ; en remplaçant ap, et &?, par ces valeurs dans l’équation pré
cédente, on élimine les paramètres variables a et 6 et on obtient lequation 
du lieu
(8 ) ix ~  xi) / * i + ( y — Vi) fyi +  ^ f  ( * „  y ,)  =  o ,

qui est du premier degré. Si l’on effectue les calculs, on voit que le terme 
constant 2 f [ x t, y,) —  *,/£, — y /ÿl se réduit à D ff,+ E y ,+  aF, et l’équa
tion précédente devient

ÆAri4 -y/y,+  (Dæ, +  Ey,-f- 2 F) =  o.

Mais on peut effectuer cette réduction d’une autre manière ; imaginons, 
comme précédemment, que dans le polynôme f  (x , y) on remplace x  et y par 
x  y
— et - , et que l’on multiplie tous les termes par *2, ce polynôme se chan

gera en un polynôme homogène et du second degré, que nous représen
terons par f  (x , y, s). On a identiquement, d’après la propriété des fonctions 
homogènes que nous avons rappelée (n” 292),

xf'x+yfy +  zfi  =  tf{x,y,z)-,  
on en déduit 2 f  (x, y, z) —  æ/i —  yfy =  zfz,
ou bien, en remplaçant x,  y, z  par x lt y,, s,,

2 f  («„ y„ *1) — *,/*, — y f yl =  z / z t .
On peut donc écrire l’équation (8) sous la forme 

x fx 1 + y f y i + z if*t —  °> 
ou, pour plus de symétrie,

(9) x f* i  ■+■ Vfyi  +  2/*i =  °>
en convenant de remplacer, après les dérivations, z  et z, par l’unité.

Si l’on développe cette équation, on voit qu’elle ne change pas quand on 
y permute les lettres x  et x v y et y,, z  et z „  et on obtient ainsi l’équation (3) 
de la corde des contacts.

896— Examinons les positions relatives du pôle et de la po
laire. Par le point p menons une 
sécante mm' (fig. 174) parallèle 
aux cordes que le diamètre pas
sant par le point p divise en deux 
parties égales; le point p étant 
au milieu de mm1, le point con
jugué harmonique est à l’infini 
sur cette sécante, on en conclut 
que la polaire P est parallèle à
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la corde mm', c ’est-à-dire à la direction conjuguée du diamè
tre passant par le point p.

Soit o le centre de la courbe et p: le point de la polaire situé 
sur le diamètre op, c ’est-à-dire le point conjugué harmonique 

u point p par rapport aux deux extrémités c et c' du diamètre, 
on a op.op' = o c ‘ . Si l’on fait mouvoir le pôle p sur le diamètre oc, 
la polaire P se meut parallèlement à elle-même. Quand le pôle 
va de o en c, la polaire, d’abord située à l’infini, se rapproche de 
plus en plus de la courbe etdevienttangente en c. Si le pôle sort 
de la courbe et s’éloigne indéfiniment, la polaire coupe la courbe 
en deux points réels et se rapproche du centre de plus en plus.

Lorsque la courbe est une parabole, le point c' étant situé à 
1 infini, le point c est le milieu de pp'.

On voit aisément que, réciproquement, toute droite admet 
un pôle et un seul, excepté dans le cas de la parabole, lorsque 
la droite est parallèle à l’axe. La courbe étant rapportée a des 
axes quelconques, pour déterminer les coordonnées a;, et y, du 
pôle p d’une droite donnée m x + n y -+ -p = o, il suffira d ’iden
tifier cette équation avec l’équation (9) qui représente la polaire 
du point p, ce qui donne les deux relations

( l ° )  _ f *  1
m n p '

T H É O R È M E  I I .

2 9 7 — Les polaires de tous lespoints d ’une droite passent par le 
pôle de celle droite, et, réciproquement, 
les pôles de toutes les droites qui passent 
par un même point sont situés sur la 
polaire de ce point.

Sur la droite P, dont le pôle est p, 
prenons un point quelconque q (fig. 175); 
la droite pq coupe la conique en deux 
points m et m1 \ les deux points p et q 
étant conjugués harmoniques par rap
port aux deux points m et m', la polaire 

du point q passe par le point p.

Réciproquement, soit q lô pôle d'une droite quelconque Q
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passant par le point p; les deux points q et p étant conjugués 
harmoniques par rapport aux deux points m et m 'où la droite 
;pq coupe la conique, le point q appartient à la polaire P du 
point p.

THÉORÈME III.

2 9 8 — E tant donnée une section conique, si par unpoint p on

mène deux sécantes quelconques 
pmm', pnn', qui coupent la courbe 

en m,m', n,n' (fig.176),lespoints  

d’intersection q et q' des droites 
mu, m'n' ou ran', m'n .appartien
nent à la polaire du point p.

Nous remarquons d'abord que 
le théorème I subsiste lorsque 
le lieu du second degré se réduit 
au système de deux droites, mais 
alors la polaire du point p passe 
par le sommet de l’angle; car, si 

l’on considère la sécante qui passe par le sommet, les deux 
points m et m1 coïncident avec ce point, de même que le point 
p' conjugué harmonique du point p.

Cela posé, considérons le système des deux droites mn, 

m 'n1 qui se coupent en q. La droite pmm' coupe la section 
conique et les deux côtés de l’angle mqm1 aux mêmes points 
m et m' ; le point p1, conjugué harmonique du point p, est le 
même sur la sécante pm m ', lorsqu’on regarde cette sécante 
comme appartenant à la section conique ou à l’angle. Le point 
p", conjugué harmonique du point p, sera aussi le même, dans 
les deux cas, sur la sécante pnn'. Les polaires du point p, par 
rapport à la section conique et à l’angle, ayant deux points 
communs p' e t p", coïncident; mais on sait que la polaire rela
tive à l’angle passe par le sommet q; donc le point q appar
tient à la polaire du point p par rapport à la courbe. Par la 
même raison, le point q! appartient à cette même polaire.

C o r o lla ir e .  La courbe étant tracée, on déduit de ce théorème 
le moyen de construire la polaire du point p. On mènera par
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le point p deux sécantes pmm1, pnn1 à l ’aide desquelles on dé
terminera deux points q et q7 de la polaire.

Si le point p est extérieur, la polaire coupe la courbe en 
deux points qui sont les points de contact des tangentes me
nées du point p.

FIGURES POLAIRES RÉCIPROQUES.

8 9 9  —  Etant donnée dans un plan une figure composée de
points a, b, c ,.... et 
de droites A, R, C,... 
si l’on prend les po
laires A ', B7,C7,... des 
points, et les pôles a1, 
b', c1,...  des droites 
par rapport à une 
section conique dé
terminée,on formera 
une seconde figure 
composée comme la 
première de droites 
et de points. En opé

rant de la même manière sur la seconde figure, c’est-à-dire en 
prenant les pôles des droites et les polaires des points, on re
trouve la première. Ces deux figures ont été nommées pour 
cette raison figures polaires réciproques (fig. 177).

La droite ab, qui joint deux points a et b de l’une des figures, 
a pour pôle le point d’ intersection des droites A' et B7 de l ’autre 
figure; et réciproquement le point d’intersection de deux 
droites A7 et B7 de l ’une des figures a pour polaire la droite ab 
de l’autre figure. Si plusieurs points a, b, c,... sont en ligne 
droite dans l’une des figures, les droites A7, B7, C7... de l’autre 
figure passent par un même point qui est le pôle de la droite. 
Réciproquement, si plusieurs droites A, B, C ,... passent par un 
même point dans l’une des figures, les points a1, b', c7,... de 
l’autre figure sont en ligne droite.

Étant donnée une courbe, plane S, menons une tangente A 
à cette courbe et prenons le pôle a7 de cette tangente (fig. 178).



Si l’on fait rouler la tangente A  sur la courbe S, le pôle ai dé
crira une autre courbe S'. 
Soient A et B deux tangentes 
voisines à la courbe S, a1 et 
b1 leurs pôles;le point d’inter
section m des deux droites A 
et B est le pôle de la droite 
a ' b si la tangente B se rap
proche indéfiniment de la 
tangente A, le point m tend 
vers le point de contact a de 

la tangente A ; en même temps la sécante a'b1 tourne autour 
du point a' et devient tangente à la courbe S; au point a '; ainsi 
réciproquement la courbe S est le lieu du pôle a d ’une tan
gente mobile k! à la courbe S'. On voit que les points a et a1 se 
correspondent de telle sorte que la tangente en l’un de ces 
points est la polaire de l’autre. Les deux courbes S et S' sont 
dites polaires réciproques.

Soit (u ) F (x,y) =  o

l’équation d’une courbe algébrique S du degré m; la tangente 
A au point a dont les coordonnées sont x  et y  est représentée 

par l’équation
(12) X F £ + Y F /+ Z F /  =  a

Appelons a;, et y, les coordonnées du pôle a' de la droite A pat- 
rapport à une courbe directrice du second degré f{ x , y) =  o, 
l ’équation de la polaire du point a' est

( 1 3) X / v , + Y / ï i + ï / l I =  o .

Les deux équations (12) et ( i3), qui représentent la même 
droite, doivent être identiques, et l ’on a les relations

1*4; cv n / p '  ‘
1  X  1  y 1 s

Si, entre les trois équations (n ) et (14), on élimine x  et y ,  on 
obtient l ’équation de la courbe S', lieu du point a1.

C h erch o n s, p ar e xem p le , la co u rb e  polaire récip ro q u e de la section  

coniq ue Aar*- 4 - Bi/*—  1 = 0 , par rap p o rt au ce rc le  d ire c te u r  x 1+ y t—  1 = 0 .
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Si l’on remplace x et y par -  et - ,  ces deux équations prennent la forme z z
homogène A ^  +  By’ —z* = o, xî +  yt—z*= o, et les équations (i4) de

viennent-^ =  A . =  I l ; on en déduit, en faisant 2=3, =  i ,  V= fT' 
Aæ B y z A li

en portant ces valeurs dans l’équation de la courbe proposée, on obtient

1 équation ^ ----1 —o. La courbe polaire réciproque est une nouvelle

section conique.

3 0 0  —  Nous avons appelé degré ou ordre d’une courbe al
gébrique le degré de l’équation qui la représente en coordon- 
dées rectilignes, ou le nombre des points réels ou imaginaires 
suivant lesquels la courbe est coupée par une droite quelcon
que. On appelle de même classe de la courbe le nombre des 
tangentes réelles ou imaginaires que l’on peut mener à la courbe 
par un point quelconque du plan. On sait que l’on peut mener 
d’un point quelconque deux tangentes à une courbe du second 
ordre; les courbes du second ordre appartiennent donc à la se

conde classe.
11 est aisé de voir que deux courbes polaires réciproques S 

et S' (fig. 179) sont telles que l’ordre de l’une est égal à la
classe de l’autre. 
Une droite quel
conque P coupe 
la courbe S en 
m points a , b,
c , .........; à ces
m points corres
pondent m droi
tes A', B', C', ...

Fig. 179. tangentes à la

courbe S; et passant par le point p', pôle de la droite P, et ré
ciproquement, à chaque tangente A' menée du point /  à la 
courbe S’ correspond un point a appartenant à la courbe S et 
situé sur la droite P; ainsi le nombre des tangentes que l ’on 
peut mener du point p1 à la courbe S7 est égal au nombre des 
points d’intersection de la courbe S par la droite P, et, par 
conséquent, la classe de la courbe S' est égale à l ’ordre de la



courbe S. De même, l’ordre de la courbe S; est égal à la classe 
de la courbe S.

Une courbe du second ordre étant de la seconde classe, il en 
résulte que la courbe polaire réciproque d’une courbe du se
cond ordre est aussi du second ordre.

Il est même facile dans ce cas de déterminer l'espèce de la
courbe. Si le centre o de la 
courbe directrice est situé en 
dehors de la courbe S, on 
peut de ce point mener deux 
tangentes réelles A et B à la 
courbe S (fig. 180); les pôles 
de ces tangentes s'éloignant à 
l’infini, on en conclut que la 
courbe S7 a des branches infi

nies dans deux directions différentes; c’est donc une hyper
bole. Soient a et b les points de contact des tangentes A et B ; 
les polaires A' et B; de ces deux points sont les tangentes à la 
courbe S7 aux points situés à l’infini; ce sont, par conséquent, 
les asymptotes. Lorsque le centre o de la courbe directrice est 
situé sur la courbe S, les points a et b coïncident avec le point 
o, la polaire de ce point, ou l’asymptote, est rejetée à l’infini, 
et la courbe S7 est une parabole. Enfin, si le centre o de la 
courbe directrice est situé à l’intérieur de la courbe S, la courbe 
S; est une ellipse. A deux points a et & de la conique S et aux 
tangentes A et B en ces points correspondent deux tangentes 
A' et B' à la conique S' et leurs points de contât a! et b1. Au 
point d’intersection c des droites A et B correspond la droite 
a' b' et à la droite ab le point d’intersection c’ des droites A ' et 
B7. Ainsi à un point c et à sa polaire ab dans la première figure 
correspondent dans la seconde figure une droite a 'V  et son 
pôle d .

301 — La méthode des polaires réciproques a une grande 
importance dans l’étude des sections coniques; elle permet, 
quand on a trouvé une propriété de ces courbes, d’en dé
duire immédiatement une propriété corrélative. Nous avons 
démontré, par exemple, au n° 274, que par cinq points donnés
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°n peut faire passer une section conique et qu’on n’en peut 
faire passer qu’une; on en déduit que l ’on peut mener une 
section conique tangente à cinq droites données et qu’on n’en 
Peut mener qu’une. Concevons, en effet, que l’on ait tracé dans 
le plan une section conique quelconque pour servir de courbe 
directrice, et que, par rapport à cette section conique, on ait 
marqué les pôles a', V , d , d'!, e' des cinq droites données A, B, 
C, D, E ; par les cinq points a’, b’, c’, d’ , e’ on peut faire passer 
une section conique S7; la courbe polaire réciproque de la 
courbe S'sera une section conique S tangente aux cinq droites 
données. Réciproquement, à toute section conique tangente 
aux cinq droites correspond une section conique passant par 
•es cinq points; comme on ne peut faire passer qu’une section 
conique par les cinq points, il n’existe qu’une section conique 
tangente aux cinq droites.

Considérons les polaires d’un même point p par rapport aux diverses 
coniques qui passent par quatre points donnés; si f{x,y)=o, et F(x,y)=o 
sont les équations de deux d’entre elles, l’équation f+kF — o, dans la
quelle k désigne un paramètre arbitraire, représentera l’ensemble de ces 
coniques. La polaire du point p, dont les coordonnées sont xl et y ,, a pour 
équation

x> (fx+ kF'œ) 4 - y, [fy -hfcFp-t- Zi(/i+*F£) =  o,

ou ( * i  f'x+ Wi f'r+ z  J z ) + l: ( * ,  F i + V i  F ' 4 -  * t F ' ) =  o ;

toutes les polaires passent par le point de rencontre p! des deux droites,

* i/ ;+ y 1r ;+ * ./ ,; = o> « i F î + v . f ^ + z . f ^ o .

Il est claire que, réciproquement, les polaires du point p' par rapport aux 
diverses coniques, passent toutes par le point p.

Si l’on transforme la figure par la méthode des polaires réciproques, oîi 
en conclut que te lieu des pôles d’une même droite P par rapport aux 
diverses coniques tangentes à quatre droites données est une droite. Si la 
droite P s’éloigne à l ’infini dans une direction arbitraire, son pôle par rap
port à chacune des coniques est le centre de cette conique ; ainsi le lieu des 
centres des coniques tangentes à quatre droites données est une droite. 
Chacune des diagonales du quadrilatère formé par les quatre droites, pou
vant être regardée comme une ellipse ou une hyperbole infiniment aplatie 
tangente aux quatre droites, les milieux des trois diagonales appartiennent 
au lieu et déterminent cette droite (n* 73).
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T H É O R È M E  I V .

3 0 9  —  Étant données deux coniques dans un plan : i° les 
points d'intersection des trois couples de sécantes déterminent 
un triangle dont chaque sommetapour polaire, par rapport à 
chacune des coniques, le côté opposé; 1° les points d’intersection 
des quatre tangentes communes aux deux coniques sont situés 
deux à deux sur les côtés de ce triangle.

Soient a, b, c, d (fig. 181) les quatre points communs aux 
deux coniques ; les points de concours m, n, p des trois couples

de sécantes communes forment un triangle mnp, dont chaque 
sommet, d’après le théorème III, a pour polaire, par rapport à 
chacune des deux coniques, le côté opposé. Remarquons que 
ces trois points sont les seuls qui jouissent de la propriété d’a
voir même polaire par rapport aux deux coniques. Soit, en 

. effet, m' un 'point ayant même polaire par rapport aux deux 
coniques; la droite m'a coupe cette polaire en un certain point 
q, et chacune des coniques en un nouveau point qui est le con
jugué harmonique de a par rapport aux deux points m 'et q-, 
ces deux nouveaux points devant coïncider, la droite m'a passe 
par l’un des points communs b, c, d, par exemple par le point
b. Alors la droite mlc passera par le point d, etle point m1 coïn
cidera avec le point m.

Imaginons maintenant que l’on transforme la figure précé
dente par la méthode des polaires réciproques. Aux deux coni



ques correspondent deux autres coniques; aux points a, b, c, d 
communs aux deux premières des tangentes A ', R', C', D 'com 
muns aux deux autres, ce qui montre que deux coniques ad
mettent quatre tangentes communes.

Considérons l ’une de ces tangentes communes qui touche leâ 
coniques en g et g1, et qui rencontre la droite np au point e; 
les droites mg, mg1 coupent les coniques en deux autres points 
A et h'; le point m, ayant même polaire np par rapport aux deux 
coniques, les tangentes en h et h1 passent par le point e ; la 
droite np étant aussi la polaire du point m par rapport aux 
deux angles geh, g1 eh1, les deux droites eh, eh! coïncident, et 
la droite ehh' est une seconde tangente commune. Par la même 
raison, le point de rencontre f  de l’une des autres tangentes 
communes avec la droite np appartient à la quatrième tangente. 
Ainsi les six points d’intersection des quatre tangentes com
munes sont situés deux à deux sur les côtés du triangle mnp.

Il résulte en outre de ce qui précède que les cordes de con
tact passent quatre à quatre par les points m, n, p.

3 0 3  — Examinons en particulier le cas où la courbe directrice est un 
cercle de rayon r; la polaire A'd’un point 
a est perpendiculaire â oa et à une dis- 

f*
tance du centre égale à —  Les droites quioa
joignent le centre à deux points a et b font 
entre elles un angle nob égal à celui des 
polaires A' et B' de ces points (fig. 182).

Par le centre o menons des parallèles 
aux droites A' et B/ ; des points a et b 
abaissons des perpendiculaires sur ces 
droites; les triangles rectangles oae, obf 

sont semblables et donnent la proportion

o a _  ae ac +  c e __ n c +  og _
ob bf~~bd+df bd-\-oh’

on en déduit oa [bd +  oh) =  ob (ac +  og) ; mais on a oa. oh = ob. og =  r*
, , oa ac

il en résulte oa.bd = ob.ac, ou— =  —.

Ainsi les distances de deux points au centre sont propprtionnelles aux 
distances de chacun d’eux à la polaire de l'autre.
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Cherchons la courbe polaire réciproque d’un cercle de rayon r' par rap

port au cercle o. Soit O  la polaire du 

centre c du cercle proposé (fig. i 83); me

nons à ce cercle une tangente quelconque 

A et prenons le  pôle a' de cette droite ; 

d'après la propriété précédente , on a

oa' ard oa1 oc , ,
—  =  —r» ou le rapport des
oc r1 a/d r ’ ’  VY

distances de chacun des points a ' du lieu 

au point o et à la droite fixe C ' est con

stant ; donc ce lieu est une courbe du se

cond degré dont le point o est l’un des foyers et la droite C ' la directrice 
correspondante.

A 1 aide de cette transformation, on peut déduire immédiatement des 

propriétés du cercle la plupart des propriétés focales des courbes du second 

degré. Ainsi, par exemple, deux tangentes A et B au cercle c font des an

gles égaux avec la corde des contacts ab; aux droites A et B correspondent 

deux points a' et 6' de la section conique ; aux deux points a et 6 du cercle 

les tangentes A 'e t  B' à cette section conique en a' et 6 '; à la droite ab ou 

M le point d’intersection m'd e s  droites A ' et B '. Les rayons menés du foyer 

o aux points o ', b ', m ' faisant entre eux des angles égaux à ceux de leurs 

polaires A , B, M, on en conclut que la droite om' est bissectrice de l’angle 
a'ob‘  (n» a55).

Le lieu du sommet m d’un angle constant circonscrit au cercle c est un 

cercle concentrique. Aux deux tangentes A et B menées du point m au 

cercle c correspondent deux points a ' et b' de la conique, et au point m la 

droite a'b' ; l ’angle a'ob' , étant égal à celui des droites A et B, est aussi 

constant; le point m décrivant un cercle dont le centre est c, sa polaire a ’b' 

enveloppe une section conique, donc le point o est l ’un des foyers et la po

laire du centre c la directrice. Ainsi la corde vue du foyer d’ une section 

conique sous un angle constant enveloppe une section conique qui a môme 

foyer et même directrice. La corde ab  du cercle enveloppe un cercle 

concentrique ; donc le point de concours des tangentes à la section conique 

en a' et b' décrit une section conique qui a aussi même foyer et même 
directrice.

COURBES ENVELOPPES.

304 —  Dans ce qui précède, nous avons été amenés à con
sidérer les courbes tangentes à des séries de droites; lorsqu’un 
point décrit une courbe, sa polaire reste tangente à une autre
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courbe. On appelle, en général, enveloppe d’une ligne mobile 
une courbe à laquelle cette ligne reste 'constamment tan - 
gente.

Soit
(0  f(x,y ,a ) = o
une équation renfermant un paramètre variable a. A chaque
valeur de a correspond une ligne déterminée. Donnons au
paramètre deux valeurs voisines a et a +  h;  la ligne (i) et la
ligne
(2) f(x ,y ,a -h h ) = o
se coupent en un point M7 (fig. 184) dont les coordonnées véri
fient à la fois les équations (i) et (2). Le système de ces deux 
équations peut être remplacé par le suivant

f[x  ,a) =  o,

qui, lorsque h tend vers zéro, se réduit à
(3) f ( x , y , a ) = o ,  f'a {x,y,a) =  o.

Or,quand/itend vers 
zéro, le point M' se 
déplace sur la ligne 
(1) et tend vers une 
position limite M ; 

c’est ce point limite qui est représenté par le système (3). Cha
cune des lignes (1 ) contient un point limite ; on obtient le lieu 
de ces points, c’est-à-dire le lieu des intersections successives 
des lignes représentées par l'équation (1), en éliminant a entre 
les équations (3).

Considérons de nouveau le système des équations (1) et (2), 
dans lesquelles nous regardons a comme une variable et h, 
comme une constante; ce système représente le lieu des points 
suivant lesquels chaque ligne (a) est coupée par la ligne {a-h h). 
Deux de ces points se trouvent sur la ligne (a), savoir : le point 
d’intersection M; des lignes (a) et (a-f-/t),le point d’intersection 
M" des lignes (a — h) et (a). Quand h tend vers zéro, les deux 
points M' et M" tendent vers la même position limite M, et le 
lieu devient tangent à la ligne (a) au point M. Ainsi le lieu des

GÉOM. ANALYT. 18



274 LIVRE III, CHAPITRE X.

intersections successives des lignes représentées par l’équation (i) 
est tangent à chacune de ces lignes. A cause de cette propriété, 
on (lit que le lieu est l’enveloppe des lignes (i) qui portent le 
nom d’enveloppées.

3 0 5  —  Supposons maintenant que la ligne mobile soit re
présentée par une équation

(4) f { x , y , a , b ) = o ,

contenant deux paramètres variables a et b liés par la relation

(o)  < p ( a , 6 ) = o .

Si l'on appelle b' la dérivée de b considérée comme une fonc
tion de adonnée par l ’équation (5), on a <p̂ +  a,jô' =  o; d’où

b‘ ==— -V . Mais si l’on égalé à zéro la dérivee de la fonction

f(x,y, a, b) par rapport à a, en y  regardante comme une fonction 
de a, on a [£ -t- [[b' =  o ; o n  en déduit la relation

(6 )

( ) fa ~ f l  ’

et pour trouver l’équation de l’enveloppe, on éliminera les deux 
paramètres a et & entre les trois équations (4), (5), (6).

3 0 6 — Comme exemple, cherchons l’enveloppe des normales à une pa- 
•■abole. La normale à la parabole y2 —  upx= o, au point M (fig. i 85) dont 
les coordonnées sont a; et y, a pour équation p (Y—  y) +  y (X — x) — o;

y1
si l’on remplace x par sa valeur - - ,  cette équation devient

(7) p Y- ) - ÿ ( X  —  p) —  —  =  o ;

elle renferme un paramètre arbitraire y; il faut prendre la dérivée par rap
port à y,
(8) X - p - ^  =  o,

et éliminer;/entre les équations (7) et(8). En remplaçant dans l’équation (7)

yi par sa valeur tirée de l’équation (8), on a y = -------____ • portant
a  ( X  —  p )  ’

celte valeur de y dans l’équation (8), on obtient l’équation de l’enveloppe 

Y i 8 ( X - p ) »  

a7 P



Cetle courbe a la forme indiquée dans la figure ; elle présente un rebrous
sement en G ; car la tangente en ce point; 
étant normale à la parabole au sommet A, 
coïncide avec l’axe AX. Quand le point M 
décrit la branche AB de la parabole, la 
normale roule sur la branche CD de l’en
veloppe; et de même, quand le point M 
décrit la branche AB' de la parabole, la 
normale roule sur la branche CD' de l’en- 
velo ppe.

Si l’on veut mener des normales à la pa
rabole par un point donné P, il suffira de 
regarder dans l’équation (7) X et Y comme 
les coordonnées du point P et l’ordonnée 
y du pied M de la normale comme l’incon

nue; on peut mener du point P trois normales à la parabole ou une seule 
suivant que cette équation du troisième degré en y admet trois racines 
réelles ou une seule. Cette question revient évidemment à mener des tan
gentes à l’enveloppe par le point P ; ainsi l’enveloppe, qui est du troisième 
degré, est aussi de la troisième classe. Lorsque le point P est situé entre 
les deux branches de l’enveloppe, on peut mener de ce point trois tangentes 
4 l’enveloppe, et, par conséquent, trois normales à la parabole; mais,lors
que le point est situé en P' à l’extérieur, on ne peut mener qu’une seule 
tangente à l’enveloppe, et, par conséquent, une seule normale à la parabole. 

3 0 7 — Cherchons encore l’enveloppe des normales à l’ellipse

x 2 y2 
a! 6

l’équation de la normale au point (x, y)
a*X b " l , , ...

(lo> _ _ _ _  (a2- 6 2) = o ,

renferme deux paramètres variables x et y liés par la relation

œ* ys
( 11) ?  +  (7 _ I - ü -

D’après la formule (6) du n» 3o5, 011 a 
x y_ 
a2 62 1

x2 y*

011 a obtenu le troisième rapport en ajoutant les numérateurs et les déno-
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m in a t e u r s ,  a p r è s  a v o ir  m u lt ip l ié  le s  d e u x  t e r m e s  d u  p r e m ie r  p a r  x ,  l e s  d e u x  

t e r m e s  d u  s e c o n d  p a r  y,  e t  te n a n t  c o m p te  d e s  é q u a t io n s  ( 1 0 )  e t  ( i  i )  ; o n  en  

d é d u it

3 «*X , *‘ Y

p o r t a n t  c e s  v a l e u r s  d a n s  l ’ é q u a t io n  ( i i ) ,  o n  o b t ie n t  l ’ é q u a t io n  d e  l ’ e n 

v e lo p p e

, . /ax\ j  , / m  *
lI2) K?) + b )  - 1-

C e tte  c o u r b e  p r é s e n t e  q u a t r e  p o in t s  d e  r e b r o u s s e m e n t  (fig . 1 8 6 ) . Q u a n d

le  p ie d  M  d e  la  n o r m a le  d é c r i t  l ’ a r c  

A B d e  l ’ e l l ip s e ,  la  n o r m a le  r o u le  s u r  

l ’ a r c  C D  d e  l ’ e n v e lo p p e .  S i  l ’ o n  v e u t  

m e n e r  d e s  n o r m a le s  à  l ’ e l l ip s e  p a r  

u n  p o in t  d o n n é  P ,  a y a n t  p o u r  c o o r 

d o n n é e s  X  e t  Y ,  le s  d e u x  é q u a t io n s  

s im u lt a n é e s  ( i o )  e t  ( n )  d o n n e r o n t  

le s  c o o r d o n n é e s  x  e t  y  d u  p ie d  d e  

c h a c u n e  d e s  n o r m a le s ;  le s  p ie d s  

d e s  n o r m a le s  s o n t le s  p o in ts  d ’ in t e r 

s e c t io n  d e  l ’ e l l ip s e  p r o p o s é e  ( i i ) e t  

d ’ u n e  h y p e r b o l e  ( i o ) ; il y  a q u a tr e  

s o lu t io n s .  M a is  c e t t e  q u e s t io n  r e v ie n t  à  m e n e r  d e s  t a n g e n te s  à  l ’ e n v e lo p p e  

p a r  le  p o in t  P ;  o n  e n  c o n c lu t  q u e  l ’ e n v e lo p p e ,  q u i  e s t  d u  s ix i è m e  d e g r é ,  

e s t  d e  la  q u a t r iè m e  c la s s e .  L o r s q u e  le  p o in t  P  e s t  s i t u é  à  l ’ in t é r ie u r  d e  

l 'e n v e l o p p e ,  o n  p e u t  m e n e r  d e  c e  p o in t  q u a t r e  t a n g e n t e s  à  l ’ e n v e lo p p e ,  

e t ,  p a r  c o n s é q u e n t ,  q u a t r e  n o r m a le s  r é e l le s  à  l ’ e l l i p s e ;  m a is  lo r s q u e  le  

p o in t  e s t  s i t u é  à  l ’ e x t é r i e u r ,  p a r  e x e m p le  e n  P ' , j o n  n e  p e u t  p lu s  m e n e r  q u e  

d e u x  ta n g e n te s  r é e l le s  à l 'e n v e l o p p e ,  e t ,  p a r  c o n s é q u e n t ,  d e u x  n o r m a le s  à 

l ’ e l l ip s e  ; o n  r e t r o u v e  a i n s i  le s  r é s u l t a t s  o b te n u s  a u  n "  2 9 1 .

L ’e n v e lo p p e  d e s  n o r m a le s  à  l ’ i iy p e r b o le  a  p o u r  é q u a t io n

COORDONNÉES TANÜENTIELLËS.

3 M 8 — U n  p e u t  r e g a r d e r  u n e  c o u r b e ,  s o it  c o m m e  le  l i e u  d ’ u n  p o in t ,  s o it  

c o m m e  l 'e n v e lo p p e  d ’ u n e  d r o i t e  m o b i le .  A  c e  d e r n i e r  ; o in t  d e  v u e ,  n o u s  

r e p r é s e n t e r o n s  la  d r o it e  p a r  u n e  é q u a t io n  d e  la  fo r m e

( 1 4 ) p x + q y — 1 = 0 ,
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nous dirons, p ar an alo g ie , qu e les  valeu rs des d eu x p a ra m è tre s  p e t  q , 

qui ^ te r m in e n t  sa p o sition , sont les  co o rd on n ées de la d ro ite .

Si 1 on donne une équ ation

• ç ( p ,  g ) =  o

entre ces  d eu x p a ra m è tre s , e t  q u e l’on fasse varier l ’un d’eu x d ’une m a

nière co n tin u e , l’au tre  v a rie ra  aussi en g én éral d ’une m an ière  co n tin u e, et 

'a droite se m ouvra dans le  p lan , en v eloppan t un e co u rb e . On p eu t con

cevoir que l ’équation ( i 5 )  rep résen te  la co u rb e  p ar la su ite  de ses tan g en tes, 

à 1 aide d ’un nouveau systèm e de co o rd on n ées p e t q ,  au xq u elles il convient 

de donner le nom  d e  co o rd on n ées tan g en tielles.

l ’our av oir l'éq u ation  de c e lte  co u rb e  en co o rd on n ées lin éaires , il suffit, 

d après ce  que nous avons dit au  n» 3 o 5 ,  d ’élim iner p e t g en tre  les éq u a
tions ( 1 4 ) ,  ( 1 5) e t

(*6 >  — =JL.
. v'p <f'i

1 équation ( i 5 )  e s t  a lg éb riq u e , l’équ ation  en x  e t y ,  à laquelle on a rr i

é r a ,  sera aussi a lg éb riq u e . L e  d e g ré  de l’équation ( i 5 ) ,  m ise sous form e  

en tière , indique la classe de la co u rb e . E n  effet, si x 0 e t y0 son t les co o r

données d’un point qu elco n q u e du p lan , chaque sy stèm ed e valeu rs de p e l q ,  

vérifiant les d eu x équ ation s

p x o - h q y «— 1 =  ° ,  ? ( p ,  q )  =  o , 

donnera une tan g en te , ré e lle  ou im agin aire , passant p ar le point co n sid éré. 

I.orsq ue l'éq u ation  ( i 5 ) est du second d e g ré , la co u rb e étan t de la seconde  

classe , es t aussi du secon d o rd re .

Une équation du premier degré 

(* 7 )  Ap -f -  B ç  -f -  C =  o ,

en coord on nées tangen tielles, re p ré se n te  un p o in t, le  point qui ad m et les

co o rd on n ées linéaires .r 0= —  y0 =  —  ? ;  c a r  ce tte  éq u ation , m ise sous 

la form e
p a?o 4-9 !/o — i = o ,/

indique que la droite m obile passe co n stam m en t par le point fixe ( x , ,  y0) ; 

l’enveloppe se réd u it donc à un point.

L e s  p rop riétés de l’équaiion du p rem ier d eg ré en co o rd on n ées lin éaires, 

que nous avons étudiées dans le  livre I I ,  se reprod uisen t ic i , av ec ce tte  

m odification que les points so n t rem p lacés p ar des droites e t les d ro ites  

par des points. Ainsi l’équation

q  —  q ' =  a ( p  —  p>), 

dans laq u elle  le p aram ètre  a  e s t  a rb itra ire  (n* 04 ) ,  est l’équation g é n é ra it
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(18) 9 _ g' =  9 ^ i ' (p_ p,)

représente le point d’intersection des deux droites (p', q‘), (p", g”). • 
Considérons deux tangentes voisines de la courbe ( i5), et supposons que 

la seconde se rapproche de plus en plus de la première, leur point ^'inter
section, représenté par l’équation (18), aura pour limite le point de contact 
de cette première tangente ; le point de contact est donc représenté par 
l’équation (n» 89)

v tf
ou

( r9 ) (p — p') +  =

F.t remplaçant pet g par ? et j , afin de rendre l’équation homogène (n° 39a), 

on réduit cette équation et on la met sous la forme 

(20) p ? V + ? ? V + r ? V =  o.

3 0 9  II est bon de remarquer que la recherche de l’enveloppe d’une 
droite mobile peut être ramenée à la théorie des polaires réciproques. 
Car cette courbe enveloppe S est la courbe polaire réciproque de la courbe
S décrite par le pôle de la droite, relativement à une conique donnée. Si 
l’on prend comme courbe directrice le cercle jc! -f- y- — 1 =  o. la droite 
xx\ +  yty — 1 = 0 ,  polaire du point (xtt y,), coïncidera avec la droite mo
bile (14), si l’on fait xt =  p, yl — q ; ainsi la courbe S' a pour équation, 
en coordonnées linéaires, ?(x„ y,) =  o.

E x e m p le  I. Trouver l’enveloppe d’une droite telle que le produit de ses 
distances à deux points fixes F et F' soit égal à une quantité donnée. En 
prenant pour axes des x la droite FF' et pour axe des y une perpendicu
laire sur le milieu de cette droite, appelant a c la distance FF', 6‘ le pro
duit constant, et représentant la droite mobile par une équation de la forme 
p x q y  i = o ,  on a entre les deux paramètres variables p et q, la 
relation

(c*± fts) p’ ±  6S<f — 1 =  0; 
il faut prendre le signe -f- ou le signe —  suivant que la droite laisse les 
deux points d’un même côté ou passe entre les deux. La courbe S'ayant 
pour équation

{c* ±  6*) x \  ±  tPy* —  x =  o, 

l ’équation de la courbe cherchée S, ou de la polaire réciproque (n» 399), est

X* yt
cs ±  zhl>> 1 ° ‘
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des points situés sur la droite (p', q'). L’équation (n° 66)



C est une ellipse ou une hyperbole dont les points F et F' sont les foyers. 
Ce théorème est la réciproque d’un théorème démontré noaâg.

E x e m p l e  II. Étant donné un quadrilatère abcd , trouver l’enveloppe 
d une droite telle que le produit de ses distances à deux sommets opposés 
soit au produit de ses distances aux deux autres sommets dans un rapport 
constant. Appelons x, et t/,, cr, et y,, srs et y3, xt et yt les coordonnées 
des quatre sommets, et représentons la droite mobile par l’équation 
VJ'+qy—  i =  o ; on aura entre les deux paramètres p et q la relation

(pri+ Wi— i ) (px,+ qy3— i ) — *’ [pxt -+-qyt— i ) (p®, +  qijt—l)=u ; 

celte relation étant du second degré, on en conclut que l’enveloppe est une 
courbe de la seconde classe ou du second ordre. L’équation précédente est 
'érifiée quand la droite mobile coïncide avec l’un des côtés du quadrilatère, 
puisque dans chaque terme un facteur s’annule. Ainsi la courbe est in
scrite dans le quadrilatère et on peut donner au rapport fcune valeur telle 
que la courbe soit tangente à une cinquième droite quelconque. Il en ré
sulte cette propriété générale des sections coniques : un quadrilatère étant 
circonscrit à une section conique, le produit des distances d'une tangente 
quelconque à deux sommets opposés du quadrilatère est au produit des dis
tances de cette même tangente aux deux autres sommets dans un rapport 
constant.
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C H A P I T R E  XI

P ropriétés gén érale» de* section s coniques.

SYSTÈMES HOMOGRAPIIIQUES.

3 1 0 — Lorsqu’on a sur deux droites deux systèmes de points tels qu’à
un point de chaque système cor
responde un point et un seul de 
l’antre, et que les positions des 
points correspondants soient dé
terminées par une équation algé
brique, on dit que les deux systè
mes de points sonlhomographiques. 

Si l’on appelle i e t x '  les distances de deux points fixes pris sur les droites 
à deux points correspondants ou homologues, la relation algébrique, que 
l’on suppose exister entre x et x', devant être du premier degré par rap-



port à chacune de ces deux variables, sera nécessairement de la forme 

(i) £c'æ4 -Aa;+A'a:'-l-B =  o.

Elle renferme trois coefficients arbitraires A, A', B; à trois points pris à 
volonté sur la première droite, on peut donc faire correspondre trois points 
pris à volonté sur la seconde, et le mode de division homographique se 
trouve ainsi déterminé.

Lorsque le point m' de la seconde droite s’éloigne à l’ infini, le point 
homologue m de la première tend vers une position limite i donnée par la 
formule x — — A'. De même, lorsque le point m de la première droite 
s’éloigne à l ’infini, le point homologue m' de la seconde tend \ers une 
position limite j' donnée par la formule x? — — A.

Si l’on compte les distances sur les deux droites, à partir des points te l;', 
la relation (i) se simplifie et devient

(a) xx‘ -4- B =  o .

11 est évident qu'un faisceau de droites, passant par un même point, 
détermine sur deux sécantes quelconques deux systèmes de points liomo- 
graphiques ; car, d’après la nature de la question, la relation entre les lon
gueurs qui déterminent les points homologues est algébrique, et à un point 
de l’une des sécantes correspond un seul point de l’autre.

On peut se servir de cette propriété pour construire les points homo
logues, lorsque le mode de division homographique sur deux droites est 
défini par trois couples de points homologues (a, a'), (6, 6'),(c, c'). On dé
placera la seconde droite de manière à faire coïncider les points a et a‘ 
(lig. 187); les droites 66', cc', se coupent en un point 0; la droite qui joint 
le point 0 à un point quelconque m de la première droite déterminera le 
point homologue m' sur la seconde droite. Une parallèle oj‘ à la première 
droite donnera le point;' de la seconde droite homologue de l’infini sur 
la première, et de même, une parallèle oi à la seconde droite donnera le 
point » de la première droite homologue de l’infini sur la seconde.

3 1 1 — Lorsqu’on a deux faisceaux de droites passant les unes par un 
pointo. les autres par un point 0', et que leurs positions dépendent de para
mètres liés par une équation algébrique, de manière qu’à une droite de 
chaque faisceau corresponde une seule droite de l’autre, on dit que les 
deux faisceaux sont homographique! .

11 est évident que si l’on joint deux points fixes 0 et 0' aux mêmes points 
d’une droite, ou aux points homologues de deux divisions homographiques 
sur deux droites différentes, on formera deux faisceau* homographiques ; 
car, d’après la nature de la question, la relation entre les paramètres est 
algébrique, et à une droite correspond une seule droite.

280 LIVRE III, CHAPITRE XI.



Inversement, deux faisceaux homographiques déterminent sur deux 
droites quelconques deux systèmes de points homographiques.

3 1 2 — Quand on a sur deux droites différentes deux systèmes de poinls 
liomographiques, et qu’on applique ces deux droites l’une sur l’autre, on 
obtient sur une même droite deux systèmes de points homographiques. Si 
le mode de division est défini par trois couples de points homologues

(b, b‘), (c, c'), pour construire deux points homologues quelconques, 
°n imaginera la droite dédoublée, on amènera le point a' au point a en 
faisant faire à la seconde droite un certain angle avec la première, et on 

'achèvera la construction indiquée dans la figure 187.
Lorsqu’on a sur une même droite deux systèmes de points homogra

phiques, il existe sur la droite deux points doubles, c’est-à-dire deux points 
tels que chacun d’eux, considéré comme appartenant à l’un des systèmes, 
coïncide avec son homologue dans l’autre système. En effet, si l’on compte 
les distances sur la droite, à partir d’un même point, et qu’on fasse x‘—x, 
on a, en vertu de la relation (1), une équation du second degré
(3) x% (A-t-A')a!-|-B =  o,
dont chaque racine donne un point double. Les deux points doubles sont 
réels ou imaginaires.

Supposons que l’on ait construit, comme nous l’avons expliqué, les deux 
Points i et j' homologues de l’infini ; si l’on compte les distances à partir 
du point c, milieu de l’équation (1) devient

(4) xx' -4- A (x—  ,r') +  B =  o.

L équation (3), qui donne les points doubles, se réduit à

(5) xi -+- B =  o.

Appelons c' le point du second système homologue du point o du 
premier, l’équation (4) devant être‘vérifiée pour x =  o et x'—cc', on a 

AX cc'= — c/'Xcc', et l’équation (5) prend la forme 

(fi) x1 — cj‘ X  cc‘.
f os poinlsdoubles sont réels quand les deux longueurs cj‘ et cc' sont portées

dans le même sens; pour les construire 
dans ce cas, on décrira un cercle sur 
c'j' comme diamètre (fig. 188) ; 011 
mènera du point c une tangente à ce 
cercle; rabattant la tangente sur la 
droite, 011 obtiendra les deux points 

doubles e et f,qui sont situés à égale distance de part et d’autre du pointe.
3 1 3 — Deux faisceaux homographiques ayant même sommet admettent 

de même deux droites doubles, réelles ou imaginaires; 011 les obtiendra
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en joignant le sommet aux deux points doubles de la division homogra- 
pliique déterminée par le faisceau sur une sécante quelconque.

Lorsqu’on fait tourner un angle constant autour de son sommet, les 
deux côtés forment deux faisceaux homographiques autour du même point ;

les diverses positions de l’un des côtés 
constituent le premier faisceau,celles de 
l’autre côté le second faisceau. 11 est évi
dent que les deux droites doubles sont 
imaginaires, et ce qu’il y a de remarqua
ble, c’est que leurs équations sont indé

pendantes de la grandeur de l’angle. Menons en effet une sécante quelcon
que, et du sommet abaissons une perpendiculaire oc sur la sécante (fig. 189); 
les deux positions a'oi, j'oa, où l’un des côtés est parallèle à la sécante, 
donnent les points i et j la position c'oc donne le point c‘ homologue du 
point c. Les angles c'oc, j'oa étant égaux, l’angle c'oj' est droit, on a 

c;'X  ce' =  — oc*, et l’équation (6) devient x*— — oc5; d’où x = rfcoc.t. 
Ainsi la position des points doubles sur la sécante, et par conséquent celle 
des droites doubles, est indépendante de la grandeur de l’angle. Si l’on 
prend pour origine des coordonnées le point 0, pour axe des x la droite oc,

pour axe des y la droite oa, les droites doubles ont pour équation -  =  ±  j;

l’ensemble est représenté par l’équation xs-i-y1 = o ; ce sont les asympto
tes d’un cercle a^-t- y’ =  rs, décrit du point 0 comme centre.

Réciproquement, lorsque les points doubles de deux systèmes de points 
homographiques sur une même droite sont imaginaires, on peut obtenir 
ces deux systèmes de points par la rotation d’un angle constant autour de 
son sommet. Le mode de division est défini par les trois couples de points 
(c, &), (i, 00 ), (00 , j'), le point c étant le milieu de ij' ; la perpendiculaire 
co h la droite rencontre le cercle décrit sur c'j1 comme diamètre en un point 
o; l'angle c’oc, en tournant autour du point 0, donnera la division homogrn- 
phique proposée.

1NVOLUTION.

3 1 4 — Considérons deux systèmes de points homographiques sur une 
même droite et supposons que deux points homologues a et a' soient ré
ciproques, c’est-à-dire que, si au point a du premier système correspond 
le point a' dans le second, réciproquement au point a' considéré comme 
appartenant au premier système correspond le point o dans le second. Il 
faudra que l’équation (1) reste vérifiée quand on permute les valeurs parti
culières de x et de x' qui se rapportent à ces deux points, ce qui exige que
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I on ait A = A '; mais alors tous les points homologues sont réciproques 
deux à deux, et Fondit dans ce cas que les points sont en involution.

L’équation

<7) xx'+A (x+ x') -f-B =  o

ne contenant que deux coefficients arbitraires A et B, il suffit de deux 
couples de points conjugués (a, a'), (b,b1),[pour définir l’involution. Les deux 
points i et j‘ coïncident, et si l’on compte les distances à partir de ce point 
K l'équation (7) se réduit à 

!**) a;æ'-|-B =  o;

on appelle ce point le centre de l’involution. Il y a deux points doubles e et 
/» réels ou imaginaires, donnés par l’équation as*+B =  o.

L’équation (8) devient ainsi xx‘ =  te’ ; on en conclut que les deux points 
doubles e et f  sont conjugués harmoniques par rapport à deux points con
jugués quelconques.

Les cercles menés par deux points fixes p et q déterminent sur une droite
une involution (fig. 190). Prenons sur la 
droite un point quelconque a; par ce 
point et les deux points p et q passe une 
seule circonférence de cercle. Cette cir
conférence coupe la droite en un second 
point a' ; de cette manière on fait cor
respondre au point o un seul point a'; 

d’ailleurs, la relation est algébrique et il y a réciprocité; donc ces couples 
de points forment une involution. Le point », où la droite pq coupe la 
droite donnée, est le centre d'involution et les points doubles sont les points 
de contact des cercles tangents.

Les points doubles sont réels ou imaginaires, suivant que le point i est 
s'tué en dehors des points a et a' ou entre ces deux points. Dans le premier 
cas, on obtient les points doubles en menant du point i une tangente à l'un 
des cercles et rabattant cette tangente.

Lorsqu’on définit l’ïnvolution sur une droite par deux couples de points 
conjugués (a, a‘), (b, b'), on peut aisément construire deux points conjugués 
quelconques; par les deux points a et a' menons un cercle, par les deux 
Points b et b' et un point arbitraire p du premier menons un second cercle; 
ces deux cercles se coupent en un second point q; le cercle qui passe par 
les deux points p et g et un point m de la droite déterminera le point con
jugué m'.

3 1 5  —  Considérons de même deux faisceaux homographiques ayant 
même sommet et tels que deux droites homologues soient réciproques; ces
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droites déterminent sur une sécante quelconque des points en involution ; 
toutes les droites homologues sont donc réciproques deux à deux, et l’on 
dit que les droites sont en involution. 11 y a deux droites doubles réelles ou 
imaginaires; mais il n’existe rien d’analogue au centre d involution.

Nous avons dit (n» 313) que, lorsqu’un angle constant tourne autour de 
son sommet, les deux côtés forment deux faisceaux homographiques. 
Quand l’angle est droit, il y a réciprocité, et par conséquent involution ; 
les droites doubles, comme nous l’avons remarqué, sont les asymptotes 
d’un cercle.

Réciproquement, lorsque sur une droite les points doubles d’une involu
tion sont imaginaires, on peut obtenir 
les couples de points conjugués par la 
rotation d’un angle droit autour de 
son sommet. L’ involution est définie 
par les deux couples de points con
jugués (i, oo ), (a, a') ; sur aa' comme 
diamètre décrivons un cercle (fig. 191) 

et au point » élevons sur la droite une perpendiculaire qui coupera le cercle 
en deux points p et <7; un cercle passant par les deux points/) et q déter
minera deux points conjugués m et m‘, et l ’angle mpm' est droit.

THÉORÈME I.

3 1 6  —  Étant donnés deux faisceaux homographiques, le lieu du point 
il'intersection de: deux droites homologues est une conique passant par les som
mets des deux faisceaux.

Cherchons combien de points du lien sont situés sur une droite quel
conque D; les deux faisceaux homogra
phiques 0 et 0' (fig. 192) déterminent sur 
cette droite deux systèmes de points ho
mographiques («,“ ')> (P> P')» (Y, T')>---- ;
deux droites homologues oe, o’e, qui se 
coupent sur la droite D, donnent un point 
double e ; comme il n’existe sur la droite 1) 
que deux points doubles e et f, on en con

clut que cette droite ne rencontre le lieu qu’en deux points réels ou ima
ginaires ; ainsi le lieu est du second ordre.

A la droite o'o du second faisceau correspond une certaine droite op dans 
le premier; le point d’intersection vient en 0, et la droite op est tangente 
en ce point. De même, la courbe passe par le point 0' et elle est tangente
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en ce poiiu à la droite o'q' du second faisceau homologue de la droite oo' 
du premier.

C o r o l l a i r e . Ceci nous permet de trouver les points où une droite don
née D coupe une conique définie par cinq points o, o', a, b, c; si l’on joint 
deux des points o et o' aux trois autres, on a trois couples de droites (oa, 
°'«), (06, o'b),(oc, o'c) déterminant deux faisceaux homograpliiques 0 et 
le lieu du point d’intersection des droites homologues est la conique pas
sant par les cinq points donnés; les trois couples de poinls (a, a'), ((3, fJ'), 
(y>y') définissent la division homographique sur la droite I); on trouvera 
les deux points doubles e et f  par le procédé indiqué au n» 3 ia.

Si la droite passe par l’un des points donnés, o par exemple, il suffit de 
construire la droite homologue dans le second faisceau. De même, comme 
nous l'avons dit déjà, on obtiendra la tangente en o, en menant la droite oj> 
du premier faisceau homologue de la droite o'o du second. Ou déterminera 
ainsi autant de poinls que l’on voudra de la conique cherchée et autant de 
tangentes.

Remarque. Lorsque la droite oo• qui passe par les sommets se correspond 
à elle-même dans les deux faisceaux, elle fait évidemment partie du lieu qui 
alors se compose de deux droites ; dans ce cas, le lieu du point d’intersec
tion des droites homologues est, à proprement parler, une ligne droite.

T H É O R È M E  I I .

• # 1 9  —  Etant donnés deux systèmes de points homogruphiques sur deux 
droites fixes A et A', la droite aa‘ qui joint deux points homologues quel
conques enveloppe, une conique tangente aux deux droites fixes.

Cherchons combien de tangentes à l’enveloppe passent par un point arbi-
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points homologues, forment autour du point p deux faisceaux homographi- 
ques: lorsque la droite mobile aa', dans une de ses positions mm', passe par 
le point p, elle devient une droite double des deux faisceaux; comme il 
n’existe que deux droites doubles pm, pn, on en conclut que parle point p 
on ne peut mener que deux tangentes réelles ou imaginaires à la courbe 
enveloppe ; cette courbe est donc de la seconde classe, et par conséquent 
du second ordre.

Au point d’intersection o des deux droites fixes A et A ', considéré comme 
appartenant à la seconde droite, correspond sur la première un point A ; la 
droite mobile vient en oh et la courbe est tangente à la droite A au point A. 
Dp même, la courbe est tangente à la droite A' au point g' de celte droite 
homologue du point o de la droite A.

C o r o l l a i r e . Ceci nous permet de mener par un point donné p des tan
gentes à la conique définie par cinq tangentes ; si l’on joint au point p les 
points où deux des tangentes A et A' sont coupées par les trois autres B, 
C ,  D, on a trois couples de droites déterminant deux faisceaux homogra- 
phiques, dont les droites doubles sont les tangentes demandées.

Si le point p est situé sur l’une des tangentes données, A par exemple, 
les points oü les tangentes A et A' sont coupées par les trois autres B, C, 
ü, définissent sur ces deux premières tangentes deux systèmes de points 
homographiques; on cherchera sur la droite A' le point p' homologue du 
point p sur X ; la droite pp' sera tangente à la conique.

Le point de contact de la tangente A est, comme nous l’avons dit, le 
point de cette droite homologue du point o de A.

Remarque. Ce théorème pourrait être déduit du précédent par la mé
thode des polaires réciproques ; deux systèmes de points situés sur deux 
droites fixes se transforment dans l’autre figure en deux faisceaux de droites 
passant par deux points fixes; si à un point correspond un seul point, à une 
droite correspondra une seule droite ; deux systèmes de points homogra
phiques se changent donc en deux faisceaux homographiques et réciproque
ment. Le lieu du point d’intersection de deux droites homologues étant une 
conique, l’enveloppe de la droite qui joint deux points homologues est aussi 
une conique.

Lorsque le point d’intersection o des deux droites fixes se correspond à 
lui-même sur les deux droites, la droite des sommets se correspond à elle- 
même dans les deux faisceaux; le lieu se réduisant dans ce cas à une droite* 
l’enveloppe se réduit à un point ; donc toutes les droites, telles que aa , 
passent par un même point.

318 —  Les deux théorèmes précédents donnent naissance à un grand 
nombre de propriétés remarquables. Nous en indiquerons quelques-unes.



l’ar exemple, si deux angles constants tournent autour de leurs som
mets, de manière que le point d’intersection de deux côtés décrive une 
droite fixe, il est clair, d’après la construction même, que les deux autres 

côtés formerout deux faisceaux homographiques, et, par conséquent, que 
le lieu de leur point d’intersection sera une conique passant par les deux 
sommets fixes.

De même si, sur deux droites fixes, à partir des points où elles sont ren
contrées par une sécante mobile menée par un point fixe, on porte, dans 
un sens déterminé, deux longueurs constantes, il est évident que les extré
mités de ces longueurs formeront deux systèmes de points homographiques, 
et par conséquent que la droite qui les joint enveloppera une conique tan
gente aux deux droites fixes.

Considérons un triangle maa', dont les trois côtés tournent autour de 
trois points fixes o, o', p (fig. 1 9 4 ) , tandis 
que deux sommetsaeta' glissent sur deux 
droites fixes A et A '; les faisceaux 0 et p 
sont homographiques, de même p et 0", 
donc les faisceaux o et 0‘ sont homogra
phiques, et le point m, troisième sommet 

a du triangle, décrit une conique passant 
Fijj. 194. par les deux points 0 et o<. Il est aisé de

'oir que le point d’intersection c des droites A et A' et les deux points
et e, où ces droites sont coupées par les droites p0' et po, appar

tiennent au lieu ; de cette manière, la conique est définie par cinq 
points.

Lorsque les trois points fixes 0, 0', p sont en ligne droite, la droite 00' se 
correspond à elle-même dans les deux faisceaux, et le lieu du sommet m 
est une ligne droite ; c’est le problème que nous avons traité au n“ 104.

Considérons de même un triangle mobile aba' (fig. tg5) dont les trois 
sommets glissent sur trois droites fixes A, 
A', B, tandis que deux côtés 60, ba‘ tour
nent autour de deux points fixes o et 0' ; le 
faisceau o détermine sur les droites A et B 
deux systèmes de points o et 6 homogra
phiques; de même le faisceau o' détermine 
deux systèmes de points homographiques 

Fig. 195. 1 et a' ; donc les deux systèmes a et a' sont
homographiques, et le troisième côté aa' du triangle enveloppe une conique 
tangente aux deux droites A et A'. On verra aisément que la droite 00' et 
les deux droites o'c et od, qui joignent les points o et o> aux points où la
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droite B coupe les droites À et A', touchent la conique; de cette manière 
la conique sera définie par cinq tangentes.

Lorsque les trois droites A, A', B passent par un même point, le poin 
d’intersection des droites A et A' se correspond à lui-même, et l’enveloppe 
se réduit à un point ; donc la droite aa' passe par un point fixe.

Ce mode de démonstration s’applique à des polygones d’un nombre quel
conque de côtés. Ainsi lorsque les n côtés d’un polygone tournent autour 
de n points fixes et que n— i sommets décrivent des droites, le dernier 
sommet décrit une conique. Lorsque les n sommets d’un polygone décri
vent des droites, et que n— i côtés tournent autour de points fixes, le der
nier côté enveloppe une conique.

Les théorèmes I et II permettent, n o i e  nous l’avons vu, de construire 
une conique définie par cinq points ou par cinq tangentes; mais les théo
rèmes suivants donneront des constructions plus simples.

T H É O R È M E  I I I .

3 1 9  — Lorsque trois sections coniques ont deux points communs, les 
trois droites qui joignent les autres points d'intersection des courbes deux à 
deux passent par un même point.

Soit S =  o l’équation de l’une des sections coniques, a= o l’équation de 
la droite qui passe par les deux points communs, les équations des deux 
autres sections coniques seront de la forme S — fca(5= o , S — /c'aY=o. 
Les trois droites qui passent par les deux autres points d’intersection des 
courbes considérées deux à deux sont p  =  o ,  y  =  o ,  — k 'y = o ;o n  
voit que la troisième passe par le point d’intersection des deux premières.

T H É O R È M E  I V .

3 2 0  —  Un hexagone étant inscrit dans une section conique, les points
de rencontre des côtés opposés son t 
en ligne droite.

Ce théorème, que l ’on doit à 
Pascal, est une conséquence du 
théorème précédé!». Soit abcdef 
(fig. 196) un hexagone inscrit 
dans une section conique; la 
courbe et les deux couples de 
droites ab et cd, af et de, peu
vent être regardées comme trois 
sections coniques ayant deux 

196. points communs a et d. La droite
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bc joint les deux autres points d’intersection 6 et c de la courbe et des deux 
droites ab et cd ; la droite ef joint les deux autres points d’intersection c 
et ( de la courbe et des deux droites af et de; d’ailleurs les deux couples de 
droites se coupent en m et p; le? trois droites bc, ef, mp passent par un 
même point n ; donc les trois points d’intersection m, n, p des côtés 
opposés de l’hexagone inscrit sont en ligne droite.

Ce théorème ne s’applique pas seulement à un hexagone convexe, mais 
encore à un hexagone fermé quelconque. On 
forme un hexagone inscrit en traçant six cordes 
consécutives dans un sens ou dans l’autre, de 
manière à revenir finalement au point de départ. 
Si l’on numérote les côtés dans l’ordre suivant 
lequel on les a obtenus, les trois points d'inter
section des côtés (i, 4), (», 5), (3, 6) sont en 
ligne droite (fig. 197).

3 2 1  —  C o r o l l a i r e  I. Lorsqu’on définit une 
section conique par cinq points o, b, c, d, e, le 

théorème précédent permet de construire autant de points de la courbe que 
l’on veut. Par le point a traçons une droite quelconque af et cherchons le 
point f où cette droite coupe la courbe (fig. 196); on marquera le point 
d’intersection m des droites ab et de, le point d’intersection p des droites 
cd et af\ la droite bc ira rencontrer la droite mp en un point n; le point/', 
où la droite ne rencontre af, appartient à la courbe.

On peut aussi construire la tangente en l’un des points. Quand deux som
mets de l’hexagone inscrit, par exem
ple a et f, se confondent, le côté inter
médiaire af devient la tangente à la 
courbe au point a; si l’on applique le 
théorème de l'hexagone inscris, en 
compiant cette tangente comme un 
côté, on a encore trois points en ligne 
droite. On marquera donc le point d’in- 
terseciion m des côtés ab et de(fig.ig8), 
le point d’intersection n des côlés bc 
et ae ; la’droite cd rencontrera la droite 

mn en un point p; la droite op sera la tangente en a.
C o r o l l a i r e  II. Un quadrilatère abcd élant inscrit dans une section 

conique, les points de rencontre des côlés opposés, et les points de rencontre 
des tangentes aux sommets opposés, sont en ligne droite. Si, avec les tan
gentes en a et c, on complète l’hexagone inscrit, on aura trois points ni, n, 

GÉOM. A N A L ÏT . 19

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES SECTIONS CONIQUES. 289



2 9 0 LIV R E III, CHAPITRE X L

p en ligne droite (fig. 199). En complétant l’hexagone avec les tangentes

section des côtés et des tangentes aux sommets opposés sont en ligne droite. 
Gai' les trois tangentes complètent l’hexagone inscrit.

3 2 2  — R e m a r q u e s . Nous avons vu que par cinq points a, b, c, d, c, 
tels que trois d’entre eux ne soient pas en ligne droite, passe une section 
conique et une seule. On peut obtenir les éléments de cette courbe de la 
manière suivante: on commence par déterminer les tangentes A, B, C en 
trois des points donnés a, b, c. Dans toute courbe du second degré les tan
gentes aux extrémités d’une corde se coupent sur le diamètre conjugué à 
cette corde; par conséquent, la ligne qui joint le point, de rencontre p des 
droites A et B au point milieu g de la droite ab est le diamètre des cordes 
parallèles à ab-, de même la ligne qui joint le point de rencontre q des 
droites B et C au milieu h de bc est le diamètre des cordes parallèles à bc. 
Supposons d’abord que les deux diamètres pg, qh se coupent en un point 0; 
dans ce cas, la courbe est une courbe à centre et le centre est le point 0. 
La droite op et la droite ok parallèle à ab forment un système de diamètres 
conjugués. Si l’on appelle a' la longueur du demi-diamètre dirigé suivant 

op, on a a' =  l/op. og\ on obtient de même la longueur b' du demi-dia- 
mèft’e dirigé suivant ok. Nous avons expliqué (nos 175 et 195) comment on 
détermine les axes, quand on connaît un système de diamètres conjugués 
a' et !>'.

3 2 3  —  Si les deux diamètres sont parallèles, la courbe est une para
bole. Dans ce cas, on mène les diamètres qui passent en a et b, puis des 
droites faisant avec les tangentes les mêmes angles que les diamètres; ces 
deux droites se coupent au foyer de la parabole. En abaissant du foyer des 
perpendiculaires sur les tangentes A et B, et prolongeant chacune des per
pendiculaires d’une longueur égale à elle-même, on a deux points de la 
directrice.

Lorsque l’on donne trois points et les tangentes en deux de ces points, 
on détermine la tangente au troisième point à l’aide de la propriété du

même trois points m, 
», q en ligne droite. 
Donc les quatre points 
m,n, p, q sont en ligne 
droite.

Corollaire III. Un
triangle étant inscrit 
dans une section coni
que, les points d'inter-



triangle in scrit , puis on o p ère  com m e p récéd em m en t. L a  co n stru ction  rela

tive h la parabole p eu t évidem m en t ê tre  em p loyée quand on con n aît deu x  

tangentes à la co u rb e  e t les points de co n ta c t.

Supposons enfin que l’on veuille tro u v er les élém en ts d ’une parabole  

déterm inée par q u atre  points a , b ,  c ,  d .  Si l’on prend p ou r axes des co o r

données les d eu x droites ab  , cd , les  éq u ation s des p araboles p assant 

par les p oints donnés so n t(n »  2 7 6 )

x ! , 2Æÿ y2-— I - —j— "J —{— a . . -- O •
“ b 1/  abcd  crf

lc d
Les coefficients an gu laires des a xes  des p araboles é tan t ± i l  — ,  on en co n 

clu t que ce s  axes so n t p arallèles au x diagonales d’un p arallélo gram m e form é

sur les a xes  des coord on nées et  

dont les cô tés au raien t pour lon

g u eu rs les m oyenn es p ro p o rtio n 

n elles  en tre  a  e t  b , c et d .  Con

naissant la d irectio n  de l 'a x e ,  

le th éo rèm e su r le pentagone in

sc rit  don n era, en  su pposant que 

le  point e s’éloigne indéfinim ent, 

c’e s t -à -d ir e  que les d ro ites ra«et 

de,  p ar  e xem p le , devienn ent pa

rallèles à l’ axe  (fig. 198 ) ,  la  tan 

gen te en l’un des p o in ts . L o rs 

que l'o n  aura déterm in é deux  

ta n g e n te s , on se ra  ram en é au 

cas p récéd en t.

THÉOllÈME V.

3 2 4  —  U n h exa g o n e  é ta n t  

c irc o n sc r it à  une sec tion  conique, 

les tro is  d ro ite s  q u i jo ig n e n t les som m ets  opposes passen t p a r  u n  m êm e po in t.

Ce th é o rè m e , connu sous le  nom  de th éo rèm e de Bbianchon, se déd u it du 

p récéd en t p ar la m éthode d es polaires récip ro q u e s . S o it a b cd ef  (fig. 200) ,

un hexagone circo n scrit  à  une sectio n  coniq ue ;  1 h exag o n e in s crit , qui 

pour som m ets les points de co n ta c t, est la  figure co rré la tiv e  de l’ Iiexagone 

circo n scrit p ar rap p o rt à  la sectio n  coniq ue p ro p o sé e ; ca r  les som m ets a , 

b, c , . . .  de l’h exag o n e c irco n sc rit  son t les pôles des cô tés  A , B , C e 

l ’hexagone in scrit. L a  diagonale ad  d e  l 'h exag o n e c irco n sc rit  est la polaire  

du  point d’ in tersection  rr,' des cô tés opposés A.' e t I) de 1 h exag o n e in s c r i t ,
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de même la diagonale be est la polaire du point d’intersection n1 des côtés 
B’ et E' et la diagonale cf la polaire du point d’intersection p1 des côtés 
C' et F'. Puisque les trois points m<, n-, p' sont en ligne droite, les trois 
droites ad, be, ef passent par un même point o, pôle de cette droite.

Nous ferons ici une remarque analogue à celle qui a été faite à propos 
du théorème de P a s c a l . Il n’est pas nécessaire que l’hexagone circonscrit 
soit convexe, il suffit qu’il soit fermé. Supposons qu’on ait tracé six tan
gentes à une section conique; pour former l’hexagone, partant du point 
d’intersection de deux tangentes, on s’avancera sur l’une d’elles jusqu’à la 
rencontre d’une autre tangente ; puis sur cette seconde tangente, dans un
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sens ou dans l’autre, jusqu’à la rencontre d’une troisième tangente, et 
ainsi de suite, de manière à revenir au point de départ après avoir marché 
sur toutes les tangentes sans discontinuité. La ligne brisée ainsi formée 
est un hexagone circonscrit. Si l’on numérote les sommets dans l’ordre sui
vant lequel on les a obtenus, les trois diagonales qui joignent les sommels 
( i ,  4), (», 5), (3 , 6) passent par un même point (fig. q o i ) .

C o r o l l a i r e . Quand on définit une section conique par cinq tangentes, ou 
peut, à l’aide du théorème précédent, construire autant de tangentes que 
l'on veut. Soient les cinq tangentes ab, bc, cd, de, ef (fig. j o o ) ; cherchons la 
seconde tangente qui passe par un point a pris arbitrairement sur l’une des 
tangentes données ; on prendra le point d’intersection o des diagonales ad 
et be; on mènera la droite co et on joindra le point a au point f où la droite 
co rencontre la tangente ef.

On peut aussi déterminer le point de contact de chacune des tangentes. 
Quand deux côlés de l'hexagone circonscrit, par exemple les côtés ab et 
bc, coïncident, le sommet intermédiaire b devient le point de contact; pour 
trouver ce point de contact, on joindra le sommet e au point d'intersection o 
des diagonales a d  et c f  (fig. aoa).



Lorsqu'on a déterminé les points de con
tact de trois tangentes, on obtient les élé
ments de la courbe par le procédé que nous 
avons indiqué au n» 3ia.

On pourrait aussi obtenir immédiatement 
le centre à l'aide d’un théorème démontré 
au n°3oi.

Du théorème de B r i a n c h o n , on déduit les 
corollaires suivants : un quadrilatère étant 

circonscrit à une section conique, les deux diagonales et les deux droites qui 
joignent les points de contact des cotés opposés passent par un même point.

U11 triangle étant circonscrit à une section conique, les droites qui joi
gnent les sommels aux points de contact des côtés opposés passent par un 
même point. Il suffit de compléter l’hexagone circonscrit, dans le premier 
cas avec les points de contact de deux côtés opposés, dans le second cas 
avec les trois points de contact.

THÉORÈME VI.

* 2 5  —  Les coniques qui passent par quatre points fixes déterminent sur 
une droite des points en involution.

Sur la droite D prenons un point quelconque m (fig. ao3), par ce point
et les quatre points 
donnés a, 6, c, d, on 
peut faire passer une 
conique et une seule ; 
cette conique coupe b 
droite D en un second 
point m'; de cette ma
nière au point m cor

respond un seul point m'; d’ailleurs, la relation est algébrique et il y a 
réciprocité ; donc les couples de points (m, m') forment une involutioD.

C o r o l l a i r e . Les deux systèmes de droites (oc, bd) et (ab, cd), passant par 
les quatre points, donneront deux couples de points conjugués (oc, a.'), (P, P')> 
définissant l’involution.

Les points doubles sont les points de contact des coniques passant par 
les quatre points a, b, c, d et tangentes à la droite D; comme il y a deux 
points doubles, on en conclut qu’il y a deux coniques, réelles ou imagi
naires, passant par quatre points donnés et tangentes à une droite donnée. 
On déterminera ces points doubles comme nous l’avons dit au n° 3i 4, et 
alors chacune des deux coniques sera définie par cinq points.
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T H É O R È M E  V U .

3 ‘26  —  Les tangentes menées d'un point fixe p aux coniques tangentes 
à quatre droites données sont en involution.

Ce théorème est le corrélatif du théorème précédent, qui est dû à Desar
gues. On le démontre de la même manière : par le point p traçons une 
droite quelconque pm (tig. 204); il n’existe qu’une conique tangente aux 
quatre droites données et à la droite pm; menons par le point p une se
conde tangente pm' à cette conique; de cette manière, à la droite pm cor
respond une seule droite pm' ; d’ailleurs, la relation est algébrique et il y 
a réciprocité; donc, ces tangentes forment une involution.

C o r o l l a i r e . Les quatre droites données forment 
un quadrilatère; la diagonale aa' peut être consi
dérée comme la limite d’une ellipse tangente aux 
quatre droites et dont le petit axe devient nul ; les 
tangentes menées du point p à cette ellipse réduite 
à son grand axe oa'sont paetpa'. 11 en est de 
même de la diagonale bb’. On a ainsi deux couples 
de droites conjuguées (pa,po'), (pb, pb') définissant 
l’involulion. Lorsque la conique passe par le 
point p , les deux tangentes pm, pm' coïnci
dent et forment une droite double ; comme il y a 
deux droites doubles dans l’involution, on en con
clut qu’ii y a deux coniques, réelles ou imaginaires, 
touchant quatre droites données et passant par un 
point donné. En menant une sécante à travers le 

faisceau, et déterminant les points doubles sur la sécante, on obtiendra les 
droites doubles et chacune des deux coniques sera définie par cinq tangentes.

T H É O R È M E  V I I I .

3 2 7  —  Les coniques tangentes à deux droites données en deux points 
donnes déterminent sur une sécante quelconque une involution, dont l’un 
des points doubles est situé sur la corde des contacts.

Ce théorème est un cas particulier du théorème dej)esargues (n° 3a5). 
Supposons que les points a et c coïncident, ainsi que les points b et d 
(fig. ao3); les deux droites ac et bd seront tangentes en a et en b; les deux 
droites ab et cd se confondant, les deux points conjugués p et P' se réunis
sent en l’un des points doubles de l’involulion à laquelle appartiennent les 
couples de points (m, m'), (a, a').

C o r o l l a i r e . Ceci nous donne le moyen de construire une conique pas-



saut par trois points donnés a, b; c, et touchant deux droites données A et 
A' (fig. ao5).

Sur la sécante 06 déterminons les deux points doubles e et f de l’involu- 
tion définie parles deux couples de points (o, b), (a, a'). Sur la sécante ac 
déterminons de même les deux points doubles e, et f, de l’involution défi
nie par les deux couples de points (a, c), (ah a,*). La corde des contacts, 
devant passer par l’un des deux points e et f et par l’un des deux points e,
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et ft, coïncidera avec l’une des quatre droites que l’on obtient en joignant 
ces points deux à deux de toutes les manières possibles. Je dis que l ’une 
quelconque de ces quatre droites, par exemple ce,, donnera une solution du 
problème : cette droite ee, rencontre les deux droites données A et A' en 
deux puints m et m'; on peut mener une conique passant par le point a, 
et tangente aux droites A et A' aux points m et m' (n« 278); cette conique, 
devant couper la sécante aa' en un second point conjugué du point a dans
1 involution définie par le point double e et le couple de points (a, a') passera 
par le point 6; on démontrera de même qu’elle passe par le point c. Ainsi 
'1 y a quatre coniques, réelles ou imaginaires, passant par trois points 
donnés et touchant deux droites données.

T H É O R È M E  I X .

3 2 8  —  Les tangentes menées d'un point fixe aux diverses coniques qui 
ouchent deux droites données en deux points donnés, forment une involu
tion dont une droite double passe par le point de rencontre des deux droites 
données.

Ce théorème est un cas particulier du théorème VII. Supposons que les 
deux tangentes ab et ab’ coïncident (fig. 204), ainsi que a’b et a b1 ; les 
deux points b et b' se confondant, les deux droites pb et pbr se réunissent



sur l’une des droites doubles de l’involution à laquelle appartiennent les 
deux couples de droites (pm, pm'), (pa, pa1).

C orollaire. On en déduit le moyen de construire une conique passant 
par deux points donnés a et b et touchant trois droites données mn, pm el 
pn (fig. ao6). Le point de rencontre o des tangentes en a et b, devant être 
situé sur l’une des deux droites doubles de l’involulion définie par les deux 
couples de droites (pa, p6), (pm, p»), et sur l’une des deux droites dou
bles de l’involution définie par les deux couples de droites (ma, mb),

jtnn, mp), coïncidera avec l’un des quatre 
0 points d’intersection de ces droites doubles 

deux à deux. Je dis que l’un quelconque de 
ces quatre points, par exemple le point o, 
donnera une soluliou du problème; on peut 
décrire une conique tangente aux deux 
droites oa et ob aux points a et b et à la 
droite pm; la seconde tangente que l’on 
peut mener du point p à cette conique, de
vant être conjuguée de la droite pm dans 
l’involution définie par la droite double po 
et le couple de droites (pa, pb), coïncidera 
avecp»; on démontrera de même que la 

droite mn est tangente à la conique. Ainsi, il y a quatre coniques, réelles ou 
imaginaires, passant par deux points donnés et touchant trois droites 
données.

3 2 9  —  R emarque. Nous avons dit (n» 282) que l’on peut regarder un 
foyer comme le point d’intersection de deux tangentes parallèles aux direc
tions -4-1 et —  », c’est-à-dire parallèles aux asymptotes d’un cercle ; don
ner un foyer, c’est donc donner deux tangentes à la conique ; ainsi, parmi 
les coniques qui ont un foyer donné , il y en a une tangente à trois données 
(n* »6a), deux tangentes à deux droites données et passant par un point 
donné, quatre (dont deux réelles et deux imaginaires) tangentes à une droite 
donnée et passant par deux points donnés, et enfin quatre passant par 
trois points donnés (n° 260).

Nous avons appris à construire une conique satisfaisant à cinq condi
tions élémentaires, points de la courbe ou tangentes ; quatre conditions 
suffisent pour la détermination d’une parabole, et l’on peut ramener la 
question à l’une des précédentes par une transformation à l’aide de la mé
thode des polaires réciproques. Nous savons, en effet (n» 3oo), que , lors
que le centre o de la courbe directrice est situé sur une conique, la courbe
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polaire réciproque est une parabole, et que, réciproquement, la courbe 
polaire réciproque d’une parabole est une conique passant par le centre o 
de la courbe directrice. Dans la transformation, la condition que la courbe 
cherchée est une parabole est donc remplacée par le point o, les points 
par des droites, les droites par des points. La consiruction d’une parabole 
tangente à quatre droites données est ainsi ramenée à la construction d’une 
conique passant par cinq points donnés ; il y a une solution et une seule. 
De même, il y a deux paraboles passant par quatre points donnés, ou pas
sant par un point et touchant trois droites données ; quatre paraboles pas
sant par trois points et touchant une droite, ou passant par deux points 
et touchant deux droites données. En traçant la tangente en o à la courbe 
polaire réciproque et menant le diamètre conjugué dans la courbe direc
trice, on aura la direction des diamètres de la parabole, ce qui permettra 
d appliquer immédiatement aux données les théorèmes précédents.

M. Chastes a imaginé une méthode ingénieuse pour étudier les proprié
tés d’un système de coniques satisfaisant à quatre conditions données, et 
*1 a fait voir que ces propriétés dépendent de deux nombres entiers qu’il 
appelle les caractéristiques du système; ce sont les nombres des coniques 
du système qui passent par un point donné ou qui touchent une droite 
donnée. Par exemple, les deux caractéristiques du système des coniques 
lui passent par quatre points donnés sont i et i ; celles du système des 
coniques qui touchent quatre droites données sont a et i ; celles du système 
des coniques qui passent par trois points et qui touchent une droite sont 
2 et 4 , celles du système des coniques qui passent par un point et qui 
touchent trois droites, sont 4 et a ; enfin celles du système des coniques 
qui passent par deux points et qui touchent deux droites sont 4 et 4.

NOUVELLES COORDONNÉES.

3 * 0 — Traçons dans le plan trois droites fixes formant un triangle ABC 
(fig. 207), et, pour abréger, représentons ces 
droites par « =  o, p =  o, y =  o, a, p, y 
étant des polynômes du premier degré en 
x et y. On peut déterminer la position d’un 
point quelconque M du plan par l’intersection 
de deux droites AM et BM passant par deux 
des sommets du triangle ABC ; ces deux droites 

ont des équations de la forme

(l ) « =  ay, p =  6y ;
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elles dépendent des valeurs attribuées aux deux paramètres a et b, que 
l’on regardera comme constituant un nouveau mode de coordonnées du 
point M.

a  S
Puisqu'on a a =  - ,  & =  - ,  les nouvelles coordonnées a et b sont des

fractions rationnelles du premier degré en x et y, ayant même dénomina
teur ; en résolvant les équations (i) par rapport à x et y, on verra que 
réciproquement les coordonnées primitives x ely sont des fractions de la 
même forme en a et b. 11 eu résulte que toute équation algébrique et en
tière par rapport à l’un des systèmes de coordonnées se transforme en une 
équation entière du même degré dans l’autre système.

Quoique deux coordonnées o et 6 suffisent, il convient cependant, pour 
rendre homogènes les équations, de conserver les trois lettres a, p, y.

* ■ ' . i ■ : i : Ot 6

Si dans l’équation f (a, b) =  o nous remplaçons a et b par — et - ,

nous obtiendrons, en effet, une équation homogène fia, p, y)=o du même 
degré. Ainsi toute droite est représentée par une équation homogène du 
premier degré Aa -+- Bp -+- Cy =  o, et de même toute section conique 
par une équation homogène du second degré

Aa2 -f- A'ps -I- A V  4 - aBpy •+- ?B'ya-+- 2B’'ap = o .

Ces nouvelles coordonnées ont une signification géométrique très-simple. 
Les lettres a, p, y représentant, à des facteurs constants près, les distances 
du point M aux trois côtés du triangle ABC, les deux coordonnées a et b 
désignent les rapports de deux de ces distances à la troisième. On pourrait 
même, si l’on voulait, supposer que a, p, y sont les distances du point M 
aux trois côtés du triangle, distances affectées de signes convenables.

3 3 1 — L’équation générale des droites qui passent par un point donné 
(a', b) est

b — b' =  m(a —  a'),

m étant un paramètre arbitraire.

De même la droite qui passe par deux points donnés (a', b'), (a", b") a 
pour équation

b —  &'== ^ (a — a').a —a1 '

Si l’on suppose que ces deux points soient deux points voisins d’une 
courbe f  («, b) =  o, et que le second point se rapproche indéfiniment du
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premier, on voit que la tangente en ce point est représentée par l’équation

6 —  &’ =  —  j ç ( a  —  a'),

0U « f r + l > f t - W  +  &7M =  o.

Si l’on remplace a et b par -  et -  , a 'et b'par -. et afin de rendre 
Y Y Y T

1 équation homogène, l’équation de la tangente devient (n» 292)

*f'ai +  P/p- +  Y - =  o.

Lorsque la courbe est du second degré, l’équation précédente ne change 
pas quand on y permute les lettres a et a', p et (3', y et y'. Si p', y' dé- 
S|gnent les coordonnées d’un point quelconque du plan, la corde des con
tacts des tangentes menées de ce point, c’est-à-dire la polaire de ce point 
par rapport à la conique, a pour équation

«Ti +  P ' Ç + J r ' e o  ou < ,  +  fy',-f-Y/-', =  b.

Nous avons déjà employé plusieurs fois le système de coordonnées dont 
nous venons de parler. En voici de nouvelles applications.

5 3 2 — E x e m p l e  1. Considérons deux triangles polaires réciproques par 
rapport à une conique donnée ; afin de simplifier, prenons les côtés de l’un 
des triangles comme lignes de repère servant à la définition des nouvelles 
coordonnées, et soit

/'<*,P>Y)=i(Aa*+A'ps-4- A Y - l - 2BPY+2B'Ya4 -2B"ap) =  o
u : ■

l'équation de la conique. La polaire d'un point quelconque (a' p', y') a pour 
équation a '/ ^ p '/ g  +  y'/̂  =  o. En particulier, les polaires des trois

sommets (p' =  o, Y =  o), ( y' =  °i al =  °)> (“, =  °j P1 =  °) du triangle sont 
représentées par les équations

f a= A a + B '’p+B 'Y=o, fp = A /p+BY-(-B"a=o, /'Y=A"Y-|-B'a4-Bp=o.

Ces polaires sont les côtés du second triangle. Les coordonnées du point 
d’intersection des deux côtés correspondants a =  o, f„ =  o vérifient les

3  Y
équations a  =  o, B ' P + B ' y  =  o , o u  a  =  o, jj. +  g-,, =  o ; ce point est donc

a tt Y
situé sur la droite -  -f- — +  —  =  o, et il en est de même des deux autres. 

D d U *
Ainsi les trois points de rencontre des côtés correspondants de deux trian
gles polaires réciproques sont en ligne droite.
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Un sommet du second triangle 
esl donné par les deux équations

4 = °’ fp= ° ’ la droi,e B/Va= %
passe parce point; comme l’équa
tion ne contient plus la lettre y, 
cette droite passe évidemment par 
le sommet (a=  o, p =  o) du pre
mier triangle. Les droites qui 
joignent les sommets correspon
dants étant représentées par les 
équations on en

conclut que ces trois droites pas
sent par un même point.

3 3 3 —  E x e m p l s  II. Un triangle abc est inscrit dans une conique; deux 
de ses côtés ab et ac tournent autour de deux points fixes p et q (fig. ao8), 
trouver l’enveloppe du troisième côté bc. Soient y =  o l’équation de la 
droite pq, a =  o «t ë =  o celles des tangentes aux points d et e où cette 
droite rencontre la courbe ; l’équation de la conique sera de la forme 
op — ys=  o. On peut regarder les points p et q comme les points où la 
droite y =  o est coupée par deux droites a+pP =  o, a +  qP =  o, qui pas
sent par le point d’intersection o des tangentes en d et e. Un point quel
conque a de la courbe peut être déterminé par l’intersection de deux

droites « —  ay = o, p— -  =  o passant par les points d et e, a étant un a
paramètre arbitraire qui définit la position du point sur la courbe. En attri
buant 1 ce paramètre une autre valeur b, on obtient un autre point b. Une 
droite quelconque passant par le point a a une équation de la forme

a - „ r + f c ( p - l )  =  o; pour qu’elle passe par le point b qui est repré-
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senté par les deux équations a — by = o, p —  -  = o, il faut faire k =-ab;
ainsi la droile qui joint deux points quelconques a et b de la courbe a pour 
équation a +  ab? — ( a +  6) y = o.

Cela posé, soient a, b, c les valeurs du paramètre >our les trois sommets 
a, b, c du triangle ; le côté ab passant par le point p, jn a ab =  p ; le côté 
ac passant par le point q, ou a de même ac =  q ; le côté bc a pour équa
tion a +  6cp — (b -i- c) y =  o ; si l’on remplace b et c par leurs valeurs

E et ? , l’équation devient a a
a’a +  PîP — (p-+-g) aY= o.
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Si, entre cette équation et l'équation

aaos—(p4-g)y =°, 
que Ion obtient en égalant à zéro la dérivée par rapport à a, on élimine 
le paramètre variable a, on obtient l'équation de l'enveloppe de la droite 6c

4 pq
Cette enveloppe est une conique qui touche la première aux points d et e.

Si 1 on mène des tangentes à la conique proposée aux points a, b, c, on 
forme un triangle circonscrit a'b'c', dont les deux sommets b- et c' glissent 
sur deux droites fixes P et Q, polaires des points p et q ; la courbe décrite 
par le sommet o', pôle de la droite bc, est la polaire réciproque de l’enve
loppe ; c’est donc aussi une conique doublement tangente à la première 
suivant la ligne de.

EXER C IC ES.

i° Les huit points de contact des tangentes communs à deux coniques 
données sont situés sur une même conique.

a° Un triangle est inscrit dans une conique, deux côtés passent par 
deux points fixes ou roulent sur deux coniques doublement tangentes à la 
première, l’enveloppe du troisième côté est une conique. —  Théorème 
corrélatif.

3» Un polygone de n côtés est inscrit dans une conique ; n — i côtés 
roulent sur des coniques doublement tangentes à la première ; l’enveloppe 
du m* côté est une conique. — Théorème corrélatif.

4“ Étant données deux coniques S et S', et deux tangentes à la conique 
S', les six droites qui joignent deux à deux les quatre points où ces tan
gentes coupent la conique S, sont deux à deux tangentes à une même 
conique passant par les points d’intersection des coniques S et S'.— Théo
rème corrélatif.

5» Étant données trois coniques ayant quatre points communs, un 
triangle inscrit dans l'une d’elles a deux de ses côtés tangents respective
ment aux deux autres, le troisième côté enveloppe une conique. — Théo
rème corrélatif.

6» Étant données n-coniques ayant quatre points communs, un poly
gone de n côtés inscrit dans l’une d’elles a n — i de ses côtés tangents 
respectivement aux autres, le n” côté enveloppe une conique.— Théorème 
corrélatif.

7“ Un polygone, dans une de ses positions, est inscrit à une conique et 
circonscrit à une autre conique ; si l’on fait mouvoir les sommets sur la



première conique, de manière que n — i côtés restent tangents à la se
conde, le n" côté restera constamment tangent à cette seconde conique.

Dans les théorèmes 4, 5, 6 et 7, on peut remplacer les coniques qui 
ont quatre points communs par des coniques homothétiques ayant deux 
points communs, et en particulier par des cercles ayant deux à deux le 
même axe radical.

8° L enveloppe des droites qui coupent deux coniques données suivant 
quatre points en proportion harmonique est une conique.

9° On sait que les polaires d’un point p par rapport à toutes les coniques 
ayant quatre points communs passent par un même point q ; si le point p 
décrit une droite, le point q décrit une conique. —  Théorème corrélatif.

io» Lorsque deux côtés d’un triangle inscrit dans une conique roulent 
sur deux courbes quelconques données, le troisième côté enveloppe une 
troisième courbe ; démontrer que les droites qui joignent les sommets du 
triangle aux points de contact des côtés opposés passent par un même point.
—  Théorème corrélatif.

u "  Étant donné un hexagone inscrit dans une conique, on prend les 
points d’intersection des côtés opposés, puis les points d’intersection de 
chacune des trois diagonales avec les deux côtés opposés, les neuf points 
ainsi obtenus sont situés sur Irois droites passant par un même point.

la» Étant donnée une conique S , on mène une conique variable S ' qui 
coupe la première en deux points tixes et qui louche deux droites fixes dont 
le point de rencontre est situé sur la conique S ; l’enveloppe de la droite 
qui passe par les deux autres points d’intersection des coniques S et S' est 
une conique. —  Théorème corrélatif.

i 3° Un quadrilatère étant circonscrit à une conique, si on mène une 
tangente quelconque à la conique, on sait que le rapport du produit des 
distances de cette tangente h deux sommets opposés du quadrilatère au 
produit des distances de celte même tangente à deux autres sommets op
posés est constant ; démontrer que ce rapport est égal au produit des dis
tances des deux premiers sommets à l’un des foyers divisé par le produit 
des distances des deux autres sommets au même foyer.

i4° Les six côtés de deux triangles quelconques inscrits dans une même 
conique sont tangents à une autre conique. — Théorème corrélatif.

15» Trois points sont dits conjugués par rapport à une conique, lorsque 
la polaire de l’un d’eux est la droite qui joint les deux autres. Démontrer 
que deux systèmes de trois points conjugués par rapport à une conique sont 
situés sur une autre conique. — Théorème corrélatif.

(m----  « o n » -------
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L I V R E  IV

T H É O R I E  CiÉiVÉRALE DEM C O U R B E S .

CHAPITRE I.

C on struction  des courbe» en co ord on n ées rectilig n es.

3 * 4  — La construction d’une courbe n’est autre chose que 
la représentation graphique de la marche d’une fonction réelle 
d’une seule variable, lorsqu’on fait varier d’une manière conti
nue cette variable. Si Ton a calculé les valeurs de y qui répon
dent à diverses valeurs de x ,  on connaît un certain nombre de 
points de la courbe à construire. Mais ces points ne peuvent 
suffire, même pour un tracé grossier de la courbe, car on peut . 
les réunir de bien des manières différentes; et, d’ailleurs, il 
peut arriver qu’entre deux ordonnées, même très-rapprochées, 
la courbe ait des branches infinies. 11 est donc indispensable 
de connaître préalablement, d’une manière générale, la marche 
de la fonction dont la courbe doit représenter les variations.

Lorsque l’équation est résolue par rapport à Tune des va
riables, y par exemple, on considère chacune des détermina
tions de y en particulier, et on examine entre quelles limites 
doit Ararier x  pour que y reste réelle; soient a  et d deux limites.
Si la valeur de y reste finie dans cet intervalle, elle donne une 
branche finie de courbe; si la valeur de y devient infinie pour 
une ou plusieurs valeurs intermédiaires b, c,... de la variable, 
on a diverses branches infinies asymptotes aux droites qui cor 
respondent aux valeurs de x  qui rendent y infinie ; on subdivise 
alors l’intervalle de a à d en plusieurs autres : un premier de 
a à b. etc., de manière que dans chacun d’eux l’ordonnée ne 
devienne pas infinie. On examinera ensuite comment varie y 
dans chacun des intervalles, par exemple quand x  croît de a 
à 6. Quelquefois, on aperçoit immédiatement, d’après l’expres-
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sion de y, comment varie cette quantité ; mais le plus souvent 
il n’en est pas ainsi ; dans ce cas, on a recours à la dérivée. Oa 
sait, en effet, que la variable x  croissant à partir d’une certaine 
valeur, si la fonction reste finie, elle varie dans le même sens, 
tant que la dérivée conserve le même signe ; elle croît, si la dé
rivée est positive ; elle décroît, si la dérivée est négative. Soient 
a, p, y, • • » les valeurs successives de x  comprises entre a et b, 
pour lesquelles la dérivée change de signe. La variable a; crois
sant de a à a, la dérivée conserve le même signe, par exemple 
le signe -+-, la fonction croît; de a à ji, la dérivée est négative et 
la fonction décroît, etc. Nous avons démontré que le coefficient 
angulaire de la tangente en un point quelconque de la courbe 
est égal à la valeur de la dérivée en ce point. Ainsi le sens dans 
lequel varie l’ordonnée de la courbe est indiqué par le coeffi
cient angulaire de la tangente.

Lorsque la dérivée change de signe, de positive devenant 
négative, l’ordonnée cesse de croître pour décroître ensuite ; 
elle passe donc par une valeur maximum. Si, au contraire, la 
dérivée de négative devient positive, l’ordonnée cesse de dé
croître pour croître ensuite ; elle passe donc par une valeur 
minimum. Il faut remarquer que ces mots maximum  et mini
mum ne doivent pas être pris avec leur sens absolu ; ils indi
quent seulement la comparaison d’une valeur particulière de 
l ’ordonnée avec les ordonnées voisines.

En général, la dérivée, restant finie et continue, change de 
signe en passant par zéro, et, par conséquent,les tangentes aux 
points dont les ordonnées ont des valeurs maxima et minima 
sont parallèles à l’axe OX. Il faut remarquer que toute valeur 
de x  qui annule la dérivée ne donne pas nécessairement un 
maximum ou un minimum de l’ordonnée; on devra examiner 
si la dérivée change effectivement de signe: mais, dans tous les 
cas, la tangente est parallèle à l ’axe OX.

3 3 . » — E x e m p l e  1. La strophoïde déiinie au n » 3 i  a pour équation

a — xy =  dr <c\ / — ■— •

Quand x varie de o à — a, la valeur numérique de y augmente constam
ment de o à l’intini ; on obtient de la sorte les deux branches intimes ON,
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ON' asymptotes à la droite HH' (fig. a3). Quand x varie de o à a, l’ordonnée 
.V part de o pour revenir à o, en conservant des valeurs finies ; elle com
mence donc par croître pour décroître ensuite, et, par conséquent, elle 
passe par un maximum ; mais on ne voit pas si dans l’intervalle la fonction 
» éprouve pas plusieurs alternatives de croissance et de décroissance. La 
vaieur positive de y a pour dérivée

—  x* — ax +  a%
y =~,= = = = = 'V(a-t-sc) (a —  x)

Le numérateur s’annule pour deux valeurs de x, l’une positive xv l’autre 
négative a;,. Quand x varie de o à xt, la dérivée est positive, la fonction 
croît ; de x, à a la dérivée est négative, la fonction décroît ; l’ordonnée

,  ̂S ~~ i
est maximum pour la valeur x, =  a — -— , égale au plus grand segment de

la ligne a divisée en moyenne et extrême raison.

3 3 6  —  On détermine souvent la tangente en certains points 
de la courbe, ou, ce qui est la même chose, certaines valeurs 
particulières de la dérivée, sans avoir recours à l ’expression 
générale de cette dérivée. Considérons, par exemple, le point 0 
de la strophoïde; joignons ce point à un point voisin M, ayant 
pour coordonnées x  et y ;  le coefficient angulaire de la sécante

OM est égal au rapport -  ; on aura le coefficient angulaire de
CC

la tangente au point 0, en cherchant la limite de ce rapport 
lorsqu’on fait tendre x  vers zéro. Or, on a

* = *  J E * -
x  V  a + x  

quand x  tend vers zéro, ce rapport a pour limite ± i .  Les 
deux branches qui passent au point 0 ont pour tangentes en ce 
point les bissectrices des angles des axes. On obtiendrait la

tangente au point A en considérant le rapport -   ̂ x ', ce rap

port augmentant indéfiniment lorsque x  tend vers a, la tan
gente au point A est parallèle à Taxe OY.

3 3 7 — E x e m p l e  II. Proposons-nous d’éludier les courbes représentées 
par l’équation t/s =  Ax3 +  Bx5 -+- Cæ D ; ou démontre que ces courbes 
peuvent reproduire par la perspective toutes les courbes du troisième degré. 
Ou supposera le coefficient A positif, sans quoi on changerait le sens de 
l’axe des x. 11 y a plusieurs cas à considérer : i° le polynôme du troisième

Ü K O M , A N A L Y T .  20



degré a ses trois racines réelles el inégales ; appelons a, 6, c, ces racines 
rangées par ordre de grandenr croissante ; on a 

y*= A (x—a) (x— 6) (x—c).
L ordonnée est imaginaire quand x \arie de —  oo à a ; reelle quand x varie 
de a à b ; imaginaire quand x varie de 6 à c ; réelle quand * varie de 
c à -+- »  . La courbe se compose d’une boucle fermée et d’une branche 
infinie (fig. aog). a° Lorsque les deux racines a et b deviennent égales, la
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boucle se réduit à un point a (fig. 210). 3° Lorsque les deux racines 6 et c 
sont égales, la boucle se joint à la branche infinie en b (fig. 211). 40 Lors
que les trois racines a, b, c, sont égales, la courbe présente un point de re
broussement en a (fig. 212). 5» Enfin, si le polynôme du troisième degré 
n’a qu’une racine réelle a, la courbe a la forme indiquée dans la figure 2i3. 

Le coefficient angulaire de la tangente est donné par la formule 

3A.-r9H -2Bæ-t-C 3A as*+ a B x -l-C  

2\/Ax*-|- B.t ’ + O  +  D 
Dans le premier cas, le numérateur, qui est la dérivée du polynôme du 
troisième degré, s’annule pour une valeur a ! comprise entre a  et b, et pour 
une valeur b’ comprise entre 6 etc; à la première correspond le maximum 
de l’ordonnée sur la boucle. Dans le troisième cas, le numérateur s’annule 
pour la racine double b ; le dénominateur s’annulant aussi, la formule se

présente sous la forme -  et ne détermine plus les taugentes au point double

b ; on les obtiendra en cherchant la limite VA (b—-a) du rapport  ̂
quand x tend vers b.



3 ,‘ï&  Lorsque l’équation supposée algébrique n’est pas ré
solue, soit parce que cette résolution n ’est pas possible, soit 
P'itce que 1 on juge inutile de l’effectuer, on peut quelquefois, 
en s appuyant sur les théorèmes concernant les racines des 
équations, construire la courbe.

On aperçoit immédiatement certaines propriétés de la courbe 
,l 1 inspection de l’équation; lorsque l’équation ne renferme 
que des termes qui sont tous de degrés pairs, ou tous de degrés 
nnpairs, il est clair que, si elle est -vérifiée par x  —  oc, y = f i ,  
«Hé sera aussi vérifiée par x — — a., y = — |ï; or, les deux 
Points (a, P), (—  a , —  p) sont placés symétriquement par rap
port à l’origine; donc ce point est centre de la courbe. Si l’é
quation ne contient que des puissances paires de l’une des va
la b le s , y par exemple, les valeurs réelles de y, qui correspon
dent à une même valeur de x , sont deux à deux égales et de 
signes contraires; lorsque les axes sont rectangulaires, on en 
conclut que les points du lieu sont placés symétriquement par 
rapport à la droite OX, qui est un axe de la courbe.

Lorsque l’équation de la courbe ne change pas par le chan
gement de x  en y et de y en x ,  si l’équation est vérifiée par 

y = $ ,  elle sera vérifiée également para? =  (3, y = a .;  les 
deux points correspondants sont placés symétriquement par 
rapport à la bissectrice de l’angle YOX, qui est, dans ce cas, 
»n axe de la courbe. On voit de même que, si l ’équation ne 
change pas parle changement de x  en — y et de y en —  x ,  la 
bissectrice de l’angle YOX' est un axe.

Soit f(x , y)— o l ’équation de la courbe ; on sait que la dé

rivée y' est donnée par la formule y ' = — L’expres-
f(vx  i y)

sion de y1 contient à la fois les deux variables x  et y , elle 
donne le coefficient angulaire de la tangente en tout point 
dont on connaît les deux coordonnées, excepté aux points où 
les deux dérivées partielles s’annulent à la fois.

—  E xemple 111. Construire le lieu des points tels que le produit de 
leurs distances à deux points fixes F, F', soit égal à un nombre donné.

Prenons pour origine le milieu O de la droite FF', cette droite pour axe 
des x, une perpendiculaire pour axe des y ; appelons ac la distance FF ,
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a' le produit constant, l 'équation du lieu est

<i) ÿ*-t- *(x' -t-e') y*-t-(as* —  es)‘  —  a» =  o.

Cette équation, ne renfermant que des puissances paires de chacune des 
variables, chacun des axes est un axe de symétrie de la courbe, et l’origine 
est un centre. En considérant ys comme l'inconnue, l’équation (i) est du 
second degré, le binôme B2 — 4AC se réduit ici à 4(4c1x, H-av), quantité 
essentiellement positive, les racines sont donc toujours réelles. Lorsque le 
dernier terme (x2— c1)’ — av est positif, les valeurs de y2 ont le même signe, 
et comme leur somme —  a(xs-4- c2) est toujours négative, les deux valeurs 
de y4 sont négatives et les quatre valeurs de y imaginaires. Pour que l’équa
tion (i) ait des racines réelles, il faut donc que l’on ait

(x2— c’ )*— a * < o , ou (x2— c*—at)(xi—c2+ a 2)< o , 
et, par conséquent,

x‘ < a 2-t-c2 et x 2 > c 2—  a*.

Alors une des valeurs de y* est positive, l’autre négative.

Prenons OA =  O A '=  ^as-t-cs ; la courbe est comprise entre les paral
lèles à l’axe des y menées par les points A et A'. La seconde condition 
exige que l’on distingue plusieurs cas.

i° a <  c. Prenons OB =  OB' =  sjc'—a1, et par les points Bet B' menons
des parallèles a OY 
(fig. ai4), la courbe se 
compose de deux par
ties comprises , l’une 
entre les parallèles me
nées par les points B et 
A, l’autre entre les pa
rallèles menées par les 
points B' et A'. Quand 
on donne à x l’une des 
valeurs OB ou OA, l’une 
des valeurs de y2 est 
nulle, l’autre négative; 
x croissant de OB à

OA, Ij valeur de y1, qui d’abord est nulle, devient positive et s annule de 
nouveau; on obtient ainsi une courbe fermée BCAÜ. Les valeurs négatives 
de x donnent une seconde courbe B'C'A'l)', égale à la précédente.

Le coellicient angulaire de la tangente est déterminé par la formule

m  LIVRE IV, CHAPITRE 1.
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Aux points A et B ,  y est n u lle e t y' infinie, la tangente est parallèle à 

la x e O Y . L e num ératenr de y' devient nul, quand on a œ’ - j-y *  =  c’ . 

Du point O com m e cen tre , avec O F  pour rayon, décrivons un cerc le . Ce 

cercle coupe la courbe en quatre points C , D , C7, D7, donnés par les 
formules

. 4c*— a‘ , a*
œ = - 7 ^ ’ y = 4 ? ‘

Comme l’arc  BC est in térieu r au cerc le , en l’un quelconque des points de 

cet a rc , la fonction x x 4 -  y' —  c’  a une valeur négative e t  y'  est positive, 

' ‘our les points de l’arc C A , le  facteur x 1 - f -  y* —  c’  est positif e t  y' néga- 

l ‘ve. Ainsi, de B  en C, l’ordonnée cro it, et de C en A e lle  d é cro ît; l ’or

donnée du point C est maximum.

»° o  =  c . La seconde condition e s t satisfaite, quelle que soit x  ;  x  peut 

varier de — c\J-j à c\/a . Quand x  varie de o à c s j i , la  valeur positive de y5

part de zéro e t  re 

devient n u lle ; on a 

une courbe ferm ée 

OCADO (ûg. a i5 )  

qui passe à l ’o ri

gine : les valeurs 

négatives de x  don

nent une courbe sy

m étrique de la pré

cédente p ar rapport 

à O Y . L e  cerc le  de 

rayon O F  coupe la 

courbe en quatre 

points, dont les or

données ont une valeur num érique ^  maximum, l’abscisse de ces points a

C l / î "
pour valeur absolue - ï — . C elte  courbe se nomme lem niscate. 

a

A l’origine, la valeur d e y ' se présente sous la fo r m e -j; il est facile de

concevoir qu’il en est ainsi aux points m ultiples d’une courbe algébrique 

quelconque. En effet, la valeur de y1 est donnée par la form ule

M«.»)
y r* (*.»)*

O r, /■(x , y) étanl un polynôme entier par rapport aux variables x  et y , les 

dérivées partielles f x ( x , y), f y (a:, y) sont aussi des polynôme» entiers par
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rapport aux mêmes variables. Si ces polynômes ne devenaient pas nuls, 
lorsqu’on y remplace x et y par les coordonnées du point multiple, y' au
rait en ce point une valeur unique, tandis qu’elle doit avoir autant de va
leurs différentes qu’il y a de branches qui passent au point multiple. Dans 
le cas actuel, l’équation étant bicarrée peut être résolue par rapport à y ; 
à chaque valeur de y correspond une dérivée qui a une valeur déterminée, 
quand on y remplace x par zéro. Cette valeur de la dérivée est, ainsi que

nous l’avons remarqué au n° 336, la limite du rapport - ,  lorsque x tend
CD

vers zéro. On peut obtenir plus simplement la limite de ce rapport sans

résoudre l’équation. Posons ~ = t, ou y=ix ; en substituant dans l’équa
tion (i), il vient

xH4 +  2 (œ2 H- C2) i! +  as' —  o. c® =  o.

Lorsque x est très-petit, l'une des valeurs de t% est voisine de l’unité, 
l’autre est négative et très-grande ; eu se bornant aux valeurs réelles de y,
on a lim |  =  ±  i . Les tangentes au point 0  sont les bissectrices des angles

des axes.
3° a >  c. La seconde condition est encore satisfaite, quelle que soit x ;

x peut donc varier de — Vcs+ u a

à —t-̂ /ca -f-a*. Pour x  = o, la va
leur positive de y3 est a2— cs. 
Prenons sur l’axe des y

OB =  OB ' =  \/as- c J, 
la courbe passe aux points B et 
B'. Si l’on fait varier a: de o à

Ve*—1-a1, y* part de a2 — c‘ et 
devient nul ; le lieu est une 
courbe fermée qui a pour som
mets les points A, A', B, B'. Pour 
que le cercle coupe la courbe, 

il faut que l'on ait o < c \ ^ . 
Lorsque cette condition est sa
tisfaite, l’ordonnée croît de B en C 
et diminue de G en A; l’ordonnée 
du point B est minimum, celle 
du point C maximum (fig. aifi).

Si, au contraire, on a



le cercle est intérieur à la cou rb e , dont l’ordonnée diminue de B en A ; 

I ordonnée du point B est maximum. Dans ce cas on donne à la courbe le

nom d ovale de Cassini. L a  figure 2 1 7  suppose que o  est égal à c\Ji.

—  Exemple IV . Construire la courbe

( r ) 2 y5 —  5xÿ* - f - x 5 =  o .

Cette équation, étant du cinquièm e degré par rapport à chacune des 

variables, 11e peut être  résolue par rapport à aucune d’e lles ; elle ne re n - 

lerme que des term es de degrés im pairs ; donc l'orig in e est cen tre  de la 

courbe. Exam inons combien l ’éq u atio n , dans laquelle on considère y 

comme l’inconnue, a de racin es rée lles pour les diverses valeurs a ttri
buées à x .

Supposons d’abord x  positive, l’équation ( 1 ) aura au plus deux racines 

rcelles positives, puisque son prem ier m em bre n’a que deux variations. 

La dérivée du prem ier m em bre par rapport à y est io y (y a— æ). C ette dé

rivée est négative depuis y =  o  ju sq u ’à y = \ x t positive depuis celte 

valeur jusqu’à l ’infini. Le prem ier m em bre qui est positif pour y =  o , dé

croît, lorsque y varie de o à ^ ,  e t cro ît ensuite indéfinim ent. L ’équation 

a donc deux racines positives, ou elle n’en a pas, suivant que la valeur 
* / -

î/ =  V x  rend le  prem ier membre négatif ou p o s it if , c ’est-à-d ire suivant

que l’on a a:10< 2 7 , ou æ10 > 2 7 . S i l ’on change y en —  y, le  prem ier

membre présente une variation e t une seule ; donc l ’équation a une racine
négative e t une seule.

Pour ac =  o , les cinq racines de l'équation ( 1 ) sout nulles ; x  croissant 
1 0 / —

oe o à V 2 7 , 1 équation a deux racines positives et une racine négative ; 

lorsque x  atteint la valeur \/ 2 7  , les deux racines positives deviennent 

égales, puisqu’e lles annulent la dérivée. Quand x  dépasse * ^ 2 7 , l'équation

n’a plus qu’une racine rée lle  qui est néga

tive. L es deux racines positives donnent 

une boucle OABO (fig. 2 1 8 ) , comprise 

dans l’angle Y O X , e t la racine négative une 

branche infinie OC placée dans l ’angle 

Y -O X . Aux valeurs négatives de x  corres. 

pondent une boucle O A 'BO ' et une branche 

infinie O C ', sym étriques des précédentes
par rapport au cen tre . La valeur maximum de l ’abscisse pour la boucle OABO 

1 0 /—— ■

est V 2 7 , elle correspond à un point A pour lequel la tangente est parallèle 

à O Y , puisque les coordonnées de c c  point annulent fy(x, y). En con sid é-
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ranty comme variable arbitraire, on trouve que le maximum dey pour la 

même boucle est ŷ 4 ; ce maximum donne un point B, pour lequel la tan
gente est parallèle à OX.

La méthode précédente de discussion est applicable toutes les fois que 
l’équation ne contient que trois termes; car on sait toujours déterminer le 
nombre des racines réelles d’une équation trinôme à une seule inconnue.

EMPLOI D’UNE VARIABLE AUXILIAIRE.

341 — Lorsqu’il est impossible de résoudre l’équation par 
rapport à l’une des variables x  ou y, on peut dans certains cas 
exprimer les deux coordonnées à l’aide d’une variable auxi
liaire t; et, ensuivant les variations simultanées de a; et y, lors
que t varie entre les limites qui rendent ces quantités réelles, 
tracer la courbe.

Si l’on considère y comme une fonction de x , et x  comme 
une fonction de t, on a, en prenant la dérivée de «/par rapport 
à t, d’après le théorème des fonctions de fonctions 

D(ÿ —  1 Vr// D t X  , 

on en déduit la formule

qui donne le coefficient angulaire de la tangente au point qui 
correspond à une valeur quelconque de t. Les valeurs de « qui 
annulent D*t/ donnent les points pour lesquels la tangente est 
parallèle àOX, et les valeurs qui annulent D,x, les points pour 
lesquels la tangente est parallèle à OY.

3 4 2 — E x e m p l e  V. Construire la courbe y4— y%x  +  x l —  i.x^j— o.
a t — i  ,  2 t  —  i  „

Si l’on pose y = tx, o n a i  =  y~ _r)’

construit la courbe en faisant varier f de —  »  S +  ®. Pour suivre les va-

1 Pour désigner la dérivée d’une fonction, on emploie fréquemment la 
lettre D, initiale du mot dérivée , et on indique la variable par rapport à 
laquelle on prend la dérivée en écrivant celte variable comme un indice au- 
dessous de la lettre D et un peu î» droite. Ainsi Diæ, et D(y indiquent les 
dérivées des fonctions x et y par rapport à la variable t, Dxy la dérivée de 
y par rapport k x.
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dations de x  et de y, prenons les dérivées

D ,g =  — g z i 8.«+3 Dtÿ =  _ 4t,- . Sl± l .

es numérateurs, ne s’annulant pour aucune valeur réelle de t, ne clianyent
pas de signe. Les valeurs de x et de

y deviennent nulles pour infinies

pour t= o, ou t =  i. Si l’on fait varier 
t de — oo à o, x est négatif et décroît 
de o à — oo , y est positif et croît de o 
à l’infini ; on obtient ainsi la branche 
infinie OA (fig. n ‘j). La variable I
allant de o à -  , x et y deviennent po

sitifs et décroissent de oo à o, ce qui 

donne la branche infinie BO. La variable t allant de -  à i ,  x et y font 

négatifs et décroissent de oà — oo , on a la branche infinie OC. Le coefficient

angulaire de la tangente en O à la branche BOC est Enfin, si i varie
a

de i à oo, x et y deviennent positifs et décroissent de oo à o, on obtient la 
branche infinie DO.

Lorsque l’équation entre x et y ne renferme que deux groupes de termes, 
1 un du degré m, l’autre du degré m— i, si l’on prend, comme nous venons

de le faire, pour variable auxiliaire le rapport ^ =  t, les coordonnées x et

!/sont des fonctions rationnelles de cette variable. Lorsque l’équation con
tient trois groupes de termes, le premier du degré m, le second du degré 
m — i, le troisième du degré m — a, en conservant la même variable auxi
liaire, les coordonnées s’obtiennent par la résolution d’une équation du se
cond degré, et on peut encore suivre leurs variations simultanées.

3 4 3  — E x e m p l e  VI. Construire la courbe x 5i/* —  xy — x — a =  o.
o- i< ' , ï —|- a l5— t „Si 1 on pose xy — t, on a x — -j---- , y =  —-— . Examinons comment1— i ( +  a

varient x et y, lorsqu’on fait varier la variable auxiliaire / de — oo à -f-oo .
Pour cela prenons les dérivées des deux fonctions, on a

n __ 3t*4- 8(3-+-1 n  4ï5_l_ Io ^ — a
D ‘ * -------------W=^T' =

La valeur de Dtx  s’annule pour deux valeurs a et b de t comprises, la 
8

première entre —  ̂ et — a, la seconde entre —  i et o. La valeur D;y



s’annule pour trois valeurs e, d, e de t, comprises, la première entre
5

---- et — a, la seconde entre —  a et o  et la troisième entre o et i . On re-a
connaît facilement, en outre, que l’on a a <  c, d <  6.

Gela posé, considérons la suite des quantités

—  o o  , a, c, —  a, — i, d, b, e, +  i, co ,

rangées par ordre de grandeur. Si l’on fait varier (de —  »  à a, x  est
négatif, part de o et décroît ; y 

est positif, part de l’infini et dé
croît également; on a la branche 
AB asymptote à l’axeOY(fig.aao). 
La variable t allant de a à c, x  est 
négatif et croissant, y positif et 
décroissant; branche BC. La va
leur t allant de c à — a, x est né
gatif et croît jusqu’à o, y est po
sitif et croît jusqu’à l’inlini; 
branche CL La variable t allant 
de — a à — i, x  croît de o à ® , 

y croît de — oo à o; double branche infinie DE, asymptote à OY' et à OX. 
La variable t allant de—  i à d, x  part de — oo et croit, y part de o et croît; 
branche infinie FG, asymptote à OX. La variable t allant de d à bt x conti
nue à croître, et y décroît en restant positif; branche GH. La variable t 
allant de b à e ,  x et y décroissent ; branche HK, qui coupe OX' en un point 
dont l’abscisse — a correspond à t =  o. La variable t allant de e à + i ,  x 
décroît, y augmente ; branche infinie KL, asymptote à OX'. Enfin, I variant 
de -f-i à — oo , x décroît de oo à o, et y croît de o à oo ; double branche 
infinie MN, asymptote à OX etOY.

Les tangentes aux points C, G, K, qui correspondent aux valeurs c, d, e 
de t (pii annulent D(y, sont parallèles à OX ; les tangentes aux points 1! et II 
sont parallèles à l’axe OY. N
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CHAPITRE II
C on vexité et C on cavité.

*4 4 —;Soit AB un arc de courbe correspondant à une déter
mination de y, et aux valeurs de x  comprises entre a et b; nous 
supposons que dans cet intervalle la dérivée seconde y"de y par 
• apport à x  conserve le même signe, par exemple, reste posi
tive. Menons la tangente RS en un point quelconque M de cet 
arc, ayant pour abscisse x 0 ; désignons par y'0 la valeur de la 
dérivée en ce point, ou le coefficient angulaire de la tangente, 

et par Y l’ordonnée d’un point quelcon
que de cette droite; la différence y — Y 
s’annule pour x = x 0, et il en est de 
même de sa dérivée y '—Y ' ou y1—y{ 
(fig. 22r). L’abscisse x  croissant de a en 
b, et la dérivée y "  de la différence y1 —  yi 
étant positive, la fonction y '—y{ va en 
croissant; comme elle s’annule pour 

*=«0, elle est négative de a à x 0, et positive de x 0 à b. Considé
rons maintenant la fonction y —  Y , qui admet pour dérivée 
y'— y'a) quand a; varie de a à x 0, la dérivée étant négative, la 
fonction décroît ; comme elle s'annule pour x  =  x 0, elle était 
positive auparavant ; x  variant de x 0 à b, la dérivée est positive 
et la fonction croît ; comme elle s’annule pour x = x 0, elle est 
aussi positive de x 0 à b. Il en résulte que la différence y —  Y 
reste positive dans l’intervalle de a à b. On conclut de là que 
l’arc de courbe AB est situé tout entier d’un même côté de cha
cune de ses tangentes ; c’est un arc convexe. Il en serait de même 
si la dérivée seconde restait négative; mais la différence y —  Y 
étant négative, l’arc serait situé tout entier de l’autre côté de la 
tangente. Il est facile de distinguer ces deux côtés ; par le point 
M menons une parallèle MY, à l’axe OY, et dans la direction des 
y positifs ; dans le premier cas, l’arc est situé du même côté de 
la tangente que la demi-droite MY,; dans le second cas, il est 
de l’autre côté. Dans le premier cas, on dit que l’arc AB tourne



ce qui donne l’arc OAC (fig. aa3) symétrique par rapport à l’ordonnée qui
7C

correspond i i  =  - .  Quand x croit de rc h an, y devient négatif, et l’on

sa concavité dans la direction MY, ; dans le second cas, dans la 
direction opposée.

On sait que le signe de y" indique le sens de la variation de y1 
quand x  croît. Si donc on imagine que le point M parcoure l’arc 
AB, le coefficient angulaire ira en croissant, si y" est positive, 
et, au contraire, en décroissant, si y" est négative.

345— On appelle points d’inflexion les points où la concavité 
change de sens, c’est-à-dire les points où la dérivée seconde 
change de signe. En général, la quantité y", étant finie et con
tinue, change de signe en passant par zéro. Supposons que y" 

change de signe pour x=x<> en pas
sant par zéro, on verra facilement que 
la dérivée première y '— y. ne change 
pas de signe, mais que la fonction 
y — Y  change de signe ; de sorte qu'en 
ce point la courbe passe d ’un côté à 
l’autre de la tangente.

Si par le point d’inflexion M(fig. 222) 
on mène une sécante voisine de la tangente MT, cette sécante 
coupera la courbe en deux points M7 et M" voisins de M ; la 
tangente MT et la limite d’une sécante passant par trois points 
voisins M", M, M', quand les deux points M" et M'tendent vers 
le point M.

* 4 6 — E x e m p l e  I .  Sinussoïde. Construire la courbe y =  sin x. Quand 
or f roît de o à TT, l’ordonnée est positive ; elle part de o pour revenir à o,
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obtient l’arc CBO;, égal au premier. De arc à 4 »̂ l’ordonnée reprend les 
mêmes valeurs que de o à arc, de même de 4  ̂ à 6tc, etc. Ainsi la courbe 
se compose d’une infinité d’ondulations égales.

Le coefficient angulaire de la tangente est y'=cosx ; à l’origine, y'=i> 
la tangente est la bissectrice de l’angle YOX. Au point C, y' =  —  >> la

tangente est parallèle à l’autre bissectrice. Pour x — - ,  la dérivée s’annule

et de positive devient négative ; l’ordonnée du point A est maximum. Pour

*  =  3 ~, la dérivée s’annule également, de négative devenant positive ;

l’ordonnée du point B est minimum.
Quand æ varie de o à n, la dérivée seconde y" =  — sin x est négative et 

la courbe tourne sa concavité vers les y négatifs ; de n à an, la dérivée se
conde est positive et la courbe tourne sa concavité vers les y positifs ; le 
point C est uu point d’inflexion.

11 est à remarquer que cette courbe a une infinité de centres, situés k 
égale distance les uns des autres sur l’axe X'X, les points O, C, O',. • ■ • 
dont les abscisses sont les multiples de n. Chacun d’eux est un point 
d'inflexion.

3 4 9  — E xemple II. Construire la courbe (y —  — o;6 =  o , ou
£

y =  xt± x t.
Les valeurs de y ne sont réelles que lorsque x est positif. Prenons d’a-

s
bord le signe -f- devant le radical ; la fonction y =  x14 - a;s augmente de

5 ~
o à l’infini, quand x  varie de o à 00 . La dérivée y '=  ax-+- - je* part de

zéro et augmente aussi constamment ; 011 a donc 
une brandie infinie OD tangente en O à l’axe 
OX et qui tourne sa concavité vers les y posi
tifs (fig. 324). Prenons maintenant le signe — 
devant le radical ; la valeur de y est positive 
de o à 1, et négative au delà. Portons sur OX 
une longueur OA égale à l’unité, la courbe 

5 3
passe en A. La dérivée y '=  aa; — - æ \  nulle au point O, est positive tant 

que x reste moindre que et négative quand x dépasse ce nombre ; l’or

donnée MP qui correspond à ^  est maximum, et la tangente en M est
l 5  4 ,

parallèle à OX. La dérivée seconde a — — * r  reste positive depuis o jusqu à
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— ^,elle est négative au delà; le point N, qui correspond à l’abscisse

est un point d’inflexion ; de O en N, la concavité est tournée vers les y posi
tifs; au delà, elle est tournée vers les y négatifs.

Deux branches de la courbe sont tangentes au point O à la droite'OX, 
sans être la continuation l’une de l’autre ; les points qui offrent celle par
ticularité se nomment points de rebroussement. Dans cette courbe, les deux 
branches sont du même côté de la tangente. En considérant la courbe 
(y—;xs)*—æs= o, on aurait deux branches situées de part et d'autre de la 
langenle; la cissoïde présente à son sommet A (fig. ai) un rebroussement 
de cette sorte.

a  /  -  —î \
3 4 8 — E x e m p l e  111. Soit la courbe ?/ =  -  L . o + e  a )• On suppose

que a désigne une longueur donnée ; alors l’équalion est homogène et définit 
une courbe, à laquelle on a donné le nom de chaînette, parce que c’est la 
courbe que forme un fil flexible pesant, dont les extrémités sont attachées 
à deux points fixes.

L’équalion donne des valeurs de y égales pour deux valeurs de x égales 
et de signes contraires, la droite OY est un axe de la courbe. Quand x

X  X

varie de o à oo , le terme ea augmente, mais le terme e “ diminue ; pour 
savoir comment varie y, prenons la dérivée. On a

(œ _x \
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Cette dérivée est positive pour toutes les va
leurs positives de x ; donc quand x croît de o 
à ce , la valeur de y augmente constamment 
de a à oo , ce qui donne une branche infinie 
BC (fig. aa5) ; on obtient la branche BC' sy
métrique par rapport à OY en donnant à x des 
valeurs négatives.

La dérivée seconde restant positive quand x 
varie de — oo à +  oo , la courbe tourne sa concavité vers les y positifs.

i
3 4 9 — E x e m p l e  IV. Construire la courbe y = ex. Donnons à x une va

leur positive très-petite, y est positif et très-grand ; x croissant de o à -H» , 
y décroît constamment de oo à i ,  ce qui donne une branche AC (fig. 226) 
asymptote d’une part à 0 YT, d’autre part à la droite G'G menée parallèle
ment à OX et à une distance de cette droite égale à l’unité. Quand on donne 
à x une valeur négative très-petite numériquement, y est positif et très-



peut; x variant de o à — «  , y croît constamment de o à i; on a ainsi une
branche OD partant de l’origine et 
asymptote à la droite GG'.

Cette courbe présente une particula
rité que nous n’avons pas encore rencon
trée ; la branche DO s’arrête brusque
ment au point O ; on donne aux points 
de cette espèce le nom de points d'arrêt.

Pour avoir le sens de la concavité, 
prenons d’abord la dérivée première ; 

i .  i  

on a y'=- — Lorsque x  varie de o à oo , les deux facteurs — et ex

diminuent; à cause du signe— , y' augmente ; la concavité de la branche

AC est tournée vers les y positifs ; x  variant de —  oo à o, le facteur —,
X

!
augmente, le facteur ex diminue; on ne voit pas immédiatement comment

4

varie y ' ; la dérivée seconde va nous l’apprendre. On a y"= 1 ex• 

Quand x varie de —  ®à —  - ,  la dérivée seconde est négative ; prenons 

OP égale à -  et soit M le point correspondant de la courbe ; l'arc DM a sa 

concavité dirigée vers les y négatifs ; x croissant de — -  à o, y" est posi

tive, l’arc MO tourne sa concavité vers les y positifs et le point M est un 
point d’inflexion.

350— Considérons les cas où l’équation de la courbe

(1) f(x,y) =  o

n’est résolue par rapport à aucune des variables x  et y ; la dé
rivée y1 est donnée par l’équation

(2) ( ’x{x,y)+f 'y{x,y)yl —  o.
Puisque y et y' sont deux fonctions de x , le premier membre 
de l’équation (2) est une fonction composée de la variable indé
pendante de a:; cette fonction a pour dérivée 

/** ■+■ 9fryV' +  f'/y'* -+- (yÿ> 

comme elle est constamment nulle, sa dérivée est aussi nulle, 
et l ’on a l'équation 

(3) /■£,+• 2 fxyy1 +  y *  -+■ r ; y" =  O,
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qui donne la valeur de y". Si l ’on remplace dans cette équation 
y' par sa valeur tirée de l’équation (2), il vient

y "  — ____  ( f s Y  ^ fx y f ' x fy -1-  f 'y j'x )1

V ÜvŸ

C’est à l’aide de cette formule que l’on détermine le sens de la 
concavité, ainsi que les points d'inflexion.

3 5 1  — Appliquons cette formule à la courbe définie n»33g. L’équa
tion de celte courbe peut se mettre sous la forme

( O f(x, y) = l-  [(xs 4- y24 - e*)* —  4c V  — a»] =  o.

On en déduit f,x=x[x‘'4-y*— c*), f y = y ( x 14- y*4-c*),

fL=  (œs4 -ya — cs)4 -axs, fiy= axs, fy%= (æ’ 4-y ’4 -c’ )4-ay’ .

Si l'on substitue ces valeurs dans la formule précédente, on obtient, après 
avoir réduit en tenant compte de l’équation (1),

_  fl*[3c8 (ya x*) (a* c*) | 
y '

Pour chaque portion de la courbc comprise dans l’un des angles des 
axes des coordonnées, le dénominateur conserve le même signe ; la valeur 
de y ne peut donc changer de signe que lorsque le numérateur passe par 
zéro. Les coordonnées des points d’inflexion doivent donc vérifier à la luis 
l’équation (i) et l’équation

a 2 a»—c*W V* _ æ’ _ _  =  o;

on en déduit

(3) ÿ*4-a3* ,= ^ a ~ 6>«

Dans le premier cas, lorsque a est plus petit que c, les valeurs de x  et 
de y données par les équations (i) et (3) étant imaginaires, le numérateur 
de y a le même signe pour tous les points de l’arc BA ; on vérifie aisément 
qu il est négatif près des points B et A ; la concavité de cet arc est dirigée 
vers lest/ négatifs (fig. a 14). Dans le second cas, a — c, le numérateur devient 
nul au point 0  seulement;il est positif de 0  en A, et la concavité de l’arcOA 
est dirigée vers les y négatifs (fig. a i5); l’arc A'D'OCA présente au point 0 
un point d’inflexion. Dans le troisième cas, on a a > c ;  pour que les valeurs 

de *  et de y soient réelles, on doit avoir en même temps a <  c f i .  Lors

que a est plus grand que c fi,  le numérateur est négatif en tous les points 
del’arc BA, et la concavité tournée vers les y négatifs(lig. 317) ; sia est plus 
peut que c^a, le numérateur s’annule pour un certain point G (fig. a 16)
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situé entre B et C ; de B en G, il a le même signe qu’au point B , il est 
positif et la concavité est tournée vers les y positifs ; de G en A le numé
rateur a le même signe qu’au point A; il est négatif, et la concavité diri
gée du Côté des y-négalifs. Le point G est un point d’inflexion.

REMARQUES SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES.

3 5 2 — Soit f(x ,y )— oune équation algébrique et entière du 
degré n en y ; à chaque valeur de x  correspondent n valeurs de 
V qui, en général, sont différentes les unes des autres ; on dé
montre que, quand# varie d’une manière continue, chacune de 

ces valeurs varieaussi d’une manière continue; nous admettrons 
ce théorème comme nous l’avons fait jusqu’à présent. Lorsque 
lequation est irréductible,ellen’admet de racinesmultiplesque 
pour un nombre limité de valeurs de a;; parmi ces valeurs de#, 
considérons seulement celles qui sont réelles et supposons-les 
rangées par ordre de grandeur. Soient a et b deux valeurs con
sécutives ; quand x  variera de a à 6, le nombre des valeurs réel
les de y restera le même ; car si une racine imaginaire devenait 
réelle, la racine conjuguée deviendrait aussi réelle, et, au mo
ment de la transition, les deux racines seraient égales; on ob
tient ainsi, dans l ’intervalle considéré, un certain nombre de 
branches réelles distinctes et n’ayant aucun point commun. 
Quand x  passe par la valeur a, il peut arriver qu’une couple de 
racines, de réelles, deviennent imaginaires ou inversement ; 
au point qui correspond à la valeur a et à la racine double 
réelle, commencent ou finissent dans ce cas deux branches de 
courbes.

Parmi les valeurs réelles de y qui correspondent à une même 
valeur x t de x ,  considérons-cn une y, qui soit racine simple ; 
si l ’on fait v a r ie rx  de x t— h À x t+ / t, /tétant suffisamment pe
tit, cette valeur de y restera réelle sans devenir égale à une 
autre et donnera naissance à une branche réelle. Ainsi, lorsque 
pour une valeur x, attribuée à x, l'équation admet une racine 
simple v, par le point dont les coordonnées sont x, et y, passe 
une branche réelle, et une seule.

Considérons maintenant une valeur x  —  b à laquelle corres
ponde une valeur multiple y, d’ordre p ; marquons le point M
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dont les coordonnées sonta?=:&, ÿ = y , ;  parmi les p valeurs de 
y qui deviennent égales à yl pour x  =  b, il y en a un certain 
nombre qui restent réelles, quand x  varie de a et b, et un cer
tain nombre qui restent imaginaires; le nombre de ces derniè
res étant pair, le nombre des racines réelles est p —  zq (q pou
vant être nul). De même, quand x  varie de b à c, le nombre 
des valeurs réelles de y  qui partent de la valeur yl pour x — b est 
p —  2q'-, de sorte que le nombre total des branches de courbe 
qui partent du point M dans un sens ou dans l’autre est le nom
bre pair ap —  2q  —  i q ' .

353— Déterminons actuellement les tangentes au point M; 
transportons en ce point l’orfgine des coordonnées, et posons 
ensuite y = t x ;  nous aurons une équation <p(x, t)= o, qui don
nera les coefficients angulaires des sécantes menées du point M 
aux points où la courbe est coupée par une parallèle à l’axe des 
y. Supposons que pour œ = o o n  ait une racine réelle < =  <,; 
cette racine déterminera une droite, et, en répétant les mêmes 
raisonnements que dans le paragraphe* précédent, on recon
naît que le nombre total des branches réelles partant du point 
M et tangentes aux deux directions de la droite est pair.

Il résulte de ce qui précédé qu’une courbe algébrique 11e 
peut pas présenter de point d'arrêt (n° 349). Elle ne peut pas 
présenter non plus de point saillant ou anguleux ; on nomme 
point anguleux un point d’où partent deux branches tangentes 
à deux droites différentes.

354 —  Lorsqu’on transporte l’origine des coordonnées 
en un point M d’une courbe algébrique, l’équation prend la 
forme

(1) (AÆ+B̂ Ĉâ -l-DÆy-i-Eÿ*)-*-. .. —  o, 

ou, en coordonnées polaires,

(2) (Acosw+Csin(ü)p+(Ccossw-t-Dsintocosto+Esinîw)ps+ . . . = o .

Supposons d’abord que l’un au moins des deux coefficients A 
et B soit différent de zéro ; si par le point M on mène une sé
cante quelconque, l’équation (2) donnera les points où cette sé
cante rencontre la courbe ; une seule valeur de p étant nulle> 
quelle que soit w, on dit que le point M est un point simple. Pour
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la valeur de w donnée par l'équation A cos w + B  sin w = o , une 
seconde racine est nulle, et la sécante devient tangente.

Lorsque les deux coefficients A et B sont nuls, sans que les 
trois suivants le soient, deux valeurs de p sont nulles, et Ton 
dit que le point M est un point double. Il y a plusieurs sortes 
de points doubles : i° Si les deux valeurs de tang w déduites de 
l’équation Ccos2w-t-D sinw costo+E sin’w ^ o  sont réelles et 
inégales, on a deux branches qui se croisent au point double 
et qui sont tangentes à des droites différentes (fig. 211) ; 2» si 
cette équation ases deux racines imaginaires, le point M est un 
point isolé (fig. 210).

Remarquons que l’on obtient l'équation qui définit les di
verses tangentes au point multiple, en égalant à zéro le groupe 
des termes du degré le moins élevé dans l’équalion (1).

CHAPITRE III
Asym ptotes.

355— Lorsqu’une courbe a une branche infinieMN (fig. 227),
il peut arriver que la dis
tance MH d’un point M de 
cette courbe à une droite 
CD tende vers zéro, lorsque 
le point M s’éloigne indé
finiment; dans ce cas, la 
droite CD est dite asymptote 
de la branche de courbe.

Considérons la différence 
MR entre les ordonnées de 
la courbe et de la droite, 

qui correspondent à une même abscisse, et désignons par [i

l’angle de la droite CD avec l’axe des y , on a MR =  on voit

que, si l’une des quantités MH et MR tend vers zéro, il en est
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de même de la seconde. On peut donc définir l’asymptote une 
droite telle que la différence des ordonnées de la courbe et de la 
droite ait pour limite zéro quand x augmente indéfiniment.

On ne peut pas transformer ainsi la défi
nition lorsque l’angle [3 est nul, c’est-à-dire 
quand l’asymptote est parallèle à l’axe des 
y. Dans ce cas, si l ’on mène la droite MR 
(fig. 228) parallèle à l’axe OX, la droite MR 
tend vers zéro, quand l’ordonnée croît indé- 

F ig . 228, Animent. Si l’on appelle a l’abscisse de la 
droite CD, l’abscisse d’un point M de la branche MN tend vers 
a quand y augmente indéfiniment, ou inversement y croît au- 
delà de toute limite, lorsque x  tend vers a.

A S Y M P T O T E S  P A R A L L È L E S  A L ’ A X E  D E S  ÿ .

s  5 6 —  D’après ce qui précède, on obtiendra les asymptotes 
de cette espèce en cherchant les valeurs finies de x  qui rendent 
y infinie. Lorsque l’équation de la courbe est résolue par rap
port à y, on aperçoit en général immédiatement ces valeurs à 
l’ inspection de la valeur de y ; nous pouvons citer comme 
exemples lacissoïde et la strophoïde, construites aux n°s24et 27. 
Quand l’équation de la courbe est algébrique, mais non résolue 
par rapport à y, on procède de la manière suivante. Soit m le 
degré de l ’équation, n ie plus haut exposant de y; on peut écrire 
l’équation sous la forme

<p (æ) y" -+- 4- (æ) yn~' -t- x  (Æ) yn~2-h. ..  =  0,

?> '}') X> • • • désignant des polynômes en x ,  de degrés au plus 
é g au x à m  — n, m - n - + - i ,m — n + 2 ,. . .  et, après avoir divisé 
par y" ,

( 1 )  ? ( * ) - H ' K * ) ÿ + X ( ® ) ÿ ï + - - - + i r ( * ) j j ^ = ° -
Si, lorsque y augmente indéfiniment, une des valeurs de x  tend 
vers une limite finie a, pour une couple de valeurs dans la
quelle?/est très-grand et# voisin de a, tous les termes, à partir du 
second, étant très-petits, on en conclut que l’abscisse a doit an
nuler le premier terme. Ainsi, les asymptotes parallèles à l’axe 
des y sont données par les racines réelles de l’équation o[x)— o.
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3 5 7 — Appelons a l’une de ces racines; p o u r # = a , l’une au 

moins des n valeurs de  ̂données par l’équation (i) est nulle ; 

en vertu de la continuité, quand x  tend vers a en croissant ou 

en décroissant, l’une au moins des n valeurs de i  tend vers o.
y

Si la quantité a n’annule pas (x), une seule des valeurs de i

tend vers zéro, et cette valeur est nécessairement réelle; caries 
racines imaginaires étant conjuguées deux à deux, quand l’une 
d’elles tend vers zéro, la racine conjuguée tend aussi vers zéro. 
On a ainsi deux branches infinies réelles, asymptotes à la même 
droite x — a, et données, l’une par les valeurs de a; plus petites 
que a, l ’autre par les valeurs plus grandes; ces deux branches 
sont donc situées de part et d’autre de l’asymptote. Pour ache
ver de déterminer leur position, faisons varier a; de a— h h a + h , 
h étant assez petit pour que, dans cet intervalle, l ’équation 
<f(x)=o  n’ait que la racine a et que le polynôme ne s’an

nule pas ; on peut supposer en outre h et par suite -assez pe

tits en valeur absolue, pour que, quand on attribue à x  et à y les 
valeurs simultanées qui correspondent à un point de l ’une des 
branches infinies, la valeur du polynôme

«

+(*) J +  X (*) jjr +  •••• +  (* )^

ait] constamment le signe de son premier terme 4» {x) -• Mais, 

d’après l’équation ( i ), la valeur de ce polynôme est égale à — <p(aj); 

on en conclut que les deux quantités i}/[x)  ̂et—<p(aj)ontle même

signe et par suite que i  a le signe de Quand x  varie de

a — h à a -t-h, le dénominateur ^{x) conserve le même signe ; 
si a est racine simple, ou plus généralement racine d’ordre 
impair, de l’équation <p[x) =  o, le numérateur <f(x) change de 
signe pour x  =  a; la valeur de y change elle-même de signe 
et les deux branches sont dirigées, l’une vers une extrémité de



l’asymptote, l’autre vers l’autre extrémité (fig. 229), comme cela 
a lieu dans l’hyperbole. Lorsque a est racine d’ordre pair, le nu-
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mérateur conserve le même signe ainsi que y , les deux brandies 
sont dirigées vers la même extrémité de l’asymptote (fig. 23o). 

Nous avons supposé jusqu’à présent que la quantité a n’annule
pas <|/(a;). Quand on a (a) =  o, plusieurs valeurs de ̂ tendent
vers zéro; si leur nombre est pair, il peut arriver qu’elles soient 
toutes imaginaires, et alors aucune branche réelle n’est asymp
tote à la droite x  —  a. Mais, lorsque a est racine simple de 
l’équation tp (x)= o, il existe toujours deux branches réelles infi
nies, asymptotes à celte droite; en effet, quand  ̂tend vers zéro
par des valeurs positives ou des valeurs négatives, une seule des 
valeurs correspondantes de x , données par l’équation (1), tend 
vers a; cette valeur est donc réelle, et l’on a deux branches 
infinies dirigées vers les deux extrémités de l’asymptote. Si la 
valeur de x — a change de signe avec y, les deux branches sont 
situées de part et d’autre de l'asymptote, comme dans la figure 
229; mais si la valeur de#—a ne change pas de signe avec y, 
les deux branches sont placées d’un même côté de l’asymptote, 
comme cela a lieu dans la cisscide (n° 24) et la strophoïde 
(n° 27),

3 5 S  -Kxemi'lr 1. Soit la courbe définie par l'équation

* V  -+- (x*— 4)(y — æ )*= o „



qui, ord on n ée, s ’é c rit

(« M - x 5—.4 ) y * _  4 a ;(a J — 4)t/*_(-6<c*(as*— 4 )  y* — 4)  •/-+-**(«*— 4) = ° i  

L  équation b icarrée
? ( x )  =  x * 4 - x * —  4  =  0  

a deux racin es ré e lle s  sim ples e t  de signes co n tra ire s ,

x = ± y / & L i  =  ± f l .

•■omme ces valeu rs d e  x  n ’ an n ulent pas ^  ( x ) ,  ch acu n e des droites x = ± a  

est asym ptote à d eu x  b ran ch es r é e l le s ,  situées d é p a r t  e t  d’au tre  de la 

droite et d irig ées vers les d eu x e x tré m ité s .

Exem ple I I . S o it la  co u rb e  ( x — i ) , y ’ + 4  —  x 1= o .  L ’équation o ( x ) = o  

devient ( x  —  i)*  =  o .  C ette  équ ation  adm et la  racin e  double x  =  i  ; 

o r i quand x  s’ap p ro ch e de l ’u n ité , les d eu x valeurs de y  so n t im agi

naires ; la d ro ite  x  =  i  n’e s t  d onc asy m p to te  à aucune branche réelle .

ASYMPTOTES NON PARALLÈLES A L’AXE DES \J.

359— Considérons une branche de courbe infinie ayant une 
asymptote non parallèle à l’axe des y ;  une pareille asymptote 
a pour équation

yi= c x + - d ,

c et d étant deux constantes inconnues qu'il s’agit de détermi
ner. Représentons par y et y, les ordonnées de la branche de 
courbe et de la droite qui correspondent à une même abscisse, 
par à la différence y — y ,; d’après la définition, & est une fonc
tion de x  qui a pour limite zéro quand x  augmente indéfini
ment. La branche de courbe infinie que nous considérons est 
donc représentée par l’équation

(2) yt -f- ex  -f-d -f-

Quelquefois on peut mettre facilement l’équation de la 
branche de courbe sous la forme précédente, et alors on a de

suite l ’asymptote. Soit, par exemple, l ’équation dans

laquelle f  (x) et F (x) représentent deux polynômes entiers en 
x , le premier du degré m, le second au plus du degré m +  1 • A 
chaque racine de l’équation f ( x ) = o  correspondent deux bran
ches réelles infinies, asymptotes à une même droite parallèle à
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l’axe des y, situées de part et d’autre de la droite, et dirigées 
vers les deux extrémités opposées ou vers la même extrémité, 
suivant que la racine a est d’ordre impair ou pair. Il y a, en 
outre, deux autres branches infinies que l’on obtient en don
nant à x  des valeurs très-grandes, positives ou négatives. Si 
l’on effectue la division en ordonnant par rapport aux puis
sances décroissantes de x , on obtient un quotient entier c x + d ,  
qui est au plus du premier degré, et l’on a

y —cx i d i y - c x + a + f[x),

<p(x) étant un polynôme entier d’un degré inférieur à m; cette 
dernière fraction tendant vers zéro, quand x  augmente indéfi
niment, on voit que la droite yx= c x + d  est asymptote aux 
deux branches que nous considérons.

Nous citerons encore,'comme exemple, la courbe transcen
dante

* ex

qui a une branche infinie dans l’angle YOX asymptote à la 
droite y = x .

3 6 0 —  Eri général, on n’obtient pas aussi facilement les 
asymptotes. Revenons à l’équation (2). On en déduit

c = l - d- ±  
x  X

Puisque d a une valeur finie et que & tend vers zéro quand x  
augmente indéfiniment, on a

(3) c = lim ite d e --
x

Le coefficient angulaire de l’asymptote est égal à la limite 

vers laquelle tend le rapport^, quand x augmente indéfiniment. 

La même équation (2) donne d = y  ~ c x — d’où

(4) d = l im d e ( ÿ — ex).

L'ordonnée à l’origine de .l’asymptote est égale à la limite de la 
différence y — ex, quand x augmente indéfiniment.
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Ces deux propriétés servent à déterminer les asymptotes non 
parallèles à l’axe des y.

Supposons d’abord l ’équation résolue par rapport à y, et 
considérons une détermination de y qui donne une branche 
réelle infinie. Quand x  augmente indéfiniment, on prend, pour

cette branche, le rapport —• Si ce rapport ne tend pas vers une
OC

limite finie, la branche n’a pas d’asymptote. Si le rapport tend 
vers une limite finie c, on considère la différence y — ex  ; lors
que cette différence ne tend pas vers une limite finie, labranche 
n’a pas d’asymptote ; si, au contraire, elle tend vers une limite 
à, on aura y — c x = d - h ^ ,  8 tendant vers zéro quand x  aug
mente indéfiniment; donc la droite ?/, = c x -t-d  sera asymptote 
de la branche que l’on étudie.

3 6 1  —  E x e m p l e  1. Construire la courbe

y = =±*4/— i,
V x ~

rapportée à des axes de coordonnées rectangulaires. L’axe OX est axe de la 
courbe.[Lorsque x varie de o à l’unité, y reste 
finie; elle est d’abord nulle et redevient égale 
à zéro; on a ainsi la boucle OAO (fig. a3l). 
Pour les valeurs de x comprises entre 1 et a ,  

y est imaginaire. Quand x dépasse 2 d’une pe
tite quantité, y est réelle et très-grande; si 
donc on prend OB égale à 2 et que l’on mène 
G'G parallèle à OY, cette droite sera asymp
tote de deux branches de la courbe.

Si l’on fait croître x à partir de 2, y com
mence par diminuer et redevient très-grande 
quand x est grande; on obtient ainsi les deu> 
branches CND, C'N'D'. Lorsque x est néga
tive, y^est toujours réelle; x variant de o il 

— 00 , la valeur numérique de y varie égale
ment de o à 00 , et l’on a les deux branches OE, OE’ .

Considérons l’une des branches infinies, NI) par exemple; on l’oblien 
en prenant le signe -h dJUs l’équation et en supposnnt x positive et très- 
grande. On a ___

y . A — 1-
X V*—



la limite de - est l’unité. On a ensuite
x

(  l x — I \  Ÿ  x — I— V  X— 2y— x = x  4 / ----— i I —x----------- —  -----<
V V  x— a / l/x---2

et, en multipliant les deux termes par la somme des radicaux,
x

 ̂ \/x— a(l^X— 1 + 1/  X— a)

1 a limite est-; donc la droite y =  x est asymptote de la branche con

sidérée. En divisant par x les deux termes delà fraction, on voit que la 

différence y — x est plus grande que -> et, par conséquent, que l’ordonnée

de la courbe est plus grande que celle de l’asymptote; on en conclut que 
la branche ND est située au-dessus de l’asymptote. On verrait de même 
que la branche OE' a pour asymptote la même droite et qu’elle est placée 
au dessous. Les deux branches N'D' et OE admettent pour asymptote une 
droite symétrique de la précédente.

365!  — E x e m p l e .  Considérons la courbe y*— y3x  +  x3 —  ax ’y = o ,  
construite au n° 34?.. Nous avons exprimé les deux coordonnées x  et y

à l’aide de la variable auxiliaire t — -• Les deux branches OA et OB, que

l’on obtient en faisant tendre t vers zéro, n’ont pas d’asymptote, puisque y 
devient infinie. On obtientles deux branches infinies OC et OD, quand ttend

* y
vers l’unité. Pour ces branches, on a lim -=  i ; cherchons si la différencex
y — i i  une limite. Les formules, par lesquelles on exprime x et y au moyen 
de I, donnent

al —  ( .
y —  æ =  (J—  i ) x  =  — ,

cette différence tend vers l’unité, quand t tend vers i . Il en résulte que
les deux branches considérées ont pour asymptote la droite y =  x-f- i .

( i — — i )  .
La différence 8 a pour valeur 8 =, —-------- -̂--------- ; quand i varie de i

à -4- » ,  la différence 6 est négative et la branche OD est située au-dessous
__i - i- l/ ,

de l'asymptote. Le polynôme l*-t-t — i admet pour racines t' = ----- ----- .

t" =  _! quand t varie de - à t', 8 est négative et l ’arc OE est au-

dessous de l’asymptote; t variant de t1 à i ,  8 devient positive, et l’arc EC 
passe de l’autre côté de l’asymptote. L’autre racine t" donne le point F 
où la branche OA coupe l’asymptote.
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3 6 3 — Considérons maintenant le cas où l’équation, sup
posée algébrique et entière, n’est pas résolue par rapport à la 
variable y. Réunissons les termes du même degré ; représen
tons par <p(®, y) l ’ensemble des termes du degré le plus élevé 

par tj*(x, y) l’ensemble des termes du degré m — i, par 
Xix > y) les termes du d egrém — 2, l’équation s’écrira

W f(x, y)=<?(«> y)+<!<(«, y) -+- '/Sx > y) ■+•... =o.

Désignons par u le rapport et dans l ’équation (5) rempla

çons y par u x ; le polynôme <p(x, y), homogène et du degré m 
en x  et y, renfermera le facteur x m commun à tous ses termes, 
et l’on aura <p[x, y) =  x m<p(i, u), o u , pour abréger, «p(x,y) 
= x m(f(u). De même, les polynômes y), y(x, y ) , ... devien
dront x m~'<\i(u), x m~*yju),... L’équation entre a: et u sera donc

x m<p(u) -\-xm~' 7 ( w) 4 - ... =  o ;

et, si l ’on divise par x m,

,6) <P(w)-hU(u)4 - ~îX(u) +  ••• = ° -JL/ \âj
Cette équation est, par rapport à u, du même degré que l’é

quation (5) par rapport à y ; elle donne pour chaque valeur de

# les diverses valeurs du rapport -• Quand la valeur numéri-
OC

que de# augmente indéfiniment, si l’une des valeurs de u tend 
vers une limite finie c, pour une couple de valeurs, dans la
quelle x  est très-grand et u voisin de c, tous les termes de 
l’équation (6), à partir du second, étant très-petits, on en con
clut que le nombre c doit annuler le polynôme <p(u). Ainsi les 
coefficients angulaires des asymptotes sont les racines réelles 
de Véquation
(7) <p(tt)=o.

Soit c l’une des racines réelles de cette équation. Posons

y — c x = v ,  d’où u = - = c + - .  Si, dans l’équation (6), on 
OCj oc

remplace u par cette valeur, on obtient l’équation qui donne 
les valeurs de v pour chaque valeur de x .  Après avoir fait la
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(8)

| = o .

Mais on a <p(c)=o ; multiplions tous les termes par x ,  l ’équa

tion prendra la forme

(9) [v<p/ (c)-l-J/(c)] +  A i  +  B^-2+ . . . = o .

Quand x  augmente indéfiniment, si l’une des valeurs de v tend 
vers une limite finie d, comme une couple de valeurs dans 
laquelle x  est très-grand et u voisin de d rend tous les termes 
à partir du second très-petits, on en conclut que le nombre d 
doit satisfaire à l ’équation d ç/(c)+ ^ (c)= o ; si la quantité 
<p' (c) est différente de zéro, on en déduit pour d la valeur

(r°) d=~W>’
Ainsi, dans ce cas, lorsque x  augmente indéfiniment, une des 
valeurs de v et une seule tend une limite finie d ; le raisonne
ment du n» 3^7 montre que cette valeur de v est réelle poul
ies valeurs de x  très-grandes, positives ou négatives, et qu’elle 
donne naissance à deux branches de courbe asymptotes à la 

droite y = c x -\ -d .
3 0 4 — Lorsque la valeur de c annule <j/(c) sans annuler ^(c), 

aucune des valeurs dev ne tend vers une limite finie, quand x  
augmente indéfiniment. Si une valeur de c annule en même 
temps<p/(c)et4'(c),réquation(9),multipliée para:,prend laform e

Dans ce cas, en général, deux valeurs de v tendent vers des 
limites finies, lorsque x  augmente indéfiniment et ces limites 

sont les racines de l’équation

(u ) Ŝ d , + + /(c)d + x(« )= o-
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substitution, développons chaque terme, l’équation devient



Lorsque cette équation a deux racines d' et d" réelles et diffé
rentes, une seule valeur de v tend 
vers d1 quand x  augmente indéfini
ment, et donne naissance à deux 
branches réelles asymptotes à la 
droite y = c x -h d ';  deux autres bran
ches réelles sont de même asympto
tes à la droite parallèle y =  cx-{- d". 

Si, par l’origine, on mène une 
droite OC' ayant pour coefficient angulaire c (fig. 232), la lettre 
« désigne la longueur MQ pour les diverses branches de la 
courbe.

Exemple. Soit la courbe yl — y3x +  x3—  2 x'2y =  o , construite au 

34j. On a (f (u) =  u* —  u3 — u3 (u —  1). L’équation s (u) =  o a une 
racine triple égale à zéro et une racine simple égale à 1. La racine simple, 
à laquelle correspond une valeur d égale à r, donne une droite y =  x +  r 
asymptote à deux branches réelles. La racine triple ne pourrait donner 
que des asymptotes parallèles à OX; mais il est évident, d’après l’équation 
delà courbe, qu’aucune des valeurs de y ne tend vers une limite finie, 
quand x augmente indéfiniment.

3 6 5 —11 est facile de ramener l’étude des branches infinies 
d’une courbe algébrique à celle des branches finies d’une courbe 
algébrique du même degré. Soient x  et y les coordonnées d’un 
point quelconque M d’ une première figure; à ce point M faisons 
correspondre le point M; dont les coordonnées x ' et y' sont 
données par les relations

; 1 / yx ' - = - i  y '= - >
X  9 X

desquelles on déduit inversement
1 y'

x — - , i  y — - , -  x 1 x 1
Si le point M décrit une droite A x  -t- By +  C =  o, le point M' 
décrit une droite correspondante Cx/ +  Bÿ7+  A = o ,  le coeffi
cient angulaire de l’une des droites étant égal à l’ordonnée à 
l’origine de l ’autre. Plus généralement, si le point M décrit une 
courbe du degré m, le point M; décrit une courbe correspon
dante du même degré ; à une sécante passant par deux points
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voisins de l’une des courbes correspond une sécante passant par 
deux points voisins de l’autre courbe, et, par conséquent, à une 
tangente correspond une tangente. Nouspouvons supposer quela 
première courbe est rapportée à des axes tels que l ’équation ren - 
ferme un terme en y™; alors on n’obtient des branches infinies 
qu’en faisant augmenter a; indéfiniment, et toutes les valeurs du

rapport ^ tendent vers des limites finies. D’après cela , si le

point M décrit une branche infinie 
de la première courbe, comme x '  tend 
vers zéro et y' vers une valeur finie c, 
le point M'décrira une branche abou
tissant sur l’axe des y à un point A' 
dont l’ordonnée est c (fig. 233). On 
ramène de la sorte l’étude des bran
ches infinies de la première courbe a 

celle des branches de la seconde courbe dans le voisinage des 
points situés sur l’axe des y.

Soit A' un point où la seconde courbe coupe l’axe des y ; appe
lons d le coefficient angulaire de la tangente en ce point ; pour un

pointM'voisin de A'on aur a^— & tendant vers zéro

avec a;7; la branche A'M' de la seconde courbe est donc représen
tée par l’équation y,= c-\-d x ,-\-<Sx' ; à cette branche correspond 
une branche infinie de la première courbe ayant pour équation 
y — cx+ -d-i-b, & tendant vers zéro quand x  augmente indéfini
ment ; à la tangente y'=c-+- dx1 à la seconde courbe correspond 
l’asymptote y = cx-\-d  à la première. On saitque du point A7 par
tent toujours un nombre pair de branches ayant la même tan
gente (n° 352) ; la première courbe admet donc un nombre pair 
de branches infinies ayant la même asymptote. La tangente en 
A' étant la limite de la tangente en M', il en résulte que l’asymp
tote est la limite de la tangente au point M, quand ce point 
s’éloigne à l’infini.

Supposons, par exemple, quele point A' soit un point simple 
ordinaire, comme l’indique la fig. 233; on voit qu’à la branche 
A;M; correspond une branche infinie M située au-dessus de
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l’asymptote vers la droite,et à la branche A W  une deuxième 
branche infinie N située au-dessous 
de l’asymptote vers la gauche. S’il 
y  avait inflexion en A1 (fig. 234), les 
deux branches infinies seraient si
tuées toutes deux d’un même côté de 
l’asymptote, l’une vers la droite, l ’autre 
vers la gauche. Dans le second cas, 
on dit que la courbe a un point d’in- 

tlexion à l’infini.
Si le point A ' est un point double avec deux tangentes diffé

rentes, on a deux asymptotes parallèles, à chacune desquelles 
correspondent deux branches infinies ayant l ’une des disposi
tions précédentes. Lorsque le point double A ' est un point de 
rebroussement, on a deux branches asymptotes à la même 
droite, mais vers une même extrémité.

Nous avons supposé jusqu’à présent que la tangente en A! ne 
coïncide pas avec l’axe des y , lorsque cette circonstance se pré
sente, aux branches qui partent du point A' correspondent dans 
la première figure des branches infinies dépourvues d’asymp
tote. La direction de la tangente au point M tend vers la direc
tion déterminée par le coefficient angulaire c ; mais elle s’éloigne 
à l’infini. On donne à ces branches infinies le nom de branches 
paraboliques. Si le point A! est un point simple ordinaire, les 
deux branches infinies sontdirigées dans le même sens, comme 
cela a lieu dans la parabole ordinaire. S ’il y  a inflexion en A1, 
les deux branches sont dirigées dans des sens contraires.

La courbe représentée par l’équation y'l = x  offre cette dispo
sition ; elle se compose de deux branches infinies dépourvues 
d’asymptote et dirigées, l’une vers les x  positifs, l’autre vers les 

x  négatifs.

3 0 0 —  Puisqu’à chaque valeur de x  correspondent au plus 
m valeurs réelles de y, la première courbe admet au plus m 
branches infinies du côté des x  positives et m branches infinies 
du côté des x  négatives ; ceci résulte d’ailleurs de ce que la 
seconde courbe est coupée au plus en m points par l’axe des y.
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Le nombre des tangentes à la seconde courbe en ces points 
d’intersection étant au plus égal à m, la première courbe admet 
au plus m asymptotes.

Les droites menées par le point A7 se transforment en droites 
parallèles à l’asymptote. Si le point A' est un point simple 
(n® 354), une sécante menée par ce point coupe la seconde 
courbe enm—i autres points; donc toute parallèle à l’asymp
tote coupe la première courbe en m — i points. La tangente 
en A' ne coupe la seconde courbe qu’en m — 2 autres points, 
et, par conséquent, l’asymptote ne coupe la première courbe 
qu’en m—2 points; on dit que deux points d'intersection sont 
à l’infini. S'il y a inflexion en A', comme la tangente coupe la

formation que nous avons effectuée revient à prendre la per
spective de la figure sur un plan. Considérons, en effet, deux 
figures placées, l’une dans un plan horizontal, l’autre dans un 
plan vertical coupant le plan horizontal suivant la ligne LT 
(fig. 235), et telles que l’une soit la perspective de l’autre, l’œil 
étant placé au pointdontles projections sont oet o'. 11 est visible 
que, lorsqu’un point M s’éloigne à l’infini dans le plan vertical, 
sa perspective M' vient sur la droite o'y' parallèle à la ligne de 
terre ; l’étude des branches infinies de la courbe située dans le 
plan vertical est ainsi ramenée à l’étude de l’autre courbe dans 
le voisinage des points situés sur la droite o'y1.

Si l’on rapporte l’une des courbes aux deux axes o x  et oy, 

l’autre aux deux axes o'x! et & y', on a les formules de transfor

seconde courbe en 
trois points qui se 
confondent en A' 
(n° 345), l’asymp
tote aura trois 
points d’intersec
tion à l’infini, et, 
par conséquent,
ne rencontrera la 
première courbe 
qu’en m—3 points.
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mation —  y'—  ^  1 dans lesquelles a et 6 désignent les
oc x

distances ao' etao. Ces formules sont précisément celles que nous 
avons employées précédemment, quand on fait a = b =  i.

Soit A1 un point où la seconde courbe coupe la droite o'y1; la 

tangente A B en ce point a pour perspective la droite A,A; aux 
deux branches M' et N', qui partent du point A ', correspondent 
deux branches infinies M et N asymptotes à la droite AA,.

Lorsque la tangente en A' coïncide avec la droite o'y', comme 
cela a lieu au point C', l ’asymptote est rejetée à l’ infini et les 
deux branches P' et Q' donnent naissance à deux branches para

boliques infinies P et Q ; la droite menée du point o à un point 
de Tune des branches P et Q tend vers la direction limite oC,.

3 6 8  —  Les courbes transcendantes peuvent couper leurs 
asymptotes en une infinité de points.
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Par exemple, la courbe y =  oscille indéfiniment de part et d 'autre

de la droite OX à laquelle elle est asymptote, puisque la valeur de y a 

pour limite zéro (fig. a36). Les oscillations ont d’ailleurs une amplitude 
constante et égale à n.

L a  c o u r b e  y =  — 7—  o s c i l l e  in d é fin im e n t  d e  p a r t  e t  d 'a u t r e  d e  s o n

asymptote OX v ««ris ici l’amplitude des oscillations va en diminuant 
(fig. *37).

3 6 9 - 1 1  arrive quelquefois que deux branches infinies 
n’ont pas d’asymptote rectiligne, et que cependant la
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différence de leurs ordonnées tend vers zéro ; dans ce cas,
on dit que les deux courbes sont 
asymptotes l’une de l'autre ; si l ’une 
d’elles est une courbe simple bien 
connue, on pourra s’en servir pour 
tracer l’autre. Reprenons l’équation

et supposons que le degré
I (x )

du numérateur surpasse de plus 
d’une unité le degré du dénomina-

teur; le rapport ~  croissant indéfi

niment avec x , les branches qui 
correspondent aux valeurs très- 

grandes de x ,  positives ou négatives, n’ont par d’asymptote 
rectiligne. Si l’on effectue la division, on a

, i. , ?(*)
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y =  a xn -+- bxn~' + . . .  +  k -+- ,

et les deux branches considérées sont asymptotes à la courbe 

y =  a xn 4 - bxn~' -4- . . .  -t- k.

Quand n = 2, cette seconde courbe est une parabole. Par exem
ple, la courbe

æ 3 +  i  ,  , iy = --------=  x'-\------
x  x

est asymptote à la parabole y =  x* (fig. 238).

CHAPITRE IV

C on stru ction  des courbe» en coordonnée!* polaires.

3 7 0 — Nous avons défini les coordonnées polaires au n° 3 ; 
dans ce système un point quelconque, pris isolément dans le 
p lan, peut être déterminé par une valeur de o> comprise entre 
o et 2tc, et par une valeur positive de p ; cependant, on est



conduit à faire varier chacune des coordonnées <o et p de —  qo 
à +  00.

Nous avons vu (n° 263) que, l'un des foyers de l’hyperbole 
«tant pris pour pôle, les deux branches sont représentées par 
deux équations distinctes, quand on se borne aux rayons vec
teurs positifs ; mais que l’une des équations suffit, si l ’on admet 
les rayons vecteurs négatifs, en convenant de porter la valeur 
absolue de chacun d’eux dans la direction opposée à celle qu’in
dique la valeur deo>. Nous avons vu aussi que cette convention 
permet de représenter le limaçon de Pascal par une seule équa
tion (n° 3i).

3 7 1  —  Spirale d’Archimède. Un point M se meut d’uu 
mouvement uniforme et dans le sens G'G sur une droite indé
finie G'OG, qui tourne elle-même d’un mouvement uniforme 
autour de l ’un de ses points 0 , la courbe décrite par le point M 
est la spirale d’Archimède (fig. 23g).

Prenons pour axe polaire la position OX, occupée par la droite 
OG lorsque le mobile M passe en 0 , et comptons les angles po
laires positivement dans le sens du mouvement de la droite ; 
soit a la longueur dont le mobile s’avance sur la droite, pendant 
que celle-ci fait une révolution entière. Si l ’on considère le mo
bile dans l’une quelconque de ses positions après son passage 
en 0 , en appelant <o l’angle dont a tourné la direction OX pour 
venir sur OG, et p la distance du mobile au point 0 , on a, en

posant —  = b ,
27Ü

✓ Ÿ\ P 0> (o
£ =  ~ ’ 0U ? =  a —  =  b(ù.a 2TT r 2ir

Considérons le mobile avant son passage en 0 ; appelons o>, 
la valeur absolue de l ’angle dont il faut faire tourner la direc
tion OX pour l ’amener sur OG ; le point M étant placé sur la 
direction opposée OG', le rayon vecteur doit être considéré

comme négatif, et l’on a— Si  l’on convient de regarder
a 2ir D

comme négatifs les angles polaires comptés dans un sens op
posé au premier, on aura u =  —  w ,, et la relation précédente 
coïncide avec l ’équation (i) qui représente alors la courbe in
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définie. Les valeurs de w comprises entre o et 2ir, 2it et 4it,..., 
o et — 2-rc,.. donnent les spires successives. Si l’on se bor
nait aux valeurs positives de p et aux valeurs de w comprises 
entre o et 2ir, il faudrait une équation particulière pour repré
senter chacune des spires,

p=frü>, p = a - h b ( o , . . . ,  p —  a — b u ,  p = z  a — b a > , . . . .

La spirale d’Archimède se 
compose de deux parties 
OB1C1D1AlBs...etOB1E1D1F1Bs... 
symétriques l’une de l’autre 

~par rapport à la perpendicu
laire OY à l’axe polaire. Cha
que partie comprend une in
finité de spires, et les portions 
d’une droite quelconque menée 
par le pôle et comprise entre 

deux spires consécutives ont toutes pour longueur a. 

u 3 7 2 —Remarque I. Un même point M du plan peut être dé
fini par une infinité de couples 
de valeurs de p et de co. Si l’on 
appelle a l’angle positif moin
dre que 27u que fait la direction 
OM avec l’axe OX et a la dis

tance OM (fig. 240), on peut prendre pour coordonnées du 
point M les couples de valeurs
• •.(—4iu+a,a), (—2ir+a,a), (a,a), (2--+-a,a), (4ir+a,a),...
dans lesquelles le rayon vecteur est positif, ou les couples

•..(— 37T4-a, — a), (— rc+a,— a), (iu-t-a,— a),

( 3 i r + a , — a ) ,  ( 5 i r - h a , — a ) , . . .

dans lesquelles le rayon vecteur est négatif. Lorsque le point M 
appartient à une courbe définie par une équation f  (w, p) =  o, 
ses coordonnées ne peuvent être indiquées à la .seule inspec
tion du point ; il faut, pour les obtenir, suivre le tracé de la 
courbe.

3 7 3  — R emarque II. Dans les formules de transformation
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établies au livre I, chapitre iv, nous avons supposé le point M 
déterminé par un rayon vecteur positif et par un angle polaire 
compris entre o et air. Conservant d’abord le rayon vecteur 
positif, on peut prendre pour angle polaire l’un quelconque 
des angles que forme la direction OM avec l ’axe OX (fig. 241);

en convenant d’affecter l’angle du signe 
-f- ou du signe — , suivant qu’une droite 
partant de la direction OX pour arriver 
à la direction OM tourne de OX vers 
OY, ou dans le sens opposé. Ceci re
vient à augmenter ou à diminuer l’angle 
désigné primitivement par « , d’un m ul

tiple de 2ir; le sinus et le cosinus ne changeant pas, les for
mules restent les mêmes. Supposons maintenant le point M 
défini par un rayon vecteur négatif ; l ’angle w sera l’un des an
gles formés par la direction OM' avec OX. La projection de OM 
sur OX est (—  p) X  cos (tc +  u ) ou p cos w ; ainsi on a encore 
x = p  cos (d, et de même ÿ =  p sin w. Donc les formules sont 

générales.
Lorsque l’axe polaire OX' ne coïncide 

pas avec OX, on définit la position de cet 
axe par l ’angle a qu’il fait avec OX. Si, 
dans les formules a:=pcosw , î/=psinw , 
qui se rapportent à l’axe polaire OX, 
on remplace w par w '- f - a ,  il vient 

x = p  cos (w'-f- a), ÿ =  p sin (o )'+ a). Supposons les axes des 
coordonnées obliques, et prenons OX pour axe polaire 
(fig. 242), on obtientles formules de transformation en proje
tant les deux chemins OM et OPM successivement sur une per
pendiculaire à OX et sur une perpendiculaire à O Y , ce qui 

donne
psin (0— w) _psinco

* --------sïïTÔ ’ V ~  sin9 ’

3 7 4  —  R em a rq u e  III. Dans le cas où l’on obtient toute la 
courbe en faisant varier w de o à 2tc, on reconnaît la symétrie 
par rapport à l’axe polaire OX, quand les valeurs a et 2ir a 
attribuées à o> reproduisent la même valeur de p, ou quand les
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valeurs a et ir— a donnent des valeurs de p égales et de signes 
contraires. On reconnaît de même la symétrie par rapport à la 
perpendiculaire OY, quand les angles a et v  —  a donnent la 
même valeur de p, ou les angles a et 2tc— a des valeurs égales 
et de signes contraires. Enfin, on reconnaît la symétrie par 
rapport au pôle, quand les angles a et i r + a  donnent la même 
valeur de p.

Mais lorsque, pour avoir toute la courbe, il est nécessaire de 
faire varierwau-delà de 2tc, la symétrie peut se présenter d’une 
autre manière. Par exemple, s’il est nécessaire de faire varier w 
de o à 4tc, la symétrie par rapport à l’axe polaire aura lieu si 
les angles aet2ir— a, ou a et 4"̂  —  a, donnent des valeurs égales 
pour p, ou si les angles a et ir—  a, ou a et 3tt— a, donnent des 
valeurs de p égales et de signes contraires. Si les limites de 
to sont plus étendues, le nombre des comparaisons à faire aug
mente.

C o n s id é r o n s ,  p a r  e x e m p l e ,  la  c o u r b e  d é f in ie  p a r  l ’ é q u a t io n  p =  c o s - -

Q u a n d  w  a u g m e n t e  d e  d e u x  fo is  a * ,  la  

d ir e c t io n  d u  r a y o n  r e d e v ie n t  la  m ê m e ;

d’ailleurs, ~ augmentant de ait, p reprend

la  m ê m e  v a l e u r  e t  l ’ o n  r e t r o u v e  u n  p o in t  

d é jà  o b t e n u  a n t é r ie u r e m e n t ;  i l  s u ffit  d o n c  

d e  f a i r e  v a r ie r  <*> d e  o  à  4r-- S i  l ’o n  a u g 

m e n t e  <o d e  a r c , le  r a y o n  r e v i e n t  à la

m ê m e  d i r e c t i o n ;  m a is  -  a u g m e n ta n t  
1

seulement de n, p conserve la même valeur numérique en changeant de 
signe; on en conclut que la portion du lieu donnée par les valeurs de 
u comprises entre ait et 4* est symétrique par rapport au pôle de la 
partie donnée par les valeurs de w comprises entre o et ajr; en 
d’autres termes, le pôle est centre delà courbe. Pour io =  a ct(o = a^  — a, 
les valeurs de p sont égales et de signes contraires; on a, de la sorte, deux 
points placés symétriquement par rapport à la perpendiculaire OY à l’axe 
polaire (fig. a43); cette droite OY est un axe de la courbe. La variable u> 
allant de o à n, p diminue de i à o, et l’on a l’arc ABO tangent au point O 
à la droite OX'. Les valeurs de <■> comprises entre ir et air donnent l’arc 
(il!A' symétrique du premier par rapport à OY, et les valeurs de <o com-

3 4 2  LIV RE IV, CHAPITRE IV.



prises entre arc, et 411 la courbe A'BOI’/A symétrique de ABOBA1 par 
rapport au pôle. La courbe est formée de quatre arcs égaux. L’axe polaire 
est aussi un axe de la courbe, ce qu’on voit directement en remarquant 
que 1 on a des valeurs égales de p pour les valeurs a et 4 tt —  a attribuées
à (o.

T A N G E N T E .

5 — On détermine la direction MT de la tangente au point 
M par l’angle V qu’elle fait avec 
le prolongement MA du rayon 
vecteur.

Soient p et w les coordonnées du 
point M , p +  Ap et w+ A m celles 
d’un point voisin M' (fig. 244); 
menons la sécante MM', et du pôle 
comme cen tre , avec OM pour 
rayon, décrivons l’arc de cercle 

Fie- 244- MN; l’angle MOM7 est l’accrois
sement Aa> de l’angle polaire, NM; est l’accroissement Ap du 
rayon vecteur. Le triangle NMM' donne

sinQM'M_corde MN__corde MN arc MN__corde MN  ̂_ p Au
sinNMM' M'N ~  arcMN X  MN ~  arcMN X _ Â^"

Si l'on fait tourner la sécante autour du pointM,de manière que 
le point M' se rapproche indéfiniment du point M, la sécante 
MM' a pour limite la tangente MT, la corde MN a pour limite la 
tangente à l’arc de cercle, et, par suite, la perpendiculaire au 
rayon OA ; on a donc

lim OM'M=OMT/= V ,

lim N M M '= - —  V;
2

on sait, d’ailleurs, que la limite du rapport d’un arc de cercle
à sa corde est l’unité ; Téquation précédente devient ainsi

sin V . A&> p _p
COsV =  f ï â ’ ou tan8 V= T V " " 7 ’ 

r lim - 1-Aw

p' désignant la dérivée de p considéré comme fonction de tu.
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On a supposé dans la figure précédente que le rayon vecteur 
croît avec l’anglew ; s’il décroît, le triangle NMM' (fig. 245) donne

sin OM'M corde MN arcMN _  corde MN p Ao 
—  sin NMM' arcMN —  M'N arcMN X  "Âp" ’

les angles OM'M, NMM' ayant pour li

mites V et V — on retrouve en

core la même formule.
Quand «  croît, on s’avance sur 

la courbe dans un certain sens ; V 
désigne l’angle que fait la tangente 
menée dans le sens du mouvement 

avec la direction déterminée par l’angle w. On voit aussi que 
la même formule convient au cas où le rayon vecteur est 
négatif.

3 7 6 — R emarque. Lorsque le rayon vecteur s’annule pour 
une valeur particulière u4 de a , on 
a une branche de courbe OC passant 
au pôle, et la tangente à cette branche 
au pôle est précisément la droite OA 
donnée par l’angle w0. En effet, si l ’on

. prend un point voisin M, et si l’on fait 
tourner la sécante OM de manière que 
le point M se rapproche du point O, 

P s’annule et la sécante tend vers la direction OA.

3 7 7 —  E xemple I. Spirale d'Archimède. L’équation de cette courbe 
étant p =  6 t«(n* 371), on en déduit p/= 6 , d’où

p bo>  tangV =  P  =  —  = w .

Si le point M part du pôle et s’avance sur la courbe, l’angle V, d’abord 
nul, augmente constamment et tend vers un angle droit.

E x e m p l e  11. Spirale logarithmique. —  On appelle spirale logarithmique 
la courbe dont l’équation polaire est p =  ae"" , a désignant une ligne donnée 
et m un nombre. Supposons la constante m positive ; si l’on fait croître <0 de 
o i l’infini, p va constamment en croissant de a à l’infini, ce qui donne une 
branche indéfinie ABC..., faisautune infinité de circonvolutions autour du 
pôle. Si l’on fait ensuite varier m de o à — oo, p diminue constamment et
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tend vers zéro, on obtient une seconde branche indéfinie AB'C'... qui fait une
infinité de circonvolutions autour du pôle, 
en se rapprochant constamment de ce 
point. Si la constante m était négative, 
les valeurs positives de w donneraient la 
branche qui se rapproche du pôle, et les 
valeurs négatives celle qui s’en éloigne.On

aicip'=maemw=mp,d’oùtangV= - •  On
m

en conclut que la tangente à la courbe fait 
un angle constant avec le rayon vecteur.

3 7 8 —  E xemple III. Epicycloïde. Lorsqu’un cercle mobile roule, 
sans glisser, sur un cercle fixe, un point du cercle mobile décrit dans le 
plan une courbe à laquelle on a donné le nom tVépicycloïde.

Bornons-nous au cas où les deux cercles sont égaux. Soit C le cercle 
fixe, C1 la position initiale du cercle mobile, o le rayon ; supposons que ce

soit le point de contact A 
qui, dans le mouvement 
du cercle C', engendre 
l’épicycloïde (fig. 248). 
Lorsque le cercle mobile 
est venu dans la position
C", le point A est en M, 
les deux arcs EA , EM 
étant égaux. Prenons le 
point A pour pôle, le pro
longement de CA pour axe 
polaire: la droite AM, per
pendiculaire à la tangente 

commune AN aux deux cercles, est parallèle à CE; l’angle AEN est la 
moitié de ACE, et, par conséquent, la moitié de <0; le triangle rectangle

(*) (1)
ANE donne AN =  AE sin -  : mais AE =  *asin -  ; on a donc

a 2

co
P =  4 o  sin’ -  = i a  (1 —  cos w).

2

Cette courbe est un cas particulier du limaçon de Pascal (n° 3o). On a
(O b )

ici ÿ =  lasim», d’où tang V =  tang-« et, par suite, V =  -•  Il est aisé



de voir que la normale à l’épicycloïde en un point quelconque M passe au 
point de contact E du cercle moliile avec le cercle fixe; car l’angle MEN

étant égal à et par suite à V, la droite EM est perpendiculaire à MT

3 7 9  —  Exemple IV. Construction de la courbe p =  4 +  cos 5 w.

Le rayon vecteur p reste tou-
jourscompris entre 3 et 5 ; décri
vons donc du pôle comme centre 
deux cercles avec les rayons 3 et 5, 
la courbe sera tout entière située 
entre les deux circonférences 
(fig. 249). Quand u varie de o à

p diminue de 5 à 3, ce qui

donne l’arc AB. Quand <0 varie
TZ 2 7 C

de - à -r-’ p augmente de 3 à 5,
5 5

ce qui donne l’arc BA’ symétrique 
du premier par rapport à la ligne OB. L’angle 5<a a varié de la sorte de o à

2tc. Si l’on fait varier u> de ^  5 ~  * l’angle 5u variera de ait à 4ïr, et les

mêmes valeurs de p se reproduiront dans le même ordre; on obtiendra donc 
un second arc A'B’A" égal au premier, puis un troisième, et ainsi de suite. 
Après le cinquième arc, on reviendra au point de départ.

0

En prenant la dérivée, on trouve tang V =  — 5 s}n 5 à"' ^ux P0,nts A
TZ

et B on a sin 5 « =  o, et, par suite, V =  - .

3 8 0  —  E x e m p l e  V. Scarabée. Les extrémités d’une droite de lon
gueur constante glissent sur deux droites rectangulaires OX, OY ; d’un 
point fixe I, situé sur la bissectrice, on abaisse une perpendiculaire sur la 
droite mobile; trouver le lieu du pied de cette perpendiculaire ( f i g .  a5o).

11 est évident que le lieu sera symétrique par rapport à la bissectrice 01. 
Plaçons d’abord la droite mobile dans la position PQ perpendiculaire à la 
bissectrice, on a le point A du lieu. Faisons glisser la droite de manière 
que l’extrémité Q descende sur l’axe des y ; dans une certaine position P'Q’, 
la droite passera par le point I, qui appartient au lieu; on a ainsi l’arc 
AEl,donl la tangente en 1 est perpendiculaire à P'Q'. L’extrémité Q'conti
nuant à descendre, la droite vient s’appliquer sur OX, et l’on a l’arc IFC 
qui passe au point C, pied de la perpendiculaire abaissée du point I sur
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OX. L’extrémité Q glisse ensuite sur OY', et la courbe passe au-dessous de 
OX ; la droite arrive dans une position P'Q" telle que l’angle IP"Q" est 
droit, ce qui donne le point P” du lieu ; on a ainsi l’arc CGP". Si l'extré
mité Q" continue à descendre, la courbe revient au-dessus deOX; bientôt, 
dans la position P"'Q”', la droite prolongée passe en I , on a ainsi l’arc P”I 
dont la tangente en I est perpendiculaire à P"Q'". L’extrémité P"'conti
nuant à se rapprocher du point O, la droite s’applique sur OY' et l’on 
obtient l’arc 1HD, qui passe par le point D, pied de la perpendiculaire
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abaissée du point I sur OY. L’extrémilé P"' glisse ensuite sur OX7, et la 
droite arrive daus une position P"Q", telle que l’angle IP"Q" est droit ; le 
point P" appartient au lieu, et l’on a l’arc DP". Enfin la droite, dans la 
position Q'P', devient perpendiculaire à la bissectrice OB, ce qui donne 
l’arc P"B. Si, revenant à la position primitive PQ, on fait mouvoir la droite 
en sens inverse jusqu’à la position finale P'Q', il est clair qu’on obtiendra 
une courbe symétrique de la précédente par rapport à la droite AB.

Prenons pour pôle le point I et pour axe polaire la bissectrice BA; ap
pelons c la distance 01 et a a la longueur de la droite mobile PQ; la droile 
qui joint le point 0  au milieu de l’hypoténuse PQ du triangle rectangle
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PO Q  est ég ale  à a ; l'an gle que ce tte  dro ite  fait av ec la perpen diculaire h 
abaissée du poin t O su r l’hypoténuse est égal à  on a , d ’ailleurs, 

h =  c co s u - ( -  p , on en  déd u it l ’équation de la co u rb e  p =  a co s 2 to— c c o s » .

CONCAVITÉ ET CONVEXITÉ.

3 8 1 — Considérons sur un arc de courbe un point M, ayant 
pour coordonnées w0 et p0; la tangente en ce point sera repré

sentée par Téquation r = — -3-— si l’on appelle q la lon-
COS(ù)—  p) 1 *

gueur de la perpendiculaire abaissée du pôle sur la tangente et 
(3 l’angle que fait cette perpendiculaireavec Taxe polaire (n°82). 
La position de la courbe par rapport à la tangente, dans le voi
sinage du point M, dépend du signe de la différence r —  p des 
rayons vecteurs pour une même valeur de a>, ou de la diffé

rence i —  i , si ces rayons vecteurs sont positifs, ce que nous

supposerons. Appelonsz  cette dernière différence;la valeur de 
z  est évidemment nulle au point M, sa première dérivée

est aussi nulle; car on a, au point M (n° 3y5),

( | )  = — p ï = — sin K — (3) = cos V, g = PosinV.

La seconde dérivée,

acquiert au point M une valeur égale à celle de l ’expression
1 / i \ "
-•+- . En répétant ici le raisonnement du n° 344, °n  verra

que, si cette quantité est positive, la différence z est elle-même 
positive dans le voisinage du point M, et par conséquent la 
courbe est placée du côté de la tangente où est le pôle, et que, 
si au contraire cette quantité est négative, la différence z  est 
négative, et la courbe placée de l’autre côté de la tangente.

Il y  aura inflexion quand la quantité - +  changera de 

signe.
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ASYMPTOTES.

—  Considérons une branche infinie, asymptote à la 
droite CD (fig. 2 5 i ) ;  si l ’on joint le 
pôle à un point M de la courbe, et si 
l’on suppose que le point M s’éloigne 
indéfiniment sur la courbe, la direc
tion OM aura pour limite la direc
tion OL de l ’asymptote. Ainsi, lors
que le rayon vecteur p devient infini 
pour une valeur particulière a de t», si 
la branche ainsi obtenue a une asymp
tote-, cette asymptote est parallèle à la 

direction déterminée par l’angle a qui rend p infini.
Pour avoir la distance OC de l ’asymptote à la droite OL, du 

point M de la courbe abaissons une perpendiculaire MK sur cette 
droite; le triangle MOK donne

M K =  OM sin KOM =  p sin (a— to).

Si le produit psin (a— <■>) ne tend vers aucune limite, la branche 
infinie n’a pas d’asymptote. Si, au contraire, ce produit tend 
vers une limite finie d, la branche de courbe admet pour 
asymptote la droite CD, située à la distance d du rayon OL ; car 
la distance MK ayant pour limite d, la distance MH aura pour 
limite zéro.

Lorsqu’on obtient la branche infinie en faisant croître w vers 
il est évident que, si cette branche a une asymptote, l ’asymp

tote sera placée par rapport à OL, comme l’indique la figure. 
Si l’on obtenait la branche infinie en faisant diminuer « vers a, 
l’asymptote serait placée de l’autre côté de OL, et sa distance à 
OL serait la limite du produit psin (w— a).

Nous avons supposé la branche de courbe donnée par un 
rayon vecteur positif; si elle était donnée par un rayon vecteur 
négatif, on aurait, dans le premier cas, M K = — psin (a— w), 
dans le second cas, M K = — psin(oj— a).

3 8 3  — E x e m p l e  V. Hyperbole. L’équation polaire de cette courbe



Pest (n° a63) p =  ■ ^ , dans laquelle e est plus grand que i . Soit a

l’angle dont le cosinus est — quand

<o croît de o à a, p croît de à co , et
1+0

l’on a la branche infinie AE; u> variant 
de a à 7t, p devient négatif et varie de

— ■» à ----- —, ce qui donne la
e — i  ^

branche infinie E'A’. Les valeurs de w,
comprises entre it et ait, donnent deux
branches symétriques des précédentes
par rapport à l’axe polaire.

La distance MK d'un point de l’une des branches-AE, A'E' à la droite OL
e s t

^_p sin (a —  «o)_ p sin (a —  to) _ p sin (a —  <o)
i +  ecosto / 1 \ e ( c o s u — cosa) ’

e I -  + c o s w  1

transformant en un produit la différence cosw —  cosa, remplaçant sin (a— w)
. a —  w a — <o . ■ i /■ . • a — “par a s in -------cos —-----» et supprimant le facteur commun sin— -— *

on a
a — -to 

p cos---------

MK = ---------- —  •, a +  <oe sin-------
a

Cette distance a pour limite OC =  — -—  , et l’on obtient ainsi l’asymptote
esina

CD. L’asymptote des deux autres branches est placée symétriquement par 
rapport à l’axe polaire.

L’excès de la distance MK sur sa limite a pour expression

( a — b> \  . a — to . a +  w 
c o s --------  \ a sin a. c o s -------------a s in ---------

------ 2----- _J_ = ? X -------------- ----------------— •
. a + 0) sin a  I e . . a - f - e a  r

s in -------- / 2 sin a sin--------
\  2 J  a

si Ton remplace le produit a sin a cos ~ ~  Par la somme

. 3 a —  to . a  - f -  w 
S in -------------h  sin-------- ,

2  2

il vient
. 3  a —  w . a  -4-to 

s in -------------- s in --------
S =  E X ------- -̂------------ L _ .

e . . a  -4 - co
2  sin a  sin —

2
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s > l ’o n  tr a n s fo r m e  e n s u it e  le  n u m é r a t e u r  e n  u n  p r o d u i t ,  o u  a  fin a le m e n t

. a — to . <o— a  
p s i n ---------c o s a  p s i n ----------

. a +  w —  , . . to-f-a 
e sin a s in -------  e sin a s in -------

2  2

Q u a n d  to v a r ie  d e  o  à  a ,  la  d i f f é r e n c e  6 e s t  n é g a t i v e ;  a in s i la  b r a n c h e  A E  

e s t  c o m p r is e  e n t r e  le s  p a r a l lè le s  O L  e t  C D .  M a is , q u a n d  to v a r ie  d e  a  à n, 

la  d if fé r e n c e  8 e s t  p o s it iv e ,  e t  la  b r a n c h e  E ' A '  e s t  s i t u é e  e n  d e h o r s  d e s  

p a r a llè le s .

3 8 4  —  E x e m p l e  V I .  Slrophaiide oblique. D a n s  la  c o n s t r u c t io n  d e  la  

s tr o p h o ïd e  d r o i t e ,  t e l le  q u e  n o u s  l ’ a v o n s  d o n n é e  a u  n» 2 7 ,  n o u s  s u p p o 

s io n s  le s  d r o it e s  O X  e t  O Y  r e c t a n g u la i r e s ;  s u p p o s o n s  m a in te n a n t  q u e  c e s  

d r o ite s  fa s s e n t  e n t r e  e l l e s  u n  a n g le  6 ( f ig . 253 ) ;  p a r  le  p o in t  f ix e  A  p la c é  

s u r  l ’ u n e  d ’ e l le s ,  o n  m è n e  u n e  s é c a n t e  q u e lc o n q u e  A D ,  s u r  la q u e l l e  o n  

p r e n d , à p a r t i r  d u  p o in t  D ,  d e s  lo n g u e u r s  D M  e t  D N  é g a le s  à  D O , e t  o n  

c h e r c h e  l e  l i e u  d e s  p o in t s  M  e t  N .

Q u a n d  la  s é c a n t e  t o u r n e  d a n s  l ’ a n g le  o b t ù s  X O Y  ju s q u ’ à  d e v e n ir  p a r a l lè le  

a O Y ,  le  p o in t  M  d é c r i t  l ’ a r c  O M B , t e r m in é  a u  p o in t  B  s u r  la  p e r p e n d i

c u la ir e  O B  à O Y  ; le  p o in t  N  d é c r i t  la  b r a n c h e  in f in ie  O N . S i  l ’o n  p r e n d  

U1>e d is ta n c e  O G  é g a le  à  O A ,  e t  q u e  p a r  le  p o in t  G  o n  m è n e  u n e  p a r a l lè le

H 'I I  à  O Y ,  o n  a l ’ a s y m p to te  d e  la  

b r a n c h e  O N ;  c a r  l ’ o b liq u e  N F  

é g a le  à  A M  a y a n t  p o u r  l i m it e  A B ,  

l a  d is ta n c e  d u  p o in t  N  à  la  d r o ite  

a  p o u r  l im ite  z é r o .

F a is o n s  m a in te n a n t  t o u r n e r  la  

s é c a n t e  d a n s  l ’ a n g l e  a ig u  X O Y '  ; 

la  p e r p e n d ic u la ir e  é le v é e  s u r  le  

m il ie u  d e  O A  c o u p e  O Y '  e n  un  

p o in t  C ,  te l q u e  l ’ o n  a C A  =  C O ;  

q u a n d  la  s é c a n t e  o c c u p e  la  p o s i

t io n  A C ,  l ’ u n  d e s  p o in ts  v ie n t  en  

A  e t  l ’ a u t r e  e n  E  ; a in s i ,  la  s é c a n t e  

to u r n a n t  d e  la  p o s it io n  A O  à la  

p o s it io n  A C ,  o n  a  l ’ a r c  O M 'A  t a n 

g e n t  e n  A  à la  d r o it e  A C ,  e t  l ’ a r c  

O E .  L a  s é c a n te  c o n t in u a n t  so n  

m o u v e m e n t ,  la  d r o ite  O D ' d e v ie n t  

p lu s  g r a n d e  q u e  A D 'o u  q u e  D ' F ' ,  

e t  l e  p o in t  N '  e s t  s itu é  a u - d e là  d e  l ’ a s y m p t o t e ;  o n  o b t ie n t  la  b r a n c h e  in fin ie  

E N ' e t  l ’ a r c  A M "B  q u i s e  r a c c o r d e  e n  B  a v e c  l ’ a r c  O M B . 11 e s t  a is é  d e  v o ir
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que les tangentes au point 0 sont les bissectrices des angles formés par les 
droites OX et OY.

Si l’on prend le point O pour pôle, la droite OX pour axe polaire, que 
l’on appelle a la distance OA et 0 l’angle YOX, les angles DOM et DMO étant 
égaux à 6—  w, et l’angle OAD à 6— a<o, le triangle OMA donne la relation

a sin (0 — a w)
(I) P ~  ' sin (o — a) •

On retrouve facilement, à l'aide de l’équation, les propriétés que nous 
avons déduites de la définition géométrique de la courbe.

Quand on prend la droite OY pour axe polaire, l’équation de la courbe 
devient
, , a sin (a m +  0)
( a )  p = -------- :------------•sin oo

S 8 5  —  E xemple VII. Trouver le lieu des points de contact des tan
gentes menées d'un point donné P aux di
verses courbes du second degré ayant pour 
foyers deux points donnés F et F1.

Prenons pour axe la droite F'F (fig. a54), 
et la perpendiculaire élevée à cette droite 
en son milieu ; l’équation générale des co
niques ayant pour foyers les points F et F'est 
, a;* ys
(l) t?+ ÏF ^ ? = 1 '
c désignant la distance OF et a un para
mètre variable; lorsque a est plus grand 

que c, la courbe est une ellipse ; lorsque a est plus petit que c, c’est une 
hyperbole. Soient a, ë les coordonnées du point donné P; l’équation ce 
la corde des contacts des tangentes menées du point P à la conique (i) est 

ax Bu(a . . - i .
'  a a — c

On obtient l’équation du lieu en éliminant le paramètre a entre les 
équations (i) et (a). Si l’on retranche ces équations membre à membre, il 
vient

x* — a x , y* — py

. . .  ai =  c'jx*— ax) .  _  —  c1 (y»—  fty) _
as* a x  —  p y  ’ œ* +  y’ —  a as  — |3y ’

en substituant dans l’équation (a), on obtient l’équation du lieu

( 3 )  ( a D * + y * —  a x —  p y )  { p x — ay)  +  c* ( x  —  a)  ( y  —  /3) =  o .

352 LIVRE IV, CHAPITRE IV.



L e  lie u  e s t  d u  t r o i s iè m e  d e g r é ,  i l  p a s s e  p a r  l e  p o in t d o n n é  P ,  p a r  le s  

fo y e r s  F  e t  F ' ,  e t  p a r  le s  p r o je c t io n s  d u  p o in t  P  s u r  le s  d r o ite s  O X ,  O Y .

S i  1 on  t r a n s p o r t e  le s  a x e s  p a r a l lè le m e n t  à e u x - m ê m e s  a u  p o in t  P ,  l ’ é -  

q u a tio n  d u  l i e u  d e v ie n t

M  ( * ’ + y ’ + a æ + , s y )  ( p x  —  a y ) - \ - c * x y =  o.

S i 1 o n  t r a n s fo r m e  c e l le - c i  e n  c o o r d o n n é e s  p o la ir e s  e n  p r e n a n t  p o u r  p ô le  le  

p o in t  P  e t  p o u r  a x e  p o la ir e  la  d r o it e  P X ' ,  o n  a

(5 ) _  (ca—I—/3*—  a*) sin a to  +  a ctft cos a to
a (a sin w —  yS cos to ) "

■V 1 a id e  d e s  a n g le s  a u x i l ia i r e s  9 e t  9 , d é t e r m in é s  p a r  l e s  f o r m u le s

Z3 3t a n g , = ' a . t a n g T l = c , +  ^ _ tt„

c e t te  é q u a t io n  p r e n d  la  fo r m e

( g )  _ d  s in  ( a ( j - + -? ,)

 ̂ s in  (o> —  9) ’  

la  le t t r e  d d é s ig n a n t  la  q u a n t ité

a V

S i  l ’ o n  fa it  to u r n e r  l ’ a x e  p o la ir e  d e  l ’ a n g le  9 ,  l ’ é q u a t io n  ( 6 )  d e v ie n t  id e n t i

q u e  à l ’ é q u a t io n  (a) d e  la  s tr o p h o i'd e  o b liq u e  (n° 385 ) .

L 'a n g le  9  é ta n t  é g a l  à P O A ,  l ’ a s y m p to te  e s t  p a r a l l è le  à  la  d r o ite  O P .  

P a r m i le s  c o u r b e s  b o m o f o c a le s  c o n s id é r é e s  s e  t r o u v e n t  u n e  h y p e r b o le  e t  

u n e  e l l ip s e  p a s s a n t  p a r  le  p o in t  P ;  o n  e n  c o n c lu t  q u e  l e  p o in t  P  a p p a r 

t ie n t  a u  l ie u  e t  q u e  le s  ta n g e n te s  en  c e  p o in t  s o n t  le s  b is s e c t r ic e s  P Q ,  P Q 'd e s  

a n g le s  fo r m é s  p a r  le s  d r o it e s  P F  e t  P F ' .  L a  s t r o p h o ïd e  e s t  d é fin ie  p a r  d e u x  

d r o ite s  P E ,  P I  e t  u n  p o in t  I  s u r  l ’ u n e  d ’ e l le s .  N o u s  c o n n a is s o n s  la  d r o it e  

P E ;  o n  o b t ie n d r a  la  d r o it e  PL e n  r e m a r q u a n t  q u e  la  t a n g e n t e  P Q  e s t  b is 

s e c t r ic e  d e  l’ a n g le  E P I ;  on  o b t ie n d r a  le  p o in t  1 à l ’ a id e  d e  l ’ u n  d e s  p o in ts  

d u  l i e u ,  p a r  e x e m p le  d u  p o in t  A  ; la  d r o it e  I A  d o i t  ê t r e  t e l le  q u e  l ’o n  a i t  

K A  =  K P ;  le  p o in t  K  e s t  d o n c  le  p o in t  m il ie u  d e  la  d ia g o n a le  O P .

L a  c o u r b e  p r é c é d e n t e  e s t  a u s s i  le  l i e u  d e s  p ie d s  d e s  n o r m a le s  m e n é e s  

d u  p o in t  P  a u x  c o u r b e s  d u  s e c o n d  d e g r é  q u i  o n t  p o u r  fo y e r s  le s  p o in ts  F  

e t  F ' ;  c a r  u n e  e l l ip s e  e t  u n e  h y p e r b o le  b o m o fo c a le s  s e  c o u p a n t  à  a n g le  

d r o it ,  la  t a n g e n t e  à l ’u n e  e s t  n o r m a le  à  l ’a u t r e .

3 8 6  —  E x e m p l e  VIII. Construire la courbe donnée par l'équation

a  to
P =  a ------------- .

a u  —  1

GÊOM. ANALVT. 2 3
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L a  v a l e u r  d e  p s’ a n n u le  p o u r  w  =  o ,  e t  d e v ie n t  in f in ie  p o u r  m  =  -  ;  m e 

n o n s  p a r  l e  p ô l e  la  d r o i t e  L ' L ,  q u i 

fa it  a v e c  l ’ a x e  p o l a ir e  l ’ a n g l e  d o n t

la  m e s u r e  e s t  -  ( f ig .  a  55) .  L o r s 

q u e  u  v a r ie  d e o  à  p e s t  n é g a t i f  et 
2

v a r ie  d e  o  à — «  , o n  a u n e  b r a n c h e  

in f in ie  O A 'B ' ,  t a n g e n t e  à  l ’ a x e  p o 

la i r e  e t  c o m p r is e d a n s l ’ a n g l e X 'O L '.

Q u a n d  w  d é p a s s e  — e t  c r o î t  d e  -  à  »  ,  p d e v ie n t  p o s i t i f  e t  d é c r o î t  d e  «  
2 2

à a, o n  o b t ie n t  u n e  b r a n c h e  in f in ie  B A  q u i  f a i t  u n e  in f in it é  d e  c ir c o n v o 

lu t io n s  a u t o u r  d u  c e r c l e  d é c r i t  d u  p ô l e  c o m m e  c e n t r e ,  a v e c  a  p o u r  r a y o n ,  

e n  s e  r a p p r o c h a n t  c o n s ta m m e n t  d u  c e r c l e .  Q u a n d  w  v a r ie  d e  o  à  —  »  , 

p r e s t e  p o s i t i f  e t  v a  e n  c r o is s a n t  d e  o  à  o ,  c e  q u i  d o n n e  l a  b r a n c h e  O E '  in 

t é r i e u r e  a u  c e r c l e  ; c e t t e  b r a n c h e  f a i t  u n e in fin ité  d e  c ir c o n v o lu t io n s  e n  s e  

r a p p r o c h a n t  a u s s i  c o n s ta m m e n t  d u  c e r c l e .

C o n s id é r o n s  l ’ u n e  d e s  b r a n c h e s  in f in ie s  A ' B ' ,  A B ;  la  d is ta n c e  M P  d ’ un  

p o in t  d e  l ’ u n e  d e  c e s  b r a n c h e s  à  l a  d r o i t e  L ' L  a  p o u r  e x p r e s s io n

. . sin (  m —  ^  J

p s in  I <•>------ ) =  a u -------- i ------------ i ;

^  '  (0----
a

l a  l im it e  d e  c e t t e  q u a n t i t é ,  lo r s q u e  ô> te n d  v e r s - ,  e s t  L e s d e u x b r a n -
2 2

c h e s  A 'B 1,  A B  o n t  d o n c  p o u r  a s y m p to te  la  d r o i t e  C D ,  d is t a n t e  d e  L ' L

d e ® .
i

S i l ’ o n  p o s e  u  = - + t o ‘ , l ’ e x c è s  d e  l a  d is ta n c e  M P  s u r  s a  l im it e  e s t  

a8 = ; — r [ { t + i a 1) s i n  to' —  w ' ] . 
a  to

L a  p a r e n t h è s e  s ’ a n n u le  p o u r  <•>' =  o  ;  s a  d é r i v é e  p r e m iè r e  s ’a n n u le  

a u s s i ,  m a is  s a  d é r i v é e  s e c o n d e  a  u n e  v a le u r  p o s it iv e  ; s i  l ’ o n  fa it  c r o î t r e  w ’ à  

p a r t i r  d e  z é r o ,  o n  e n  c o n c lu t  q u e  la  d é r i v é e  p r e m iè r e  c o m m e n c e  p a r  

c r o î t r e ,  e t ,  p a r  s u i t e ,  e s t  p o s i t i v e ,  e t  d e  m ê m e  la  p a r e n t h è s e ;  a in s i l a  d if 

fé r e n c e  8 e s t  p o s it iv e  p o u r  d e s  v a le u r s  p o s it iv e s  d e  u '  s u f fis a m m e n t  p e 

t i t e s .  O n  r e c o n n a ît  d e  la  m ê m e  m a n i è r e  q u e  l a  d i f fé r e n c e  8 e s t  n é g a t iv e  

p o u r  d e s  v a l e u r s  n é g a t iv e s  t r è s - p e t i t e s  d e  w ',  c e  q u ’ o n  v o it  d ’a i l le u r s  d i

r e c t e m e n t ;  a in s i le s  d e u x  b r a n c h e s  in f in ie s  s o n t  s i t u é e s  p a r  r a p p o r t  à  l ’ a -
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s y m p to te ,  c o m m e  l ’ in d iq u e  la  f i g u r e ;  i l  e s t  é v id e n t ,  e n  o u t r e ,  q u e  c e t te  

a s y m p to te  e s t  c o u p é e  p a r l a  c o u r b e  e n  u n  n o m b r e  in fin i d e  p o in t s .

—  E x e m p l e  I X .  Construire la courbe

P =  i ± i / ?. »i n M - 1 .
Y  s in  to

L e  r a y o n  v e c t e u r  r e p r e n a n t  la  m ê m e  v a l e u r  q u a n d  w  a u g m e n te  d e  a s ,  

i l  s u ffit  d e  f a i r e  v a r ie r  u  d e  o  à  > « .  P o u r  q u e  le  r a y o n  v e c t e u r  s o i t  r é e l ,  il 

fa u t  q u e  la  f r a c t io n  p la c é e  s o u s  l e  r a d ic a l  s o it  p o s it iv e .  L e  n u m é r a t e u r

c h a n g e  d e  s ig n e  p o u r  le s  v a l e u r s ^ , ~  a t t r i b u é e s  à  u , le  d é n o m in a te u r

p o u r  le s  v a l e u r s  o  e t  n  ; e n  r a n g e a n t  c e s  a n g le s  p a r  o r d r e  d e  g r a n d e u r

7Z 5lZ 
~6* ~6~ ’  7r>

Oïl v o it  q u e  la  q u a n t it é  p la c é e  s o u s  l e  r a d ic a l  e s t  n é g a t iv e  d e  o  à  | , p o s i-

! v  »j£ ^ ,

t i v e  d e  -  à  — , n é g a t iv e  d e  -^p à  n,

p o s it iv e  d e  »  à  2 tt;  o n  o b t ie n d r a  

d o n c  to u t e  la  c o u r b e ,  e n  fa is a n t  v a-

r i e r  to d e  ^  à  e t  d e  it à  a ir . O n
O O

r e m a r q u e  d ’ a i l l e u r s  q u e ,  le s  v a le u r s  

s u p p lé m e n t a ir e s  d e  to r e p r o d u is a n t  

le s  m ê m e s  v a l e u r s  d e  p, la  c o u r b e  

e s t  s y m é t r iq u e  p a r  r a p p o r t  à  la  

p e r p e n d ic u la ir e  O Y  à  l ’ a x e  p o la ir e  

O X  ( f i g .  a  5 6 ) .

D u  p ô le  c o m m e  c e n t r e ,  a v e c  u n  r a y o n  é g a l  à  l ’ u n it é ,  d é c r i v o n s  u n  c e r 

c l e ,  c e  c e r c l e  d iv is e r a  e n  d e u x  p a r t ie s  é g a le s  c h a c u n e  d e s  c o r d e s  q u i  p a s 

s e n t  p a r  le  c e n t r e ;  q u a n d  to v a r ie  d e  ^  à  ^ , l a  v a l e u r  d u  r a d ic a l ,  q u e  n o u s

d é s ig n e r o n s  p a r  p ,,  e n  p o s a n t  p =  î ± p , ,  c r o i t  d e  o  à  i ,  c e  q u i d o n n e  le s  

d e u x  a r c s  A B  e t  A O ,  q u i  s e  r a c c o r d e n t  a u  p o in t  A ,  t a n g e n t ie lle m e n t  à  la  

d r o it e  O A ;  l ’ a r c  A O  e s t  t a n g e n t  a u  p o in t  0  à  la  d r o it e  O Y .  E n  fa is a n t  v a -

5  7T
r i e r  to d e  -  à  —  , o n  o b t ie n d r a  l ’ a r c  B A 'O  s y m é t r iq u e  d e  B A O ,  p a r  r a p p o r t  

à la  d r o it e  O Y .

Q u a n d  to v a r ie  d e  n à  —  ; p( d é c r o î t  d e  »  à  ^3  ; c e  q u i  d o n n e  le s  d e u x

3
b r a n c h e s  in fin ie s  E F  e t  C D ;  e n  fa is a n t  v a r ie r  to d e  —  î» a i r ,o n  o b t ie n d r a  le s



deux branches FE', DC', symétriques des précédentes; ces branches infi
nies sont asymptotes à l’axe polaire.

3 8 8  —  Remarque. La distance variable MK d’un point M 
d’une branche infinie (fig. 2S1) à la direction OL, pour laquelle 
p devient infini, a pour expression

rh p sin (10— a);

quand oj s’approche de a, le premier facteur croît indéfiniment 
et le second tend vers zéro. Dans les exemples précédents , on 
a pu découvrir sans peine ce que devient ce produit pour des 
valeurs de « voisines de a ; lorsque la difficulté est plus grande, 
on a recours à une autre méthode.

Appelons q la perpendiculaire abaissée du pôle sur l’asymp
tote, on a, abstraction faite du signe,

f/ =  limpsin(w— oc),
et, par suite,

-  —  lim  x — ■ ̂  •q sm(w — a) w —  a
La limite du premier rapport est égale à l ’unité. Si l’on consi

dère i  comme une fonction de w, le numérateur du second rap

port est l ’accroissement qu’éprouve cette fraction quand l’angle 
polaire passe de la valeur a à la valeurw ; la limite de ce second

rapport est donc ia dérivée do y  et l’on a 

I = Q ' p e u r  « =  «.

Ordinairement la valeur de p se présente sous la forme 

p =  le dénominateur s’annulant pour w = a , tandis que le

numérateur conserve une valeur finie différente de zéro. On en 
déduit la dérivée

/ iV  F(M) f ( M) - f N F ( M)

W  “  F ‘ H

qui se réduit pour w =  a. On arrive ainsi à la formule

W  F W
q = m

qui est très-commode dans la pratique.
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EXERCICES.

i° Trouver le lieu du sommet d'une parabole variable qui a un foyer fixe 
et qui touche une conique du même foyer (limaçon de Pascal).

2° Le sommet O d’un triangle variable AOB est fixe, le sommet B glisse 
sur une droite OX; on demande le lieu décrit par le point de rencontre de 
AB avec la perpendiculaire élevée au point O au côté OA.

3» On donne un point fixe O et une droite fixe OP; on demande le lieu 
du sommet M d’un triangle variable MON qui remplit les conditions sui

vantes : le côté ON a une longueur constante a, le côté NM =  a^ i ,enfin 
les angles vérifient la relation cos (MON— aOMN)=cosMOP (lemniscate) ; 
démontrer que la tangente en un point quelconque M du lieu passe au 
centre du cercle circonscrit au triangle qui a donné ce point.

4° Étant donné un triangle "M)B rectangle en O, on circonscrit îl ce 
triangle une conique variable telle que les normales aux trois points A, O, 
B passent par uiwnème point; on demande un lieu de ce point.

5° Trouver le lieu des foyers des paraboles qui ont une corde commune 
et une tangente commune parallèle à celte corde.

6» Trouver le lieu des sommets ou des foyers d’une hyperbole équila- 
lère, dont le centre est fixe et qui passe en un point fixe.

7° Trouver le lieu du centre d’une hyperbole équilatère donnée, as
sujettie à passer par deux points fixes.

8° On donne un angle droit YOX, et un point fixe P sur la bissectrice 
de cet angle ; on demande le lieu du pied de la perpendiculaire abaissée 
du point P sur une sécante variable qui intercepte dans l’angle un triangle 
dont l’aire est constante.

9° En un point quelconque M d’une parabole on mène la normale que 
l’on prolonge jusqu’au point N où elle rencontre l'axe; on demande le lieu 
du point de rencontre de la tangente en M à la courbe avec la perpendicu
laire à l’axe au point N.

io° On remplace la parabole du problème précédent par une hyper
bole ; ou prend le point N sur l’un des deux axes de la courbe ; trouver 
le lieu.

i i “ Une parabole tourne autour de son foyer; on demande le lieu des 
points de contact des tangentes menées parallèlement à une droite donnée.

la0 Trouver le lieu du point milieu d’une corde normale à une hyper
bole donnée.

i 3° Étant donnée une ellipse, le centre d’un cercle de rayon constant 
parcourt un diamètre de l’ellipse; trouver le lieu des points de concours 
des sécantes communes au cercle et à l’ellipse.



j 4 °  Étant donnée une hyperbole équilatère, le centre d’un cercle, qui 
passe constamment par le centre de l’hyperbole, décrit une asymptote; 
trouver le Heu des points de concours des sécantes communes.

i 5° Lieu des points de contact des tangentes menées d’un point donné 
aux cercles qui touchent une droite donnée en un point donné.

i6° Lieu des points de contact des tangentes menées d’un point donné 
aux cercles qui passent par un point donné et 'qui touchent une droite 
donnée.

170 Trouver le lieu des milieux des cordes inscrites dans une hyperbole 
donnée et tangentes à un cercle concentrique à l’hyperbole.

18“ Construire les lieux représentés par les équations

y4— a* 4 -  aax*!/ — o, on-t-y4 —  aay— ibxy =  o,

(x'+y*)*— 6oxyJ— aaa:3-+- 2a1 ximmp, y =  a 6 (x —  c)m, 

x4+  y4 — 3as3 —  4* ’ =  °, x3y3 -f- y —  x = o, 
y4—  x1— îbxy1 -|- 2aæ3 =  o, y* — xK—  ix*y* mmix — a, 

y4 —  æ4— 9âasya+  iooa2£c* =  o, ixP— y3-t-(y— x)! =;o.

19° Construire les courbes représentées par les équations

12 sin y —  sinaj=o, s in xsin y = -,
a

er° sin x*
y ~ x '  V ==~ 1 T '  y==xX’ xV= y x-

ac»» Construire les courbes représentées par les équations

sinto /sin 3 10
P = ---------------------- ,  p =  i ± t / ------------- ,

a cos to —  1 y  cos to

p* cos to —  ap sin to -(- cos'ut—o, p* cos to—  4 P sin « —  tang a—o,

Ii—  2 cos 10
p = C O S t o ± 4  / -------------------•

V sin to

C H A P I T R E  V

De la  sim ilitude.

3 8 ® —  Nous rappellerons d’abord la définition de deux 
figures homothétiques.
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Soit un système quelconque de points A, B, C ,... (fig. 257),
situés dans un plan; ces 
points pouvant être isolés 
les uns des autres, ou for
mer des lignes continues: 
d’un point O, pris arbi
trairement dans le plan, 
menons aux différents 
points du système des 
rayons OA, OB, O C ,... et 
prenons sur ces rayons des 
points A/,B ',G /,...  tels que 
l ’on ait
O A _ O B _ O C _  . . .  
OA' OB' OC7 ’ 
système des points ainsi 
obtenus est dit semblable 
au système proposé et sera- 

blablement placé.
Si les points A', B;, C ',... étaient pris sur les prolongements 

des rayons vecteurs en sens inverse, les deux systèmes seraient 
semblables et inversement placés. Par une rotation de 180 degrés 
autour du point O, le second système coïncidera avec.un des 
systèmes semblables et semblablement placés (fig. 258).

Pour abréger le langage, M. Cliasles a désigné cette simi
litude de forme et de position par le nom A’homothétie, directe 
dans le premier cas, inverse dans le second. Le point O est dit 
centre de similitude ou d’homothétie des deux systèmes, le 
nombre 1c est le rapport de similitude, et on appelle points ho
mologues les points A et A' placés sur un même rayon. Si l’on 
fait varier le rapport k de o à 00 et aussi la position du centre 
O de similitude, on obtient tous les systèmes homothétiques 
au système proposé.

Un système est semblable à un système donné, lorsqu’il est 
égal à l ’un des systèmes homothétiques au système donné.

3 9 0 —  On sait que l’on obtient toutes les courbes homothé
tiques à une courbe donnée S avec un seul centre de similitude
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0 , pris à volonté dans son plan. Considérons maintenant quel
ques exemples :

i° La courbe S est un cercle. Si l’on prend le centre du cercle 
pour centre de similitude, la seconde courbe sera un cercle, 
dont le rayon pourra avoir telle grandeur que l’on voudra.

2° La courbe S est une parabole (fig. 25g). La courbe étant 
rapportée à son axe et à la tangente au 
sommet, les coordonnées x  et y d’un point 
quelconque M de cette courbe vérifient l’é
quation y*-=2px. Si l’on prend le sommet 
pour centre de similitude et que l ’on appelle 
x 1 et y/ les coordonnées du point homothétique

x  y om . ,, , , .M', on aura =  ^ ir. =  k, d ou x — kx',
x ' y' OM'

y =  la courbe homothétique est représentée par l’équation

yll= ^ x ' ;  c’est une parabole, dont le paramètre peut avoir

telle grandeur que l’on voudra, à cause du rapport arbitraire 
k; on en conclut que deux paraboles quelconques sont sem
blables.

3° La courbe S est l’ellipse — -+- p  =  i . Si l’on prend le cen

tre de la com be pour centre de similitude, la courbe homotlié- 
tique, représentée par l’équation

x2 j/5_ iô,+
est une ellipse, dont les axes peuvent avoir des valeurs quel
conques proportionnelles à celles des axes de la première el
lipse. On en conclut que deux ellipses sont semblables lorsque 
leurs axes sont proportionnels.

Le même théorème a lieu pour l’hyperbole.
4° La courbeS est la spirale logarithmique p = a e m". Quand 

on prend le pôle pour centre de similitude, les courbes homo-
^ m b )

thétiques ont pour équation p =  - y - ; si l’on pose kz=em*, celle

équation devient p=:aem(u’_ai; elle représente la spirale pro
posée, que l’on a fait tourner de l’angle a autour du pôle. Il en
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resuite qué la seule courbe semblable] à une spirale loga
rithmique est cette spirale elle-m êm e; à un point M de la 
courbe correspond un autre point M' de la même courbe, et 
Ion peut prendre ce point M' à ■volonté, à cause du nombre 
arbitraire k.

ÉQ U A TIO N  D E S  C O U R B E S  H O M O TH ÉTIQ L’E S .

3 9 1  —  Soit 
0) f { x ,y ) = o

l’équation d'une courbe S. Prenons l'origine pour centre de
similitude et construisons avec le 
rapport k une courbe S' homotbé- 
tique à la première. Si l’on désigne 
par x  et y les coordonnées d’un 
point quelconque M de la première 
courbe, par x ' el y1 celles du point ho
mologue M'de la seconde, les trian
gles semblablesOPM, OÏVM' donnent
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x _  y _  OM _ ,  
x '  v ' O W

si l’on substitue dans l’équation (i), on a l  équation

(a) f(kx', k y ')= o ,

qui représente toutes les courbes homolliéliques à la courbe
proposée et ayant l’origine pour centre d’homothétie. Dans
cette équation, on donnera à k une valeur positive lorsque l ’ho-
mothétie sera directe, une valeur négative lorsque l’homothé-
tie sera inverse.

Laissant fixe la courbe S, transportons la courbe S' dans le 
plan, de manière que Torigine O vienne en O' (p, q), et que les 
axes restent parallèles à leurs directions primitives; la courbe 
S' a pour équation, par rapport aux axes O'X'.et O'Y7,

{{kx1, ky/) = o ,  
et, par rapport aux axes fixes OX et OY,

(3) f[k (x — p), k(y —  q)] =  o.

Dans cette nouvelle position, la courbe S' est homothétique 
à la courbe S ; car les rayons vecteurs menés des points O et O'



sont parallèles et dans le rapport constant k. L’équation (3) 
représente donc toutes les courbes homothétiques à la courbe 
proposée, quelle que soit la position du centre de similitude.

393 — En même temps que nous transportons l’origine en 
0 ', faisons tourner les axes de l’angle a; la courbe S' occupera 
alors une position quelconque dans le plan et sera simplemen 
semblable à la proposée. La courbe S', rapportée aux axes mo
biles & X ' et O'Y', a pour équation f{k x ', ky )= o, au moyen 
des formules de transformation,

oc/= ( x —  p) cos a +  (y — g) sin a, 
y1— —( x —p) sin « +  (y—q) cos a,

les axes étant supposés rectangulaires, on obtient l’équation 
de la courbe par rapport aux deux axes fixes OX et OY. Celte 
équation représente toutes les courbes semblables à la pro
posée.

393 — Comme application, cherchons les conditions pour 
que deux courbes du second degré

k x i -\-Bxy -t-Cy7-h J )x +  E® +F =o,
A fx*+ R xy* -t- G  y' -+- D7y -+- E'y -+-F=o, 

soient homothétiques. L’équation générale des courbes homo
thétiques à la première courbe est (n° 391)
A.kix ,+ B k ix i+ C k î q— (Bkîq + 2 \ k ‘‘p— Y)k)x— (M ,p-i-2Ckiq— Ek)y 

+ ( \ k ipî+ B k ,p q+ C k2qi— Dkp— E kq+ ¥) = o.
En identifiant cette équation avec la seconde, on a

A B C  -B < / -2 A p + 5  -B p - 2 Cg+ !

A' B' C' D' ~  E'
D E F Ap*+ Bpç 4- Cq» —  ̂p -  j q + p 

=  p 
L’élimination des trois paramètres p, q, k , entre ces cinq équa
tions, donne deux équations de condition : or, les deux pre
mières équations ~  =  ne renfermant pas les paramè
tres à éliminer, sont précisément les deux équations de condi
tion. Donc, pour que deux courbes du second degré soient homo-
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thétiques, il faut que les coefficients des termes du second degré 

soient proportionnels.
394 — 11 reste à examiner si les valeurs des paramètres 

P> q, k, sont réelles et finies; on évite cette discussion de la 
manière suivante. Puisque les coefficients des termes du 
second degré sont proportionnels, on peut les rendre égaux en 
multipliant tous les termes de l’une des équations par un facteur 
convenable ; prenons donc les deux équations sous la forme

(4 ) A Æ '2+ B x y - 4 - C 2/2 - l - D  a ? + E y  - H - F  = o ,
( 5 )  A a ^ + B Æ ÿ - t - C j / ' + D ^ - l - E ' y  +  F ^ o ,

Nous distinguerons plusieurs cas suivant le signe de la quantité 
B2— 4AC.

i° B’ — 4A C =o. Les deux lieux sont du genre parabole; si 
ces lieux sont effectivement deux paraboles, ils sont certaine
ment semblables, puisque toutes les paraboles sont semblables; 
de plus, les axes des deux courbes, ayant le même coefficient 

g
angulaire — sont parallèles, et, par suite, les courbes sont 

homothétiques.
2° B2 — 4A G <o. Les lieux sont du genre ellipse. Si, pour 

chaque courbe, on transporte les axes parallèlement à eux- 
mêmes au centre de la courbe, les équations (4) et (5) de
viennent
(6) A#1 -f- Bxy  - f  - Cy* -f- F, =  o,
(7) Ax*-\-ÏSxy -+-Cy*-{-$[ =  o.

Les axes des courbes, dont les directions sont déterminées 
B

par l’équation t a n g 2 a ^ (n» 141), sont parallèles; si l’on

fait tourner les axes des coordonnées de l’angle a, les équations
(6) et (7) se réduisent à la forme
(8) Mx’ +  Nÿ* -+-F4 =  o,

(9) M#2 -+■ N y* +  F{ =  o.
Les coefficients M et N, dont les valeurs sont données par les 
relations

M + N =  A-t-C, M — N =d b ^B 2-f-(A —C)2, 
ont le même signe; pour que les équations (8) et (9) représen
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tent deux ellipses réelles, il faut que les quantités F „ F', soient 
également de même signe et que, de plus, ce signe soit contraire 
au précédent. Lorsque cette condition est remplie, les axes des

deux ellipses ayant le même rapport y / | p  les ellipses sont 

homothétiques.
3° B4— /fA C > o . Les deux lieux sont du genre hyperbole. 

En faisant les mêmes transformations que dans le cas précédent, 
on arrive aux équations (8) et (9) dans lesquelles M et N ont des 
signes contraires.-Lorsque les quantités F, et F{ sont diffé
rentes de zéro, chacune des équations représente une hyper
bole. Si F, et F', ont le même signe, les axes réels des deux 
courbes sont parallèles, et, comme le rapport des axes est le 
même, les courbes sont homothétiques. Lorsque F, et F/ ont 
des signes contraires, l’une des hyperboles est semblable à la 
conjuguée de l’autre. Dans tous les cas, les deux courbes ont 
leurs asymptotes parallèles.

On conclut de ce qui précède que, lorsque deux équations du 
second degré ont les coefficients des termes du second degré pro
portionnels et représentent deux courbes réelles, ces courbes sont 
homothétiques; cependant, quand les courbes sont des hyper
boles, il peut arriver que l’une soit homothétique à la conjuguée 
de l’autre.

ÉQUATION GÉNÉRALE n’üNE ESPÈCE DE COURBES.

S O S  —  On appelle courbes de même espèce les courbes com
prises dans une même définition géométrique, et qui ne diffè
rent les unes des autres que par les valeurs attribuées aux 
paramètres qui entrent dans la définition générale. L’équation 
générale des courbes de l’espèce considérée est une équation 
qui, dans un système de coordonnées, donne toutes ces cour
bes, quelle que soit leur position dans le plan, quand on attri
bue diverses valeurs aux paramètres variables qu’elle renferme. 
Ainsi, lorsque les axes fixes sont rectangulaires, l’équation 
générale de l’espèce cercle est (x — a)'-h (y — b)*=ri. Cette



équation renferme trois paramètres variables, savoir le rayon r 
les deux coordonnées du centre a et b.
Souvent on cherche d’abord l’équation de la courbe par rap

port à des axes particuliers que l’on choisit de manière à sim
plifier le calcul; alors, pour obtenir l’équation générale, on la 
rapporte à des axes fixes par une transformation de coordonnées.

On a défini la lemniscate le lieu des points lels que le produit des dis
tances de chacun d’eux à deux points F et F' soit égal au carré de la moitié 
'le la droite F F (fig. a6i). Si l’on prend pour origine le milieu 0 ' de la 
droite F^F, pour axes des coordonnées O'F et une perpendiculaire à O'F, 
et si l’on désigne par -ic la dislance F F, la courbe, rapportée à ces axes 
paiticuliers variables, est représentée par l’équation (n» 339)

(x'*—1—y,?)*-4- 3C5 [y'1 — x,J) =  o.
On rapporle ensuite la courbe 

aux axes fixes rectangulaires OX, 
OY, au moyen des formules de 
transformation

x '  =  (x  — a)cosa +  ( j/— 6)sina , 

y ' = — (x —a ) sin a + { y ' — 6) cos a .

dans lesquelles a et 6 désignent 
les coordonnées du point 0 ' par 

rapport aux axes fixes et a de l'angle de la droite O'F avec OX. On arrivera 
ainsi à une équation

F (x,y,c,a, b,a) = o  

renfermant quatre paramètres arbitraires, et qui représente toutes les lem- 
niscates ; c’est l’équation générale de l’espèce.

L’équation générale d ’une espèce de courbes, par rapporta 
des axes fixes, contient trois paramètres de plus que l’équation 
des mêmes courbes rapportées à des axes liés aux courbes 
d’une manière déterminée. Soit n le nombre total des para
mètres, on pourra toujours remplacer ce système de paramètres 
par un autre système, tel que les variations de trois d’entre 
eux ne fassent que déplacer la courbe dans son plan, tandis 
que les variations des n — 3 antres changent sa forme ou ses 
dimensions.

396 — Le nombre des points, et, en général, le nombre des 
conditions nécessaires pour déterminer complètement une 
courbe d’espèce donnée, est égal au nombre des paramètres
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arbitraires que renferme l’équation générale de l’espèce. Les 
remarques faites, à propos des courbes du second degré 
(n° 281), sur les conditions multiples, sont ici applicables. Tou
tefois, il importe de s’assurer préalablement que les paramètres 
qui entrent dans l’équation ne peuvent être réduits à un nombre 
moindre.

Considérons, par exemple, le lieu des points tels que le rapport de leurs 
distances à deux points fixes, dont nous désignerons les coordonnées par 
(a, b), (a', b'), soit constant et égal à k. Ce lieu, qui a pour équation

( 1 ) (a: —  a ) *  +  (x— 6 )’ — Jr‘ [( a :— a ') *  4 -  (y— 6 ') *]  =  o,
est une circonférence de cercle. L’équation (1) renferme cinq paramètres ; 
mais si l’on développe et si l’on ordonne, elle devient

r.i a—k'a' b—kV a, +  b,—k\a’,+b'î)

Trois des coefficients seulement renferment les paramètres ; si on les re
présente par A, B, C, l’équation (a) prend la forme

(3) ya—f- A æ + B y + C  — o.

Trois points suffisent pour déterminer les coefficients A, B, C, et, par 
conséquent, la circonférence. Si l’on veut ensuite obtenir a, b, a', b\ k, 
on aura un système de trois équations à cinq inconnues ; il y aura indéter
mination, et deux des inconnues pourront être prises à volonté ; ceci signi
fie que, jpour une même circonférence, on peut trouver une infinité de 
couples de deux points tels que le rapport des distances de chacun des 
points de la circonférence à ces deux points fixes soit constant.

307 — La définition géométrique d’une espèce de courbes 
indique elle-même le nombre des paramètres arbitraires que 
renferme son équation générale. La définition du cercle exige 
la connaissance du centre, dont la position est déterminée par 
ses deux coordonnées, et celle du rayon, en tout trois constantes 
ou paramètres arbitraires. La définition de la lemniscate exige 
la connaissance de deux points fixes, ce qui fait quatre con
stantes; pour l’ellipse, comme il faut connaître en outre la 
somme des rayons vecteurs, la courbe dépend de cinq para
mètres. Dans la définition de la spirale d’Archimède entrent 
Ün pôle, ce qui fait deux constantes, la position de la droite à 
l’instant où le mobile passe au pôle, et un rapport, en tout 
quatre constantes.
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3 9 8  — Un polynôme entier du degré ni par rapport aux 

deux variables x  et y contient (m+1Hm+ £) termes; on en

conclut qu’il faut i ou m (™ ± 2ï  points pour
définir une courbe algébrique du degré m. Par exemple, il faut 
9 points pour définir une courbe du troisième degré, 14 points 
pour définir une courbe du quatrième degré.

D’après cela, on voit que toute équation du troisième degré 
peut se mettre sous la forme
(4) at oc2 a3 —  kfi-y = o ,

aoaa>a3> désignant des fonctions entières et du premier 
degré, et k un paramètre arbitraire ; car cette équation contient 
onze paramètres arbitraires ; on peut même prendre à volonté 
l’une des cinq fonctions linéaires, puisqu’il reste encore neuf 
paramètres. Les trois droites at=o, a2=o, a,=o sont tan
gentes à la courbe aux points où elles sont coupées par la droite 
P= o; et les points où ces tangentes sont coupées par la droite 
Y=o appartiennent aussi à la courbe. En prenant p à volonté, 
on a le théorème suivant : si l’on coupe une courbe du troisième 
degré par une droite quelconque (3=o, qu’aux trois points 
d’intersection on mène les tangentes à la courbe, chacune des 
tangentes coupe la courbe en un nouveau point, et ces trois 
points sont en ligne droite. En prenant y à volonté, on a cet 
autre théorème : si l’on coupe une courbe du troisième degré 
par une droite y—o, si par chacun des points d’intersection 
on mène des tangentes à la courbe, les points de contact de ces 
tangentes sont trois à trois en ligne droite.

Supposons que la droite (3=d s’éloigne à l’infini, les trois tan
gentes a, =  o, a, =  o, a3==o auront pour limites les trois 
asymptotes de la courbe; chacune de ces asymptotes coupe la 
courbe en un seul point, et ces trois points sont en ligne droite. 

L’équation
(5) a.â a,—ft(i3=o,
qui renferme neuf paramètres arbitraires, représente toutes les 
courbes du troisième degré. Les trois points où la droite (3=o



rencontre la courbe sont des points d’inflexion; les tangentes 
en ces points sontles droites a,=o, a2=o, as=o.

On peut encore représenter toutes les courbes du troisième 
degré par l’équation
( 6 ) a(a —  a y )  ( a — 6 y )  —

qui renferme aussi neuf paramètres arbitraires. La droite y=o 
est la tangente au point d’inflexion (a=o, y = o ) , les trois tan
gentes a.— o, a—ay=o, a—b y = o  aux points où la droite 
(3=o coupe la courbe, passent par ce point d’inflexion. En 
prenant la perspective sur un plan on peut rejeter à l’infini 
telle droite que l’on veut, par exemple la tangente y = o  au 
point d’inflexion; il suffit de faire y=i dans l’équation qui se 
réduit à la forme a (a—a)( a—b)—k$3= o ;  si l’on prend pour 
axe des x  la droite (3=o et pour axe des y la droite a=o, on 
obtientréquation/cy3=x(a;— a)(x—  b) que nous avons étudiée 
au n° 337.

3 9 9 —Toute équation du quatrième degré peut être mise 
sous la forme
(7) *P2<p=o,
9 désignant un polynôme du second degré ; car cette équation 
contient 16 paramètres; on peut même prendre p à volonté, 
puisqu’il reste 14 paramètres. Ainsi, quand on coupe une courbe 
du quatrième degré par une droite quelconque P=o, qu’aux 
quatre points d’intersection on mène des tangentes, et qu’on 
prend les deux autres points où chaque tangente rencontre la 
courbe, on a huit points situés sur une conique 9 =  o.

Une courbe du quatrième degré a quatre asymptotes ; cha
cune d’elles coupe la courbe en deux points; les huit points 
sont sur une conique.

CONDITIONS DE SIMILITUDE DE DEUX FIGURES.

■400 — Considérons une série de courbes de même espèce, 
dans la dlfinition desquelles il n’entre qu’un paramètre linéaire 
A, dont nous désignerons la mesure par a, et soit
(1) f ( x ,y ,a ) — o
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l'équation qui représente toutes ces courbes, abstraction faite 
de leur position dans le plan. Si l ’équation (i) a été obtenue 
sans spécifier l ’unité linéaire, elle est nécessairement homogène 
par rapport à x ,  y, a. Quand on change le paramètre linéaire 
A, ce qui revient, l ’unité restant la même, à faire varier le 
nombre a, l'équation (i) définit une série de courbes homothé
tiques. En effet, soit A0 un paramètre ayant pour mesure a0; à 
ce paramètre correspond la courbe particulière

(2) f [ x , y , a 0) = o .

Les courbes homothétiques à la courbe (2), l’origine étant le 
centre d’homothétie et k un rapport arbitraire, sont représen
tées par l’équation (n° 3ç)i)

(3) f ( k x ,k y , a 0) = o.

Désignons par At un second paramètre ayant pour mesure un

nombre a, tel que — = k ,  l’équation (3) pourra s’écrire 
d j

f{kx, ky, kal) = k mf( x , y ,  a t) = 0 .

(4) ou f(x, y, a t) = 0 ,

ce qui signifie que les courbes homothétiques à la courbe (2) 
sont les diverses courbes que l’on obtient en faisant varier le 

paramètre A.
401  —  En général, supposons qu’il faille n  paramètres li

néaires A, B ,... pour définir toutes les courbes d’une même 
espèce, abstraction faite de leur position dans le plan ; désignons 
par a, 6, c,... les mesures de ces paramètres au moyen d’une 
unité arbitraire ; l ’équation des courbes de l’espèce

(5) f ( x ,  y, a, 6,...) = 0

sera homogène par rapport à x ,  y, a ,b . . .  Les courbes définies 
par l’équation (5) et qui correspondent à deux séries de para
mètres proportionnels A0, B0,... et A „  B ,... sont homothéti
ques; car, si l’on désigne par k le rapport des paramètres

—  =  __/{
®i 1̂

les courbes homothétiques à la courbe
f(x,  y , a0,...b0, . . . ) = o

GÈÛM. ÀHÀLYT. 2 4
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f(k x ,k y , kat, kb,,. . . ) = f r > f { x , y, « „ & ,. . .  ) = o ,  

ou f ( x , y , a i , b i , . . . ) = z o .

II résulte de ce qui précède que, lorsque la courbe, abstrac
tion faite de sa position dans le plan, est définie par une seule 
longueur, toutes les courbes de l’espèce sont semblables. Ainsi, 
le cercle étant défini par son rayon, la parabole par la distance 
du foyer à la directrice, la lemniscate par la distance des 
foyers, la spirale d’Archimède par la longueur que parcourt le 
mobile sur la droite pendant une révolution de cette droite, 
toutes les circonférences sont semblables, et de même toutes 
les paraboles, toutes les Iemniscates, etc.

L’ellipse étant définie par les deux axes, la condition de si
militude de deux ellipses est que ces axes soient proportion
nels, comme nous l’avons déjà reconnu au n» 390. Il en est de 
même de deux hyperboles.
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sont représentées par l'équation

CHAPITRE VI

R ésolution  grap h iqu e des équations.

4 0 2 —Considérons deux équations à deux inconnues x  et y
(1) < f(x ,y )= o , (2) ^ { x ,y ) = o ;

chacune d’elles définit une courbe. Au système de ces deux 
équations, on peut substituer une infinité de systèmes équiva
lents ; prenons en particulier un système
(3) y S « , y ) = o ,  (4) f ( x ) = o,

dans lequel l’une des équations ne contienne plus la variable y, 
système que l’on obtient en éliminant y entre les deux équa
tions proposées. Les racines réelles de l’équation (4) sont les abs-
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cissesdes points communs aux courbes (i) et (2). Cependant, si 
le système des équations (3) et (4) était vérifié par une couple 
de valeurs de la forme x = a ,  y = p + Y * \  dans lesquelles les 
quantités a, p, y sont réelles, ces valeurs vérifieraient le système 
des équations (1) et (2) ; mais la quantité a ne serait pas l’ab
scisse d’un point réel commun aux deux courbes. L’exception 
que nous venons de signaler neseprésente jamais lorsque l’équa- 
l 'o n X (x >y)=  o est une équation algébrique ne renfermant la 
variable y qu’au premier degré.

Lorsqu’on veut résoudre une équation f  (x) =  o à une seule 
inconnue, on peut choisir d ’une infinité de manières différentes 
les courbes déterminées par les équations (1) et (2). La seule 
condition à rem plir, c’est que l’élimination de y entre les équa
tions (1) et (2) donne l’équation proposée. Une première com
binaison e s ly = f ( x ) ,y = o ,  ce qui revient à considérer les va
leurs de l ’inconnue comme les abscisses des points de rencontre 
de la courbe y =  f  (x) et de l’axe des x .  Cette combinaison est 
rarement la plus simple. On démontre en algèbre que si l ’on éli
mine une inconnue y entre deux équations algébriques à deux 
inconnues dont les degrés sont m et n, l’équation en a; est géné
ralement du degré mn. Par conséquent, si l ’équation proposée 
est algébrique et que l’on veuille obtenir ses racines par des 
intersections de courbes algébriques, le produit des degrés des 
équations des deux courbes devra être égal au degré de l’équa
tion à résoudre. Appliquons cette méthode à la résolution de l’é
quation du quatrième degré.

4 0 3  —  L’équation du quatrième degré se ramène aisément 
à la forme

(5) x ’,-+-pxi -h q x -} -r = o ;

on peut la considérer comme provenant de l’élimination de y 
entre les deux équations du second degré

(6) x t— my =  o, (7) mty '-\-p m y -i-q x -h r= o )

qui définissent chacune une parabole. L’équation (6) ne ren
fermant y qu’au premier degré, toutes les racines réelles de 
l ’équation (5) sont des abscisses des points réels communs aux 
deux courbes.
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On peut remplacer la parabole (7) par une autre courbe du 
second degré passant par les points communs aux courbes
(6) et (7). L’équation générale des courbes du second degré sa
tisfaisant à cette condition (n° 275) est

(8) kx't-\-mîy1+ q x + m { p — k ) y + r = o ,

/cétant un paramètre arbitraire. Si l ’on prend k = m ' i,  la courbe
(8) ne pourra être qu’une circonférence de cercle; on obtient les 
coordonnées a  et & du centre et le rayon R de cette circonfé
rence par les formules

(9) a = - d t ’ R * = a ’ + 6 2- - , .2wi 2Wi m-

Lorsque la valeur de R* est positive, l ’équation (8) représente 
un cercle r é e l, et les racines réelles de l ’équation (5) sont les 
abscisses des points de rencontre de ce cercle et de la parabole
(6). Lorsque la valeur de R* est négative, l’équation (8) n’ayant 
pas de solutions réelles (n® 85), il en est de même du système 
des équations (6) et (7), ou du système équivalent des équations 
(5) et (6); les quatre racines de l’équation proposée sont ima
ginaires.

4 0 4 — Considérons maintenant l ’équation du troisième de
gré ramenée à la forme

X 3-+-pX +  q =  o .

Si l’on multiplie par x , ce qui introduit la racine x — o, dont 
on ne tiendra pas compte, on obtient l’équation du quatrième 
degré x', - ± - p x 2- h q x = o ,  à laquelle ou appliquera la méthode 
précédente. La valeur de R’ étant ici égale à a2-1-6* est toujours 
positive. Le cercle et la parabole passent à l ’origine des coor
données ; l’abscisse de ce point est la racine x — o, que l’on doit 
écarter.

La même parabole x 1— m y = o  peut servir pour la résolu
tion de toutes les équations du troisième ou du quatrième 
degré; le cercle seul change suivant les valeurs des coefficients 
de l’équation proposée. Cette méthode ne peut être employée 
avec avantage que lorsque l’on doit résoudre successivement



U|i grand nombre d’équations; alors on trace avec beaucoup de 
soin une parabole ayant un paramètre arbitraire; et, dans cha
que exemple particulier , il ne reste plus qu’à déterminer le 
cercle.

4 0 5  —  Lorsque l’inconnue x  est une ligne, et que l’unité 
n a pas été spécifiée, l’équation f(x ) =  o est une équation ho- 
uiogene entre l’inconnue x  et diverses lignes connues. Dans le 
cas où l’équation est du quatrième d egré, si les coefficients p,

f  sont des fonctions rationnelles , ou des fonctions irration
nelles du second degré des longueurs données, en prenant 
pour le paramètre m de la parabole une longueur arbitraire, 
on pourra construire, avec la règle et le com pas, les coordon
nées du centre et le rayon du cercle.

Mais si l’équation est une équation num érique, c ’est-à- 
dire si les coefficients sont des nombres donnés, on pren
dra pour m un nombre déterminé; on fera, par exemple, 
i » = i ,  et l’on construira la parabole et le cercle à l ’aide d’une 
échelle arbitraire; l’abscisse de l’un des points de rencontre, 
évaluée à la même échelle, donnera la valeur du nombre in
connu x .

On sait que la résolution de deux équations du second degré 
à deux inconnues x  et?/, ou la recherche des points «l’intersec
tion de deux courbes du second degré, se ramène à la résolu
tion d’une équation du quatrième degré à une inconnue. Cette 
résolution pourra donc être effectuée à l’aide d’une parabole 
déterminée et d’un cercle. Cependant, si l’une des courbes du 
second degré est déjà tracée, on pourra l ’employer avec le 
cercle.

4 0 6 — E x e m p l e  I . M en er une n o rm ale a u n e  p a ra b o le ;/2— ipx = =  o par  

un point donné P  dont les co o rd on n ées sont x, e t  y , .  L e s  coordonnées  

x et y du pied de la norm ale sont déterm inées p ar le systèm e de deux  

équations

y*— aP* =  °> xy —  (xi — p)y — pyi =  o.

Si l’on m ultiplie tou s les term es de la d ern ière  p a r  y , e t si l’on re m -

y.y
place y* p ar ipx, on a une nouvelle p arab o le x* —  (x ,— p )x ----- — =  o  ;

en ajoutant m em b re à m em b re les  équ ation s d es d eu x p arab o les, on o btient
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le  c e r c le  x * + y ’  (*• +  ? )  x ~ ~ ~  —  o .  L es points où c e  c e rc le  coupe  

la p arab o le  p ro p o sée  son t les p ied s d es n o rm ales (n» 3 o 6 ) .

4 0 7 —  Exem p le I I .  Résoudre l'équation numérique x 3—  a æ  — 5 = o .

Au m oyen d’une éch elle  

bien faite co n stru ison s  

la  p arab o le  x 2= y ;  d é 

criv o n s lé c e rc le  dont le 

ce n tre  C a p o u r coor

donn ées a  =  - »  b =  - >  
2 a

e t  qui passe à l’o rig in e ; 

ce  ce rcle  coupe la p ara

bo le  en un seu l p o int M, 

d onc l’ équation p ro p o sée  

n’ a qu’ une racin e  réelle , 

l’ab scisse  OP du point M. 

E n  m esurant ce tte  longueur au m oyen de l’é ch elle  em p lo yée, on trou ve
X =  a , 0 9 .

E xem p le I I I . R éso u d re  l'éq u a tio n  x ’ — 5 x + i = o .  D écrivons le ce rc le  

dont le ce n tre  C a p o u r coord on nées o  =  —  \  » b =  3 ,  e t qui passe p ar l’o -

r ig in e ;c e c e r c le c o u p e  la 

p arab o le , en tro isp o in ts ; 

on en co n clu t que l’é 

quation a ses trois racin es  

rée lles ; en m esurant les 

ab scisses , on trou ve que  

les deu x racin es positives 

son t o , ao  e t a , i 3  à un 

cen tièm e p rès.

4 0 8  —  E x e m p l e  IV . 

C onsidérons l'éq uation  

tran scen d an te  æ tan gæ =i. 

C elte  équ ation  résu lte  

de l’élim ination de y  
e n tre  les d eu x éq u ation s y = t a n g x ,  x y  =  i .  L a  p rem ière  re p ré se n te  

une co u rb e com posée d’une infinité de b ran ch es ég ales’ qui o n t des asym p

to te s  perpen diculaires à l’ axe  des x;  la secon de une hyperbole éq u ila tè re .  

Il es t év ident que la b ranche de d ro ite  de l ’hyperbole ren co n tre  au m om s



m e  fois ch acu n e des b ran ch es O A, B ' A ' , . . .  de la co u rb e  tra n sce n d a n te ; 

d ailleurs, il n'y a su r ch aq u e b ran ch e qu’un seul p o int de ren co n tre  ; 

car lorsque x  v a r i e ,  les ord on n ées d es d eu x co u rb es v arien t en sens 

contraires : si ces ord on n ées sont égales p o u r une certa in e  valeur de x ,  

elles sont nécessairem en t in égales pour toute v a leu r d ifféren te. L es racin es  

de 1 équation sont deu x à deu x égales e t  de signes co n tra ire s ; il y a une

3  7T
prem ière racin e  positive co m p rise  en tre  o  e t - ,  une secon de en tre  n

une troisièm e en tre  a *  e t — , e t c . , . . .  ; le  nom bre d es racin es est infini. E n  
4 1

appelant x n le n iim‘ ra c in e , la différence en tre  x n e t (n — i ) n  est t rè s -p e tite  

lorsque n  est trè s -g ra n d . L a  co u rb e  d o n n e, pour valeu r de la prem ière  

racin e  o ,8 6 ,  à un cen tièm e p r è s .

On p o u rrait aussi se serv ir des deu x équations t / =  tang ^ — x j ,  y = x ,

e t, en posant ^ — x  =  x ‘ , y =  t a n g x ' ,  y = ^  —  x f . L ’hyperbole sera it

rem p lacée  p ar une ligne d ro ite .

4 0 9  —  R e m a r q u e s . Les p r o c é d é s  g r a p h i q u e s  q u e  n o u s  v e 

n o n s  d ’ i n d i q u e r  n e  d o n n e n t  p a s  l e s  v a l e u r s  d e s  i n c o n n u e s  

a v e c  u n e  b i e n  g r a n d e  p r é c i s i o n ;  o n  n e  d o i t  p a s  e s p é r e r  u n e  

a p p r o x i m a t i o n  p l u s  g r a n d e  q u e  u n  c e n t i è m e  d e  l a  r a c i n e .

On se sert quelquefois de deux courbes tracées grossière
ment pour déterminer le nombre des racines réelles d'une 
équation. Or, tant que l’on n’a pas étudié avec soin la forme 
des deux courbes, on ne peut déduire aucune conclusion ri
goureuse de cette construction. En général, la discussion des 
courbes et la détermination de leurs points de rencontre pré
sentent les mêmes difficultés que la question proposée.
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GÉOMÉTRIE DANS L ’ESPACE

L I V R E  V

C H A P I T R E  I

Des coordonnées.

On détermine la position d’un point dans l’espace au moyen 
de (rois quantités que l’on nomme les coordonnées du point.

COORDONNÉES RECTILIGNES.

4 1 0  —  Soient XOY, YOZ, ZOX (fig. 264) trois plans fixes, 
qui se coupent deux à deux suivant les droites X7X, Y 'Y , 7J I  ;

trois plans mobiles MD, ME, 
MF, parallèles à ces plans fixes, 
déterminent par leur intersec
tion un point M de l’espace ; la 
position de chaque plan mobile 
est donnée par sa distance au 
plan fixe auquel il est parallèle, 
distance comptée parallèlement 
à l’intersection des deux autres 
plans fixes. Les trois distances 

O D, O E , OF, qui déterminent la position des plans mo
biles, distances affectées du signe -+- ou du signe — , sui
vant qu’elles sont portées dans les directions OX, 0 Yr, OZ, ou 
dans les directions opposées OX7, OY7, OZ', sont les trois coor
données rectilignes du point M; on les désigne ordinairement 
par les lettres x , y, z . Par leurs rencontres mutuelles,les trois



plans fixes forment huit angles trièdres, et l ’on obtient tous les 
points de l’espace en faisant varier x ,  y, z  de — <x> à -+- «  .

Les plans mobiles forment avec les plans fixes un paralléli- 
pipède ayant pour arêtes des longueurs égales aux valeurs ab
solues des coordonnées du point M; les points A ,B , C sont les 
projections du point M sur chacun des plans fixes, parallèle
ment à l’intersection des deux autres; l ’un d’eu x , A par 
exemple, a pour coordonnées, relativement aux axes OY, OZ, 
deux des coordonnées y et z  du point M. Les points D, E, F sont 
les projections du point M sur chacun des trois axes OX, OY, 
OZ, parallèlement au plan des deux autres; de sorte que les 
lettres x , y, z  désignent les projections du rayon OM (parcouru 
de O en M) sur les axes des coordonnées, pourvu que l’on re
garde les projections comme positives lorsqu’elles sont comp
tées sur les directions OX, OY, OZ, comme négatives dans le 
cas contraire.

Ordinairement les trois plans fixes, et, par suite, les trois 
axes, sont rectangulaires deux à deux; alors le parallélipipède 
est rectangle, et les projections sont orthogonales.

COORDONNÉES POLAIRES.

4 1 1  —  Soient encore trois axes 
rectangulaires OX, OY, OZ(fig. a65) ; 
la position du point M pourrait être 
déterminée par la longueur p du 
rayon vecteur OM, l'angle 0 que fait 
ce rayon vecteur avec l’axe OZ, et 
enfin l ’angle du plan ZOM avec 
le plan fixe ZOX. Si ON est la pro
jection de OM sur le plan XOY, l’an
gle XON mesure l’angle dièdre 

on le compte dans un sens convenu, par exemple, en tournant 
de OX vers OY.

REPRÉSENTATION DES SURFACES PAR DES ÉQUATIONS.

4 1 2  —  Considérons une surface quelconque dans l’eupace. 
Par un point O, menons trois axes fixes OX, OY, OZ (fig. 266);
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dans le plan XOY prenons un point P arbitraire, et, par ce 
point, menons une parallèle PM à l’axe OZ jusqu’à sa rencontre

avec la surface au point M ; la 
longueur de l ’ordonnée PM est 
parfaitement déterminée. Quand 
le point P se déplace dans le plan 
XOY, l’ordonnée PM varie; mais 
puisque le point P se déplace 
d’une manière arbitraire dans le 
plan, ses coordonnées x  et y sont 
deux variables indépendantes ; il 
en résulte que l ’ordonnée z  d’un 

point M de la surface est une fonction des deux autres coor
données a; et y considérées comme deux variables indépen
dantes. On conçoit que l’on puisse, de la définition géométri
que de la surface, déduire une équation entre x , y, z , servant 
à définir la fonction z  de a; et de y. Cette équation s’appelle l’é
quation de la surface.

4 1 3  —  Supposons réciproquement que l’on donne une 
équation f  (x , y, z) =  o entre trois variables; chaque système
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de valeurs réelles qui satisfont à cette équation détermine un 
point de l'espace; l’ensemble de toutes les solutions réelles 
constitue un système de points qui forme, en général, une sur
face. En effet, considérons d’abord le cas où l ’équation, ne ren
fermant qu’une seule des coordonnées, 2 par exemple, est de 
la forme z =  c. Puisque les coordonnées *  et y sont arbitrai
res, par un point P quelconque du plan XOY on mènera une



ordonnée constante PM (fig. 267); le lieu des points M est évi
demment un plan parallèle au plan XOY. Supposons mainte
nant que l’équation renferme deux coordonnées, a; et y par 
exemple. L’équation f[x,y)  = 0 ,  dans le plan XOY, représente 
en général une ligne AB (fig. 268). Par un point quelconque 
de cette ligne, menons une parallèle PM à Taxe OZ; puisque 
l’ordonnée z, qui n’entre pas dans l’équation, est arbitraire, 
les coordonnées de tous les points de la droite PM satisfont à 
l’équation. Donc l’équation f  [x,y) —  o représente dans l’espace 
un cylindre parallèle à l ’axe OZ. 11 peut arriver que l ’équation 
représente dans le plan un ou plusieurs points isolés; dans ce 
cas, elle représentera dans l’espace une ou plusieurs droites.

Considérons enfin une équation f ( x ,  y, z ) = o  entre les trois
coordonnées. A une distance 
arbitraire OC =  c, menons un 
plan ACB parallèle au plan XOY 
(fig. 269) ; les coordonnées x  et y 
de tous les points du lieu situés 
dans ce plan doivent satisfaire à 
l ’équation f ( x , y , c ) =  o ; or, celte 
équation représente dans le plan 
ACB une ligne AB. Si l’on donne 
à z une valeur c1 voisine de c, 
on aura dans le plan A'C'B' une 

seconde ligne A'B' qui différera très-peu de la précédente. En 
général, quand z varie d’ une manière continue entre certaines 
limites, on a une série continue de lignes, lesquelles forment 

une surface.
Par cette méthode, non-seulement on démontre l’existence 

de la surface, mais encore on se fait une idée assez exacte de 
sa forme, à l ’aide d’une série de coupes parallèles que l ’on 
représente par leurs projections sur l’un des plans des coor

données.
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REPRÉSENTATION DES LIGNES.

414 — Une ligne dans l ’espace peut être regardée comme



l ’intersection de deux surfaces; on représentera donccette ligne 
par un système de deux équations simultanées

(0  f [ x , y , z ) = o, fl (x ,y ) z)= zo .

Le système (i) peut être remplacé par une infinité d’autres 
équivalents, par exemple par le suivant 

f = o ,  f —  A / ,= o , 

dans lequel k désigne une constante quelconque, c’est-à-dire 
que la surface f  —  kf{ —  o passe, quelle que soit k, par la ligne 
d ’intersection des deux premières. Si, entre les deux équa
tions ( j) , on élimine successivement x  et y, on aura deux 
équations

(a) ? ( * , * ) = o, z ) = o

qui représentent les deux cylindres projetants de la ligne sur 
le plan des x  z, et sur celui des yz. Ces deux cylindres, par leur 
intersection, déterminent la ligne, à la condition de combiner 
entre eux d’une manière convenable les points des deux 
courbes planes, projections de la courbe proposée.

En effet, si l’on mène un plan X'O'X' parallèle au plan des 
x y , les traces O X ', O'Y' de ce plan coupent les courbes projec
tions en plusieurs points; en combinant ces points deux à 
deux d’une manière quelconque, on n ’a pas les projections 
d’un point de la courbe de l ’espace. Pour expliquer ceci par un 
exemple bien simple, considérons une ellipse dans l’espace; ses 
projections sur les deux plans XOZ, YOZ sont aussi des el
lipses; les droites O X ', 0 7Y' rencontrent chacune d’elles en 
deux points, ce qui donne quatre combinaisons, dont deux 
seulement sont admissibles, parce que le plan X O Y7 ne coupe 
qu’en deux points l’ellipse proposée.

On se rend aisément compte de ce fait général. Lorsqu’on 
élimine y entre les deux équations (1), on obtient un système 
o (x, - )— o, F(x, y, z ) = o ,  équivalent au système proposé; de 
même l’élimination de y entre les équations donne un nou
veau système  ̂ (y, z) =  o, F, (x, y, z) =  o équivalent au 
système proposé; il n’en résulte pas en général que le système 
des équations (a )  soit équivalent au système des équa
tions (1).
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La représentation des figures dans l’espace par des symboles 
algébriques permet d’étendre aux figures à trois dimensions 
les méthodes analytiques employées dans l ’étude des figures 
planes.

D IR E C T IO N  d ’ u n e  D R O IT E .

415  —  Pour déterminer dans l’espace une direction 01
(fig. 270), que l’on peut supposer 
appartenir à une droite passant 
à l ’origine, on donne les angles 
a, (3, y  de cette direction avec les 
trois directions OX, OY, OZ des 
coordonnées positives. Deux de 
ces angles ne suffisent pas ; car 
si l ’on décrit autour de OX et de 
OY deux demi-cônes dont les 
angles au sommet soient respec
tivement a et (3, ces deux cônes 

se coupent suivant deux génératrices placées symétriquement 
par rapport au plan XOY ; la connaissance de y est donc indis
pensable. Il est évident, d’ailleurs, que ces trois angles ne sont 
pas tous arbitraires, et que, lorsque deux d’entre eux sont 
connus, le troisième ne peut avoir au plus que deux valeurs 
distinctes. Au lieu des angles, on peut prendre leurs co
sinus, puisque de o à tc il n’y a qu’un seul angle ayant un 
cosinus donné. Les sinus, au contraire, laisseraient de l ’ambi- 
guité.

416  —  Considérons d’abord le cas où les coordonnées sont 
rectangulaires. Désignons par x , y, z les coordonnées d’un 
point quelconque M de la droite 01, et appelons l la distance 
OM. Les coordonnées du point M sont les arêtes OD,OE, OF du 
parallélipipède rectangle dont OM est la diagonale, affectées de 
signes convenables; ce sont aussi les projections orthogonales 
de la diagonale OM sur les axes ; on a donc

x  =  l cosa, 2/=/cosji, 2 = / c o s y -  

Mais on sait que le carré de la diagonale d’un parallélipipède
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rectangle est égal à la somme des carrés des trois arêtes, ce qui 
donne a;M -y*4-z*  =  JI ; remplaçant x , y, z  par leurs valeurs, 
et supprimant le facteur /, on obtient la relation

(1) cos* a 4- cos1 p 4- cos* y = i , •

qui existe entre les cosinus des angles formés par une même 
direction avec les axes rectangulaires.

4 1 7  —  Appelons a', (V, y' les angles que fait une seconde 
direction OF avec les mêmes axes, et cherchons l’angle V des 
deux directions 01, 01'. Les projections de la droite OM et de la 
ligne brisée ODCM sur la droite 01' étant égales, on a

l  cos V =  x  cos a .'+ y  cos $ 4- z  cos Y ,

ou, en remplaçant x ,  y ,  z  par leurs valeurs,

(2) cos V = co s  a cos a -f-cos (ï cos cos y cos y.
Deux directions 01, 0 I; sont perpendiculaires entre elles, 

lorsque la condition suivante est vérifiée

(3) cos a cos a!-\- cos (i cos (V-t- cos y  cos Ÿ = o .

4 1 8  —  Supposons maintenant les coordonnées obliques et désignons 
par X, [i, v, les trois angles YOZ, ZOX, XOY, que font les axes deux à 
deux. En projetant orthogonaiement sur chacun des trois axes la droite OM 
et la ligne brisée ODCM, on a

! / cos a =  x 4- y cos v 4- s  cos |i, 
l cos /S =  x cos v 4- y 4- z cos\,

l cos y =  x  cos |x 4- y cos X 4- z  ; 
en projetant ces mêmes lignes sur la droite 01, on a

(5) / =  *  cos a 4 -y cos ,3 4 - z cos y.

Si, des équations (4), on tire les valeurs de x, y, s,

^   ̂ _COSa(l— C0S,X)4-C0SP(C0SXC0S|JI—COSV)+COSY(COSXCOSV— CQF|l)
I ----C0S*X--- C 0 S *|A - c u s ’ v4  -3 COS X COS (1 COS V

et qu’on les substitue dans l’équation (5), 011 obtient la relation

(7 ) cos*a sin’X 4 -c o s ’p sin’pH-cos’ y sint v 4 -a  cos a cos|3(cos X cos |i — cos v)

4- t COS [J COS Y (COS (J. cos v —  cos X) 4 - s cos y cos a (cos v cos X—  cos |l)

=  1— cos’ x —  COS* |J.—  cos'V4 -ÏC0S X COS (i cos v, 

entre les trois angle* formés par une direction quelconque avec les axes 
obliques.
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S i ,  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 5 ) ,  o n  r e m p l a c e  c o s  a, c o s  p ,  c o s  y  p a r  l e u r s  v a l e u r s  

l i r é e s  d e s  é q u a t i o n s  ( 4 ) ,  o u  a  l a  f o r m u l e

( 8 )  / '  =  c o s  X - f -  izx c o s  a x y  c o s  v ,  

q u i  d o n n e  l a  d i s t a n c e  O M .

E n  p r o j e t a n t  s u r  l a  d r o i t e  0 1 ’ l a  d r o i t e  O M  e t  l a  l i g n e  b r i s é e  O D C M , o n  

a ,  c o m m e  p r é c é d e m m e n t ,

/ c o s  V = æ  c o s  a '  y c o s  p '  +  s  c o s  y '  ; 

e n  r e n i p l a ç a n t  x ,  y ,  s  p a r  l e u r s  v a l e u r s  ( 6 )  o n  o b t i e n t  la  f o r m u l e

i  c o s  a c o s a ' s i n *  X + c o s  p c o s  ^ s i n ’ (x - I - c o s y  c o s y ’ s i n !  v  )

( 9)  COS V =   ̂ + ( c o s  a  COS P '- f - C Q S  ft COS a 1) ( c o s  X COS |l.— c o s  v ) - K . .  S

I — c o s ’ X— c o s ’ n —  COS5 v + 3 COS X COS [XCOSV, 

q u i  d o n n e  l ’ a n g l e  d e s  d e u x  d i r e c t i o n s  0 1  e t  0 1 ' .

L e  d é n o m i n a t e u r  c o m m u n  o u  l e  d é t e r m i n a n t  d e s  f o r m u l e s  ( 6 )  p e u t  ê t r e  

n u s  s o u s  u n e  f o r m e  r e m a r q u a b l e  q u ’ i l  e s t  b o n  d » c o n n a î t r e ;  o n  a 

1 —  c o s ’ X—  c o s V —  c o s ’ v - f -  2 c o s  X COS (J. c o s v  

=  ( I — c o s ’  X) ( 1 —  c o s *  a )  —  c o s 1 X c o s 1 n —  c o s ’  v —{— 1  c o s  X C O S |J. c o s  V 

=  s in *  X sin® |J. —  ( c o s  X c o s  ( i —  c o s  v)*

=  ( s in  X s i n  |x —  c o s  X c o s  ( i 4 - c o s  v) ( s in  X s i n  n  +  c o s  X c o s  |a —  c o s  v)

=  [COS V —  COS (X ■+■ ( i) ]  [COS (X —  (i) —  c o s  v]

__i  + v . | * + v  —  X . v - l-X — 11 . X -I-u .— v
— 4  s i n ----------------- s i n ------------------ s in  — ----------- - s i n -  ^------- .

1  3 1  3
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C H A P I T R E  II
Tran sform ation  des coordonnées.

DÉPLACEMENT DE L’ORIGINE.

419 —  On veut remplacer les trois axes OX, OY, OZ par

trois autres axesO'X', O'Y’, O'Z', 
respectivement parallèles aux 
premiersetdirigés dans le même 
sens (fig. 271). La position des 
nouveaux axes sera déterminée 
par lès coordonnées a, b, c de 
la nouveile origine O1, relative
ment aux anciens axes. Appelons 
x , y, z  les coordonnées d’un 
point quelconque M de l’espace 
par rapport aux anciens axes,



x ' , y ' , z ' \ e s coordonnées du même point par rapport aux nou
veaux axes; en projetant successivement sur chacun des trois 
axes primitifs, parallèlement au plan des deux autres, la droite 
OM et la ligne brisée OO'M, on aies relations 
( i )  x = a + x \  y  =  b - h y /,  z = c + z / .

CHANGEMENT DE LA DIRECTION DES AXES.

420 — Considérons maintenant le cas où l’on change la 
direction des axes, l’origine demeurant la même. Désignons 
par a, 6, c les cosinus des angles que fait l’axe OX' avec les 
trois axes OX, OY, OZ, par a7, b',  c7 et a", b", c" les quantités 
analogues pour OY' et OZ', et, enfin, par [a, v les angles 
YOZ, ZOX, XOY (fig. 272).

Soit M un point quelconque de l’espace; par le point M me
nons une parallèle MC à l’axe OZ, et par le point C, où cette 
droite perce le plan XOY, une parallèle CD à l’axe OY ; les trois 
longueurs OD, DC, CM, prises avec les signes convenables, 
sont les coordonnées x ,  y, z du point M par rapport aux an
ciens axes. Par le point M menons une parallèle MC7 à l’axe

OZ7, et par le point C' où elle perce 
le plan X OY7, une parallèle C7D' à 
l’axe OY7; les trois longueurs OD7, 
D7C7, C7M, prises avec les signes con
venables, sont les coordonnées x ' ,  

y \  z 7 du point M, par rapport aux 
nouveaux axes. En projetant les 
deux lignes brisées ODCM, OD'C7M, 
successivement sur chacun des trois 
axesOX, OY, OZ, on obtient les trois 
relations

I x  + ÿ C o s v - + ; s c o s [ i = a x ' - t - d ' i / - + - a ”z ' ,
(2) \#cosv-f-y ■+■ z  cos l  =  bx ' -f- 67ÿ7 4- b" z7,

( x  c o s  y  c o s  >.-4- s  = c x '  - t - c 'y 7 - t -  c" z ' ,

desquelles on peut déduire pour x ,  y ,  z  des expressions du 
premier degré en x > , y \  z .  Le déterminant de ces équations 
est le même que celui des équations du n°4i8.
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Il faut se rappeler que a, b, c ne sont pas arbitraires, mais 
liées par une équation de condition ; il en est de même de a', 
b', c1 et de a", b", c". Il y  aurait entre ces mêmes quantités 
trois nouvelles relations, si l’on voulait que les nouveaux axes 
fussent rectangulaires, ou, plus généralement, qu’ils fissent 
deux à deux des angles donnés.

4 2 1  —  Quand les axes primitifs sont rectangulaires,
on a

1  f  TCCOS A =  cos U —  COS =  COS- = 0 ,
1 2

les équations (2) se réduisent à

/ x — ax' -+- a'y' -+- a"z',
(3) < y =  bx' b'y' -+- b"z',

[ z  — cx'-^-dy1 -f c V .

Alors les relations entre les cosinus sont

- a ’ -+-c2 =  1,
(4) ) a/s-i-6/s-f-c/* =  1,

( a"~ -f- 6"2 c"‘l—  1.

Si les nouveaux axes sont aussi rectangulaires (fig. 273), on 
a en outre les relations

ia'a"-hb'b"-+-c'c" = o,
(5) J a"a + b "b  +  c"c =  o, 

la a ' +  bb/ - h c c '= 0 ,  
Sil’on multiplie lesdeux mem

bres des équations (3) par a, b, c, 
puis par a', b1, c/, et a", b", c", et 
qu’on ajoute, il vient, en ayant 
égard aux relations (4) et (5),

i x '= a x  -\-by -4-c.z, 
y' =  a1x  -\-b'y 4 -c 'z , 
z ' =  a"x -+■ b"x-+- c"z.

On obtient ces formules directement en projetant les lignes 
brisées ODCM, OD'C'M sur les axes OX', OY', OZ'.

Puisque les nouveaux axes sont rectangulaires, les quantités 
(a, a', a"), (b, b', b"), (c, c\ c"), qui désignent les cosinus des 
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a n g l e s  d e s  d i r e c t i o n s  OX, OY, OZ a v e c  l e s  n o u v e a u x  a x e s ,  d o i 

v e n t  s a t i s f a i r e  a u x  r e l a t i o n s

(a*-4-a /,+ a"*  =  i, Ibc -h Vd +b"c" = o ,
(7) ] b* +  bn +  b"s =  1, (8) | ca •+- do! H- c"a" =  o ,

( c 2 d* - f -  c " 4 —  1 , | ab a'b14 -  a"b"= o ,

a n a l o g u e s  a u x  r e l a t i o n s  (4 ) e t  ( 5 ) .

4 2 2  —  Des relations précédentes entre les neuf cosinus, ou en dé
duit un grand nombre d’autres parmi lesquelles nous citerons les suivantes, 
qui sont particulièrement utiles* Les deux premières des équations (5) dé
terminent les rapports des quantités a", b", c"; 011 en déduit

a” b" c" _______ \Ja'i,+b"t-{-c"i_______
bc‘—cb'~ca! ac'— aV -ba'-~  -ba'Y

Mais on a
(bc'—  (ca’— ac')’4- (ab'—  ba'Ÿ 

=  (aM-fc2-t-c’ ) —  (aa'-\-bb'+cc' )* =  1.

Il en résulte
( )  a" =  b" __ c"

bc' —  cb' ca"— ac' ab’ — ba’
On prendra l’un ou l’autre signe suivant la disposition de l’angle trièdre 
OX’Y’Z’ . Quand on fait coïncider OX'avec OX, OY'avec OY,OZ’ prend la 
direction OZ ou la direction opposée. Pour cette position particulière, on a, 
dans le premier cas, a= b’— c "= i, a '=  a"= b =  6"= c =  c '=  o, et il faut 
prendre le signe+; dans le second cas, il faut prendre le signe— . Si l’angle 
trièdre se déplace d’une manière continue, les angles, et par conséquent 
leurs cosinus, variant d’une manière continue, on doit conserver le même 
signe devant chacun des binômes, tant que ce binôme ne s’annule pas; 
les trois binômes ne pouvant devenir nuls à la fois, on en conclut que le 
même signe doit être conservé, quelle que soit la position de l’angle trièdre.

Si l’on forme le déterminant des équations (3) ou (6), on a, en vertu 
des relations (g),

ab'c"— acb"-+-ca'b"—  ba‘c"-\-bc‘a"—  cb'a"
=  (fcc'—cb') a”+  (ca‘—  ac‘) !>”-+- (ab‘—ba‘) c ' '= ± i .

FORMULES d ’ e ü L E IÎ.
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4 * 8 3  —  L es form ules précédentes, pour passer d’ un système rectan

gulaire à un autre égalem ent rectangulaire, offrent l ’avantage d’être sym é-



Lfiques par rapport aux angles; mais, quoique les angles soient au nombre 
de neuf, il n’y en a réellement que trois qui soient arbitraires; c’est pour
quoi il ne faut jamais perdre de vue les relations qui les lient. Cette dé
pendance des neuf cosinus est, dans certains cas, un obstacle pour constater 
l'identité de deux expressions. On a donc cherché des formules dans les
quelles n’entrent que trois constantes ; le choix de celles-ci était naturelle
ment indiqué dans plusieurs questions de mécanique et d’astronomie, où 
l’on emploie de préférence les nouvelles formules.

On peut déterminer la position des nouveaux axes par l’angle  ̂ que fait
avec OX la trace OA du plan X'OY' 
sur le plan XOY, l’inclinaison 0 du 
plan X'OY' sur le plan XOY, incli- 
naison mesurée par l’angle ZOZ', 
enfin l’angle 9 de l’axe OX' avec la 
trace OA (fig. 274).

Or, il est possible d’amener le 
premier système sur le second, par 
trois rotations successives. Faisons 
tourner d’abord les axes primitifs de 

l’angle  ̂ autour de OZ; tandis que l’axe OZ reste immobile, les axes OX 
et OY tournent dans leur plan de l’angle <|*; l’axe OX vient donc occuper 
la position OA ou OX,, et OY une certaine position OY,. Remarquons 
que l’axe OZ', perpendiculaire au plan X'OY', et, par suite, à la trace OA, 
est contenu dansleplan Y,OZ perpendiculaire à OA. Actuellement, faisons 
tourner l’angle trièdre OX,Y,Z de l’angle 6 autour de OA; tandis que l’axe 
OX, reste immobile, les deux axes OY, et OZ tournent dans leur plan de 
l’angle 0 ; donc OZ vient occuper la position OZ’, et OY, une certaine posi* 
tion OYj comprise dans le plan X'OY'. Enfin, faisons tourner l’angle trièdre 
OXjYjZ'de l’angle f  autour de OZ'; puisque les deux axes OX,, OY2 tour
nent dans leur plan de l’angle ç, il en résulte que OX, vient se placer sur 
OX', et OYs sur OY'. Après ces trois rotations successives, les axes primi
tifs coïncident avec les nouveaux axes.

Nous avons considéré quatre systèmes d’axes, savoir : OXYZ, OX,Y,Z, 
OX,YsZ', OX'Y'Z'. Deux systèmes consécutifs ayant un axe commun, on 
passera de l’un à l’autre par les formules de transformation employées 
en Géométrie plane (n» 5o). On a ainsi, par des transformations succes
sives,

æ =  a;,cos4l— y,sin<|/, y ,=  y,eos6—  s'sinO, æ ^ æ 'cos?— y'sin?, 

y = æ tsin^-H/,cosi}/, z =  ys sinO +  s'eosO, y, =æ'sinç-H/cos9. 
L’élimination des quantités auxiliaires x „  y,, y, donne
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/ x=x'(cos çcos —  sin 9 sin Ù cos 6)-+- y' (— sin 9 cos & — cos çsi n «j/cos 6) 
\ + S ' sin «{'sinO,

(10) - y=x'(cosçsin«l-4-siP9COSiI/cose)+v' (— sin<psin<l/+cosçcosJ/cosO) 
f + z '( — cos 'J' sin 0),
■ z=x< sin 9 sin 0 + y '  coso sin 9 -4- s’ cos 6.

Telles sont les formules connues sous le nom de formules d’EüLER.
La comparaison de ces formules, avec les formules (3) du n" 421, con

duit aux relations suivantes :

a =  cos 9 cos ii—  sin 9 sin cosO, 
b =  cos 9 sin +  sin 9C0Ŝ  cos 8, 
c =  sin 9 sin 0 ;
a '=  —  sin 9 cos  ̂—  cos 9 sin i  cos 6.

( 1 1 ) &' = —  sin 9 sin >}/ + c o s 9  c o s c o s 9,

C' =  cos 9  sin 9 ;
a " =  sin sin 0 ,

&"= —  cos>V sin 0,
c"— cos 0 ;

c . , a ” dou ta n g 9 = -  tang 4. =  — — .

4 3 4  —  Remarque. Lorsqu’un corps tourne autour d’un axe fixe, la 
rotation peut s’effectuer dans deux sens dif
férents qu'il importe de distinguer. Considé
rons, par exemple, une rotation autour de 
l’axe OZ ; en vertu de cette rotation un rayon 
OA, perpendiculaire à OZ et mobile autour 
du point O, tournera dans le plan XOY 
(fig. 275). Imaginons qu’un observateur soit 
placé sur l’axe OZ, les pieds en O, la tête en 
Z ; cet observateur verra le rayon mobile OA 
tourner, soit de gauche à droite, soit de droite 

à gauche, en passant devant lui. Dans la figure, si OA tourne de OX vers 
OY dans le sens indiqué par la flèche, la rotation s’effectue de gauche à 
droite.

Deux systèmes d’axes rectangulaires OXYZ, OX’Y'Z, ne sont pas toujours 
susceptibles de coïncider. Pour le reconnaître, imaginons deux observa
teurs placés l’un sur OZ, l’autre sur OZ'; le premier observant la rotation 
de OX vers OY, le second celle de OX’ vers OY' ; si les deux rotations 
s’effectuent dans le même sens, par exemple de gauche à droite, comme 
cela a lieu dans la fig. 273, les deux systèmes d’axes peuvent coïncider. En 
effet, si l'on place OZ sur OZ', et si l’on fait tourner le second angle trièdre
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autour de l’axe commun, de manière à amener OX sur OX ,̂ nécessaire
ment OY coïncidera avec OY'; car OY et OY' forment toiitftleux un angle 
droit avecOX ou OX' dans le même sens. Maif si les deux rotations étaient 
de sens contraires, après avoir fait coïncider OZ avec OZ’, OX avec OX', 
on verrait OY se placer, non plus sur OY', mais sur son prolongement.

Dans les formules d’Euler, on suppose que les deux systèmes d’axes 
rectangulaires offrent la même disposition, c’est-à-dire sont susceptibles de 
coïncider. On a amené le système primitif sur le système nouveau par trois 
rotations effectuées dans le même sens. L’angle ty de la rotation autour de 
OZ varie de o à 2it; l’angle 8 de la rotation autour de OA est compris entre 
° et it, pourvu que sur l’intersection des plans XOY et X'OY' on choisisse 
convenablement la direction OA ; la rotation 9 autour de OZ' varie de o à 271.

4 2 5  —  F o r m u l e s  g é n é r a l e s . Lorsqu’on change à  la fois 
l’origine et la direction des axes, en menant par la nouvelle 
origine O', dont les coordonnées, relativement à  l’ancien sys
tème sont a, b, c, trois axes OX,, OY,, 0Z„ parallèles aux pre
miers et de même direction, on a x = a - i - x i) y = b - \ - y „  
z =  c + z , ;  ensuite, j/,, z , s’expriment en x', y1, z ' par l’un 
des groupes d’équations écrites précédemment; il suffit donc, 
pour avoir les formules générales, de remplacer dans ces équa
tions x , y, z respectivement par . x — a, y — b, z — c.

C L A SS IF IC A T IO N  D E S  S U R F A C E S.

4 2 © —  On distingue les surfaces, comme les lignes pla
nes, en surfaces algébriques et surfaces transcendantes, sui
vant que leurs équations sont elles-m êm es algébriques ou 
transcendantes. Quand l’équation est algébrique, elle peut tou
jours se ramener à  la forme entière, et une transformation 
d’axes rectilignes ne change pas son degré. Le nombre qui ex
prime ce degré sert à  classer les surfaces en ordres; ainsi, on 
dit qu’une surface est du premier, du second, du troisième or
dre, etc., lorsque son équation est du premier, du second, du 

troisième degré, etc.
Pour que l’équation f  (x , y, z ) = o ,  algébrique et entière du 

degré m, représente réellement une surface de l ’ordre m, il 
faut que son premier membre ne puisse pas se décomposer en 
un produit de deux fonctions entières,ou qu’elle soit irréduc
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tible. Deux équations irréductibles distinctes représentent deux 
surfaces qui peuvent avoir une ou plusieurs lignes com 
munes, mais ces surfaces n’ont jamais d’éléments superficiels 
com muns; car pour avoir des solutions communes aux deux 
équations, on ne peut pas prendre arbitrairement, même entre 
des limites très-resserrées, deux des variables.

Un plan coupe une surface algébrique de l’ordre m suivant 
une ligne algébrique dont l’ordre ne peut dépasser m; en effet, 
si l’on rapporte cette surface à un système de trois plans coor
donnés, dont fasse partie celui que l’on considère, on obtient 
l’équation de la ligne d’intersection, par rapport à deux des 
axes coordonnées, en remplaçant dans l’équation de la surface 
l’une des coordonnées par zéro; le polynôme à deux variables 
qui en résulte ne peut évidemment être d’un degré supérieur 
à m. Une ligne droite rencontre une surface de l’ordre m en m 
points au plus, ou bien elle est située tout entière sur la 
surface.

Une surface du premier ordre, étant coupée par un plan 
quelconque suivant une ligne droite, est un plan.

Deux surfaces algébriques, dont les degrés sont m et m', se 
coupent suivant une courbe gauche qui est rencontrée par un 
plan en mm.' points ; car ce plan coupe les deux surfaces sui
vant deux lignes planes d’ordres m et m ', qui ont, par consé
quent, mm7 points communs. On dit que la courbe gauche est 
de l’ordre mm,1.

SECTION d’une SURFACE PAR UN PLAN.

Supposons d’abord que le plan passe par l’origine;
on déterminera sa position par 
l’angle que fait avec OX sa trace 
OX' sur le plan XOY, et par l ’an
gle G que fait avec OZ la normale 
OZ' à c»plan (fig. 276).Par le point 
O menons dans le plan une droite 
OY' perpendiculaire à OX' ; nous 
rapporterons la courbe d’inter
section aux deux axes rectangu-
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laires OX7 et OY7 situés dans son plan. Supposons d’abord que 
l’on fasse tourner les axes primitifs autour de OZ d’un angle  ̂
pour amener OX sur OX7 ; OY prendra dans le plan XOY une 
position OY, perpendiculaire à OX'; la coordonnée z  ne change 
pas et l’on a

a;=a/cos<l>— y, sin<j/, y = a s /sin(j/4-î/1 cos<J/.

Les quatre droites OY,, OY', OZ, OZ', perpendiculaires à OX', 
sont dans un même plan perpendiculaire à cette droite ; faisons 
tourner le second système d’axes autour de OX' de l ’angle 9 
pour amener OY, sur OY', et par suite OZ sur OZ' ; la coor
donnée x/ ne change pas, et l’on a

y ^ y 1 cosO— z'sinQ, z = ÿ ' s i n 0-t-z'cos9.

Si l’on considère un point situé dans le plan X'OY', la coor
donnée z' étant nulle, les dernières formules se réduisent à 
ÿ ,= ÿ 'c o s 0, z =  y' sin G, et l’on a ainsi

i æ= o/ cosiJ/— ÿ'sin^cosÔ,
(12) . y = x l sin^-t-i/cos^cosO,

( z = y 's i n 9.

On peut déduire ces formules de celles d’Euler en y  faisant 
9 = 0  et z1 =  0. Si le plan sécant défini de la même manière 
quant à sa direction, au lieu d’être mené par l’origine, passait 
par un point ayant pour coordonnées a, b, c,dans les formules 
précédentes on mettrait x — a, y —  b, z — c à la place de 
x, y , z.

TR A N SFO R M A T IO N  D E S  C O O RD O N N ÉES R E C T IL IG N E S  

EN C O O RD O N N ÉES P O L A IR E S .

4 2 8  — Le système polaire défini au n» 411 étant assez fré
quemment employé, il est bon d’indiquer comment on passe du 
système rectiligne rectangulaire au système polaire, et récipro
quement. Considérons le cas où l’axe fixe est OZ, le plan XOZ 
le plan fixe à partir duquel se compte l’angle  ̂ (fig. 277). 
La projection de OM sur OZ est pcosQ, la projection OP de la 
même ligne sur le plan XOY est psinô; enfin les projections 
de OP sur les axes OX et OY sont p sin 9 cos <(/, psin6sin<J/. Si



donc on projette sur chacun des trois axes la droite OM et la 
ligne brisée OPM, on obtient les relations

(13) a>=pcosi|/sin9, î/ =  psin<j/sin6, z = p c o s 6 .

On en déduit les formules inverses

(14) p =  \Jx2+ y * -+ -z \  tang^ =  ^, c o s 8 = - -----z
x

Dans le système polaire,une direction 
OM est complètement déterminée par 
les deux angles 6 et <j/; on s’en sert 
fréquemment à ce point de vue. En as
tronomie, si la droite OZ est la verti
cale d’un lie u , le plan ZOX le plan 
méridien du lieu, et que le rayon OM 
soit le rayon visuel d’un astre, l ’angle 
6 sera la distance zénithale de cet astre 
et l’angle <|» son azimut. En géogra

phie, on prend pour OZ la ligne des pôles, alors G est le com
plément de la latitude et <j/ la longitude.
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D ISTA N C E D E  D E U X  P O IN T S .

4 2 0  — Nous avons déjà trouvé la distance de l ’origine à 
un point en coordonnées rectangulaires ou obliques. Soient 
( x ,  y1, z'), (x ", y", z11) les coordonnées de deux points M' et M", 
/ la distance Itt'M'7 de ces deux points. Transportons les axes, 
parallèlement à eux-m êm es, en M'. Si les axes sont rectangu
laires, on a (n° 4i6)

l —  yjfë' —x'Y-\-{yn—j/')*-̂ (a'7— z')2.
Si les axes sont obliques, on a (n° 418)

._. /(xll— x l)ï ~\- (y"— y')‘-H z"— zOa+  ^ ' — y') (z"— z') cos XV +2(z/'—z') (x11— x')cos [/.-(- ilpd1— a/) (y11— W) cos v.
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C HA P I T R E  III

Un p lan  et de la  lign e droite,

DU PLAN.

CONSTRUCTION DE i/ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ.

4 3 0  —  L’équation générale du premier degré entre les va
riables x ,  y, z  est

(i) A x  -H By -H Cz -(— D = o .

Nous avons vu (n° 426) que cette équation représente un plan ; 
mais il est bon de démontrer directement cette proposition. 
L’équation renferme trois paramètres arbitraires qui sont les 
rapports de trois des quantités A, 13, C, D à la quatrième. D’a
bord, si deux des coefficients A, B, C sont nuls, l’équation se 
réduit à la forme

C z -t-D = o , ou z = —

elle représente un plan qui est parallèle au plan XOY, et qui

coupe l’axe des z  à une distance — j? de l’origine (n° 4 i 3). Si

un seul des coefficients des variables, par exemple C, est nul, 
on a l ’équation

A x  -4-By D =  o,

qui représente, dans le plan XOY, une droite, et dans l’espace 
un plan parallèle à OZ et mené par cette droite.

Supposons, enfin, qu’aucun des coefficients des variables ne 
soit nul. On obtient les traces de la surface sur les trois plans 
coordonnés XOY, YOZ, ZOX, en faisant dans l’équation pro
posée z — o, ou x  —  o, ou y — o, ce qui donne trois droites PQ, 
QR, RP (fig- 278), ayant pour équations

Aas-f- By-+ -D =o, B ÿ + C z  -t-D =  o, A x-t-C z-t- D = o .



Coupons les surfaces par un plan z = c ,  parallèle au plan XOY; 
la projection de l ’intersection sur le plan XOY a pour équalion

A x  -j- B y -f- Ce+ D =  o ;

c’est une droite Ĝ H7 parallèle à PQ. L’intersection elle-même,
étant la ligne suivant la
quelle le plan z — c, pa
rallèle à XOY, rencon
tre le plan projetant 
mené par G II', est une 
droite CH parallèle à 
G'H7, e t , par consé
quent , parallèle à PQ. 
D’ailleurs, la droite GH 
rencontre la droite PR 
au point G. On peut 
donc regarder la surface 

comme décrite par une droite GH, qui se meut parallèlement à 
la droite PQ, en s’appuyant constamment sur une autre droite 
PR; donc la surface est un plan.

431 —  Réciproquement, tout plan est représenté par une 
équation du premier degré entre les variables x, y, z.  Car 
lorsque le plan est parallèle à l ’un des plans coordonnés, XOY 
par exemple, si l’on appelle c la coordonnée z  du point où il 
rencontre l’axe OZ, son équation est z = c .  En second lieu, si 
le plan est seulement parallèle à l’un des axes, OZ par 
exemple, sa trace sur le plan XOY a une équation de la forme 
Ax-\- By-{- D =  o; celle-ci représente, dans l’espace, le plan 
donné.

Enfin, supposons que le plan ne soit parallèle à aucun des
axes ; soient

z = a x ~ h  y , z = b y - |-y

les équations de ses traces PR et QR sur les plans XOZ et YOZ. 
On peut disposer des coefficients de l ’équation
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(i) A x —{— B y —I— Cjs -(- D

de manière que le plan qu’elle représente coïncide avec le plan



proposé. En effet, les traces du plan représenté par l’équation 
(O sur les plans XOZ et YQZ ont pour équations

A D  B D
c x  c ’ z =  c ’

elles coïncideront avec les traces PR, QR du plan proposé, si 
l’on a

A B , I)
c —  a, (, _  b, c —  y,

0,1 A = — Ca, B =  — C b, D = — Cy.

L équation (i), dans laquelle on substitue les valeurs précé
dantes, devient, après la suppression du facteur C, '

z — a x —  by— v = o .

CONDITIONS POUR QUE LES DEUX PLANS SOIENT PARALLÈLES.

4 3 2 — Soient A a ;+ B ÿ + C z + D = o , A 'x + B 'y + C /z-|-D/= o  
les équations de deux plans. Pour que ces plans soient paral
lèles, il est nécessaire et il suffit que leurs traces sur deux des 
plans coordonnés soient respectivement parallèles. Les traces 
sur le plan XOZ ont pour équations

A a:H -C z-|-D = o, A/Æ-t-C/z + D /= o ;  

ces deux droites seront parallèles, si elles ont le même coeffi-
C C1cient angulaire, ce qui donne la condition —  r  = — — , ou
A A'

A C
j / =  y '  De même les traces sur le plan YOZ seront parallèles, 

B C
si l’on a g/==j y  Ainsi, pour que les deux plans soient paral

lèles, il faut et il suffit que l’on ait 

f2) A _ B _ G
A' B; C'

c ’est-à-dire que les coefficients des variables soient propor
tionnels.
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ÉQUATION GÉNÉRALE DES PLANS QUI PASSENT PAR UN POINT DONNÉ.

4 3 3 — L’équation générale du premier degré renfermant



trois paramètres arbitraires, il faut trois conditions pour déter
miner un plan.

Cherchons d’abord l’équation générale des plans qui passent 
par un point donné M' ayant pour coordonnées x y ' ,  x!. Soit

( i)  Ax  +  Bî/ + C z + D — o

l ’équation d’un plan quelconque. Pour que ce plan passe par 
le point M', il faut que les coordonnées de ce point vérifient 
l’équation du plan, ce qui donne l’équation de condition

(3) Aa/-t-Bj//+ C z /+ D = o ,
r

qui déterminera l’un des coefficients, par exemple le coeffi
cient D. En remplaçant D par sa valeur dans l ’équation (i), 011 
obtient l ’équation

(4) A (a:— a/)-+-B(y — y ')+ C .{z—  z ') = o ,

qui renferme deux paramètres arbitraires, les rapports de deux 
des trois coefficients A, B, C au troisième; c’est l’équation gé
nérale des plans passant par le point M7.

Si l’on voulait mener par un point un plan parallèle à un plan 
donné, l’équation du plan demandé étant de la forme (4), il suf
firait de prendre les coefficients A, B, C proportionnels ou plus 
simplement égaux aux coefficients de x , y, z dans l’équation 
du plan donné.

PLAN PASSANT PAR TROIS POINTS DONNÉS.

4 3 4  —  Pour qu’un plan AaH-By-)-C.s +  l) =  o passe par 
trois points donnés (a/, y ,  z7)> (x11, y",z!'), (x 1,1, y'u, z"'), il faut 
(jiie les trois équations de condition

A x' -+-By1 -f-Cz' -t-D =  o,
A x"  +  Bÿ" -+-C z"  -h  D =  o,
A x ,n -+- B y111 -+- Cz/// -f-D =  o

soient vérifiées. De ces équations du premier degré, on déduira

les rapports g» de trois coefficients au quatrième.

Lorsque les trois points donnés sont situés sur les axes des 
coordonnées, l ’équation du plan prend une forme très-simple.
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Appelons a, b, c les coordonnées des points P, Q, R, où le plan 
coupe les axes. On obtient le point P en faisant, dans l’équation

du plan, y = o  et 2 = 0 , ce qui donne a = — on a de

même b = —  ?  et c =  —  5 * Si l ’on remplace les rapports 
B C

D’ D’ D Par êurs valeurs — — 5 ’ — tirées des relations 

précédentes, l’équation du plan se met sous la forme

(5) - + f + î = « -a b c

INTERSECTION DE TROIS PLANS.

4 3 5  _  La recherche du point d’intersection de trois plans 

revient à la résolution de trois équations du premier degré

A æ-l-B y- t-C z-f-D = 0 ,
A 'æ h-B 'y + G /z-l-D/= o ,
A" as -+- B"y H- C"* H- D"= o, 

à trois inconnues x,  y, z.  Si les trois plans se coupent en un 
seul point, les trois équations admettent une solution finie et 
une seule. Si les trois plans n’ont pas de point commun, ce 
qui arrive quand les plans se coupent deux à deux suivant des 
droites parallèles entre elles, ou quand deux des plans sont 
parallèles, les trois équations n’ont pas de solution. Si les trois 
plans passent par une même droite, ou se confondent, il y  a 
une infinité de solutions; dans le premier cas, on peut prendre 
à volonté l’une des variables; dans le second cas, deux des va

riables.

ANGLES DE LA NORMALE AU PLAN AVEC LES AXES.

4 3 0  —  Jusqu’à présent nous n’avons fait aucune hypothèse 
sur les coordonnées ; dans ce qui suit, nous supposerons les 
coordonnées rectangulaires. Soit A a;-)-B y-4-C *-l-D = o le -  
quation d’un plan; les coordonnées a, b, c des points P, Q, R, 
où ce plan coupe les axes, sont données par les form ules

D . D _  P a = - r  6 = - g ’ c-  C
1
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De l’origine O abaissons une perpendiculaire OL sur le plan
(fig. 279), etjoignonslepied Lde 
la perpendiculaire aux points P, 
Q, R, de manière à former trois 
triangles rectangles OLP, OLQ, 
OLR. La distance OL, que nous 
désignerons par l, est la projec
tion sur la droite OL des droi
tes OP, OQ, OR; si l’on désigne 
par a, (3, y les angles que fait la 
droite OL avec les axes, on a 

i= a c o s a = ô c o s ( i  =  cco sY ; et, 
en remplaçant a, b, c par leurs valeurs,

I _cos a cosB cos y
(6) D "Â-  =  _ B~ ~  ~C

Chacun de ces rapports est égal au nouveau rapport

\/c°s* a-f- cos* (3-4-cos‘2y __ ^ 1

— Vam^FTc*

en vertu de la relation cos’a-)-coss(i-t-cos5y =  1. On en déduit

, , cos a _cos [3__c o s y _______  ± 1

A —  B —  C —  D ~  v/Aî -t-R’ + C * ’

on prendra le signe de façon que la valeur de l soit positive. 
Ces formules déterminent les angles que fait la normale au 
plan avec les axes des coordonnées, et, par conséquent, les 
angles que fait le plan avec les plans des coordonnées.

A N G LE D E  D EU X  PL A N S.

437 —  Soient A x -f-B ÿ + C z + D = o , A 'x - h B ' ÿ + G ' o  
les équations des deux plans. L’angle cherché est égal à l’angle 
des normales menées de l’origine aux deux plans donnés. Dési
gnons par a., (3, y les angles que fait avec les axes la première 
normale, par a.', (3',  y' les angles de la seconde normale, et par



V l’angle cherché. Les axes étant supposés rectangulaires, on 
a (n» 417)

cos V = cos a cos a! -+- cos p cos (y -f- cos y cos y7 ; 

d’où, en vertu des formules (7),

v  AA' +  BB/+ C C /
(o) COSV ~ - 4-  —  . --------- •

V a24 -B 2 H- C2 +  B'2 +  C/2 

Pour que les deux plans soient perpendiculaires entre eux, 
il est nécessaire et il suffit que l’on ait

(9) A A '+ B B '+ C C y  =  o.

DISTANCE D’UN POINT A UN PLAN.

4 3 8  —  Quand nous avons cherché les angles que la normale 
OL au plan A a ;-t-B ÿ + C z -t-D = o  fait avec les axes (n°436), 
nous avons désigné par l la longueur de cette normale, et nous 
avons trouvé les rapports égaux

l _c o s a __co sp __cos y __ ± 1
" D  Â~ ~TT™ C —  s/A,-t-B, +  C, ‘

U en résulte
+  D

(10) 1 =  , ~
y/A*-!-^-)-^

Cette formule donne la distance de l’origine au plan en coor
données rectangulaires.

Il est facile d’en déduire la distance d’un point quelconque 
M ayant pour coordonnées a;,, y „  z,. Si l ’on transporte les axes 
parallèlement à eux-mêmes au point M, l’équation du plan 

devient

Aa/-t- B y1 -f- C z1 4- (Aa;, -t- B y, -t- Cz, -t- D) = 0 .

En vertu de la formule (10), la distance du point M au plan 
a pour expression

, , 1_±  (Aa:, +  B y, + C z , -t- D)
(11) * --  ‘ . ■—

Va *-+-b *-+-c *

Si, dans l’équation du plan, on remplaceJes coefficients par
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les quantités proportionnelles données par les formules (6), 
l’équation prend la forme

(12) Æcosa 4- y cos(3 +  2 cosy— l = o .

Le premier membre, dans lequel on regarde x ,  y, z comme 
les coordonnées d’un point quelconque de l’espace, exprime la 
distance de ce point au plan, affectée du signe -4- ou du signe 
— , suivant que le point et l’origine sont situés départ et d’autre 
du plan, ou du même côté.

DE LA L I G N E  D R O I T E .

P R O JE C T IO N S  D’ ü N E  D R O IT E .

4 3 9 — La manière la plus simple de définir une droite dans 
l’espace est de la considérercomme l’intersection de deux plans. 
Une droite sera donc représentée par le système de deux équa
tions du premier degré

A a;-4-By-t-Cz-(-D =o, A 'Æ + R 'y -t-C 'z - f-D ^ o .

Si l’on élimine ÿ o u x  entre les deux équations, on obtiendra 
deux équations de la forme

(1) x  —  a z -h p ,  y =  bz-\-q;

ce sont les équations des plans qui projettent la droite sur le 
plan XOZ ou sur le plan YOZ. On peut aussi considérer chacune 
de ces équations comme étant celle de la projection elle-même 
rapportée aux deux axes situés dans son plan.

Si, dans les équations (1), on fait z — o, on obtient les coor
données x = p ,  y — q de la trace de la droite sur le plan XOY.

Quand deux droites sont parallèles, leurs projections étant 
respectivement parallèles, les coefficients angulaires a et b sont 
les mêmes dans les équations de ces droites.

Les équations générales d’une droite renferment quatre pa
ramètres arbitraires a, b, p, q.

iOO
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ÉQUATION GÉNÉRALE DES DROITES QUI PASSENT PAR UN POINT DONNÉ.

4 4 0  —  Pour qu’une droite 

(0 x — a z + p ,  y = b z  +  q

passe par un point donné M, ayant pour coordonnées xf,y ', z1, 
il faut que les coordonnées de ce point vérifient les deux équa
tions de la droite, ce qui donne deux relations x l=  az' -\-p, 
y1 = b z f -\-q, servant à déterminer deux des paramètres, par 
exemple p et q. En remplaçant p et q par leurs valeurs, on ob
tient les équations

(2) x — xf— a{z— z'), y — y '— b (z— z'),

dans lesquelles les deux paramètres a et & sont arbitraires, et 
qui représentent toutes les droites passant par le point donné.

DROITE PASSANT PAR DEUX POINTS DONNÉS.

4 4 1 — Les équations (2) représentent une droite quelconque 
passant parle point M; cette droite passera par un second point 
M; ayant pour coordonnées x", y", z", si les conditions

x"— x '= a ( z " — z/), y"— y/= b [ z ’,— zl)

sont vérifiées ; on en déduit

cd'— x 1 k y”— y'
a ~  F ^ l 7’ b— z " - z ' '  

et la droite cherchée a pour équations

(3) x —x ' = —— y y — _-1 \ hz —

ou plus simplement

x ~ x ' y - y ' - z — z '
W/ x"— x ‘ y"— y' z"— z1

On obtient immédiatement les équations (2) et (3), en remar
quant que, lorsqu’une droite passe par un point, les projections 
de la droite passent par les projectionB du point.

GEOM. ANALÏT.
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INTERSECTION D’UNE DROITE ET D’UN PLAN.

442— Les coordonnées du point de rencontre d’une droite 
et d’un plan s’obtiennent, comme celles du point de rencontre 
de trois plans, par la résolution de trois équations du premier 
degré à trois inconnues. Si les équations de la droite sont

X— az-\-p, y = b z -\ -q ,

et celle du plan

Aæ+ By -H Ca+ D = o, 

en éliminant x  et y, on obtient la coordonnée ;  du point d’in
tersection

__ A p+ B qf-hD
A a + B 6 -t-C ’

Si l ’on a

(5) A a-t-B & -)-C = o,

la valeur de z devenant infinie, le point de rencontre s’éloigne 
à l’infini et la droite est parallèle au plan.

Si l’on a en même temps

(6) Aa +  B 6 + C = o ,  Ap-t-Bg-f-D =  o,

la valeur de z  est indéterminée et la droite tout entière est 
située dans le plan. La première des conditions (6) exprime que 
la droite est parallèle au plan ; la seconde, que la trace de la 
droite sur le plan des xy, trace qui a pour coordonnées (p, g, o), 
est située dans le plan.

CONDITION POUR QUE DEUX DROITES SE RENCONTRENT.

443— Deux droites placées arbitrairement dans l ’espace ne 
se rencontrent pas en général; pour qu’elles se rencontrent, il 
faut que leurs équations

\ x = a z-+ -p , j x = a 'z + p !,
\y —  bz +  q , \ y = b 'z-\ -q ',



soient satisfaites par un même système de valeurs de x ,  y, z ; 
ceci n’aura lieu que si la condition

(7) (a — ax) (q —  q7) —  (6 —  6') (p— p;) =  ° , 

obtenue par l’élimination de x , y, z, est remplie.

éq u atio n  g é n é r a l e  d es  pla n s  q u i pa ssen t  p a r  la  d r o it e  

d ’ in te r se c t io n  d e  d e u x  pla n s  d on n és.

444— Soient Aa?-f-By-4-Cz-l-D=o, A/«-t-R/y + ( ’/ a + D /= o  

les équations de deux plans ; l’équation

(8) ( A * + B y+ C z+■ D) —  k ( A '*  4 -  B 'y-+-C 'z+ D')= o,

dans laquelle le paramètre k est arbitraire, représentera tous 
les plans qui passent par la droite d’intersection des deux pre
miers plans. Il est évident d’abord que, quelle que soit la valeur 
attribuée au paramètre k, le plan représenté par l’équation (8) 
passera par la droite d’intersection des plans donnés ; car cette 
équation est vérifiée par les coordonnées de chacun des points 
communs aux deux plans. On voit ensuite que l’équation (8) re
présente tous les plans qui passent par la droile d’intersection 
des deux plans donnés; car l ’un quelconque de ces plans est 
défini par la droite d’intersection, et un point [x1, y', z') pris 
arbitrairement dans l’espace; or, on peut déterminer le para
mètre k, de manière que le plan (8) passe par ce point, ce qui 

donne la condition

( A x1 H- By ' -+- C z'-1- D) ■—  k (A 'x '-t- B'y1+ C'a' +  D  ) =  o ; 

d’où l’on déduit la valeur de k. Le plan cherché a pour équa

tion
A x -h B y  + C z  -t-D _A/x +  B'y +  C’z -t-D'^
A x '+ B y '-t-C z '+ D  ~  A'a;'-t-B/y'-+- C 's'+ D '*

PAR UNE DROITE MENER UN PLAN PERPENDICULAIRE A UN 

PLAN DONNÉ.

4 4 5 — Soient A a ;+ B y + C z-t-D = o , A 'x  -t- B'y -+-C 'a + D '=  o , 
les équations de la droite donnée, A ’’aM-B"y-t-C"z-4-D "= o  celle
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du plan donné. Le plan cherché, passant par la droite, a une 
équation de la forme

(Aa;-+-Rÿ+C;-t-D)— k(A!x-\-B'y-{-C'z -f-D ':=o.

Ce plan sera perpendiculaire au plan donné, si la condition

A"(A —  AA')-+-B'(B— kW) -f-C"(C— kO) =  o

est vérifiée (no 437), les axes étant supposés rectangulaires ; on 
en déduit

, A A  R "B -H C"C.
A/A"-+-B/B "+ C /C"’

et le plan cherché a pour équation

(10) (A’A"+B'B"+C'C")(Ax-i-Bj/+Cz+D)=(A.''A+B"B+C"C)(A,aH-B'y+C'i+D’).

Les trois plans donnés forment un angle trièdre ; par l’une 
des arêtes nous avons mené un plan perpendiculaire à la face 
opposée. Les plans menés par chacune des autres arêtes per
pendiculairement à la face opposée ont de même pour équa
tions

(A ”A + B ,'B + C "C )(A 'a ;+ B 'y + C /s + D ') = ( A A '+ B B '+ C C ') ( A " x + B ,'y + C " z 4 -D"),

( A A ' H - B B - + C C ' ) ( A " a H - B " y + C " a + D " ) = ( A 'A ,' + B ' B " + C ' C " )  ( A x + B y + C s + D ) .

En ajoutant les deux premières équations membre à membre, 
on trouve la troisième; on en conclut que les trois plans pas
sent par une même droite.

ANGLES d ’l’NE DROITE AVEC LES AXES.

4 4 6 — Dans les questions relatives à la ligne droite, que nous 
avons traitées jusqu’à présent, excepté dans la question précé
dente, nous n’avons fait aucune hypothèse sur les coordonnées; 
dans tout ce qui suit, nous supposerons les coordonnées rectan
gulaires.

Soient x  =  az-\-p, y = b z-\-q  les équations d’une droite. La 
parallèle OL menée par l ’origine (fig. 280) aura pour équa
tions

x — az, y — bz. w
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Désignons par a, p, y les angles que fait la droite OL avec les 
axes. Prenons sur cette droite un 
point M, situé à une distance / de l’o 
rigine. Les coordonnées x ,  y, z du 
point M étant les projections orthogo
nales de la droite OM sur les axes, 

on a

x = l cosa, y = l c o s f i ,  z = l cosy.

Si l ’on substitue ces valeurs dans les équations de la droite OL, 
il vient

c o s a = a c o s y , cos{3 =  &cosy,
et, par suite,

cos a_cos (3__cos y __ ±  »
a b i /̂aM-ô’+i

Le double signe se rapporte aux deux directions de la droite.

PAR UN POINT MENER UNE DROITE QUI FASSE AVEC LES AXES 
DES ANGLES DONNÉS.

4 4 7 — Proposons-nous de mener par le point M', dont les 
coordonnées sont x ' ,  y', z '. une droite qui fasse avec les axes 
des coordonnées rectangulaires les angles a, (3, y. La droite 
cherchée est représentée par des équations de la forme 

x — x ' = a ( z — z'), y — y, = b ( z — z1);

mais on a
cos a . cos (3

a = ----, b = ---- ;
cosy cosy

on en déduit
x — x 1 _  y — y' _  z  —  z ' 

cosa cosfi cosy

On peut obtenir directement ces équations ; si l ’on désigne 
par x ,  y, z  les coordonnées d’un point quelconque M de la 
droite, et par p la distance M M, les différences x  —  x ' ,  y —  y', 
z —  z1 sont les projections de la longueur M7M sur les axes des 
coordonnées. D’un autre côté, si la longueur M'M est comptée 
à partir du point M7 dans la direction qui fait avec les axes les
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angles a, (3, y, ces projections sont égales à p cos a, p cos (3, p cos y ; 
si la longueur M'M est comptée dans la direction opposée, ces 
projections sont égales à —  p cosa, — pcos(3, — pcosy. On a donc 
dans tous les cas,

x — a ^ p c o s a ,  y — y '—  pcos(3, z — z ^ p e o s y ,
ou

x — x ' _y — y ' __3— z1
cosa cos(3 cosy —  ^

en contenant de regarder la longueur p comme positive ou né
gative, suivant qu’elle est parcourue dans la première direction 
ou dans la direction opposée.

ANGLE DE DEUX DROITES.

448 — Soient

' x = a z - h p ,  i x = a ' z - h p ' ,
\ y  =  bz +  q, \ y  =  blz +  q/,

les équations de deux droites. On déterminera les angles 
(a, (3, y), (a', (3;, y') de chacune d’elles avec les axes, puis on 
exprimera l’angle V qu’elles font entre elles par la formule 

connue (n°4 i7)- On a

co sa_cos (3__co sy__ ± i
a ~ b ~ ~  ~  +  1 ’ 

cosa'_cosp7_cosy'__ ±  i

d’où
„ -, , a a '+ b b ' + i
(13) cosV =  ±  — ........... .......r

Va*+ 6 * 4-i Va/S-hb'M -i

Les droites sont perpendiculaires entre elles lorsque la 
relation

(14) a a '+  bbf i = o  

est satisfaite.

ANGLE d’une DROITE ET D’UN PLAN.

449 — Soient x  =  a z - h  p, y = b z - \ - q  les équations de la 
droite, Aa;-t-Rÿ +  C z + D = o  celle du plan. L’angle V de la

406 LIVRE V, CHAPITRE III.



droite et du plan est complémentaire de Tangle que forme la 
droite avec la normale au plan.

Si l’on appelle a, p, y les angles que fait la droite avec les 
Mes, a', |3', Y  les angles que fait la normale au plan avec les 
mêmes axes, on a (nos 446 et 436)

cos a _cos |3__cos y __ ±  i
a b i

cosa'_cos(3'_co sy '_ ± i
~ Â ~ ~  B —  " C  \/A2+ B 8+ C s’

et, par suite,

i5) sin V =  . - " (Aa +  B& +C ) -
V(Aî + B î -f-C‘ ) (a, +  62+ i )

CONDITIONS POUR QU’UNE DROITE ET UN PLAN SOIENT 
PERPENDICULAIRES.

450—  Soient, comme précédemment, x=az-\-p, y=bz+q 
les équations de la droite, A<r +  B y + C z -t-D = o  celle du plan. 
En désignant par a, [3, y les angles de la droite avec les axes, 
par a', p', y 'ceux de la perpendiculaire au plan avec les mêmes 
axes, nous avons

cosa_ _ cos(3 _ c o s y  
a b i 

cosa' cos (3' cosy'
c

Si la droite est perpendiculaire au plan, les angles a, p, y étant
respectivement égaux à a', (3', y', on a, en divisant les rapports
précédents deux à deux,
/ «v A B C .(16' a b i

Des relations (16) on déduit aisément ce théorème dont on 
se sert en géométrie descriptive : lorsqu’une droite est per
pendiculaire à un plan, la projection de la droite sur un plan 
quelconque est perpendiculaire à la trace du plan. La projec
tion de la droite sur le plan XOZ a pour équation x  =  az -t-p ; 
l ’équation de la trace du plan est A æ  +  C z + D = o ;  la relation

a =  ^ exprime que les deux droites sont rectangulaires. De
u
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g

même, la relation 6 =   ̂ exprime que la projection de la droite 
sur le plan YOZ est perpendiculaire à la trace du plan.

P A U  U N  P O I N T  D O N N É  M E N E R  U N E  D R O I T E  P E R P E N D I C U L A I R E  A  U N  

P L A N  D O N N É .

451 — Soient x ,  y\ z ' les coordonnées du point donné M, 
Aa:-(-Bi/+Cz-f-D =  o l’équation du plan. Les équations de la 
droite cherchée seront de la forme

x — x ' = a { z — z'), y —y/= b ( z — z l).

Cette droite sera perpendiculaire au plan donné, si les relations
A_R_C
a b i 

sont vérifiées ; on en déduit
A . R 

a  =  c ’  6= C ; 

et, par suite, la droite cherchée a pour équations
x — x f = ^ ( z — z'), y — y ' ^ A z — z'),

ou, plus simplement,
hn\ x — x '  y — y' _ _ z — z ’
w; A B C '

On obtient immédiatement ces équations, en remarquant que 
les numérateurs sont proportionnels aux cosinus des angles que 
la droite fait avec les axes, tandis que les dénominateurs sont 
proportionnels aux cosinus des angles que la normale au plan 
fait avec les axes; la droite coïncidant avec la normale, ces deux 
sériés de quantités sont proportionnelles.

4 5 3 — Les coordonnées du pied delà perpendiculaire, c’est- 
à-dire du point P où la perpendiculaire perce le plan, seront 
données par les deux é<juations (17) jointes à l’équation du plan. 
On peut mettre l’équation du plan sous la forme
A (x — ®0+ B(y—y/)+ c (s — z ') = — (\y/ •+- R,/ +  Cz' -+- D) ; 

en ajoutant les numérateurs et les dénominateurs des rapports 
égaux (17), après avoir multiplié les deux termes du premier



par A , ceux du second par B, ceux du troisième par C, on 
forme un nouveau rapport égal à chacun des précédents

A {x — a O + R  (y— y0 +  C (*— z') —  (A a '+ B .y '+ C z ' +  D). 
A’ +  B’ +  C’ ' “  A’ +  B2 +  C!

on a ainsi les équations

(1 8 1  x — x' y~V z~ z' —  ( A a j ' - H - B i / H - C z '  +  D )
V ' A A *4-B ’  +  C‘

qui déterminent le pied de la perpendiculaire.
On obtiendra la longueur de la perpendiculaire en rempla

çant les différences x — x ', y — y', z— z' par leurs valeurs dans
la f o r m u l e ______________________

x'Y-+- [y— y ') '+ ( z — z1)1,
ce qui donne

, d=(Aa/-hBy/+ C g / +  D)

~  V ^ + B ’ -t-C*

On retrouve ainsi la formule à laquelle nous avons déjà été con
duits par une autre méthode (n°438).

PAR UN POINT DONNÉ MENER UN PLAN PERPENDICULAIRE A UNE 

DROITE DONNÉE.

4 5 3  —  Soient x ', y', z' les coordonnées du point donné M, 
x = ia z -\ -p , y =  bz-t-q  les équations d e là  droite. Le plan 
cherché, passant par le point M, a une équation de la forme 

A ( * — x') +  B {y — y') +  C [z — z1) = 0 .

Ce plan sera perpendiculaire à la droite, si les relations

A _ B _  C  
a b 1

A B
sont vérifiées. En remplaçant les rapports -  et ^ par leurs

valeurs a et b, l ’équation du plan cherché devient

(19) a{x — x')-\-b(y— y,)~h(z —  z l) =  o.

On obtient encore immédiatement cette équation, en rem ar
quant que les quantités a, b, 1 sont proportionnelles aux co
sinus des angles que fait la droite donnée avec les axes, tandis 
que les quantités x — x ', y — y', z — z' sont proportionnelles aux
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cosinus des angles que fait avec ces mêmes axes la droite qui va 
du point M à un point quelconque du plan; ces deux directions 
étant rectangulaires, la somme des produits de ces quantités 
deux à deux doit être égale à zéro.

454 —  On aura le point P où le plan coupe la droite, en 
joignant l’équation du plan aux deux équations de la droite ; 
celles-ci étant mises sous la forme

x — x / = a ( z  —  z ' )— (x ' — a z ' — p ) ,  

y — y ' = b ( z — z ' ) — ( ÿ  —  bz'  —  q),

on en déduit, en rem plaçant#— x '  et y — y  par leurs valeurs 
dans l’équation du plan

. a[xl— azl — p)-Jt-b{yl— a z'—-q)
Z~Z---------------------a' +  6* +  i ’

A l’aide de ces formules, on calculerait aisément la distance MP 
du point à la droite donnée; mais nous l’obtiendrons plus rapi
dement par une autre méthode.

PAR UN POINT DONNÉ MENER UNE DROITE PERPENDICULAIRE A UNE 

DROITE DONNÉE. /

455  —  Soient x 1, y', z! les coordonnées du point donné M, 
x  =  a z -h p , y —  bz +  q les équations de la droite donnée. La 
droite cherchée est l ’intersection de deux plans, l ’un mené par 
le point et la droite donnés, l’autre mené par le point donné 
perpendiculairement à la droite donnée. Le premier a pour 
équation (n° 444)

x  —  a z —  p _y —  bz — q
x 1 — az1— p y — bz'— q

le second (no 453)

a [x— x 1)+ b (y— y')-\- (s— z') = o  ; 

ces deux équations simultanées représentent la droite cherchée.

DISTANCE d’ un POINT A UNE DROITE DONNÉE.

450— Appelons toujours x 1, y1, z1 les coordonnées du point 
donné M. Supposons d’abord que la droite donnée OL passe par 
l’origine, et désignons par a, [4, y, les angles qu’elle fait avec les
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axes des coordonnées rectangulaires. La perpendiculaire MP, 
abaissée du point M sur la droite OL, étant un côté d’un triangle 
rectangle OMP (fig, 281), on a

/S= M P S =  ÔM2— ÜP2.

La distance OM est connue ; elle est donnée par la formule

OM1 =  x n +  y’* 4- z/s.

Quant à la distance OP, c’est la pro
jection de la droite OM sur la droite 
OL ; en exprimant que la projection 
de la droite OM est égale à celle de la 
ligne brisée OABM , dont les côtés 
sont les coordonnées x 1, y', z! du point 
M, on a

O P = a /  cosa-t-ÿ/c o s p + z /cosy.

H vient de la sorte

(20) /«= x lt-\-yl,+ 2 '  —  (x1 cos a 4- y' cos (3 4- z ‘  cos y)*.

On peut mettre cette formule sous une autre forme. Si l’on 
multiplie la quantité x /*4 -y/*4 -z/' par cos* a 4 - cos* [3 4- cos’ y, 
c’est-à-dire par l’unité, on a

l' = (x114 -ÿ/i4-  z'*) (cos* a  4 - cos» fi 4- cos’ y)
—  (x1 cos a+j/''cos(i4- z ' cos y)8 ;

en effectuant les calculs et groupant convenablement les termes, 
on obtient la formule

(21) P = (y ' cos Y — z '  cos P)’ 4- (z> cos a — x 1 cos y)1
4 -(0^ 08(3- cosa)5.

Supposons maintenant que la droite donnée ne passe pas par 
l’origine, et soient

x = a z - h p ,  y = b z -h q ,  

les équations de celte droite. Imaginons que l ’on transporte les 
axes parallèlement à eux-mêmes en un point de la droite, par 
exemple au point (p,q,o) où elle perce le plan XOY; les coor
données du point M relativement à ces nouveaux axes étant
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/’=  [(y1 —  g) cos y —  s'cos P]’ -+- [(x' — p) cos y — z' cosa]*
-t- [[x1 —  p) cos p— (y' — q) cos a]’ .

Si l ’on remplace enfin cosa, cos(3, cosy Par *eurs valeurs, on 
arrive à la formule

(xf— az'—  p)M- (y1—  bz'— qy-Jr [b(x'— p)— a{y'— q)]' 
l 22> â 2-h6>-+-1

PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX DROITES.

457 —  Soient x = a z - h p ,  y = b z - f-g les équations de la 
première droite A B , x = a 'z -\ -p ,} 
y = b !z -h q ’ celles de la droite CD 
(fig.282). On sait que la perpendicu
laire commune MN à ces deux droites 
mesure leur plus courte distance. On 
sait aussi que la longueur l de cette 
perpendiculaire commune MN est 
égale à la distance d’un point quel
conque de la droite CD au plan P 

mené par la droite AB parallèlement à CD. Cherchons d’abord 
l ’équation du plan P ; tout plan mené par la droite AB a une 

équation de la forme
(x— az— p') —  k (y — b z— q )= o ;  

ce plan sera parallèle à CD, si la condition (n° 442) 

a1— kb1— (a — kb) =  o

est rem plie; on en déduit k = â ^ -,<  et, par suite, le plan P a 

pour équation
(23) {b— b')(x— a z — p) — (a — a')(y — b z— q ) = o.

La distance à ce plan d’ un point quelconque de la droite CD, 
par exemple du point (p1, q', 0'), où elle perce le plan XOY, a 
pour expression (n* 438)

u n  , ( 6 - 6 ') ( p —  p')—  (a —  a ') ( q - q ') .

V(a— -+(b— b'y-\-(ab'—  ba1)*
Telle est la plus courte distance des deux droites données. 

458— Si l’on demandait les équations de la perpendiculaire
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commune MN, il faudrait, par chacune des droites données AB, 
CD, mener un plan perpendiculaire au plan P ; ces deux plans, 
par leur intersection, détermineraient la droite MN. Un plan 
{x—a z—p) — k(y— bz — q) =  o, mené par la droite AB, ser:i 
perpendiculaire au plan P représenté par l’équation (23), si la 
condition (n° 437)

(6 — b,)-h-k(a—a') — (a —  kb) [ab1 — ba 0 =0 
est vérifiée; on en déduit la valeur de k , et le plan cherché a 
pour équation
(25) (a— a ')(x— a z — p) +  (b— b/)(y— bz —  q)

+  (ab, — ba')[b(x— p)— a(y —  q )]= o .

Le plan mené par la droite CD, perpendiculairement au planP, 
a de même pour équation
(26) (a1—a )(x—a' z —p') -+-(b'—b)(y—b' z —q')

-+- (a'b — b'a) [b1 ( x —p ')—a1 (y—g7)]= o.
Les deux équations simultanées (2a; et (26) représentent la per
pendiculaire commune MN.

SPHÈRE.

459—La surface de la sphère, étant le lieu des points dis
tants du centre d’une quantité constante égale au rayon, a pour 
équation, en coordonnées rectangulaires,

(x — a), -h(y —  b)t -\-[z— cy — rt.

Si, à l’équation d’une sphère , on joint celle d’un plan, on 
aura les équations de la ligne d’intersection, c’est-à-dire d’un 
cercle dans l’espace.

E X E R C  1CES.

1» Élanl donnés un système de trois axes rectangulaires et un point sur 
cliacun des axes ; trouver en fonction des coordonnées des trois points : 
:« les coordonnées du centre du cercle circonscrit au triangle qui aurait 
pour sommets les trois points; a» les coordonnées du centre du cercle in
scrit dans le même triangle.

a» Élanl donnée une conique , trouver dans l’espace le lieu des points 
tels que la distance de chacun d'eux à l’un quelconque des points de la 
conique soit une fonction rationuelle des coordonnées du poini de la 
conique.
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La distance est aussi une fonction rationnelle des coordonnées du point 
cherché.

Si l’on joint deux points fixes du lieu à un point quelconque de la conique, 
la somme ou la différence des distances est constante.

3° Démontrer que, si par chacune des arêtes d’un angle trièdre et la bis
sectrice de la face opposée, on fait passer un plan, les trois plans ainsi ob
tenus se coupent suivant une même droite.

4° Étant donnés uu trièdre et une droite passant par son sommet, par 
la droite fixe et chacune des arêtes on fait passer un plan qui partage la 
face opposée en deux angles ; démontrer que le produit des sinus de trois 
segments non consécutifs est égal au produit des trois autres. (Réciproque.

5° Étant donné un trièdre, par le sommet on mène un plan quelconque 
qui détermine sur chaque face deux segments; démontrer que le produit des 
sinus de trois segments non consécutifs est égal et de signe contraire au 
produit des trois autres. (Réciproque.)

6» Trouver l’aire d’un triangle en fonction des coordonnées des sommets, 
les axes étant rectangulaires.

7° Trouver le volume d’un tétraèdre ayant l’un de ses sommets à l’origine 
en fonction des coordonnées des trois autres sommets.

8» Démontrer que les trois droites qui joignent les milieux des côtés op
posés d’un tétraèdre passent par un même point.

9“ Trouver l’équation d’un plan mené par un point de l’axe des x per
pendiculairement à cet axe, les coordonnées étant obliques.

Application à la détermination du centre d'une sphère donnée par son 
équation en coordonnées obliques, au moyen de plans perpendiculaires aux 
axes.

lo° Les six plans des cercles d’intersections de quatre sphères prises 
deux à deux se coupent en un même point.
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CHAPITRE IV.
G énération des surfaces.

4 6 0  — On définit quelquefois une surface par une propriété 
commune à chacun de ses points; dans ce cas, on obtient l ’é
quation de la surface en traduisant analytiquement cette pro
priété. Mais; en général, on définit une surface par le mouve- 
tnent d’une ligne dans l’espace. Soient



GÉNÉRATION DES SURFACES.

¥ ( x ,y ,z ,a ) = o ,  F, (as, y, z , a ) = o  

les équations d’une ligne renfermant un paramètre arbitraire 
a; si l ’on fait varier a d’une manière continue, la ligne se meut 
dans l’espace et engendre une surface. On obtiendra l ’équation 
de cette surface en éliminant le paramètre a entre les deux 
équations de la ligne mobile (n° 98).

Supposons que les équations de la ligne mobile 

F ( x , y , z , a , b ) = o ,  Fl ( x , y , z , a , b ) = o  

renferment deux paramètres variables a et b, assujettis à véri
fier la relation <p (a, b )= o .V n  seul de ces paramètres sera arbi
traire, et la ligne, dans son mouvement, engendrera encore 
une surface, dont on obtiendra l’équation en éliminant les deux 
paramètres a et b entre les trois équations précédentes.

En général, si les deux équations d’une ligne mobile ren
ferment n  paramètres variables, assujettis à vérifier n —  1 
équations de condition, cette ligne engendrera une surface dont 
on obtiendra l’équation en éliminant les n paramètres varia
bles entre les deux équations de la ligne et les n — 1 équations 
de condition.

On donne le nom de génératrice à la ligne mobile qui engen
dre la surface. On définit ordinairement le mouvement de la 
génératrice en l’assujettissant à glisser sur certaines lignes fixes, 
que l’on nomme directrices. Soient

f [ x , y , z ) = o, fi(x ,y ,*)=: o

les équations d’une directrice; pour que la génératrice ren^ 
contre la directrice, il faut que les quatre équations de ces 
deux lignes soient vérifiées par un môme système de valeurs 
de x , y, z ;  si donc, entre ces quatre équations, on élimine x ,  
ÿ, z,  on obtiendra une équation de condition entre les para
mètres o, b,... que renferment les équations de la génératrice. 
Chaque directrice donnera aussi une équation de condition 
entre les paramètres variables. Ainsi, lorsque les équations de 
la génératrice renferment n paramètres variables, il faut assu
jettir cette ligne mobile à glisser sur n — 1 directrices;

On appelle surfaces régtéei les Surfaces engendrées par le 
mouvement d’une ligne droite. Les équations générales d’une

415



ligne droite renfermant quatre paramètres variables, il faut 
trois directrices pour définir le mouvement d’une ligne droite.

On distingue les surfaces réglées en deux grandes classes, les 
surfaces développables et les surfaces non développables ou sur
faces gauches; la surface est développable, lorsque toutes ses 
génératrices sont tangentes à une même courbe que l’on appelle 
arête de rebroussement de la surface. Parmi les surfaces dévelop
pables, nous étudierons particulièrement les surfaces cylindri
ques et les surfaces coniques; nous donnerons ensuite quelques 
exemples de surfaces réglées non développables.

SURFACES CYLINDRIQUES.

4 6 1 — On appelle surface cylindrique une surface engendrée 
par une droite qui se meut en restant constamment parallèle à 

elle-même.
La génératrice sera représentée par les équations 

x = a z -\ -p , y — bz-\-q, 
dans lesquelles les paramètres a et 6 sont constants, et les deux 
paramètres p et q variables. On définira le mouvement de la 
génératrice, en l’assujettissant à glisser sur une directrice don
née, ce qui fournira une équation de condition <p (p, q) = o  
entre les deux paramètres variables p et q. On obtiendra l’équa
tion de la surface, en éliminant ces deux paramètres entre les 
deux équations de la génératrice et l ’équation de condition ; si 
l’on remplace dans cette dernière p et q par leurs valeurs 
x — az, y— bz, tirées des deux premières, on a l’équation de la 

surface cylindrique
(x) <p(æ —  az, y — b z )= o .

4 6 2 — Plus généralem ent, la génératrice peut être repré
sentée par les deux équations

a x -\-b y -\-cz-h d = a, d fa + b 'y -h c 'z -h d ' =  

dans lesquelles les deux paramètres a et fi sont seuls variables; 
car chacune de ces équations étant celle d’un plan qui se meut 
parallèlement à lu i-m êm e, la droite d’intersection conserve 
aussi la même direction. Les deux paramètres a et p sont liés 
par une équation de condition <p (a, (J) =  o ; l’élimination des
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deux paramètres a et ji donne l’équation de la surface cylin
drique

(2) 9 (a x+ b y + c z + d ,  a'x-{-b'y-{-c,z + d /)= o .

Réciproquement, toute équation de la forme (2) ne peut re
présenter qu’une surface cylindrique. Si l’on pose, en effet,

ax-hby-{-cz-\-d— a., a 'x + b 'y -h d z + d 'z r z fi,

l ’équation proposée devient 9 (a, (3) =  o ; à tout système de 
valeurs réelles de a et (3 , vérifiant cette équation, correspond 
une droite ayant une direction déterminée; l’ensemble de ces 
droites forme une surface cylindrique. A in si, l’équation géné
rale des surfaces cylindriques est une équation quelconque entre 
deux polynômes du premier degré en x, y , z.

Il peut arriver que l’équation 9 (a, P) =  o n’admetle qu’un
nombre fini de solutions réelles; 
dans ce cas, l’équation (2) repré
sente un nombre limité de droi
tes réelles.

4 6 3  —  Supposons que la surface 
ait pour directrice une courbe plane, 
située dans le plan XOY (fig. a83), et 
soit 9 (x, y) =  o l’équation de cette 
courbe rapportée aux axes OX et OY ; 
la trace G de la génératrice GII 

x =  az +  p, y = bz +  q 
sur le plan XOY a pour coordonnées 

* =  p, y = q -, celle trace devant appartenir à la directrice, on aura l’équa
tion de condition ?(p, 9) = 0 , et la surface cylindrique sera représentée 
par l’équation f{x— az, y — /)2) =  0 . On voit que, si la directrice plane 
est algébrique et de l’ordre m, la surface cylindrique est aussi algébrique et 

de l'ordre m,

SURFACES CONIQUES.

4 6 4  —  On appelle surface conique u n e  surface engendrée 
par une droite qui tourne autour d’un point fixe.

Désignons par x 0) y0 z 0 les coordonnées du point fixe, c’est,
a n

GÊ0M. ÀNALÏT.
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à-dire du sommet du cône ; les équations de la génératrice 
seront de la forme

x — x„ y —  «
— — if= a, *L— ?±— b,
z z0 z Z 0

a et b étant deux paramètres variables. On définira le mouve
ment de la génératrice en l’assujettissant à glisser sur une 
directrice donnée, ce qui fournira une équation de condition 
(p (a, b) —  o entre les deux paramètres variables a et b. En éli
minant a et b entre cette équation et les deux équations de la 
génératrice, on obtiendra l'équation de la surface conique 

(¾ '

C'est une équation homogène entre les trois différences x — x t,

y — y<,, z — V
Réciproquement, toute équation homogène entre les trois 

différences x — x 0, y —  y0, z  —  z 0 ne peut représenter qu’une 
surface conique. Car on pourra mettre cette équation sous la 
forme (3) ; si l ’on pose ensuite

®=ïî = c, *=&=&,
Z — Z0 ’ 2  —  Z„

l’équation proposée devient'® [ a , b ) =  o;  à tout système de va
leurs réelles de a et b, satisfaisant à cette équation, correspond 
une droite passant par le point fixe (x0, y,,, «„) ; l ’ensemble de 
ces droites forme une surface conique.

Si l ’équation <p(a,6)=o n’avait qu’un nombre limité de solu
tions réelles, on aurait un nombre limité de droites réelles. Si 
l’équation n’avait aucune solution réelle, l ’équation (3), sup
posée algébrique et entière, n’aurait qu’une solution réelle, le 
sommet.

Quand on place l’origine des coordonnées au sommet du cône, 
l’équation de la surface conique se réduit à la forme

(4) »(;. 0=o.
C’est une équation homogène entre x , y, z.

La surface conique est développable ; l’arête de rebroussement



se réduit à un point, le sommet. La surface cylindrique est aussi 
développable; on peut la regarder comme la limite d’une sur
face conique dont le sommet s’éloigne à l’ infini.

4 6 5 — C o n s id é r o n s  le  c a s  o ù  la  d ir e c t r ic e  

e s t  u n e  c o u r b e  p la n e .  P r e n o n s  le  s o m m e t 

d u  c ô n e  p o u r  o r i g in e  d e s  c o o r d o n n é e s ,  e t  

s u p p o s o n s  le  p la n  X O Y  p a r a l l è le  a u  p la n  d e  

la  c o u r b e  ( f ig .  2 8 4 ) . S o ie n t  z = c ,  9  (x, y) =  o  

le s  é q u a t io n s  d e  la  d i r e c t r i c e ,  x  =  a z , 
y = b z  c e l l e s  d e  la  g é n é r a t r ic e  ; la  t r a c e  d e  

J ~ la  g é n é r a t r ic e  s u r  le  p la n  d e  l a  d ir e c t r ic e  

a y a n lp o u r  c o o r d o n n é e s  z — c, x = a c , y = b c ,  

p o u r  q u e  c e  p o in t  G  a p p a r t ie n n e  à  l a  d ir e c 

t r i c e ,  i l  f a u t  q u e  l ’ é q u a t io n  d e  c o n d it io n  

Fig. 284. 9 (ac, bc) =  o s o it  v é r i f ié e .  E n  é l im in a n t  a e t

b e n tr e  c e t t e  é q u a t io n  e t  c e l le s  d e  la  g é n é r a t r ic e ,  o n  o b t ie n t  l ’ é q u a t io n  d e  

la  s u r fa c e  c o n iq u e
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9 / c  c =  o.  

\  2 z )
O n  v o it  q u e ,  s i  l a  d ir e c t r ic e  p la n e  e s t  a l g é b r iq u e  e t  d e  l ’ o r d r e  m , la  s u r f a c e  

c o n iq u e  e s t  a u s s i  a lg é b r iq u e  e t  d e  l ’ o r d r e  m .

SURFACES Cq^OÏDES.

4 6 0 — On appelle surface conoïde une surface engendrée par 
une droite qui se meut en restant constamment parallèle à 
un même plan que l’on nomme plan directeur, et en glissant 
sur une droite fixe appelée axe du conoïde et sur une seconde 

directrice quelconque.
Prenons la directrice rectiligne pour axe des z , et supposons 

le plan XOY parallèle au plan directeur. La génératrice sera 
représentée par des équations de la forme 

*=«, |=p.
La seconde directrice donnera une équation de condition 
<p ( a ,  (3) =  o entre les deux paramètres variables a  et (3 .  La sur

face conoïde aura pour équation

(5) ?(z ’ !)= °-



A l’exception des cylindres, les surfaces réglées à plan direc
teur ne sont pas développables. Nous avons dit, en effet, qu’une 
surface développable est engendrée par une droite mobile tan
gente à une courbe donnée ; la projection de la génératrice sur 
un plan quelconque restera évidemment tangente à la projection 
de l ’arête de rebroussement ; or, quand la génératrice est pa
rallèle à un plan donné, sa projection sur un plan perpendicu* 
laire au plan directeur reste parallèle à elle-même et par con
séquent n’est pas tangente à une courbe. 11 n’y a exception que 
pour la surface cylindrique.

—  Supposons que l’axe OZ du conoïde soit perpendiculaire au
plan directeur (fig. 
28s), et queja direc
trice soit un cercle 
situé dans un plan 
perpendiculaire au 
plan directeur. Fai
sons passer l'axe OX 
par le centre C du 
cercle et prenons le 
plan YOZ parallèle 
au plan du cercle; ce 
cercle aura deséqua
tions de la forme 
x = a, i/ -t- :* = r4. 

Pour que la génératrice GH s appuie sur le cercle, il faut que les 
paramètres a et p satisfassent à la relation a1?* -+- =  *■’ . Le conoide 
estdonc représenté par l’équation du quatrième degré x,z*+aiyi—r1x,=o. 
Si l'on coupe la surface par un plan parallèle au plan directeur, on obtient 
évidemment deux génératrices G1I, GH'; l’angle de ces deux génératrices 
diminue à mesure que le plan sécant s’élève ; enfin, le conoïde se termine 
par une arête DB.

Coupons la surface par un plan EFE' parallèle au plan du cercle ; ce plan 
a pour équation x =  a' ; la courbe d’interseclion — r’a" =  o
est une ellipse dont le demi-axe JF est constamment égal à r et dont l’autre 
axe EE' diminue jusqu’à zéro, quand le plan sécant sc rapproche de l’axe 
du conoïde.

Comme second exemple de surface conoïde, considérons la surface en
gendrée par une droite qui se meut en restant parallèle à la base d’un

420 LIVRE V, CHAPITRE IV.



cylindre circulaire droit, et s’appuyant sur l’axe du cylindre et sur une hé
lice tracée sur le cylindre. Prenons pour axe des z l’axe du cylindre, pour 
axes des x et des y deux diamètres rectangulaires du cercle de base, et dont 
1 un, l’axe des x , rencontre l’hélice. Une génératrice de la surface se pro
jette sur le plan de la base, suivant un rayon parallèle faisant avec l’axe 
des x un angle variable 0. Si l’on appelle h le pas de l’hélice, le point de 
l’hélice a pour coordonnées

ifcL
Æ=rcosO, y =  r sin 0, z=h- ,’ 2ÎT

ces trois équations à quatre variables 0, x, y, z peuvent être regardées
comme représentant l’hélice elle-même. La génératrice a pour équations

. 8 y 
s =  ft —  , -  =  tangO;

an x
l’élimination de 0 donnera l’équation de la surface héliçoi'de b plan directeur,

h yz — —  arc tang - .27T ° x
Cette équation, jointe à celle du cylindre x1 -t-ys =  r', représente aussi 

l’hélice.

SU R FA C E S D E R É V O L U T IO N .

4 6 8 —On appelle surface de révolution une surface engen
drée par la rotation d’une ligne 
autour d’un axe fixe auquel elle 
est invariablement liée. Chaquo 
point M de la génératrice décrit 
un cercle dont le plan est per
pendiculaire à l’axe et qui a pour 
centre le pied P de la perpendi
culaire abaissée du point M sur 
l’axe (fig. a 8 6 ). Les cercles décrits 
par les différents points de la gé
nératrice ont été nommés lespa- 
rallèles de la surface. Les sections 

faites par des plans qui passent par l’axe sont égales entre 
elles ; ce sont les méridiens de la surface. Ordinairement 
on choisit pour génératrice de la surface une courbe méri
dienne.

On peut aussi concevoir une surface de révolution comme 
engendrée par le mouvement d’un cercle, de rayon variable,
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dont le centre parcourt une ligne droite, dont le plan reste
perpendiculaire à cette droite, et qui rencontre la génératrice
donnée.

Supposons d’abord que l ’on prenne l’axe de rotation pour 
axe des z , les coordonnées étant rectangulaires; un parallèle 
de la surface sera représenté par des équations de la forme 

ajs +  ys =  a*, z=P; 

en exprimant que ce cercle rencontre la génératrice donnée, 
on obtiendra une équation de condition 9 (a, (3) =  o entre les 
deux paramètres variables a et p. Si l ’on élimine a et p entre 
cette équation et les deux équations du parallèle, on aura 
l ’équation

(6) 9 (Vx1 -+- y'1, z ) = o

de la surface de révolution.

4 6 9  —  Cherchons, par exemple, l'équation de la surface engendrée 
par une droite AB, tournant autour d’un axe OZ 
(fig. 287). Prenons l’axe de rotation pour axe 
des z, la perpendiculaire commune entre l’axe et 
la droite AB dans une de ses positions pour axe 
des y, et une perpendiculaire au plan YOZ pour 
axe des x. La droite AB, dans cette position par
ticulière, aura pour équations

y =  a, x =  ou,

a étant la plus courte distance OA, m la tangente 
trigonométrique de l'angle ZOB' que fait l’axe OZ 
avec la droite OB' parallèle b AB. Pour que le 

cercle parallèle æ, +  y,= a , 1 rencontre la droite AB,il faut que l’équa
tion de condition a'+mtp*—a*, que l’on obtient en éliminante, y, centre les 
équations de la droite et celles du cercle, soit vérifiée ; l’élimination des deux 
paramètres variables a et p entre cette équation de condition et celles du 
cercle, donne l’équation de la surface de révolution

x* -t- y* —  m’z’  =  o2.

Si l’on fait y = o  dans cette équation, on obtient la trace de la surface sur 
le plan XOZ ; c’est une hyperbole x%—m,z,=  a\ ayant son axe transverse 
OD dirigé suivant OX, et pour asymptotes les droites OB' et OC' également 
inclinées de part et d’autre sur OZ. On peut considérer la surface comme 
engendrée par cette hyperbole méridienne tournant autour de son axe
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imaginaire. C’est pourquoi on lui a donné le nom A'hyperboloïde de révo
lution à une nappe.

L’équation précédente ne renfermant le coefficient angulaire m qu’au 
carré, il est clair que la même surface sera engendrée par les deux droites 
AB et AC, toutes deux perpendiculaires à OA, et également inclinées de 
part et d’ autre sur la droite AZ' parallèle à OZ.

4 7 0 — Considérons en particulier le cas où la génératrice est 
la courbe méridienne ; cette courbe , que l ’on peut supposer 
placée dans le planXOZ, est représentée par les équations y = o ,
41 (x, z) =  o. Si l’on élimine x ,  y, z entre ces deux équations et 
celles du parallèle x* +  ys =  a2, z —  p, on obtient l’équation de 
condition 41 («, P)= o. L’équation de la surface de révolution est 
donc

(7) <|» (V**+y‘> *)=o.
On l’obtient en remplaçant x  par yjx'+y* dans l’équation du 
méridien.

Par exemple, si la courbe méridienne est l’hyperbole x% — m3 s* =  a», 
l’hyperboloïde de révolution à une nappe aura pour équation 
x* +  y* —  m% 2* =  a2.

Comme second exemple, considérons le tore, c’est-à-dire la surface en
gendrée par un cercle tournant autour d’un axe situé dans son plan et ne pas
sant pas par le centre. Si l’on prend pour axe des z l’axe de révolution, et 
pour axe des x une perpendiculaire abaissée du centre du cercle sur l’axe, 
l’équation du cercle dans le plan des xz étant (x — a)2+  3* =  r2, celle 
de la surface sera

(V*s +  ys — «)" -h*’ =  r*.
4 7 1 — Supposons maintenant que l’axe de rotation OL passant 

encore par l’origine ait une direction quelconque dans l ’espace.

Soient -  =  ?  =  -  les équations de cette droite. Tout paral- 
a b c

lèle de la surface sera donné par l'inter
section d’une sphère décrite de l’origine 
comme centre et d’un plan perpendicu
laire à l ’axe ; ce cercle sera donc repré
senté par deux équations de la forme 

iC»-l_y2-l_z2==a2, a x + b y  +  c z + d — fi. 

En exprim ant que le parallèle rencontre
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la génératrice donnée, on aura une équation de condition 
9 (a, P) =  o entre les deux paramètres variables a et p. L’éli
mination de ces deux paramètres entre l’équation de condi
tion et les deux équations du cercle conduira à l ’équation de 
la surface de révolution

(8) 9 (\Jxî -\-yt-+-z‘‘, a x + b i j - h c z + d ) =  o.

C’est une équation entre le polynôme du second degré 
®*+ÿ* +  s* et un polynôme quelconque du premier degré.

Réciproquement, toute équation de cette forme représente 
une surface de révolution autour d’une droite passant par l’ori
gine. Considérons, en effet, la droite OL qui a pour équations 
oc y z
- = r = - >  et posons a b c

æ’ -HÿM - 3 * = a’ , a x + b y + c z + d = $ - ,

l ’équation proposée (8) devient 9 (a, P ) = o .  A tout système 
de valeurs réelles de a et de P vérifiant cette équation, corres
pond un cercle donné par l’interseclion d’une sphère ayant 
l ’origine pour centre, et d’un plan perpendiculaire à la droite 
OL ; le centre du cercle sera situé sur la droite OL, et le lieu 
des cercles formera une surface de révolution autour de cette 
droite.

Supposons enfin que l’axe de rotation ne passe pas par l'ori
gin e; prenons un point fixe (x0, y0, *„) sur cet axe dont les 
équations seront

x ~ x o _  y — y  » _  ~o
a b c  

Tout parallèle de la surface sera donné par l ’intersection d ’une 
sphère ( x— æ,)’ H-(y — ÿ0) * + ( z — z^=za* ayant son centre au 
point fixe, et d’un plan a x -\ -b y + c z + d  =  ̂  perpendiculaire à 
l ’axe, l’équation de la surface de révolution sera donc de la 
forme

(9) 9(V(^— ■̂o)s+(?/— 2/„)4+ ( « — z0) ',a x + b y - h c z - h d ) = o .

t a n g e n t e  a  u n e  c o u r b e ,  e t  p l a n  o s c u l a t e u r .

4W®— Les trois coordonnées x , y, z d’un point quelconque M 
d’tinecourbe peuventêtre considérées commedesfonctionsd’une
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même variable auxiliaire t, prise pour variable indépendante. 
Appelons \ x , \y, \z  les varialions de ces coordonnées, quand 
on donne à la variable t un accroissement très-petit A<, c’est-à- 
dire quand on passe du point M à un point voisin M, sur la 
courbe; la sécante MM, est représentée par les équations

X — x _Y —  ?/__Z —  z
\ x  At/ A ;
M «  «

Lorsqu’on fait tendre \t vers zéro, les rapports 7 7 , . 7 .

ont respectivement pour limites les dérivées cd, y z '  des fonc
tions x , y, z par rapport à t. Il en résulte que la tangente au 
point M est représentée par les équations

X — x _Y —  y __Z —  z
~~x' y' z1 

4 ï  3  — Soient MT et M,T, les tangentes à une courbe gauche en deux
noints voisins M et M, (fig. 389) ; par le 
point M menons une droite Mil paral
lèle à M,T, j quand le point M, se ment 
sur la courbe, la droite Mil décrit une 
surface conique; si le point M, serap- 

proche indéfiniment du point M, le plan TMII tend vers une position limite, 
qui est le plan tangent à la surface conique le long de l’arête MT ; cette 
position limite du plan TMII s’appelle le plan oscillateur à la courbe au 
point M.

Ce plan, passant par le point M, a une équation de la forme 
(1) A (X — aj)-t-B(\— y) +  C(Z— z) =  o.
Pour qu’ il contienne les deux droites MT, MH, on doit avoir les relations 
( a )  A x '+ B y '+ C s ' =  o ,

A(æ'4- Aæ') +  B(y'-t-Ay,) +  C (z' +  As') =  o ; 

la dernière peut être remplacée par

^  +  8^  + 0^  =  0,
At  A f  At

et se réduit à
(3) A * " + B y " + C z ” =  o,
quand M tend vers zéro, x", y ", z" étant les dérivées secondes des fonc
tions x, y, z par rapport £11. Des relations ( a )  et (3) on déduit

A _  B __ C , 
ij'z"— z'y" — z 'x " —  x 'z "  x 'y “— y‘Æ"
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(4) (ÿ'3" —  z'V")(X —  x ) + ( z 'x “ — x's") (Y —  y)
+  { x 'y " — y 'x " )  (Z —  z )  =  o.

Lorsque la courbe est plane, le plan osculateur en chaque point est le 
plan même de la courbe.

PLAN TANGENT.

4 7 4 — Considérons la surface représentée par l ’équation

(5) f{x , y, z ) = o ;

prenons sur la surface un point M ayant 
pour coordonnées x ,  y, z, et par ce point 
traçons sur la surface une courbe quel
conque MA (fig. 290); quand un point 
mobile décrit cette courbe, les deux coor
données x  et y sont des fonctions de z, 
assujetties à vérifier la relation (5) ; leurs 

dérivées x! et y' vérifient la relation

(6) Æ '/i+ÿY; + A  = 0.
D’après ce que nous avons d it, la tangente à la courbe MA 
est représentée par les équations

/ x X —  x _Y —  y __Z —  z
'  x ' y1 1

Quand la courbe MA tracée sur la surface par le point M 
changé, les deux fonctions x  et y changent, ainsi que leurs 
dérivées. On obtiendra le lieu des tangentes à toutes les cour
bes tracées sur la surface, en éliminant les deux paramètres 
variables a:'et y' entre les équations (7) de la tangente et l’équa
tion de condition (6). Ce lieu a pour équation 

(8) (X— x) fi -h  (Y— y) +  (Z— z)fi =  o.

C’est un plan qu’on appelle le plan tangent à la surface au 
point M.

La normale à la surface au point M est la perpendiculaire 
menée par le point M au plan tangent à la surface en ce point ; 
quand les axes sont rectangulaires, les équations de la normale 
sont
,n\ X —  x _Y —  y __Z —  zr n ~ n ~~rr' -
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Nous avons démontré qu’en général les tangentes aux di
verses courbes tracées sur une surface par un point M sont 
dans un même plan ; il y  a exception lorsque les trois déri
vées partielles f'x, f ', ,? .  sont nulles au point M; car alors 
l’équation de condition (6) devient une identité, et pour trou
ver le lieu des tangentes, il faut recourir à un calcul plus com
pliqué. Cette circonstance se présente au sommet d’un cône ; 
les tangentes aux diverses courbes tracées sur la surface par 
ce point sont les arêtes du cône, et le lieu des tangentes est 
le cône lui-même. Lorsqu’une surface a un point singulier de 
cette sorte, le lieu des tangentes en ce point, au lieu d’être un 
Plan, est un cône.

4 7 S  —  Considérons en particulier les surfaces du second 
degré : soit

(1 o) f  (x, y , z) =  Aa;2 -f- A'y*+ A V -4- 2Byz+ 2  B'za:
-I- 2B "xy -t-aCæ-f- 2 C'y -+■ 2.C"z -4- F =  o 

l’équation de la surface. On a

f ’x = 2 ( A  æ-t-B"ÿ +  B, î + C  ), 
fi, —  2 (B"x +  A'y -h B ^-+- C7), 
fz —  2 (B'æ +  B y -I- A"z -t- C"), 

x f l - h y f r + Z f t
= 2(Aa;î+ A /î/,-)-A V +  2Byz+2\i'zx -$B"x y -+-Ca5-4-C/ÿ-t-C"*), 

le point M étant sur la surface, ses coordonnées vérifient l’é
quation (io), et l’expression précédente se réduit à

— 2 (C æ +C /(/+C",~-+-F).
L’équation (8) du plan tangent devient ainsi 

(u) (Aa;+B"î/-(-B/2+ C )X + (B "a:-4-A /ÿ-t-B2-t-C/)Y 
-f- (B7a; -t- By-t-A z-t-C  )Z-(-(C;r-|-C7y-t-C z-|-Fj =  o.

On remarque que les coordonnées du point de contact n’en
trent qu’au premier degré dans cette équation. Comme on peut 
mettre cette équation sous la forme 
(la) (AX +  B"Y +  B'Z+C)a;+(B"X-+-A'Y-+-BZ-+-C/)2/ 

+ ( B /X + B Y + A "Z -+ -C ")z +  (C X +C /Y +C "Z -f-F )=o , 

on remarque aussi qu’elle ne change pas, quand on permute 
les lettres x  et X, y et Y, 2 et Z.
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4 7 6 — Proposons-nous maintenant de mener des plans tan
gents à une surface du second degré par un point donné P, 
non situé sur la surface et ayant pour coordonnées x {, 
Prenons pour inconnues les coordonnées x , y, z de l ’un des 
points de contact M; ces coordonnées doivent vérifier l ’équation 
(10); d’autre part, le plan tangent en M devant passer par le 
point P , les coordonnées de ce point vérifient l ’équation (n )  
ou l’équation (12), et l’on a

( 13) (Ax,-f-R yt■+ B/z,-t-C)a;-+-(B"a5,-+- A'yl +  B z,+ C')ÿ 
-t- (B/a;1+ Bi/,+ A"s,-+-C")»+ (Cæ,+ C'y,-)- C’2,-1-F) = 0 .

Le lieu du point de contact est la courbe plane suivant laquelle 
le plan ( i3) coupe la surface du second degré. Considérons le 
cône qui a pour sommet le point P et pour directrice cette 
courbe plane ; par un point quelconque M de cette ligne passe 
une arête du cône, laquelle est située dans le plan tangent en M 
à la surface ; ce plan, contenant aussi la tangente en M à la 
courbe directrice, n’est autre chose que le plan tangent au cône 
suivant l ’arête PM ; le cône est donc tangent à la surface du 
second degré en tous le* points de la courbe directrice.

4 7 7  —  N o u s  d o n n e r o n s  e n c o r e  q u e lq u e s  p r o p r ié té s  d u  p la n  t a n g e n t  il 

u n e  s u r f a c e  r é g lé e .  S o ie n t  G  e t  G ,  d e u x  p o s it io n s  v o is in e s  d e  la  g é n é r a t r ic e ,  

P P ,  la  p e r p e n d ic u la ir e  c o m m u n e  à  c e s  d e u x  d r o it e s  ( f ig . 291) ; p a r  le  p o in t  

P  m e n o n s  P H  p a r a l lè le  à  P , G , ;  le  p la n  m e n é  p a r  u n  p o in t  M  d e  la  d r o it e  G 

p e r p e n d ic u la ir e m e n t  à  c e t t e  d r o ite  d é t e r m in e  u n  t r ia n g le  r e c t a n g le  M Q M ,;

a p p e lo n s  r  la  p e r p e n d ic u la ir e  c o m m u n e  P P t , p la  lo n g u e u r  

P M , ?  l ’ a n g le  G P H ,  0 l ’ a n g l e  q u e  f a i t  le  p la n  G M M , a v e c  le  

p la n  G P P , ,  q u i  e s t  p e r p e n d ic u la ir e  a u  p la n  G P I I ;  l ’ a n g le  0 

é ta n t  c o m p lé m e n t a ir e  d e  l ’ a n g le  Q M M „  o n  a

„ M Q  p ta n g  9 la n g  9 p

lang = M̂Q = T

Q u a n d  la  g é n é r a t r ic e  G ,  s e  r a p p r o c h e  in d é fin im e n t  d e  G ,  

le  p o in t  ,P  t e n d  v e r s  u n e  p o s it io n  l im it e  I, q u e  l 'o n  a p p e l le  

le  point central s u r  la  g é n é r a t r ic e  G  ; l a  d r o ite  P P ,  te n d  v e r s  

u n e  d ir e c t io n  l im it e  I L ,  p e r p e n d ic u la ir e  à  la  p o s it io n  lim ite  

d u  p la n  G P H  ; le  p la n  G P P ,  d e v ie n t  t a n g e n t  e n  1 e t  le  p la n

T
G M M , t a n g e n t  e n  M  ; s i  l ’ o n  a p p e l le  k la  l im ite  d u  r a p p o r t  ,  l ’ é q u a t io n



p r é c é d e n te  s e  r é d u i t  à

(14) tangO = | -

O n  d é d u it  d e  c e t t e  é q u a t io n  p lu s ie u r s  c o n s é q u e n c e s  r e m a r q u a b le s .  Q u a n d  

le  p o in t M  p a r c o u r t  la  d r o it e  G ,  p v a r ia n t  d e  — »  à  -4- » , 0 v a r ie  d e

7C . „
j  a  +  le  p la n  t a n g e n t  t o u r n e  d e  d e u x  a n g le s  d r o it s  a u t o u r  d e  la

d r o ite  G , to u jo u r s  d a n s  l e  m ê m e  s e n s .  T o u t  p la n  m e n é  p a r  la  d r o it e  G  e s t  

•a n g e n l en  u n  p o in t  d e  c e t t e  d r o i t e ,  e t  e n  u n  s e u l  p o in t .

L o r s q u e  le s  g é n é r a t r ic e s  d e  la  s u r fa c e  r é g l é e  s o n t  t o u te s  p a r a l l è le s  à  un  

m êm e p la n ,  a u q u e l o n  d o n n e  le  n o m  d e  plan directeur, le  p la n  G P H  lu i  e s t  

P a r a llè le  e t  c o n s e r v e  p a r  c o n s é q u e n t  u n e  d ir e c t io n  i n v a r i a b le .  C o n c e v o n s  

q u e  l ’ o n  p r o je t t e  o r lh o g o n a le m e n t  t o u t e s  le s  g é n é r a t r ic e s  s u r  l e  p la n  d i 

r e c t e u r ,  e t  c o n s id é r o n s  l ’ e n v e lo p p e  d e  c e s  p r o je c t i o n s  ; l e  p o in t  P  a u r a  p o u r  

p r o je c t io n  le  p o in t  d 'in t e r s e c t io n  d e s  d e u x  ta n g e n te s ,  p r o je c t io n  d e s  d r o it e s  

P G , P ^ ;  i l  t e n d r a  d o n c  v e r s  u n e  p o s it io n  l i m it e  I ,  a y a n t  p o u r  p r o je c t i o n  

le  p o in t  o ù  la  p r o je c t io n  d e  P G  t o u c h e  l ’e n v e lo p p e .

4 Î 8  —  I m a g in o n s  u n e  s e c o n d e  s u r f a c e  r é g l é e  a y a n t  a v e c  la  p r e m iè r e  

u n e g é n é r a t r ic e  c o m m u n e  G . L e  p o in t  c e n t r a l  I '  a y a n t  u n e  a u t r e  p o s it io n  

su r  la  d r o ite  G ,  e t  le  p la n  t a n g e n t  G l ' L '  e n  c e  p o in t  n e  c o ïn c id a n t  p a s  a v e c  

G I L ,  le  p la n  t a n g e n t  à la  s e c o n d e  s u r f a c e  a u  p o in t  M e s t  d é t e r m in é  p a r  

l ’ é q u a t io n

( 1 5)  ta n g  (0 —  G0) =  — r ^ ’
Kl

d a n s  la q u e l l e  p0 d é s ig n e  la  d is t a n c e  I I '  e i  0„ l ’ a n g le  d e s  p la n s  G I L ,  G l ' L ' .  

O n o b t ie n d r a  le s  p o in ts  d e  la  g é n é r a t r ic e  G  o ù  le s  d e u x  s u r la c e s  o n t  le  

m ê m e  p la n  t a n g e n t  e n  r é s o lv a n t  le s  d e u x  é q u a t io n s  ( i 4) e t  ( i 5)  à  d e u x  in 

c o n n u e s  p e t  0 ; l ’ é l im in a t io n  d e  0 d o n n a n t  u n e  é q u a t io n  d u  s e c o n d  d e g r é  

en  p, o n  e n  c o n c lu t  q u e  le s  d e u x  s u r fa c e s  o n t  m ê m e  p la n  t a n g e n t  e n  d e u x  

p o in ts  s u r  la  g é n é r a t r ic e  c o m m u n e . S i  e l le s  a v a i e n t  m ê m e  p la n  t a n g e n t  e n  

tro is  p o in ts ,  l ’ é q u a l io n  d u  s e c o n d  d e g r é  d e v e n a n t  u n e  id e n t i t é ,  le  p la n  ta n 

g e n t  s e r a it  le  m ê m e  e n  c h a q u e  p o in t ,  e t  l ’ o n  d ir a it  q u e  le s  d e u x  s u r fa c e s  s e  

r a c c o r d e n t  s u iv a n t  la  g é n é r a t r ic e  c o m m u n e .

L o r s q u e  le s  d e u x  s u r f a c e s  r é g l é e s  o n t  le u r s  g é n é r a t r ic e s  p a r a l lè le s  !i u n  

m ê m e  p la n  d ir e c t e u r ,  l ’ a n g le  0o e s t  n u l  e t  l ’ é q u a t io n  s ’ a b a is s e  au  p r e m ie r  

d e g r é *  A in s i ,  i l  n ’ e x is t e  e n  g é n é r a l  s u r  la  g é n é r a t r ic e  c o m m u n e  q u ’ un  p o in t  

o ü  le s  d e u x  s u r fa c e s  o n t  m ê m e  p la n  t a n g e n t .  S i  l e s  s u r f a c e s  a v a ie n t  m ê m e  

p la n  la n g e n t  e n  d e u x  p o in t s ,  e l le s  s e  r a c c o r d e r a ie n t  s u iv a n t  la  g é n é r a t r ic e

c o m m u n e . ( ,

4 7 9 __H e s t  f a c i le  d e  d é m o n tr e r  d ’ u n e  m a n iè r e  g é n é r a le  I e x is t e n c e

d u  p o in t  c e n tr a l  I s u r  c h a q u e  g é n é r a t r ic e ,  e t  d ’ e n  d é te r m in e r  la  p o s it io n . O n
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peut représenter la génératrice mobile G par des équations de la forme

(16) x = a z  +  p, y =  b z-h q ,

dans lesquelles les quatre paramètres a, b, p, q sont des fonctions d’une

même variable t, fonctions dont nous désignerons les dérivées par a‘, V,
p<, q'. Soient

x = a iz + p l, y = b lz + q l 

les équations d’une génératrice voisine G,. D’après l’équation (a6) du 
n» 458, le plan G,P,P a pour équation

(a, o) (x a,s -  p,) +  (6, —  b) (y —  6,3 —  g,)
+  (ba, —  ab,) [6, (x  —  p,) —  a, (y —  q ,) ] =  o.

Cette équation, jointe aux deux équations (16), détermine le point P; on 
en déduit

(g,— g) (p, —  p)+(6, — b) (<?,-g) +  (ab,— 6a,) [a, (ft— p) J 
( 0 , - 0 ^ + ( 6 , - 6 ^  +  (ab, -  6a,)*

Appelons Ao, Ab, Ap, A q les variations des quatre paramètres, quand t 
éprouve la variation At, c’ est-à-dire quand on passe de la génératrice G à 
la génératrice G, ; la formule précédente devient -

AflAp A6 A ^ /  A 6 _ bAo\ /  Aq A_p\
^ At At M  At \  At At /  \  1 At 1 At )

/A a \ *  / A b \ % [  A b A a\ *

et se réduit à
, , _ a < p '+ 6 '5 + (o 6 '— ba‘ )(aq‘— bp<)

*0 _  a‘ '  +  b‘*-h(ab'— ba‘)* ’

quand A t tend vers zéro. Le dénominateur n’élant pas nul, on trouve pour 
la coordonnée z 0 du point I une valeur finie. Cette équation, jointe aux 
deux équations

x , =  az0+  p, y0 =  6z0+  q

donne le lieu du point I, ou la ligne de striction de la surface réglée.
De la formule (»4) du no 457 on déduit

,. r  ^  b'p' —  a'q'
Âï=  , -v

\,a ‘, + 6 ', + (a 6 ' — ba')*
Quant à l’ angle 9, on a

/(a,— a)a +  (6, —  6)»+ (06,—  6q,)«
V (as +  6 » + i) (o,î +  6 ,s+ i)

.. <p Va'’ -H 6'*+ (o6 '— ba')i
limü=---S+ïqri---- •

On obtient ainsi la valeur de k
, (b'p‘ —  a'q‘) ( a '+ b *  +  i)

' o '* + 6 ''+ ( o 6 '—  ba')’
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4 8 0 — N o u s  a v o n s  s u p p o s é  la  q u a n t ité  k  d i f fé r e n te  d e  z é r o  ; c e t t e  q u a n 

t i t é  s e r a  n u l le  s i  l ’ o n  a

b'p1 — a'q1 =  o .

D a n s c e  c a s ,  l ’ a n g le  0 é t a n t  c o n s t a m m e n t  é g a l  à  - ,  le  p la n  ta n g e n t  e n  M

c o ïn c i d e a v e c l a  p o s it io n  l im it e  d u  p la n  G P H ,  e t  r e s t e  le  m ê m e  to u t  l e  lo n g  d e  la

g é n é r a t r ic e  G . S i  l ’ o n  p o s e  —  —  —  =  « ,  la  fo r m u le  ( 1 7 )  s e  r é d u it  à : 0= “ u > 
a' b‘

e t  l ’ o n  a  p '  =  —  a ' s 0,  q' =  —  6 ' s 0.

C h e r c h o n s  l a  ta n g e n te  à la  l ig n e  d e  s t r ic t io n  ; e n  p r e n a n t  le s  d é r i v é e s  d e s  

q u a n t ité s  æ 0 =  a z + p ,  y 0 =  6 z 0 + ï ,  

o n  a  x,0—ciziQ-\~(xis (,~^rp'=:az,ûi

y \ =  é - 'o +
c e  q u i  f a i t  v o ir  q u e  la  g é n é r a t r ic e  G  e s t  ta n g e n te  à  la  l i g n e  d e  s t r ic t io n  e n  

I ; le  p la n  t a n g e n t  à  la  s u r fa c e  r é g l é e  le  lo n g  d e  la  g é n é r a t r i c e ,  o u  la  

lim ite  d u  p la n  G P H ,  n ’ e s t  a u t r e  c h o s e  q u e  le  p la n  o s c u la t e u r  à  la  c o u r b e  

en  I .  L a  s u r fa c e  r é g l é e  a p p a r t ie n t  d o n c  à  la  c la s s e  d e s  s u r f a c e s  d é v e lo p -  

p a b le s .

R é c i p r o q u e m e n t ,  c o n s id é r o n s  la  s u r fa c e  e n g e n d r é e  p a r  u n e  d r o it e  q u i  

r e s t e  t a n g e n t e  à  u n e  c o u r b e  g a u c h e  d o n n é e .  A p p e l io n s  x 0, y0, z a l e s  c o o r 

d o n n é e s  d ’ u n  p o in t  q u e lc o n q u e  d e  c e t t e  c o u r b e ,  e t  p r e n o n s  z 0p o u r  v a r ia b le  

in d é p e n d a n t e  ; le s  é q u a t io n s  d e  la  g é n é r a t r ic e  s e r o n t  

x  =  x 0-\-x[(z —  z 0)

y — yo +  ya[z —
O n  e n  d é d u it

a — x\, b = y',, p =  as0 —  < * 0, q =  Vo —  V'zo> 

e t ,  e n  p r e n a n t  l e s  d é r i v é e s ,

a' — x", b' =  y", p « =  - < « „ ,  ? ' =  — V X .

L a  c o n d it io n  6<p* —  a'q ' —  o

é ta n t  s a t is fa i t e ,  le  p la n  t a n g e n t  e s t  le  m ê m e  to u t  le  lo n g  d ’ u n e  g é n é r a t r ic e .  

A in s i ,  le  c a r a c t è r e  d e s  s u r f a c e s  d é v e lo p p a b le s  e s t  6<p< —  a'q> =  0 .

Deux d ir e c t r ic e s  s u f fis e n t  p o u r  d é f in ir  u n e  s u r f a c e  d é v e l o p p a b le .

SIMILITUDE.

4 S I — La définition de Yhomothétie et de la similitude pour 
les figures à trois dimensions est la même que pour les 
figures à deux dimensions (liv. IV, chap. v). En Géométrie 
plane, si l ’on fait abstraction de la position des systèmes, l’ho- 
mothétie inverse ne donne pas d’autres figures que l’iiomo- 
thétie directe; il n’en est plus de même pour les ligures dans
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l’espace. Considérons un premier système de points A , B, C,..., 
et après avoir choisi arbitrairement un centre de similitude, 
construisons un système A ^B '.C ',.. homothétique direct, et un 
système A",B",C",.-. homothétique inverse, avec le même rap
port de similitude k ; ces deux systèmes sont symétriques l ’un 
de l’autre par rapport au point 0 . On les rend symétriques l’un 
de l ’autre par rapport à un plan quelconque, mené par le cen
tre de similitude, en faisant tourner l’un d’eux de i8o° autour 
tl’une perpendiculaire menée par le point 0 à ce plan. U ré
sulte delà que les systèmes homotliétiques inverses du système 
donné sont les symétriques des systèmes homothétiques directs.

Une figure est semblable à une figure donnée lorsque, par 
un déplacement convenable, elle peut coïncider avec l’une des 
figures directement homothétiques à la figure donnée.

4 8 2  —  On sait que l’on obtient toutes les surfaces sem
blables à une surface donnée, en prenant arbitrairement un 
centre de similitude, et en construisant avec ce centre les di
verses surfaces homothétiques qui correspondent aux valeurs 
de k comprises entre o et oo .

E xemple I .  L a  s u r fa c e  d o n n é e  e s t  u n e  s p h è r e .  P r e n o n s  le  c e n t r e  d e  la  

s p h è r e  O  p o u r  c e n t r e  d e  s im ili t u d e  ; le  r a y o n  O A  é t a n t  c o n s ta n t ,  le  r a y o n  

O A ' s e r a  é g a le m e n t  c o n s ta n t  ; une surface semblable à m e sphère est une 

autre sphère qui peut avoir un rayon quelconque.
E x e m p l e  I I .  L a  s u r fa c e  d o n n é e  e s t  u n  c ô n e . P r e n o n s  le  s o m m e t p o u r  

c e n t r e  d e  s im ili t u d e ,  d e u x  p o in ts  h o m o lo g u e s  s e r o n t  s i t u é s  s u r  la  m ê m e  

g é n é r a t r ic e  d u  c ô n e . La seule figure semblable à un cône est ce cône lui-même.
E xemple 111. L a  s u r fa c e  e s t  u n  c y l in d r e .  P r e n o n s  u n  p o in t  a r b it r a ir e  O  

p o u r  c e n t r e  d e  s im il i t u d e ,  e t  tr a ç o n s  s u r  le  c y l in d r e  u n e  c o u r b e  a r b it r a ir e  

C  q u e  n o u s  p r e n d r o n s  p o u r  d i r e c t r i c e  d u  c y l i n d r e . A  la  c o u r b e  C  c o r 

r e s p o n d  u n e  c o u r b e  h o m o th é t iq u e  C '  e t  à t o u t e  g é n é r a t r ic e  d u  p r e m ie r  

c y l in d r e  u n e  d r o it e  p a r a l l è le  p a s s a n t  p a r  le  p o in t  h o m o lo g u e  d u  p o in t  o ù  la  

c o u r b e  C  e s t  r e n c o n t r é e  p a r  la  p r e m iè r e  g é n é r a t r ic e  ; a in s i ,  deux cylindres 
sont homothétiques lorsqu’ils ont pour directrices deux courbes homolhé- 
tiques et leurs génératrices parallèles.

C o n s id é r o n s  d e u x  c y l in d r e s  h o m o th é t iq u e s ,  a y a n t  le  p o in t  0  p o u r  c e n tr e  

d e  s im ili tu d e  ; s i  l ’o n  m è n e  p a r  c e  p o in t  u n e  p a r a l l è le  0 0 '  a u x  g é n é r a t r ic e s  

d e s  d e u x  s u r f a c e s ,  to u t  p o in t  d e  c e t t e  d r o i t e  e s t  a u s s i u n  c e n t r e  d e  s im ili 

tu d e  d e s  d e u x  s u r fa c e s .  11 en  r é s u l t e  q u e  le s  s e c t io n s  d e  d e u x  c y l in d r e s



h o m o ih é liq u e s  p a r  le  m ê m e  p la n  s o n t  d e s  c o u r b e s  h o m o l h é l i q u e s . a y a n t  

p o u r  c e n t r e  d e  s im il i t u d e  le  p o in t  o ù  le  p la n  c o u p e  la  d r o it e  0 0 ' .  C o m m e  

le s  s e c t io n s  d ’ un  c y l in d r e  p a r  d e s  p la n s  p a r a l lè le s  s o n t  é g a le s ,  le s  

s e c t io n s  d e  d e u x  c y l in d r e s  h o m o lh é l iq u e s  p a r  d e s  p la n s  p a r a l lè le s  s o n t  

h o m o lh é l iq u e s .

4 8 3  — Les sections d’une surface du second degré par des 
plans parallèles sont des courbes homolhéliques. L ’équation 
générale des surfaces du second degré est 

( i ) Aæ! +  A y  H- A V  -H aB yz-h- iB 'z x  +  ?.B 'xy 
-t- 2Cx -+- 2 G  y -4- 2C z  -+- F = o ; 

on obtient la projection sur le plan XOY de l’intersection de 

cette surface et du plan
(2) a x -\-b y -h cz =  l,

en éliminant la variable z entre les équations (1) et (2). Or, 
dans l’équation ainsi obtenue, les coefficients des termes du 
second degré sont indépendants de Z; on en conclut que, lors
que l varie, a, b, c restant fixes, c’est-à-dire lorsque le plan se 
déplace parallèlement à lui-même, les projections sont homo- 
thétiques; les cylindres projetants, ayant pour directrices des 
courbes homotliétiques, sont coupés par deux plans parallèles 
suivant des courbes homotliétiques. Quand ces courbes sont des 
hyperboles, l ’une peut être homothétique à la conjuguée de 

l’autre (n» 3<)4)-
E X E R C I C E S .

i»  L ’ a x e  d ’ un  c ô n e  d e  r é v o lu t io n  p a s s e  à  l ’ o r i g in e  d e s  c o o r d o n n é e s  e t  

fa it  a v e c  le s  a x e s  d e s  a n g le s  « ,  P , T ; l ’ a n g le  d u  c ô n e  e s t  0 ; t r o u v e r  l ’ é q u a -  - 

l io n  d e  la  s u r f a c e .  C o m m e  a p p l ic a t io n ,  t r o u v e r  le s  c o n d i t io n s  p o u r  q u e  

l ’é q u a t io n  h o m o g è n e  d u  s e c o n d  d e g r é  r e p r é s e n le  u n  c ô n e  d e  r é v o lu t io n .

20 Ëlant d o n n é  un  e l l ip s o ïd e  d e  r é v o lu t io n  a p la t i  ( s u r f a c e  e n g e n d r é e  p a r  

u n e  e l l ip s e  to u r n a n t  a u to u r  d e  s o n  p e t it  a x e ) , le  c ô n e  , e n g e n d r é  p a r  u n e  

d r o ite  q u i  to u r n e  a u t o u r  d u  f o y e r  d e  l ’u n e  d e s  e l l ip s e s  m é r id ie n n e s  en  

s ’ a p p u y a n t  s u r  la  s e c t io n  fa ite  d a n s  la  s u r fa c e  p a r  u n  p la n  p a s s a n t  p a r  la  

d ir e c t r ic e  q u i  c o r r e s p o n d  à  c e  f o y e r ,  e s t  u n  c ô n e  d e  r é v o lu t io n .

3 »  É t a n t  d o n n é  u n  e l l ip s o ïd e  d e  r é v o lu t io n  a l lo n g é  ( s u r fa c e  e n g e . id r e e  

p a r  u n e  e l l ip s e  t o u r n a n t  a u to u r  d e  so n  g r a n d  a x e ) ,  le  c ô n e , q u i  a p o u r  s o m 

m e t  l ’ u n  d e s  d e u x  fo y e r s  d e s  s e c t io n s  m é r id ie n n e s  e t  p o u r  b a s e  u n e  s e c lio n  

p la n e  q u e lc o n q u e ,  e s t  d e  r é v o lu t io n .

GÜOM. AKALYT. "
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4 ° L a  p r o je c t io n  d ’ u n e  s e c t io n  p la n e  d ’ u n  c ô n e  c i r c u l a i r e  d r o i l  s u r  u n  p la n  

p e r p e n d ic u la ir e  à  l ’ a x e  m e n é  p a r  l e  s o m m e t  d u  c ô n e  a  p o u r  l ’ u n  d e  s e s  

fo y e r s  le  s o m m e t  d u  c ô n e ,  e t  p o u r  d ir e c t r ic e  c o r r e s p o n d a n t e  la  d r o ite  d e  

r e n c o n t r e  d e s  d e u x  p la n s .

5» L o r s q u ’ u n e  s e c t io n  p la n e  d ’ u n  c ô n e  c i r c u l a i r e  d r o i l  e s t  u n e  e l l ip s e ,  la  

s o m m e  d e s  a r ê t e s  q u i  a b o u t is s e n t  a u x  e x t r é m it é s  d ’ u n  d ia m è tr e  d e  l ’ e l l ip s e  

e s t  c o n s t a n t e .

60 D é m o n t r e r  q u ’ u n  p la n  ta n g e n t  a u  t o r e  e t p a s s a n t  p a r  le  c e n t r e  c o u p e  

la  s u r f a c e  s u iv a n t  d e u x  c e r c le s .

L a  s p h è r e  q u i  a  p o u r  g r a n d  c e r c l e  u n  c e r c l e  ta n g e n t  a u x  d e u x  c e r c le s  q u i 

fo r m e n t  l ’ u n  d e s  m é r id ie n s  d u  to r e  c o u p e  le  t o r e  s u iv a n t  d e u x  c e r c l e s .

7 ° T r o u v e r  la  s e c t io n  d r o it e  d ’ un  c y l in d r e  c i r c o n s c r i t  à  u n  t o r e .

8» D é m o n tr e r  q u e  le s  s ix  a r ê t e s  d e  d e u x  t r iè d r e s  t r i r e c t a n g le s ,  a y a n t  

m ê m e  s o m m e t ,  a p p a r t ie n n e n t  à  u n  m ê m e  c ô n e  d u  d e u x iè m e  d e g r é .

9 0 É t a n t  d o n n é  u n  c o n o ïd e  d o n t  l ’ a x e  e s t  p e r p e n d ic u la ir e  a u  p la n  d ir e c 

te u r  e t  q u i  e n v e lo p p e  u n e  s p h è r e ,  t r o u v e r  le s  p r o je c t io n s  d e  la  c o u r b e  d e  

c o n t a c t  s u r  le  p la n  d ir e c t e u r  e t  s u r  le  p la n  m e n é  p a r  l ’ a x e  e t  le  c e n t r e  d e  

la  s p h è r e .

100 É t a n t  d o n n é  u n  s y s t è m e  d ’ a x e s  r e c t a n g u la ir e s ,  u n  t o r e  a  p o u r  m é r i

d ie n  d a n s  le  p la n  Z O X  u n  c e r c l e  q u i  a  s o n  c e n t r e  s u r  l ’ a x e  O X  ; c e t  a x e  

r e n c o n t r e  l e  c e r c l e  e n  u n  p o in t  A ,  c e n t r e  d ’ un  n o u v e a u  c e r c l e  é g a l  a u  p r e -  

m i e r e t c o m p r i s  d a n s  u n  p la n  p a r a l l è le  à  Z O Y ,  u n e  d r o ite  q u i  r e s t e  p a r a l l è le  au  

p la n  X O Y  d é c r i t  u n  c o n o ïd e  e n  s ’a p p u y a n t  s u r  c e  s e c o n d  c e r c l e  e t  s u r  l ’ a x e  

O Z  ; o n  d e m a n d e  la  p r o je c t io n  s u r  le  p la n  X O Y  d e  la  c o u r b e  d e  r e n c o n t r e  

d e s  d e u x  s u r fa c e s .

n »  O11 s u p p o s e  q u e  le  p la n  d u  s e c o n d  c e r c l e  d u  p r o b lè m e  p r é c é d e n t  s ’ e n 

r o u le  s u r  u n  c y l in d r e  c ir c o n s c r i t  a u  to r e  e t  a y a n t  d e s  a r ê te s  p a r a l l è le s  à  

l’ a x e  d u  t o r e ,  e t  o n  r e m p la c e  la  d ir e c t r ic e  c o u r b e  d u  c o n o ïd e  p a r  la  c o u r b e  

e n  la q u e l l e  s’ e s t  tr a n s fo r m é  l e  c e r c l e  a p r è s  l ’ e n r o u le m e n t  d u  p la n  ; t r o u v e r  

la  p r o je c t i o n  s u r  le  p la n  X O Y  d e  la  l i g n e  d e  r e n c o n t r e  d u  n o u v e a u  c o n o ïd e  

e t  d u  to r e  ( s p ir a le  d ’ A r c h im è d e ) .

1 2 °  U n e  s p h è r e  a  so n  c e n t r e  à  l ’o r ig in e  d e s  c o o r d o n n é e s  q u e  l ’ o n  s u p 

p o s e  r e c t a n g u la ir e s ,  l ’ a x e  OX p e r c e  la  s p h è r e  e n  u n  p o in t  A  ; d a n s  le  p la n  

XOYr, s u r  O A c o m m e  d ia m è tr e ,  o n  d é c r i t  u n  c e r c l e  q u i  s e r t  d e  b a s e  à  un 

c y l in d r e  d o n t  le s  a r ê te s  s o n t  p a r a l lè le s  i  OZ ; t r o u v e r  : 1 °  l e s  p r o je c t io n s  

s u r  le s  tr o is  p la n s  c o o r d o n n é s  d e  la  c o u r b e  d e  r e n c o n t r e  d u  c y l in d r e  e t  d e  

la  s p h è r e  ; 2 0 l ’ é q u a t io n  d u  c ô n e  q u i a  p o u r  d ir e c t r ic e  c e t t e  c o u r b e  e t  p o u r  

s o m m e t le  p o in t  A ,  c e  c ô n e  e s t  u n  c ô n e  d e  r é v o lu t io n  ; 3° l e s  t r a c e s  s u r  

l e s  p la n s  d e s  c o o r d o n n é e s  d e s  ta n g e n te s  à la  c o u r b e .
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L I V R E  V I

S U R F A C E S  DIT S E C O N D  D E G R É .

CHAPITRE I
C entre et p la n s  d iam étrau x.

484 —  L ’équation générale du second degré entre les trois 
variables x ,  y, z  est de la forme

( i ) A#2 -+- A;tf  -+- A V  +  aBî/z -+- iW zx  +  oB"æ s 
+ aC o;-f-2C /ÿ -i- 2 G " z + F  = o ;

elle renferme dix term es, ou neuf paramètres arbitraires. 
Nous représenterons le premier membre par f  (x, y, z). On 
pourrait, en suivant la marche adoptée en Géométrie plane 
pour l’étude des lignes du second degré, examiner les diverses 
formes du lieu défini par cette équation ; mais, à cause du 
grand nombre des cas à considérer, cette discussion serait 
longue et pénible. Nous commencerons par simplifier l ’équa
tion (i) et nous ne nous occuperons ensuite que des équations 
réduites. Nous baserons cette réduction sur les propriétés du 
centre et des plans diamétraux dont nous allons nous occuper 
d ’abord.

C E N T R E .

485 —  Un point I est le centre d’une surface, lorsque les 
points de la surface sont placés symétriquement, deux à deux, 
par rapport à ce point. Comme une ligne droite ne rencontre 
une surface du second degré qu’en deux points, il faut, pour 
qu’un point I soit le centre de la surface, que toutes les cordes 
menées par ce point y  soient divisées en deux parties égales.

Lorsque l ’origine des coordonnées est centre d’une surface 
du second d egré , l’équation de la surface ne contient pas de



termes du premier degré. En effet, les équations d'une droite 
menée par l’origine sont de la forme

(2) x = m z ,  y = n z .
Les coordonnées s  des points de rencontre de la surface et de 
la droite sont données par l ’équation

(3) (Am’ +  A/n?+ A " + 2 B » + 2 B /m-+-2B"nm) z*
-f-2(Cj?i -1— C'n -f-C ")z + F = 0 ,

que Ton obtient en éliminant x  et y entre les équations (1) 
et (2). Si l ’origine est centre, l ’équation (3) a ses racines éga
les et de signes contraires, ce qui exige que le coefficient 
Cm +C'n-l-C" soit nul ; et comme ceci doit avoir lieu pour une 
infinité de valeurs de m et de n prises arbitrairement, il faut 
que l ’on ait séparément

C = o ,  C '= o ,  C "= o .

La réciproque est vraie.
4180  —  D’après cela, pour déterminer le centre d’une sur

face du second degré, on transportera l'origine en un point I 
de l’espace, dont nous désignerons les coordonnées par a, b, c,  
et l ’on verra s’il est possible de choisir ces valeurs de manière 
que la nouvelle équation ne contienne pas de termes du premier 
degré par rapport aux coordonnées nouvelles.

Lorsqu’on déplace les axes parallèlement à eux-mêmes, les 
formules de transformation sont x  =  a - \ -x ',  y = b - h y ' , 
r = c + z /; substituons dans l’équation(1) et effaçons les accents, 
nous aurons

(4) A x2 -f- A'y- +  A "z- +  2By:-t- olVzx +  2B "xy 
-\-xf'a(a,b,c)-\-yfi(aJb, c )+ z fl(a ,b ,c ) +  f(a,b,c)=z o.

Les coordonnées du centre sont donc déterminées par les 
équations

f ’.(a ,b ,c,) =  o, fi[a ,b ,c )— o, fi (a ,b ,c )= o ;

si l ’on di-vise par 2 et si l ’on remplace les lettres a, b, c par x ,  
y, z, ces équations deviennent

l A # + B "y-|~ B /z - | - C = o ,
(5) < B"a?-+-A'ÿH-B z -h C '= o ,

( B'æ-|-B 2/-t-A "z+C"= o.
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Ainsi, on obtient les coordonnées du centre en égalant a zéro 
les dérivées partielles du premier membre de l’équalion de la 
surface, prises par rapport aux variables x, y, z.

4 8 7 — Si l ’on regarde x ,y ,  z  comme étant les coordonnées 
d’un point variable, chacune des équations (5) définit un plan ; 
le centre de la surface est le point commun aux trois plans. 
Plusieurs cas peuvent se présenter.

i° Les trois plans se coupent en un seul point ; la surface 
admet un centre unique.

2° Les trois plans se coupent deux à deux suivant des droites 
parallèles, ou deux d’entre eux au moins sont parallèles; dans 
ce cas, les trois plans n’ont pasde point commun, et la surface 
n'a pas de centre.

3° Les trois plans se coupent suivant la même droite ou se 
confondent en un seul; tous les points de la droite ou du plan 

sont centres de la surface.
La résolution des équations (5) donne pour valeur du déno

minateur commun D,

(6) D = A A /A"— AB* —  A B '2 —  A"B"S+ 2 B B /B".

Lorsque 1) n’est pas nul, les équations sont vérifiées par un 
système de valeurs finies et par un seul ; la surface admet un 
centre unique. Lorsque D est nul, il y a impossibilité ou indé
termination, et, par conséquent, la surface est dépourvue de 
centre, ou elle en admet une infinité.

_  Supposons que tous les points de la droite CC' 
(fig. 292) soient des centres. Si l ’on joint 
un point M de la surface à un point quel
conque I de la droite CC', et que l’on pro
longe d’une longueur 1N égale à Ml, le 
point N appartient à la surface; enjoignant 
ainsi le point M à tous les points de CC', 
on obtient une droite NN' parallèle à CC'. 
Si l’on joint maintenant le point N à tous 

les points de CC', on forme de même une seconde droite MM' 
parallèle à NN'. La surface se compose donc de droites paral
lèles à CC' et situées deux à deux dans un même plan avec
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cette droite et à égale distance de part et d ’autre; c ’est un cy
lindre qui a pour axe CC', et, comme la trace du cylindre sur 
un plan non parallèle aux arêtes est une courbe du second 
degré ayant son centre sur l’axe, le cylindre est elliptique ou 
hyperbolique.

Le raisonnement précédent démontre que, dans le cas que 
nous considérons, l ’équation (i) ne peut pas représenter 
d’autres surfaces courbes que des cylindres elliptiques ou 
hyperboliques ; mais il peut arriver que cette équation repré
sente une seule droite ou deux plans, et enfin qu’elle n ’ait pas 
de solutions réelles.

On démontre de la même manière que, lorsque tous les 
points d’un plan sont des centres, l’équation (i) représente, 
ou deux plans parallèles, ou un plan unique, ou qu’elle n’ad
met pas de solution réelle.

4 8 9  —  Lorsque la surface admet un centre I ayant pour 
coordonnées a, b, c, si l ’on transporte les axes parallèlement 
à eux-mêmes en ce point, l’équation (4) se réduit à

(7) Aæ’ -t- k 'r f  + A " " , +'>By3 +  oB'sÆ-t-aRVÿ -4- F, =  o,

la constante F t ayant pour valeur

F ,= A a2 - t -  \ !b-+ A"c2 -4- 2B&C+p.B'ca -f- 2B "ab 
-f- 2 C ci —H 2C' b —j— 2C c —H F •

Les nombres a, b, c vérifient les relations (5), c’est-à-dire que 
l’on a

A a -j- B b —|— B'c —t- C —  o,
B "a -t- A 'b -4-  B c -+- C1 =  o,
B 'a -4- B 6 +  A "c -4-  C " =  o.

Si l’on multiplie les deux membres de chacune de ces égalités 
respectivement par a, b, c, et que l’on ajoute, il vient

A a! + A/&5-+-A V+2B6c 4- 2Bca -4- 2B "a6 -4- Ca -4- C'6+C"c= o.

La valeur de F, se réduit donc à

F1= F + C a - 4-C /6 + C " c ;

on l’obtient en ajoutant à l ’ancien terme constant la moitié des
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valeurs que prennent les termes du premier degré lorsqu’on y 

remplace x , y, z par les coordonnées du centre.
Lorsque le nouveau terme constantFtest égal à zéro, l’équa

tion (7), étant homogène par rapport à x ,  y, z , représente un 
cône ayant pour sommet l’origine (n» 464) 5 cependant, le lieu 
peut se réduire à deux plans, à une droite, ou à un point.

4 9 0 — Nous avons vu que les tangentes aux diverses courbes 
tracées par un même point sur une surface sont situées dans 
un même plan; il n’y  a d’exception que lorsque les coordon
nées du point annulent à la fois les trois dérivées partielles du 
premier membre de l’équation par rapport à x , y, z. Dans 
le cas des surfaces du second degré, un pareil point est centre 
de la surface ; ce point étant aussi situé sur la surface, 
quand on y  transporte l’origine des coordonnées, la constante 
Ft est nulle ; ainsi, pour les surfaces du second degré, l’excep
tion n’a lieu que dans le cas du cône, quand le point est le 

sommet.

PL A N S D IA M É T R A U X .

4 9 1  —  Une ligne droite ne perce une surface du second 
degré qu’en deux points; la surface, qui divise en deux parties 
égales les cordes parallèles à une même direction, a été appe

lée surface diamétrale.
Soint m et n les paramètres constants qui définissent la 

direction des cordes ; transportons les axes parallèlement à 
eux-mêmes en un point quelconque de l ’espace, ayant pour 
coordonnées a, b, c, l’équation (1) prend la forme (4). Une 
droite, menée par la nouvelle origine dans la direction donnée, 
est représentée p arles équations x = m z ,  y —  nz. On obtient 
l’équation qui donne les coordonnées 3 des points de rencontre 
de la droite et de la surface, en remplaçant dans l’équation (4) 

x  par mz, y par n z ; on a ainsi

(8) (Am! -f- A 'n*+ A”-t- afin +  2B "m n) z-
+  (m fL + n fl - f-fi )x ~hf(a,b, c)= o .

Pour que le point (a, b, c) soit le milieu de la corde menée 
par ce point dans la direction donnée, il faut que léqualion
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précédente ait ses deux racines égales et de signes contraires, 
ce qui exige que les coordonnées a, b, c vérifient la relation 

mfL-hnf'b +  f ’ =  o.
Cette équation, étant vérifiée par les coordonnées du point mi
lieu de l’une quelconque des cordes de la série considérée, re
présente le lieu cherché. Remplaçons a, b, c par x , y, z ; cette 
équation s’écrit

(9) m[!c{x,y,z)-+-nfly( x , y , z ) + f ’ l x ,y ,z ) =  o; 

comme elle est du premier degré, elle représente un plan. 
Ainsi, dans les surfaces du second degré, quelle que soil la direc
tion des cordes, la surface diamétrale est un plan.

4192 —  Si les paramètres m et n satisfont à la relation 

A m* -1- A7n * +  A"-)- 2B11 -+- aB'm -+- aB ’m n —  o, 

l ’équation(8)s'abaisseau premier degré, c’est-à-dire que chacune 
des droites parallèles à la direction donnée ne perce la surface 
qu’en un point. Dans ce cas, le plan représenté par l’équation
(9) est le lieu des points tels que les droites menées par chacun 
d ’eux parallèlement à la direction donnée ne rencontrent pas 
la surface, ou sont situées entièrement sur la surface. On voit 
aisément que ce plan est parallèle à la direction donnée et 
par conséquent contient toutes les droites dont nous venons de 
parler.

L’équation (9) est vérifiée, quelles que soient m et n, par les 
valeurs de x ,  y, z qui satisfont à la fois aux trois équations qui 
déterminent le centre,

fL—  o, f i — o, f':= o ;  
il en résulte que tous les plans diamétraux passent par le centre 
de la surface, quand il y en a un, ou par le lieu des centres, 
s’il y  en a une infinité.

4 9 3 — Lorsque la surface est dépourvue de centre, les trois 
plans définis par les équations (5) sont parallèles, ou la droite 
d’interseclion de deux d’entre eux est parallèle au troisième. 
Dans le premier cas, on a

f'x —  “ / i + P .

a, p, p, q désignant des constantes; l’équation (9) se réduit à 

(am +  Pn-f- i)f;-{-m p-+-nq=o;
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elle représente, pour toutes les valeurs de m et de n, des plans 
parallèles entre eux. Dans le second cas, si les plans définis 
par les deux équations f^ =  o, /y= :o se coupent suivant une 
droite parallèle au plan f l — o, l ’équation générale des plans 
qui passent par la droite d’intersection des deux premiers étant 

“ Æ + P / ^ o ,  on a
f!=«-fL+  P /y+ r >

P, r étant des constantes ; et, par suite, l’équation (9) prend 
la forme

(m + a) fx-i- (n +  $) f y +  r —  o >
elle représente des plans parallèles à la droite d ’intersection 
des deux plans

f l  =  o, f'r =  o.
Ainsi les surfaces dépourvues de centre ont leurs plans dia

métraux parallèles à une même droite ou parallèles entre eux.
494— Considérons une direction à laquelle corresponde un 

plan diamétral ; si l’on prend pour axe des z une des cordes, 
pour axe des x e t  des y  deux droites situées dans le plan diamé
tral, l ’équation de la surface devra être vérifiée par deux valeurs 
de r  égales et de signes contraires, pour chaque système de va
leurs attribuées arbitrairement aux variabes x  et y; elle aura 
donc la forme

P-z’ + f ,  (x, ÿ ) = o ,  
fi (x, y) désignant une fonction des deux variables x  et y et 
dont le degré ne surpasse pas 2. Déplaçons les axes des x  et 
des y dans le plan XOY en conservant à l’axe des -  sa direc
tion ; ce changement des coordonnées s’effectue par les for
mules de la Géométrie plane. Lorsque la fonction f t (x, y) 
est du second degré, nous avons vu (liv. 111, chap. 11) que 
l’on peut choisir d’une infinité de manières les nouveaux axes 
OX, OY, de telle sorte que cette fonction se réduise à l’une 
des formes

Mx’ + N y ’ + F , ,  Nys+ Q x , Ny! -t-F„ 

et alors l’équation de la surface sera elle-même ramenée à 
l’une des formes
(I) Mx* -t- Ni/1 -f- Pz* -|- F, =  o,
(II) Ny5 -+- Pz! +  Qx —  o,
(III) Ny* +  Pz* F, =  o.
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Si la fonction f t est du premier degré, on la ramène par le 
même changement à la forme Qæ, et l’équation de la surface 
devient

(IV) Pz* -+- Qæ =  o.

Enfin, si la fonction f l se réduit à une constante, l’équation de 
la surface est

(V) P r’ +  F, =  o.

4 9 5 — Dans ce qui précède, les lettres M, N, P, Q désignent 
des constantes différentes de zéro, et F, une constante qui peut 
être nulle. L’équation (III), si elle a des solutions réelles, repré
sente un cylindre elliptique ou hyperbolique, une droite, ou 
deux plans qui se coupent. L’équation (IV) représente un cylin
dre parabolique. Si l ’équation (V) a des solutions réelles, elle 
représente deux plans parallèles, ou un plan unique. Ainsi, 
quand on fait abstraction des cylindres, on voit que l’équation 
du second degré peut, d’une infinité de manières, être rame
née à l ’une des formes (I) et (II).

Considérons l’équation (I) ; en égalant à zéro les dérivées par
tielles de son premier membre, on obtient trois équations qui 
ont une solution unique; la surface admet donc un centre uni
que, l’origine des coordonnées. Chacun des plans des coordon
nées est le plan diamétral des cordes parallèles à l ’intersection 
des deux autres ; à cause de cette propriété, on les nomme 
plans diamétraux conjugués.

L’équation (II) représente des surfaces dépourvues de centre 
puisque l’équation f'x= o  se réduit à t j  =  o. Le plan XOZ par
tage en deux parties égales les cordes parallèles à OY et le plan 
XOY les cordes parallèles à OZ ; les lignes parallèles à OX ne 
percent la surface qu’en un point, et il n’y a pas de plan dia
métral correspondant.

D IA M È T R E S .

4 9 6  — Nous avons vu que les sections faites par des plans 
parallèles dans une surface du second ordre sont des courbes 
homothétiques (n° 483) ; quand ces courbes sont des courbes 
à centre, le lieu des centres s’appelle diamètre.
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Le plan sécant est représenté par une équation

(10) a x  +  by -+- cz =  l,

dans laquelle a, b, c sont des constantes, et l un paramètre va
riable; si, dans l’équation de la surface f [ x , y , z ) = o, on rem
place z  par sa valeur 

( n )  z = i - q * - 6 ÿ
C

tirée de l’équation du plan, on obtient l ’équation de la projec
tion de la courbe d’intersection sur le plan des xy  \ pour avoir le 
centre de la courbe projection, il faudra égaler à zéro les déri
vées relatives à x  et à y. Mais on peut obtenir ces dérivées sans 
faire la substitution ; il suffit d’appliquer à la fonction f(x , y, z) 
le théorème des fonctions composées, en regardant x comme 
une fonction des deux variables x  et y donnée par la formule
(11) ; on a ainsi les deux équations

(12) f * - - c f ‘ = ° ’  f ' - ~ c n = ° -

Quand on projette une courbe sur un plan, il est évident que 
le centre de la courbe proposée se projette au centre de la 
courbe projection; les équations(12), jointes à l’équation du 
plan, détermineront donc le centre de la courbe d’intersection. 
Comme les équations (12) ne contiennent pas le paramètre va
riable l, elles représentent le lieu des centres ; ainsi le diamètre 
est la droite représentée par les équations

f '  f  f- 
( ,3) b  =

'• a b c
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497 — Parmi les plans diamétraux d’une surface du second 
degré, on distingue en particulier ceux qui sont perpendicu
laires aux cordes qu’ils divisent en deux parties égales; ce sont 
des plans de symétrie de la figure ; on les nomme plans princi
paux. Dans ce qui précède, les axes des coordonnées étaient 
quelconques ; dans la recherche des plans principaux, nous 
supposerons les axes rectangulaires. Si l ’on désigne par a, (3,
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y les cosinus des angles que fait avec les axes une direction 
donnée,les équations des cordes peuventse mettre sous la forme

x - a  y b _z — c
( 4)

a, b, c étant les coordonnées d’un point particulier 1 de cette 
corde, et x , y, z celles d’un point quelconque de cette même 
corde. La lettre p désigne la distance du premier point au 
second, affectée du signe +  ou du signe— , suivant qu’elle est 
comptée dans la direction donnée ou dans ladirection opposée.

On obtient l'équation qui donne les distances du point I aux 
points de rencontre de la courbe et de la surface en remplaçant 
dans l'équation (4) du n°486 les letlres x ,  y, z  par ap, (3p, yp, 
cette équation devient ainsi :

( i 5j Sp* •+■ Tp +  R =  o,

en posant, pour abréger,

l S =  Aa* +  A'p’  +  A Y  -+- a lîïv  aB'ya -+- aB'ajï,
(16) T =  a fi  (a, b, c) +  b, c) -+- yf!(a, b, c), 

f R =  f(a,  b, c).

Si l’on suppose le point I fixe et que l ’on fasse varier les angles 
a, (3, y, on peutregarder l ’équalion ( i5) comme représentant la 
surface en coordonnées polaires. Le coefficient S de p2 ne dé
pend que de ladirection du rayon vecteur, le terme constant R 
ne dépend que de la positiondupointl,tandisque le coefficient 
T varie à la fois avec la direction du rayon vecteur et la posi

tion du point I.
408 —  L ’équation du plan diamétral des cordes parallèles 

à la direction (a, p, y) prend la forme

c’est-à-dire

(17 ) (Aa -f- B ’P -+- B'y) X  -f- (B'a -f- A'jï +  By) y 

-4- (B'a +  Bp +  A "y) z +  Ca -1- C'(3 -t- C y —  o.

Soient |a, v les cosinus des angles que fait avec les axes des



coordonnées la normale à ce plan diamétral, 9 l’angle de la 
normale avec la direction des cordes, on a

_____^ | j. _ v
Aa -f B"p +  J'Vy —  B a  +  À'P +  BT ~  B'a +  Bp+Â^ÿ

___________ «2_ +  P|j- +  yv _cos 9
“  a (Aa +  B ’P +  B'y) +  p (B*a +  ■ ••)+•• • _  “ S” ‘

Pour que le plan diamétral soit un plan principal, il faut que 
la normale au plan coïncide avec la direction des cordes; on 
doit donc avoir les relations

(18) _____ ï -------- ------------- ê____________ T______ I .
Aa +  B"p +  B'y ~~ B"a +  A'P +  By ~  B a  +  Bp +  A "y ~  S ’

alors l ’équation (17) du plan principal devient

(>9) S (a x +  Py + y 3) +  Ca +  C/P +  C"y =  0.

4 9 9  — Des équations (18) on déduit les suivantes

1 (A— S)a-|-B,,p +  B/Y =  0,
(20) B'a +  ( A - S ) p  +  By =  o,

( B'a +  Bp +  (A”- S ; y  =  o;

en Y joignant la relation

(21) a* +  p‘  +  y‘ = i ,

on a à résoudre un système de quatre équations à quatre in
connues.

Les trois inconnues a, p, y  ne pouvant être nulles en même 
temps, puisque la somme de leurs carrés doit être égale à l’ u
nité, l ’une au moins, par exemple y, est différente de zéro. 
Pour résoudre ce système d’équations, on imaginera les pre
miers membres des trois équations (20) divisés par y, on tirera

des deux premières les valeurs des rapports ‘J-; substituant

dans la troisième, on aura une équation ne renfermant [dus 
que l'inconnue auxiliaires ; cette quantité connue, comme on

a déjà les valeurs des rapports ^ , on obtiendra les cosinus au

moyen de l’équation (21).
Au lieu de diviser par y, supposons qu’on tire des deux pre

mières des équations (20) les valeurs de a et p, et qu’on substitue
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dans la troisième, on arrivera à une équation de la forme 
DiY=o; puisque y est différent de zéro, on posera D^o; c’est 
Féqualion en S. Mais il est évident que le polynôme D, n’est 
autre chose que le dénominateur commun des formules de ré
solution du système (20), considéré comme un système à trois 
inconnues a, (3, y. On observe aussi que l’on peut former ce 
polynôme en remplaçant dans le polynôme que nous avons 
apppelé D (n° 487) les lettres A, A7, A" par A—S, A7—S, A"—S. 
L’équation qui donne l’inconnue S est donc
(22) (A-S) (A7—S) (A"—S)—(A-S)B2-(A' —S)B'*

—(A"—S) B!+2BBB’ —o;
quand on développe le polynôme par rapport aux puissances 
de S, 011 voit que le terme indépendant de S est la quantité D 
elle-même.

500 — Lorsque les trois coefficients B, B', B” sont différents 
de zéro, on arrive à une forme d’équation plus commode à 
discuter, en faisant l’élimination d’une autre manière : multi
plions les équations (20) respectivement par B, B', B"'et retran
chons les résultats deux à deux, il vient
(23) [(S—A)B+B'B "J a =  [(S— A/)B/-HB"B] S =  [(S— A")B"+BB/ly, 
ou

« _______  P__________ _ _________ Y_________
1 1 1

(S—A)B+B'B" (Ŝ —A') B'-t-B'B (S — A")B"-|-BB/
Si l’on substitue dans l’une des mêmes équations, la première 
par exemple, à la place de a, (3, y les quantités proportionnelles, 
on a

_ J à - S )  + _________ £ _______ _____________ R ________

(S—A)B-t-B'B" (S — A')B' -4 - B'B (S—A) B ’+BB'— 5
ou

B'B" B'B___  BB’_____ __
(S—A)B-f-B'B (S — A')B'-f-B'B (S—A')B4-BB' 1 — °’
ou encore

(24) B2(S— a) +  B/2(S — 6) -i~B,,!(S — c ) ~  BMr= °’
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en désignant par a, b, c les quantités

. B'B" ..  B'B . ,  BB 
A -----A - w , A gF-

D ISC U SSIO N  D E  L ’ É Q U A T IO N  D U  T R O IS IÈ M E  D E G R É .

5 0 1  —  Considérons d’abord le cas le plus général, celui où 
aucun des coefficients B jB ', B" n’est nul. Prenons l’équation 
en S sous la forme (24).

I. —  Supposons que les trois quantités a, b, c soient diffé
rentes et rangées par ordre de grandeur croissante. Substituons 
successivement à la place de S, dans le premier membre de 
l’équation (24), les quantités a± .£ , b ± s ',  c ± e " , (e, t', e") dé
signant de très-petites quantités positives. Par la première 
substitution, le premier terme de l'équation prend la valeur

~ B ^ ’ très-grande numériquement, tandis que les autres

termes conservent des valeurs finies; ce premier terme donne 
donc son signe au polynôme. De même, par la seconde substi

tution , le second terme prend la valeur très-grande ±  ,

tandis que les autres termes conservent des valeurs finies; ce 
second terme donne donc son signe au polynôme. De même,

par la troisième substitution, le troisième terme ±  j p p  donne

son signe au polynôme.
Quand S varie de a +  s à b — z', le premier membre reste fini et 

varie d’une manière continue ; puisque ces deux nombres don
nent des résultats de signes contraires, ilscomprennententre eux 
une racine réelle de l’équation ; ainsi il y  a une racine réelle de 
l’équation comprise enlre a et b. On reconnaît de la même m a
nière qu’il y  en a une seconde entre b etc. 11 y  en a une troisième 
plus grande que c ou plus petite que a, suivant que la quantité 
BB'B " est positive ou négative; en effet, quand on donne à S 
une valeur très-grande numériquement, le premier membre

de l’équation (24) se réduit à — g g r jp  donc s' *a quantité BB'B''



est positive, le premier membre change de signe, quand S varie 
de c + £” à + c o  , et, par suite, il y a une racine réelle plus 
grande que c; lorsque la quantité BB B" est négative, le premier 
membre change de signe quand S varie de —  oo à a —  s; dans 
ce cas, la troisième racine est plus petite que a.

Ainsi, dans le cas que nous considérons, les trois racines de 
l ’équation sont réelles et inégales. A chacune de ces racines 
correspond une direction des cordes unique et déterminée ; 
car, si dans les relations (23) on remplace S par l ’une des ra
cines, les trois parenthèses étant différentes de zéro, on obtient 
pour les trois cosinus des valeurs finies et déterminées.

II. —  Supposons que deux des trois quantités a, b, c, par 
exemple a et b, soient égales. Les trois racines sont encore 
réelles et inégales ; mais l’une d’elles est égale à a. En effet, 
l’équation (24), mise sous forme entière, devient

(25) B ’B ! (S —  b) (S —  c) +  B !B2 (S -  c) (S —  a)
+  BîB/! (S -  a) (S - b ) -  BB B” (S —  a) (S —  b) (S -  c) =  o.

Quand a— b, le premier membre est divisible par S —  «, et l ’on 
a l’équation du second degré ’

B ( B ? +  B'5) (S— c) +  B’B'* (S — a) —  BB'B" (S —  a) ( S - c )  =  o.

Le premier membre prenant des valeurs de signes contraires, 
(juand on attribue à S les valeurs a et c, cette équation a ses 
deux racines réelles et l ’une est comprise entre a et c.

Si dans les relations (23) on remplace S successivement par 
chacune des racines de l’équation du second degré, aucune des 
trois parenthèses ne s’annule, et chaque racine donne une di
rection unique et déterminée. Pour la première racine a, les 
deux premières parenthèses sont nulles, sans que la dernière le 
soit ; il en résulte 7 = 0 ;  pour vérifier les équations (20), il faut 
prendre en outre B'a. +  Bp =  o, ce qui détermine encore une 
direction unique parallèle au plan des xy.

III. — Enfin, si les trois quantités a , b , c  sont égales, deux 
racines de l’équation (25) deviennent égales à a , et la troisième 
est donnée par l’équation du premier degré

(B/!B’'’ +  B ’B! +  B’B/!) —  BB'B" (S —  a) =  o.
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A cette racine simple correspond une direction unique. Pour la 
racine double, les trois équations (20) se réduisent à une seule 
B'B'a - f  B'Bp - f  BB/y =  o, et il y a indétermination ; toutes les 
directions parallèles au plan B'B'aj-f- B 'By +  BB;o =  o con
viennent à cette racine double.

5 0 2 — Considérons maintenant le cas où les trois coefficients 
B, B', B" ne sont pas différents de zéro.

I. —  Un seul coefficient est nul, par exemple B". L’équation 
du troisième degré (22) devient

(S -  A) (S -  A') (S— A") -  (S -  A) B2 -  (S -  A') B '*=  o.

Soit A < A '; les substitutions de — 00, A, A1,  -+-oo dans le pre
mier membre donnent des résultats affectés respectivement des 
signes— , -f-,— , -t-; donc l’équation a ses trois racines réelles 
et inégales. Les équations (20) donnent pour chacune d’elles 
une direction déterminée; car des deux premières on déduit

des valeurs finies pour les rapports-- -•

II. —  Deux coefficients sont nuls, par exemple B' etB". L’é
quation du troisième degré (22) se réduit a

(S -  A) [ ( S - A ')  (S— A”)— B * j= o ;

elle admet la racine A et deux racines réelles et inégales 
données par une équation du second degré. Si la quantité 
(A — A') (A —  A") —  B’ est différente de zéro, aucune des 
deux racines de l ’équation du second degré n’est égale à A, et, 
par conséquent, les trois racines sont inégales; pour S =  A les 
équations (20) se réduisent à

(A;— A) (3- t-B y = o , Bp 4 - (A"— A ) y = o ,

et ne peuvent être vérifiées que par les valeurs p = o ,  y  =  o, 
d’où a = i ,  ce qui donne une direction bien déterminée. Pour 
chacune des deux autres racines, ces équations se réduisent 
à a = o ,  (A; —  S) |3 -4- By =  o, ce qui donne encore une direc

tion bien déterminée.
Si l ’on a (A —  A') (A —  A") —  B’ =  o, l’une des racines de 

l’équation du second degré étant égale à A, l ’équation admet la 
racine double A et une racine simple. A la racine simple, cor- 
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respond une direction déterminée ; pour la racine double A, les 
équations (20) se réduisent à une seule 

( A '- À ) p + B Y= o ,  

ce qui donne toutes les directions parallèles au plan 

(A '— A)t/4 - B s = o .

III. —  Lorsque les trois coefficients B, R', B" sont nuls à la 
fois, l ’équation (22) se réduit à

(S— A) (S— A') (S— A " )= o , 

et admet pour racines A, A ', A ”. Quand ces trois racines sont 
inégales, les équations (20) montrent qu’à ces racines corres
pondent des directions respectivement parallèles à chacun des 
trois axes coordonnés. Si À =  A; , à cette racine double cor
respondent toutes les directions parallèlles au plan des xy. 
Enfin, si A = A /= A ", à cette racine triple correspondent toutes 
les directions de l’espace , il y  a ici indétermination absolue, 
car les équations (20) deviennent alors des identités.

Ainsi, en résumé, l'équation du troisième degré en S a tou
jours ses trois racines réelles. A une racine simple correspond 
une direction déterminée ; à une racine double toutes les direc
tions parallèles à un plan ; à une racine triple toutes celles de 
l’espace.

5 0 3 —  Soient (a, p,y), (a', fJ,-f) les cosinus des angles que 
font avec les axes des coordonnées les directions qui corres
pondent à deux racines différentes S et S'. On a, en vertu des 
équations (20),

l A a - f  B"P - f  B'y =  Sa, | A a '  +  B"j3' +  B 'y ' =  S'a',
) B'a +  A'P +  B y =  S(i, B V  +  A £' +  B f  =  S'p',
( B'a +  B p -f- A "y =  Sy, j B'a' +  B'P' +  A Y  =  S'y'. 

Multiplions les premières équations respectivement para', P 'Y ,  
les secondes par a, (3, y, et de la somme des premières retran
chons celle des secondes; il vient

(S —  S') (aa' - f  P|3' +  yy') =  o,

OU a a ' - f  pp7 y y ' =  o.

Donc les directions qui correspondent à deux racines différentes 
sont perpendiculaires entre elles.
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Il en résulte que les directions qui correspondent à une ra
cine double sont toutes perpendiculaires à celle qui corres
pond à la troisième racine.

N O M BR E D E S  PLA N S P R IN C IP A U X .

504 —  Le plan diamétral des cordes parallèles à la direc
tion (a, (ü, y) est donné par l’équation (19) du n” 498

S(a.D - f  Pÿ +  yz) +  (Cet +  C 'z  -f- C'Y) =  O.

Ainsi, à chaque direction des cordes donnée par une racine S 
différente de zéro, correspond un plan principal.

Si une racine S est nulle, le plan principal n’existe plus. 
Cependant si l ’on a Ca-f-C'P-)- C”y = o ,  l ’équation (19) devient 
une identité, et la position du plan principal est indéterminée; 
•ont plan perpendiculaire à la direction des cordes est un plan 
principal; dans ce cas, la surface est cylindrique. D’après l’é
quation ( i5), si une racine S est nulle, les droites correspon
dantes ne rencontrent la surface qu’en un seul point.

Il est bon d’observer que l’équation en S a toujours au moins 
une racine différente de zéro; car les trois racines ne sont 
égales que si l’on a B =  B' =  B ’ =  o ; alors ces racines, étant 
égales à A, A', A", ne sont pas toutes trois nulles, sans quoi 
l’équation proposée ne serait pas du second degré. On peut, 
d’ailleurs, démontrer cette propriété de l’équation (22), indé
pendamment de l’étude que nous en avons faite ; en effet, si 
les trois racines étaient nulles, on aurait, en égalant à zéro les 
coefficients de S‘ et de S,

A +  A '+  A”= o ,  A 'A ’+  A' A + A A ' —  Bs -  B/2 —  B ! =  o ; 

si du carré de la première quantité on retranche le double de 
la seconde, il vient

A* +  A/â +  A '1 +  aB* +  ?.B’ +  2B"1 == o, 

d’où A  =  A/ =  A " = B = B / =  B’' =  o, et l’équation ne serait 
plus du second degré. Ainsi toute surface du second degré a au 
moins un plan principal.

505— Nous avons vu (n° 494) que, si l’on fait abstraction des
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cylindres, l’équation du second degré peut être ramenée à l'une 
des deux formes

(a) M **+ Ny*+ Pz*+ F i= o , X ,f + P z * + Q x = o ;

la première convient aux surfaces qui ont un centre unique, la 
seconde à celles qui sont dépourvues de centre. Si le plan dia
métral qui a servi à effectuer la réduction est un plan principal, 
comme on peut effectuer les réductions ultérieures en prenant 
dans le plan principal deux axes rectangulaires, l’équation de 
la surface sera ramenée à l ’une des deux formes (a) et (p) en 
coordonnées rectangulaires.

452 LIVRE VI, CHAPITRE II.

CHAPITRE II
R éd action  de l'équation du secon d degré.

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que l’équation du 
second degré peut se ramener à l’une des formes simples 

M#’ +  Nys +  Ps* +  F, =  o, N î/*+Pzs + Q x  =  o ,

N?/“ +  Pa, +  F1= o ,  Pss +  Q a:= o, Pa! +  F ,=  o,

en coordonnées rectangulaires.
Nous allons donner quelques détails sur la marche à suivre 

pour effectuer la réduction.

• P R E M IE R  C A S. D ^  O .

5 0 6  -O n  commence par transporter les axes parallèlement 
à eux-mêmes au centre de la surface ; l’équation générale du 
second degré

(0  A x ’ -f- A'y ' +  A "s* - f  2B yz +  2 & zx  -\-iK x y  
+  2 Car +  2C y +  2C’z + F = o,

devient

(2) A x * +  A y  - f  A "z* - f  2Byz -l- aB'z x  +  2B "xy +  F ,= o ; 

les coefficients des termes du second degré ne changent pas, 
et nous avons appris à calculer la constante F, (n°489).
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Supposons d’abord les trois racines de l ’équation du troi
sième degré en S différentes et désignons-les par S, S', S" ; 
soient, de plus, (a, (3, y), (a.1, [3', y'), (a", (3", y") les cosinus des 
angles que font avec les axes les directions qui correspondent 
à ces trois racines. Si l’on change les axes des coordonnées en 
prenant ces trois directions pour celles des nouveaux axes, les 
formules de transformation sont

I x  —  ax1 +  « V  +
(3) +

f z  =  fX , +  Y y ' +  y v ,

et l’équation de la surface aura la forme

Mæ'j +  % /! +  Ps/S+ F ,= o,

puisqu’elle ne doit plus contenir les produits des variables. 
Mais on a

M =  A*2 +  A'p2 +  A "y5 +  aBSy -f- 2B/ya -j- s.B'aS,

c’est-à-dire M = S  (^497). Par la même raison, on a N =  S' et 
P =  S". Ainsi, dans ce cas, Téquation réduite est

(4) Sa/* +  S/ÿ /, +  S V 1 +  F ,= o .

5 0 7  —  Il est facile de vérifier que les coefficients des rec
tangles des variables dans la nouvelle équation sont nuls. 
Prenons, par exemple, le coefficient 2B, du terme en y 'z1, on a

B,= A « V  +  A'p'p" +  A Y Y" +  B (P'y" +  yT )

+  B'(Y/a ''+ a Y ) + B " (a /P’' +  ^«").

Si Ton multiplie les deux membres de chacune des relations

A a ' +  B y +  B Y  =  S V ,

B V  + A ^  +  B y = s ;s',

B V  +  B p' +  A Y  =  S Y , 

respectivement par a", (3", y ” et que Ton ajoute, il vient ;

B1 =  S '(a V  +  p/r +  ï Y ).

Les deux directions (ex!, (3', y'), (a", |3'', y") étant rectangulaires, 
on en conclut que B,r=o.O n verrait de même que B { = B ï= o .  

5 0 $ — Lorsque deux racines de Téquation du troisième de



gré sont égales, à la racine simple correspond un plan princi
pal déterminé, et à la racine double une infinité de directions 
de cordes parallèles à ce plan ; si l’on prend pour nouveaux 
axes deux droites rectangulaires situées dans ce plan et la 
perpendiculaire au plan, la méthode précédente est applicable, 
et l ’on obtient l’équation

S[x/‘‘ + i/ ,') +  S"z/, +  ¥ l =  o >

qui représente une surface de révolution autour de l’axe OZ'. 
Enfin, si les trois racines sont égales, en prenant trois nou
veaux axes rectangulaires quelconques, l’équation est toujours
S (xn -4- y1'  -+- z 1') -t- F, =  o ; elle ne peut représenter qu’une 
sphère.

D E U X IÈ M E  C A S. D =  O .

5 0 0 — Dans ce cas, commençons par changer la direction 
des axes, en prenant pour nouveaux axes les directions qui 
correspondent aux racines de l’équation du troisième degré, 
ou, si cette équation a des racines égales, un des systèmes en 
nombre infini de trois directions rectangulaires déterminées 
par ces racines. On démontre, comme on l’a fait algébrique
ment dans le cas précédent, que B ,= B J = :B Ï = :o ;  les coeffi
cients des carrés des variables ont encore pour valeurs S,S',S". 
Si donc une seule racine S est nulle , et que l’on prenne pour 
axe OX' la direction déterminée par cette racine, l'équation de 
la surface est

s y a+  S V ’ +  aC.æ '-f aC'.y' +  aC +  F = o .

Les coefficients C „ CJ, Cÿ ont pour valeurs

C ,= C a  - f  C'p +  C'y ,

c;—Ca'-f-ryp'+CY,
C ï= C a " + C /p,' +  C"Y".

En déplaçant les axes parallèlement à eux-mêmes, on ramène 
l’équation précédente à la forme

S ^ -j-  S V  -f- zCtx  =  o, 

si C, est différent de zéro, et à la forme

s y +  s v  +  f . = o ,
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si C, est nul. Le coefficient C, qui subsiste dans réquation ré
duite est celui qui correspond à la racine simple S = o .

Si deux racines S et S' sont égales à zéro, par la première 
transformation l ’équation devient

sv* + 2C,æ' + 2C,y -f 2 cy  + f = o.
Nous avons vu que, pour cette racine double S =  o, les rela
tions (20) du n° 499 se réduisent à une. Pour déterminer l’une 
des directions correspondantes, on peut joindre à cette équa
tion une seconde équation prise à volonté ; nous prendrons

C {= C a/ +  C/p/+ C Y  =  o.

L’autre direction sera ensuite complètement déterminée, ainsi 
que le coefficient CJ. Cela posé, en déplaçant les axes parallèle
ment à eux-mêmes, on ramènera l’équation à la forme 

S V +  2CiÆ:=:0, 

si C, est différent de zéro, et si Ct est nul, à la forme 

S V  +  F ,=  o.

5 1 0 — R e m a r q u e .  Lorsque deux racines S' et S" sont égales 
sans être nulles, la surface est de révolution. Si les trois coeffi
cients R, B/,R"sont différents de zéro, les conditions pour qu’il 
y ait une racine double sont (n° Soi)

. B'B" B'B BB
A — T T  B7 ~ W '

et la direction de l’axe est donnée par les formules

__ JL
B'B'' ~  B 'B -  BB'-

Lorsqu’un seul des coefficients B, B', B1' est égal à zéro, 
l’équation eu S n’a j amais de racine double. Si deux coefficients 
B', B" sont nuls, la condition pour l’existence d’une racine 
double est (n° 5o2)

(A' — A) (A"— A) —  B* =  o ;

B y
et l’on a a =  o, A  =
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CHA PITRE III

De l ’ellipsoïde.

5 1 1 —  Nous avons ramené l’équation des surfaces du second 
degré qui ont un centre unique à la forme 

Sa;’ + S'y* +  S’z* =  H,

en rapportant la surface à ses trois plans principaux.
Supposons d’abord que les trois racines aient le même signe, 

par exemple le signe + .  Si le terme constant H est négatif, 
l’équation n’est vérifiée par les coordonnées d’aucun point de 
l’espace. Si le terme constant H est égal à zéro, l’équation n’est 
satisfaite que pourÆ =  y = z = o ;  elle représente un seul point, 
l ’origine. Considérons enfin le cas où H est positif et posons

a = y /|,  c=\Zfr>
l’équation se met sous la forme

i y* i s *

W T t + ¥  +  ' ? - u

La coordonnée x  ne peut varier que de — a à + a , y de —  b
à + 6 ,  s de — c à +  c ; prenons 
sur l’axe des x ,  de part et d’au
tre de l’origine, des longueurs 
OA et OA' égales à a, sur l'axe 
des y des longueurs OR et OR' 
égales à b, sur l’axe des z des 
longueurs OC et OC' égales à c 
(fig. 293). Par les points A et A', 
B et B', C et C', imaginons des 

plans respectivement parallèles aux plans ^OZ, ZOX, XO\, 
la surface sera entièrement comprise dans le parallélipipède 
rectangle ainsi formé. On a donné à cette surface le nom d’ei- 

lipsoïde.



5 1 2 — L’origine est un centre de l’ellipsoïde. Les plans co
ordonnés, qui sont les trois plans principaux de l’ellipsoïde, 
coupent la surface suivant trois ellipses AB.V, BCB', CAC7, que 
l’on appelle sections principales de l’ellipsoïde.

Si l’on coupe la surface par un plan parallèle au plan YOZ, 
on obtient pour section l ’ellipse
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dont le centre I est sur l’axe 
des x .  Les points de la courbe 
étant deux à deux symétriques 
par rapport au centre I ,  les 
points de la surface sont symé
triques deux à deux par rapport 
à la droite OX, qui est ainsi un 
axe de la surface. A mesure que 

le plan sécant s’éloigne du plan principal YOZ, c’est-à-dire 
quand a v a r ie  de o à a, l’ellipse d’intersection reste toujours 
semblable à l’ellipse CBC', mais diminue jusqu’à se réduire à 
un point. 11 en est de même des sections parallèles à chacun 
des deux autres plans principaux. Ainsi l ’ellipsoïde admet trois 
axes qui sont les intersections des plans principaux deux à 
deux. Les extrémités des axes sont les sommets de l ’ellipsoïde. 
Si l ’on suppose a > b > c ,  ia  sera l’axe majeur, ib  l ’axe m oyen, 
2c l ’axe mineur.

Soit M un point quelconque de l’ellipsoïde (fig. 294); par ce 
point et le grand axe faisons passer un plan ; ce plan coupe la 
surface suivant une courbe du second degré fermée, par con
séquent, suivant une ellipse ; à cause de la symétrie, les axes 
de celle ellipse sont la droite AA' et le diamètre DD' suivant 
lequel le plan sécant coupe l’ellipse principale CBC'B' ; le rayon 
OD, compris entre les deux axes b et c de celte ellipse princi
pale, est plus grand que c; mais d’un autre côté le rayon OM 
est compris entre OD et a; ce rayon est donc compris entre 
c et a. On conclut de là que le plus grand rayon de l ’ellipsoïde 
est le demi-grand axe OA, le plus petit le demi-petit axe OC.
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P L A N S D IA M É T R A U X  E T  D IA M È T R E S .

5 1 3 —  Considérons une sériede cordes parallèles à ladroite

x  y z 

“  P Y*

le plan diamétral correspondant (n° 491) a pour équation

/ \ a  J y  . ï 2
w  F  +  y  +  ? = ° '

Réciproquement, tout plan passant par le centre est un plan 
diamétral ; soit, en effet, le plan

A.x -f- Bÿ -Ï- Cs —  o ; 

ce plan coïncidera avec le plan diamétral précédent, si l ’on a

n\ —  —  - L  —  X
w  a*À 6’ B c’C

Telles sont les relations qui existent entre la direction des 
cordes et celle du plan diamétral conjugué. Il est évident que 
le plan diamétral coupe la surface suivant une courbe fermée 
du second degré, et, par conséquent, suivant une ellipse. 
Chaque point de celte ellipse est le point de contact d’une 
droite parallèle aux cordes et tangente à la surface; ces tan
gentes forment un cylindre tangent à l’ellipsoïde tout le long 
de cette ellipse et l ’enveloppant.

5141  —  Nous savons que les sections faites par des plans 
parallèles dans l’ellipsoïde sont des ellipses homothétiques 
(n° 483). Soit \ x - h f t y - t - C z = l  l’équation d'un plan, dans la
quelle A, B, C sont des coefficients constants, l un paramètre 
variable ; le lieu des centres de ces ellipses, ou le diamètre, est 
la droite (n» 496)

x  _ y __z_
W) C ’

passant par le centre de la surface.
La direction du diamètre est conjuguée du plan diamétral 

parallèle aux plans sécants ; car les coefficients de la droite et 

du plan vérifient les relations (3).



Réciproquement, toute droite passant par le centre est un 
diamètre ; car si l ’on mène le plan diamétral conjugué de cette 
direction, et des plans sécants parallèles, le lieu des centres 
coïncidera avec la droite donnée.

L’équation du plan tangent (n° 47$) se réduit ici à

(5) 4- 5? = !
a b1 c«

Ce plan langent est parallèle au plan diamétral conjugué du 
diamètre qui va du centre au uoint de contact; car ce dia-

X Y Z
mètre ayant pour équations -  =  -  =  -* ses coefficients et ceuxx  y z
du plan tangent vérifient les relations (3).
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DIAMETRES CONJUGUES.

515 —  On dit que trois diamètres forment un système de 
diamètres conjugués, quand chacun d’eux est conjugué du plan

des deux autres. Nous avons 
déjà reconnu l ’existence de pa
reils systèmes de diamètres 
(n°494); menons arbitrairement 
unpremierdiamètreOD(fig.295) 
et considérons le plan diamétral 
conjugué ; ce plan coupe l’ellip
soïde suivant une ellipse; pre

nons deux diamètres conjugués quelconques OE, OF de cette 
ellipse ; les trois diamètres OD,OE, OF formeront un système de 
diamètres conjugués; car si l ’on prend pour axes des coordon
nées les trois droites OD, OE, OF et que l’on appelle a1, b',c' les 
longueurs des trois rayons OD,OE,OF, d'après le raisonnement 
qui a été fait précédemment (n» 4g4)> l’équation de l'ellipsoïde 
se meltra sous la forme

a'1 ■*" b" ^  c11

On en conclut que les trois axes des coordonnées forment un 
système de diamètres conjugués, ou, ce qui revient au même,



que les trois plans des coordonnées forment un système de 
plans diamétraux conjugués.

On voit bien, à l’aide de cette équation, comment varient les 
sections parallèles; si l ’on coupe la surface par un plan paral
lèle au plan diamétral Y'OZ', on a une ellipse

£  z T _  _ x ”  
b 2 +  c75 ~  1 a'1 ’

homothétique à l’ellipse diamétrale EOF et ayant son cent, a 
au point I sur le diamètre OD ; cette ellipse va en diminuant à 
mesure que le plan sécant s’éloigne du plan diamétral ; elle se 
réduit au point D, quand le plan sécant passe par ce point 
et alors le plan est tangent à la surface ; au delà le plan ne 
rencontre plus la surface ; en d’autres termes, il la coupe 
suivant une ellipse imaginaire, dont le centre est réel et si
tué sur le prolongement de OD. 11 en est de même de l’autre 
côté.

5 1 6 — C herchons maintenant les relations qui existent entre 
les directions des trois diamètres conjugués OD, OE, OF. Dési
gnons par a, p, y , les coefficients du premier diamètre, par a', 
p7, y' ceux du second, par a", p", y" ceux du troisième. Le plan 
conjugué du diamètre OD a pour équation

a2 +  6* +  c2 ’ 

ce plan contenant le diamètre OE, on a la relation

I I ' —  n
a ’ 6* c*

On obtient ainsi les trois relations
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(6)

«a' +  Yï'
| a2 ^  è2 ^  cs ’

J « V  p r  , l Y ' _ o
a2 +  6* +  c‘ ’

£a P2 , t L - 0 
1 a ‘ +  6 *  +  c1 ’

qui expriment que chaque diamètre est conjugué du plan des



deux autres. La première de ces relations signifie que les deux 
diamètres OD, OE sont conjugués entre eux.

5 1 7 —  Considérons deux systèmes de diamètres conjugués 
ODEF, OD'E'F' (fig. 296). Soit OG le 
diamètre suivant lequel se coupent les 
deux plans EOF, E'OF', OH et OH' les 
diamètres conjugués de OG dans ces 
deux plans. Si, conservant OD, on 
remplace les diamètresconjuguésOE, 
OF par deux autres diamètres conju

gués OG, OH de la même ellipse, la somme des carrés ne 
change pas; de même, si, conservant OD', on remplace les deux 
diamètres conjugués OE',OF' par deux autres diamètres conju
gués OG, OH' de la même ellipse, la somme des carrés ne 
change pas. On a alors deux systèmes de diamètres conjugués 
OGHD, OGH'D', qui ont un diamètre commun OG; les deux 
autres, étant situés dans le plan diamétral conjugué de OG, 
appartiennent à la même ellipse ; donc la somme des carrés 
est la même. Ainsi, la somme des carrés de trois diamètres con
jugués est constante, et, par conséquent, égale à la somme des 

carrés des axes.
On démontre de la même manière que le volume duparal- 

lélipipéde construit sur trois diamètres conjugués est constant; 
lorsqu’on remplace le système ODEF par le système ODGH, le 
volume ne change pas; car les deux parallélipipèdes ont des 
bases équivalentes, les parallélogrammes EOF, GOH, et même 
hauteur, la perpendiculaire abaissée du point D sur le plan 

des bases.

SECTIONS CIRCULAIRES.

5 1 8 — Parmi les sections planes de l’ellipsoïde, il importe 
d’examiner en particulier les sections circulaires.

Supposons qu’ une série de plans parallèles coupent l’ellip
soïde suivant des cercles et considérons le diamètre correspon
dant. Le plan mené par ce diamètre perpendiculairement aux 
plans parallèles, divisant chacun des cercles en deux parties
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symétriques par rapport à ce plan même , est un plan princi
pal de l ’ellipsoïde. Ainsi les plans des sections circulaires sont 
perpendiculaires à un plan principal, et par conséquent les 
plans diamétraux qui coupent l’ellipsoïde suivant des cercles 
passent par l ’un des axes de la surface. Cet axe est l ’axe moyen 
BB7 de l’ellipsoïde; car, nous avons vu (n°5i2)que, lorsque le 
plan sécant passe par le grand axe AA7, les deux axes de l ’ellipse 
diffèrent nécessairement ; il en est de même quand le plan sé
cant passe par le petit axe CC7.

Lorsque le plan sécant passe par l’axe moyen BB7, les deux 
axes de l’ellipse d’intersection sont 
l’axe BB7 et le diamètre DD7 suivant 
lequel le plan sécant coupe l’ellipse 
principale ACA7 (fig. 297). La lon
gueur de ce diamètre DD7, variant 
deCC7 à AA7, pourra être égale à BB 
et alors la section sera un cercle. 

Du point 0 comme centre, avec un rayon égal à b et dans le 
plan principal ACA7 décrivons un arc de cercle qui coupera l’el
lipse principale en D etE  ; menons les diamètres OD et OE ; les 
deux plans diamétrauxBOD,BOE couperont l ’ellipsoïde suivant 
des cercles. On conclut de là que Vellipsoïde à trois axes iné
gaux admet deux séries de sections circulaires.

Quand l’ellipsoïde est de révolution, les deux plans BOD, BOE 
se confondent avec le plan principal perpendiculaire à l ’axe de 
rotation, c’est-à-dire avec l’équateur de lu surface. On n’a plus 
alors qu’une série de sections circulaires.

On peut mettre en évidence l’existence des sections circu
laires en écrivant l ’équation de l’ellipsoïde sous la forme

x ' + y ' + z '  , / 1  i \  , , / 1  i \ .  
b, 1 — *  a,J -

si on désigne par ~  et ~ les quantités positives ~  ^  et

^  — l’équation devient

_,__ (X_ Z\ / jE___£\
\m n) \rn n)
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L intersection de la surface par le plan — +  -  =  a, a étant• r m n
une constante arbitraire, est située sur la sphère

- y ’ + a *  ( x  z\
b' ~ I — “ Vm n j ;

on a ainsi une première série de sections circulaires. Le plan
x  z ' . . .

— -  =  p donne une seconde série de sections circulaires.

L’équation précédente signifie que le carré de la tangente 
menée d’un point quelconque de l’ellipsoïde à la sphère 
* * +  y’+  z‘‘ =  b' est au produit des distances de ce même point

OC*aux deux plans diamétraux— — —, =  o, que l’on appellerons 

cycliques, dans un rapport constant.

PLAN  T A N G E N T .

510 — Le plan tangent à l’ellipsoïde au point (x1, y', z1) a 
pour équation

x x 1 , yy’ , aa/ _ i 
a' b* c»

On peut lui donner une autre forme qu’il est bon de connaî
tre. Représentons le plan tangent par l’équation

aæ +  Py+Y z — l,

a ,  p ,  Y étant les cosinus des angles que la normale au plan fait 
avec les axes, et f la distance du plan de l’origine. En identi
fiant ces deux équations, on a les relations

x ’ y' z[_
a __b __ c l_ ________ \_______

(la 6p cf l yja'a* -f- 6’p2 - f  c’y* ’

on en déduit la valeur de l , et l’équation du plan tangent 
devient
(n) ax  +  py +  Y Z =  V Ô V +  6*p* +  c’y’*
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Pour en montrer une application, considérons trois plans 
tangents perpendiculaires entre eux

a x  +  P ÿ  +  y z —  V a V - j -  c*y% 

afx -h (i'y +  y'z =  VaV5-}- b'fi11 +  c2y'% 

a."x +  +  y " z  =  Va’* '1 +  b 2f r >  +  c * y " ’ ,  

les neuf cosinus vérifiant les relations établies au0 421. Si l’on 
ajoute ces trois équations après les avoir élevées au carré, on 
obtient l’équation

+  2/s +  2'  =  a1 +  +  c’ ; 

d’où l’on conclut que le lieu des sommets des trièdres tri-rectan
gles circonscrits à une ellipsoïde est une sphère.

464 LIVRE VI, CHAPITRE IV.

CHAPITRE IV

D es hyperbolofdea.

Considérons maintenant le cas où les trois racines de l’équa
tion en S n’ont pas le même signe; supposons, par exemple, 
que les deux racines S et S' soient positives, et la troisième 
négative.

C O N E.

520 —  Si le terme constant H est nul, l’équation

Sx5 -f- S y -  -f- S"Zi —  o,

étant homogène par rapport à x , y, s , représente un cône 
(n° 464). Si l ’on pose

tang « =  y / = £ - \  tang p =  y / r ÿ . \  

l ’équation prend la forme

^  tang’ a ^ t à n g *  p —  ~ = 0 ‘



Le plan principal XOZ coupe la surface suivant deux droites 
OA, OA' faisant avec OZ un angle égal à a ; 
le plan principal YOZ suivant deux droites 
OB, OB' faisant avec OZ un angle égal à [3 
(fig. 298). Le plan principal XOY coupe 
la surface suivant un seul point O. Tout 
plan parallèle au plan XOY donne une el
lipse ABA' ayant pour équation

s1 | V ' _ - » •

tang2 a tang* ji "  ’ 

cette ellipse, qui a son centre I sur l’axe 
OZ, augmente indéfiniment à mesure que le plan sécant s'é
loigne du sommet. Ainsi on peut regarder le cône comme en
gendré par une droite OM, qui tourne autour du point O en 
glissant sur l’ellipse ABA'. En supposant S plus grand que S' et 
par conséquent a plus petit que (3, on voit que l’angle que fait 
la génératrice OM avec l’axe OZ varie de a à p. Le cône est formé 
de deux nappes égales situées de part el d’autre du sommet. L’é
quation des cônes du second degré se ramenant à la forme (1), 
il en résulte que tout cône du second degré peut être considéré 
comme un cône droit à base elliptique.

Les plans perpendiculaires à chacun des deux autres axes OX 
et OY coupent le cône suivant des hyperboles ayant leurs cen
tres sur ces axes. Les trois axes des coordonnées sont des axes 
du cône ; l’un OZest situé à l’intérieur du cône, les deux autres 
à l’extérieur. Par rapport à chacun de ceux-ci, un point quel
conque du cône a son symétrique sur l ’autre nappe; par rap
port au premier, un point a son symétrique sur la même nappe.

Lorsqu’on a S =  S/, ou a =  (3, le cône est de révolution au
tour de la droite OZ.

HYPERBOLOÏDE A  USE N A PPE .

5 2 1  —  Supposons que le terme constant H ait une valeur 

positive et posons

°=v4
G É O M . A N A L Y T .  3 0
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l ’équation de la surface prendra la forme

(2)

Le plan principal XOY coupe la surface suivant une ellipse ARA'
(fig. 299); le plan principal XOZ 
suivant une hyperbole dont A'A est 
l’axe transverse et OZ l ’axe imagi
naire ; le plan principal YOZ coupe 
de même la surface suivant une hy
perbole dont BB' est l’axe transverse 
et OZ l’axe imaginaire. Si l ’on coupe 
la surface par des plans parallèles 
au plan XOY, on a des ellipses ho
mothétiques

x- y- z 1
»~ l~  ,-r—  I  - ) — 5’a2 b2 c- 

qui ont leurs centres sur OZ, et qui 
vont en augmentant indéfiniment, à mesure que le plan sécant 
s’éloigne du plan principal, d’un côté ou de l ’autre; l ’ellipse 
minimum ABA', déterminée par le plan principal, s’appelle 
ellipse de yorge.On voit par là que la surface est formée d’une 
seule nappe continue qui s’étend indéfiniment, en s’ouvrant de 
plus en plus de chaque côté du plan de l’ellipse de gorge. On a 
donné à cette surface le nom d’hyperboloïde à une nappe.

Les plans parallèles au plan XOZ coupent la surface suivant 
des hyperboles homothétiques ayant leurs centres sur O Y; de 
même les plans parallèles au plan YOZ coupent la surface sui
vant des hyperboles homothétiques ayant leurs centres sur OX. 
11 résulte de là que l’hyperboloïde à une nappe admet trois 
axes, deux réels AA' et BB', un imaginaire OZ. Les deux axes 
réels sont les axes de l’ellipse de gorge; l’axe imaginaire OZ est 
situé à l’ intérieur de la surface.

Lorsque les deux axes réels deviennent égaux, les sections 
parallèles au plan XOY étant des cercles, la surface est de révo
lution; elle est engendrée par une hyperbole tournant autour 
de son axe imaginaire OZ.

a2 6S c2
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HYPERBOLOÏDE A DEUX NAPPES.

5 3 8  —  Examinons enfin le cas où le terme constant II a 
une valeur négative; si l’on pose

«=V^- 6=\/^' * = v 3
l’équation prend la forme

(3)
‘  a* b* c1

Les deux plans principaux XOZ, YOZ coupent la surface suivant 
des hyperboles dont l’axe transverse 
CC' a une longueur égale’à ic  et est di
rigé suivant OZ (fig. 3oo). Le plan prin
cipal XOY ne rencontre pas la surface. 
La section faite par un plan parallèle au 
plan XOY est une ellipse

x'1 i f _Z*
a* 6, — c* 1 ;

mais cette ellipse n’est réelle que si la 
valeur absolue de s est plus grande que 
c; si donc par chacun des points C et 0 ' 
on mène un plan parallèle au plan XOY, 
il n’y  aura aucun point du lieu situé 
entre ces deux plans. Si le plan sécant 
s’éloigne à partir du point C, l ’ellipse, 

qui est d’abord réduite à un point, augmente indéfiniment; et 
de même de l’autre côté, à partir du point C'. On voit par là 
que la surface se compose de deux nappes infinies et séparées 
l ’une de l ’autre ; on lui a donné le nom d’ hyperboloïde à deux 
nappes. La surface a trois axes, un réel CC', deux imaginaires 

OX et OY.
Quand les deux axes imaginaires aa et 26 deviennent égaux, 

la surface est de révolution ; elle est engendrée par une hyper
bole tournant autour de son axe transverse CC'.
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COKE A S Y M P T O T E .

5 9 » —  On dit que deux hyperboloïdes sont conjugués, lors
qu’ils ont même centre et mêmes axes en grandeur et en direc
tion, et que les axes réels de l ’un sont imaginaires dans l’autre; 
il est clair que les équations



Ainsi les deux hyperboloïdes conjugués ont même cône asymp
tote. L'hyperboloïde à deux nappes est situé à l’ intérieur du 
cône, 1 hyperboloïde à une nappe à l ’extérieur (fig. 3oi).

Plus généralement, le cône asymptote est le lieu des asymp
totes de toutes les hyperboles déterminées dans les deux surfaces 
par des plans passant par le centre. En effet, soit z=m x-\ -,ny
I équation du plan sécant, les courbes d’intersection ont pour 
projection sur le plan XOY

x 2 i y- (mx -+ - ny)i __

t f + bi c*- 1 ~ ± i ;

les asymptotes sont représentées par l’équation

x* t >/' (m x + n y Y  _
« F  "*"5* c* ~ 0 ’

jointe à celle du plan sécant. Il arrive ici que l’on peut éliminer 
à la fois les deux paramètres variables m et n entre ces équa
tions, ce qui reproduit le cône asymptote

x * y -  z !
—ï  ~ t-  ’r î  — ?  —  °  ■ a b2 c2

Nous ferons remarquer que, lorsqu’un hyperboloïde est rap
porté à ses axes, si dans l’équation on supprime le terme con
stant, on obtient le cône asymptote, et que, si l ’on change le 
signe de ce terme constant, on obtient l'hyperholoïde conjugué.
II est clair, d’après les formules de transformation des coor
données, que la même propriété a lieu quand la surface est rap
portée à des axes de coordonnées quelconques passant par le 
centre.

S E C T I O N S  P L A N E S .

5 3 4 - Considérons les surfaces représentées par l’équation

/ x* y* z' .
( 4 )  ’

dans laquelle >. est un paramètre arbitraire. On a deux hyper 
boloïdes conjugués et leur cône asymptote, quand on attribue
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au paramètre 1 les valeurs ±  i ou la valeur o. Si l’on coupe 
ces surfaces par un même plan

A x  +  R y “H C; “ z 1,
les projections des courbes d'intersection sur le plan XOY ont 
pour équation

x * , yï ( l — A x  —  By)'- .
a1 b1 c'C1 ~ A’

le paramètre a n’entrant que dans le terme constant, il en 
résulte que les courbes projections et, par suite , les courbes 
dans l ’espace, sont homothétiques ; car ce sont les intersections 
de cylindres homothétiques par des plans parallèles (n° 482) ; 
elles sont en outre concentriques, si elles ont un centre; quand 
ce sont des paraboles, elles ont même paramètre, et par con
séquent sont égales.

5 3 5  — Il résulte de là que, pour reconnaître l ’espèce de la 
section d’un hyperboloïde par un plan P, il suffit d’étudier la 
section du cône asymptote par le même plan. On sait d’ailleurs 
que les sections parallèles sont homothétiques.

Par le centre, menons un plan P' parallèle au point P ; il y a 
trois cas à distinguer. i°S ile  plan P; ne coupe le cône qu’en un 
seul point, les deux nappes du cône sont situées, l’une d’un côté 
de ce plan, la seconde de l ’autre côté ; il est clair que le plan 
parallèle P coupera toutes les droites d’une même nappe, et, par 
conséquent, déterminera sur le cône une courbe fermée qui 
sera une ellipse; les sections faites par ce même plan dans les 
hyperboloides seront aussi des ellipses. 2° Si le plan F' coupe 
le cône suivant deux droites, il partage chacune des nappes en 
deux parties situées de part et d’autre de ce plan ; le plan pa
rallèle P rencontrera la partie de chacune des nappes qui est 
du même côté du plan P' que le plan P, et, par conséquent, 
coupera le cône suivant deux branches séparées, constituant 
une hyperbole. Si une génératrice du cône se rapproche de 
l’ une des génératrices situées dans le plan P', elle devient pa
rallèle au plan P, et le point d’intersection s’éloigne à l’infini ; 
l ’hyperbole a donc ses asymptoles parallèles aux droites situées 
dans le plan P'. 3° Enfin, si le plan P' est tangent au cône
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asymptote, l’une des nappes du cône est située tout entière 
d’un côté de ce plan, l’autre nappe de l’autre côté, «xcepté 
l’arête de contact, qui est dans le plan; le plan parallèle P ne 
rencontrera que la nappe qui est du même côté du plan P' que 
le plan P et la coupera suivant une branche infinie, et, par con
séquent, suivant une parabole.

Nous examinerons plus tard en détail les diverses variétés 
que présentent ces courbes, et leur déformation quand on fait 
mouvoir le plan sécant.

PL A N S D IA M É T R A U X  E T  D IA M È T R E S .

5 3 ©- S i  l’on considère les surfaces représentées par l ’équa
tion (4), le plan diamétral conjugué de la droite,

(5) v - l - *

a pour équation

(6)
w  a8 ^  c8

Ce plan est le même dans lesdeuxhyperboloïdeseldans le cône 
asymptote. On pourrait d’ailleurs le reconnaître à priori. En 
effet, considérons une sécante qui rencontre le cône en deux 
points ; le plan mené par cette sécante et le centre coupe le cône 
suivant les asymptotes des hyperboles déterminées par ce plan 
dans les hyperboloïdes; les portions de cette sécante comprises 
entre les hyperboles e lles asymptotes étant égales, il en résulte 
que les cordes ont le même point milieu.

5 2 7 —  L’espèce de la section déterminée par le plan dia
métral dépend de la direction des cordes. Par le centre m e
nons une parallèle aux cordes ; si cette droite est située à l'in
térieur du cône asymptote, il est évident que chaque sécante 
rencontre les deux-nappes du cône et que, par conséquent, le 
point milieu est entre les deux nappes; le plan diamétral, 
ayant tous ses points entre les deux nappes, coupe le cône sui
vant un point. L ’hvperboloïde à une nappe, étant situé à l’ex
térieur du cône asymptote, sera coupé par le plan diamétral 
suivant une ellipse réelle; cette ellipse est la courbe de contact
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d'un cylindre ayant ses génératrices parallèles aux sécantes et 
circonscrit à Thyperboloïde ; ce cylindre est situé à l’intérieur 
de l ’hvperboloïde. L’hyperboloïde à deux nappes étant situé, 
au contraire, à l’intérieur du cône asymptote, le plan diamé
tral ne rencontre pas la surface ; aucune des sécantes ne devient 
tangente, et il n’existe pas de cylindre circonscrit dans cette 
direction.

Si la droite, menée par le centre, est située à l ’extérieur du 
cône asymptote, une parallèle rencontrant le cône percera 
une même nappe en deux points, et, par conséquent, le point 
milieu sera situé à l ’intérieur du cône; le plan diamétral, péné
trant à l’in térieur du cône,coupera ce cône suivant deux droites, 
et, par conséquent, les hyperboloïdes suivant des hyperboles 
conjuguées. Chacune de ces hyperboles sera la courbe de con
tact d’un cylindre circonscrit ayant ses arêtes parallèles à la di
rection donnée.

5 2 8 —11 est un cas où il n’y a plus de plan diamétral; c’est 
lorsque la droite menée par le centre appartient au cône asymp
tote ; dans ce cas, toute parallèle ne rencontre la surface qu’en 
un poini et le point milieu est à l’ infini. Cependant l’équation
(6) représente encore un plan passant par le centre ; c’est la 
position limite vers laquelle tend le plan diamétral, quand la 
droite (5) se rapproche de plus en plus du cône. Le plan tan
gent au cône au point [x} y, s) a pour équation

xX  y y _ z Z _
+  c! — ° ’

si le point de contact appartient à la droite (5), cette équation 
devient

c! ~~ ’

c ’est l’équation (6) ; ainsi, quand les sécante^deviennent paral
lèles à une arête du cône asymptote, le plan (6) coïncide avec 
le plan tangent au cône suivant cette arête.

5 2 9 — Les sections faites dans les hyperboloïdes et dans le 
cône asymptote par un même plan étant concentriques, le lieu 
des centres des sections parallèles est le même dans les hyper-
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boloïdes et dans le cône ; or il est évident, à cause de la simi
litude, que dans le cône ce lieu est une droite passant par le 
sommet du cône.

Lorsque les sections sont des ellipses, le lieu des centres, ou 
le diamètre, étant situé à l ’intérieur du cône, rencontre l’hy- 
perboloïde à deux nappes, mais ne rencontre pas l’hyperbo
loïde à une nappe. Lorsque les sections sont des hyperboles, le 
diamètre, étant à l’extérieur du cône, rencontre, au contraire, 
l ’hyperboloïdeà une nappe et ne rencontre pas l’hyperboloïde 
à deuxnappes.

On obtient un système de trois diamètres conjugués de 
l’hyperboloïde à une nappe en prenant un diamètre quel
conque, et, dans le plan diamétral conjugué, deux diamètres 
conjugués de la section. Il est aisé de voir que, de ces trois 
diamètres conjugués, deux, OD, OE sont réels, un, OF im a
ginaire. En effet, si le premier diamètre est rée l, le plan 
diamétral, comme nous l’avons dit (n° 527), coupe la surface 
suivant une hyperbole, dans laquelle un second diamètre sera 
réel, le troisième imaginaire. Si, au contraire, le premier dia
mètre est imaginaire, le plan diamétral conjugué coupe la sur
face suivant une ellipse réelle, dans laquelle deux diamètres 
conjugués sont réels. L’équation de la surface rapportée à ces 
diamètres conjugués prend la forme

X 12 ÿ ' !  __
a7* F* cn ~ 1'

Deux hyperboloïdes conjugués, ayant le même diamètre pour 
la même série de plans sécants, admettent les mêmes systèmes 
de diamètres conjugués: seulement, un diamètre, réel dans 
l’un, est imaginaire dans l ’autre, de sorte que, dans l’hyperbo
loïde à deux nappes, de trois diamètres conjugués, deux sont 
imaginaires, et un réel.

Pour former un système de diamètres conjugués, nous avons 
mené parle centre une première droite arbitrairement; il faut, 
toutefois, que cette droite n’appartienne pas au cône asymptote.

530 — 11 nous est facile maintenant de compléter l’étude 
des sections planes des hyperboloïdes. Imaginons la surface
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rapportée à un système de plans diamétraux conjugués dont 
l’un soit parallèle au plan sécant ; l ’équation prendra la forme

a /s - l - 6 / 2 c / s —  ± 1 .

Considérons d’abord l’ hyperboloïde à une nappe. Si le plan 
sécant est parallèle au plan DOE, la section est une ellipse

x '  y! s 5

toujours réelle, dont le centre est sur le diamètre imaginaire 
OF, et qui augmente indéfiniment à mesure que le plan sécant 
s’éloigne du plan diamétral, d’un côté ou de l’autre. Si le plan 
sécant est parallèle au plan EOF, la section est une hyperbole

y2 ____  x *

F * c7* - 1 — ô 7*’

dont le centre est situé sur le diamètre réel OD, et dont les 
asymptotes sont parallèles à celles de l’hyperbole déterminée 
par le plan diamétral x — o\ cette hyperbole admet aussi deux 
diamètres conjugués respectivement parallèles à OE et à OF. 
Quand x  varie de o à a', le diamèli’e réel est parallèle à OE, et 
diminue de b' à o ; pour x  —  a ,  l ’hyperbole se réduit à deux 
droites passant par le point D, et le plan devient langent à la 
surface au point D ; quand x  croît ensuite à partir de a ', le dia
mètre réel est au contraire parallèle à OF et augmente de zéro 
à l’infini; l ’hyperbole a changé de disposition; d’abord située 
dans les angles des asymptotes qui comprennent le diamètre 
OE, elle a passé dans les angles supplémentaires. La transition 
s’opère par le système de deux droites.

5 3 1  —  Considérons maintenant l’hyperboloïde à deux 
nappes. Les sections parallèles au plan DOE sont des ellipses

x* y1 _z*

dont les centres sont situés sur le diamètre réel OF ; quand ; 
varie de o à c!, l ’ellipse est imaginaire ; pour z = c ',  elle se ré
duit à un point; quand z  croît à partir de cf, l ’ellipse devient



réelle et augmente indéfiniment. Les sections parallèles au plan 
EOF sont des hyperboles

ÿ *  Z % _

Y ï ~  c7* -  —  1 ~ ô 7*’

dont le diamètre réel est toujours parallèle à OF et augmente 
indéfiniment. L’hyperbole conserve la même disposition.

5 3 2  —  Nous n’avons parlé jusqu’à présent que des sections 
elliptiques ou hyperboliques. La transformation précédente ne 
peut plus être effectuée, lorsque le plan sécant est parallèle à 
un plan tangent au cône asymptote; dans ce cas la section est 
une parabole, égale à celle que détermine le plan sécant sur 
le cône asymptote, et il est évident, d’après la similitude, que le 
paramètre de la parabole tracée sur le cône par le plan sécant 
augmente proportionnellement à la distance de ce plan au 
centre.

Pour étudier la position de la courbe, nous nous servirons 
d’une autre forme extrêmement simple, sous laquelle on peut 
mettre l ’équation de l’hyperboloïde. Prenons pour axe des y 
l’arête suivant laquelle le plan tangent au cône asymptote 
touche ce cône (fig. 3o2), pour axe des s  une autre arête du 
cône asymptote, et pour axe des x  le diamètre conjugué du 
plan YOZ, Téquation des hyperboloïdes se réduira à la forme

(7) Ax- - f  Bi/s =  ±  1 ;

car elle ne doit pas contenir de terme du premier degré en x , 
et, lorsqu’on y fa i t x = o ,  on doit obtenir Téquation d’une hy
perbole rapportée à ses asymptotes. On peut toujours supposer les 
deux constantes A et B positives. La surface est un hvperboloïde 
à une nappe ou à deux nappes suivant que le second membre 
est positif ou négatif, puisque le plan z  =  o coupe la surface 
dans le premier cas et ne la rencontre pas dans le second cas. 
Les sections des deux surfaces par le plan YOZ sont des hyper
boles conjuguées. L’équation du cône asymptote est

A x 2 +  Byz =  o ;

elle montre que les plans XOY et XOZ sont tangents au cône 
suivant les arêtes OY et OZ. Si la surface est un hyperboloide à
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une nappe, elle est coupée par le p la n ;  =  o, suivant deux 
droites AB, A'R' parallèles à OY (fig. 302) ; tout plan parallèle 
z = '{  coupe la surface suivant une parabole A x !- f-B y y = i, qui 
a pour diamètre la trace CD du plan sécant sur le plan YOZ. 
L’extrémité C de ce diamètre appartient à l’hyperbole GH,

4 7 6  L I V R E  V I, C H A P IT R E  IV .

G H', suivant laquelle le plan \OZ coupe la surtace. La direction 
du diamètre change avec le signe de y. Les sections faites dans 
l’hyperboloïde à une nappe par les plans  ̂=  ± y  ont la dispo
sition indiquée sur la fig. 3o2. Quand les deux plans sécants se 
rapprochent du plan XOY, les points C et C' s’éloignent indéfi
niment sur les branches d’hyperbole CG, C'G', et les deux 
paraboles tendent vers le système des deux droites parallèles 

AR, A'R'.
Si la surface est un hyperboloïde à deux nappes, le plan 

; = o  ne rencontre pas la surface, et les deux paraboles don
nées par les plans s — d ry  ont la disposition indiquée par la 
figure 3o3. Quand y tend vers zéro, les deux paraboles s’éloi
gnent à l’infini.

S E C T IO N S C IR C U L A IR E S .

5 3 3  —  Considérons d’abord l ’hyperboloïde à une nappe. 
D’après les raisonnements qui ont été faits à propos de l’ellip
soïde (n° 018), on reconnaît qu’un plan diamétral, qui coupe 
l’hyperboloïde suivant un cercle, doit passer par l'un des axes 

réels de la surface.



Lorsqu’un plan BOD (fig. 3o4), mené par l’axe OB, coupe la 

surface suivant une ellipse, l ’un des 
axes de l’ellipse est OB, l’autre la 
trace OD du plan sécant sur le plan 
XOZ; mais la longueur do OD est 
plus grande que OA ; pour que OD 
soit égal à OB. il est nécessaire que 
OB soit plus grand que OA. Ainsi, 
le plan sécant passera par le plus 
grand axe OB de l’ellipse de gorge. 
Du point O comme centre, avec OB 
pour rayon, décrivons dans le plan 

XOZ un cercle qui coupera l’ hyperbole en deux points D, D7 ; 
les deux plans BOD, BOD' couperont l ’hyperboloïde suivant des 
cercles.

Tout plan parallèle à l’un de ces plans coupera suivant des 
cercles l’hyperboloïde proposé, le cône asymptote et l’hyper- 
boloïde conjugué. Lorsque la surface est de révolution, les 
deux séries de sections circulaires se confondent et deviennent 
perpendiculaires à l ’axe de rotation.

On peut, comme nous l’avons déjà remarqué pour l’ellip
soïde, mettre en évidence les sections circulaires sur l’équation 
même. Considérons en particulier le cône

x2 , y2 s2 
F  +  ’fc2 c 2 — 0 ;

on écrira cette équation sous la forme

x' + y'-+j,l (j_+ ± \ _ x, ( L _ ± \ .
6’ V*’ c2/  x  \a* b ') '

en désignant par ^ e t  ~  les quantités positives et

I l  Z  CC z  oc
T j - f - r ,  on voit que les p lan s------ = a  e t -  A— = P  donnent
b* c M r n m n m
deux séries de sections circulaires ; l ’équation signifie que le
produit des sinus des angles que fait une arête quelconque du

cône avec les deux plans cycliques =  0 es  ̂ cons ânL
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Si l’on prend pour plans des z x  et des zy les deux plans 
cycliques et pour plan des x y  un plan quelconque coupant le 
cône suivant deux arêtes om, om ', l’équation du cône prend la 
forme

x *+ y *  + + 2yz cos'X + 2z x  cos - f -  zB"xyr= o ,

\  et [j. désignant les angles yoz, xoz. La trace du cône sur le 
plan xoy est définie par l'équation

+ y ' + 2R "xy =  o.

Le produit des coefficients angulaires des deux droites om, om1, 
étant égal à l’unité, on en conclut qu’elles font respectivement 
avec ox et oy des angles égaux.

Ainsi, lorsqu’un plan sécant mené par le centre coupe le cône 
suivant deux arêtes, ces arêtes font des angles égaux avec les 
traces du plan sécant sur les plans cycliques. Quand le plan 
devient tangent, l’arête de contact fait des angles égaux avec 
les traces du plan tangent sur les plans cycliques.

5 3 4 —Il résulte de ce qui précède que tout cône du second 
degré peut être considéré, de deux 
manières différentes, comme un cône 
oblique à base circulaire. Lorsqu’on 
considère un cône circulaire oblique, 
les plans parallèles à la base donnent 
une première série de sections cir
culaires ; il est facile de démontrer 
géométriquement l’existence d’une 
seconde série de sections circulaires. 

Soit S le sommet d’un cône oblique ayant pour base le cercle 
AR (fig. 3oa) ; par la droite SO, qui va du sommet au centre 0 
de la base, menons un plan ASR perpendiculaire au plan de la 
base ; tout plan parallèle à la base coupant le cône suivant un 
cercle qui a pour diamètre la trace du plan sécant sur le plan 
ASB, il en résulte que ce plan ASR divise le cône en deux par
ties symétriques; c’est donc un plan principal et le système 
des deux droites SA et SR est la section principale correspon
dante. Dans le plan principal ASR menons la ligne R'A' anti
parallèle à AR, c’est-à-dire telle que l’angle SA'R' soit égal à
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SAB ; puis, par la droite A'B', faisons passer un plan perpen
diculaire au plan principal ASB ; la section du cône par ce plan 
sera un cercle B HA'. En effet, par un point quelconque H de 
la courbe B ILV menons un plan parallèle à la base ; ce plan 
coupe le cône suivant un cercle, et le plan B HA' suivant une 
ligne HI perpendiculaire à la section principale. Dans le cercle 

DHE on a Hl2 =  D I x I E .  D’autre part, les triangles semblables 

DIB', El A' donnent D I X I E ^ B 'I X I A ';  donc hT = B I 'x LV, 
et, par conséquent, le point H est un point du cercle décrit 
sur B'A7 comme diamètre. Les sections parallèles à B'HA' sont 
dites anti-parallèles à la base.

La bissectrice de l’angle ASB est l’axe intérieur du cône ; la 
bissectrice de l’angle supplémentaire est un second axe; une 
perpendiculaire menée par le sommet S au plan principal ASB 
est le troisième axe. On connaît ainsi les trois axes et les trois 
plans principaux du cône.

g é n é r a t r i c e s  r e c t i l i g n e s  d e  l ’ i i y p e r r o l o ï d e  a  u n e  n a p p e .

5 3 5 — Nous avons vu (n°42É>) que, lorsqu’une droite a plus 
de deux points situés sur une surface du second ordre, elle est 
tout entière située sur la surface. D’après cela, on comprend 
qu’il est impossible de placer sur un ellipsoïde une portion de 
droite réelle, si petite qu’elle soit; car, si cette portion de droite 
avait seulement trois points communs avec la surface, la droite 
indéfinie serait située tout entière sur la surface, et il est évident 
qu’une droite indéfinie ne peut appartenir à une surface lim i
tée comme l’ellipsoïde. Il est impossible aussi de placer une 
droite sur l’hyperboloïde à deux nappes; nous remarquons 
d’abord que cette droite ne peut être perpendiculaire à l’axe 
réel, puisque toutes les sections perpendiculaires à cette droite 
sont des ellipses ; la droite irait donc d’une nappe à l’autre, et 
il y  aurait une portion intermédiaire qui n’appartiendrait pas 
à la surface. La même impossibilité n’existe pas pour 1 hvper- 
boloïde à une nappe. Nous avons déjà r e c o n n u ,  en étudiant les 
sections planes (n»53o), que, lorsque le plan sécant, mené par 
un point de la surface, est parallèle au plan diamétral conjugué
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(lu diamètre qui passe en ce point, la section se réduit à deux 
droites; il en résulte que, par tout point de la surface passent 
deux droites situées tout entières sur la surface. Nous allons 
étudier les propriétés des droites situées sur l'hyperboloïde à 
une nappe; mais nous reprendrons d’abord la démonstration 
du théorème fondamental.

5S6 —  Soit M un point quelconque de la surface; prenons 
!>our axe des x  le diamètre qui passe en ce point, et pour axes 
des y et des z deux diamètres conjugués de la section diamé
trale correspondante; l’équation de l’hyperboloïde aura la forme 

x * y° s*

En coupant la surface par le plan x  —  a', on a deux droites 

V* cl t ~  0’

Ainsi, par tout point M de la surface passent deux droites si
tuées sur la surface.

Nous avons déjà fait observer (n° 490) que les tangentes à 
toutes les courbes tracées par un même point sur une surface 
du second degré sont situées dans le même plan; il n’y a d’ex
ception que pour le cône et au sommet. Par un point M passent 
deux droites situées sur la surface ; le plan de ces deux droites 
est le plan tangent. Il est impossible de mener par le point M 
une troisième droite située sur la surface; car cette droite se
rait aussi contenue dans le plan tangent x=^a!, et ce plan ne 
coupe la surface que suivant deux droites.

Nous ferons remarquer aussi que la surface est coupée par le 
plan tangent; une partie est située d’un côté de ce plan, l’autre 
partie de l’autre côté.

537 — Dans le même système decoordonnées, le cône asymp
tote a pour équation

x % y * _z5 __
0/» +  &/i

si l ’on coupe le cône par le plan x = o ,  on a les deux arêtes

y l  _  2’  _
&'-* c/s ~  ° ’
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Ces deux arêtes sont respectivement parallèles aux deux droites 
<- «terminées par le plan x = a '  sur la surface de l’hyperboloïde. 
Ainsi, les droites situées sur l ’hyperboloïde sont respectivement 
paiallèles aux arêtes du cône asymptote.

Si Ion coupe la surface par le plan x — — a', on a deux 
[ roites parallèles aux précédentes; ainsi les droites qui passent 
Par deux points M et M', symétriques par rapport au centre, 
sont respectivement parallèles entre elles, et aux mêmes arêtes 
du cône asymptote.

& 3 8  —  Nous allons faire voir que les droites situées sur 
1 hyperboloïde peuvent être distinguées en deux séries, dont

chacune constitue toute la surface. 
On opère commodément cette dis
tinction, et l’on se rend bien compte 

v de la position des droites, à l ’aide 
de l’ellipse de gorge.

Puisque par tout point de la sur
face passent deux droites, il est clair 
que, par tout point D de l’ellipse de 

gorge, passent deux droites DG, DH situées sur la surface 
(fig. 3o6).

Si, conservant pour axe'des s l ’axe imaginaire de la surface, 
on prend pour axe des x  le diamètre OD de l’ellipse de gorge, 
et pour axe des y le diamètre conjugué OE, l’hyperboloïde a 
pour équation

as],
a't bn c2

Le plan x  =  al, mené par le point D parallèlement au plan 
ZOE, a pour trace sur le plan de l’ellipse de gorge la tan
gente S I  à cette ellipse; ce plan coupel’hyperboloïde suivant 
deux droites

y* ___z8 _____pi
qui se projettent sur le plan de l ’ellipse de gorge suivant la 
tangente ST. Ainsi, toute tangente à l’ellipse de gorge est la 
projection de deux droites situées sur ihyperboloïde.

G È O U .  ANAI.ÏT. 3 1
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Le cône asymptote a pour équation

œV
a'* b'* c‘ ~ ° ’

il est coupé par le plan x = o  suivant deux droites OG,, OH,, 
qui ont pour équation

i f  z 2

V- c * ~  ° ’

et qui sont respectivement parallèles aux deux droites DG, DH 
situées sur l’hyperboloïde. Les deux axes des coordonnées OE 
et OZ étant rectangulaires, il résulte de ce qui précède que les 
deux droites DG, DII font des angles égaux avec le plan de 
l’ellipse de gorge, ou avec la parallèle à l’axe OZ menée par le 
point D; si l’on appelle y ce dernier angle, on a

Vta n g y =  -•

539 — Imaginons maintenant que le point ü parcoure l’el
lipse de gorge dans le sens AB ; toutes les droites, dont les 
parties supérieures au plan de l’ellipse de gorge font avec les 
angenles prises dans le sens du mouvement des angles aigus, 

formeront un premier système; toutes celles dont les parties 
supérieures font avec cette même tangente des angles obtus 
formeront un second système. Ainsi, la droite DG appartient 
au premier système, la droite DH au second. Il est clair que 
ces deux systèmes, tels que nous venons de les définir, com
prennent toutes les droites situées sur la surface; nous remar
quons d’abord qu’une droite quelconque située sur la surface 
n’est pas parallèle au plan de l’ellipse de gorge, puisque les 
sections parallèles à ce plan sont des ellipses ; cette droite per
cera donc le plan en un point D de l’ellipse; or, par le point D. 
passent seulement deux droites DG, DH, appartenant, l’une 
au premier système, l’autre au second ; la droite considérét 
coïncidera donc avec l’une de ces deux droites.

Si, en même temps que le point D se meut sur l’ellipse,
y

l’angle y varie d’après la formule tang y =  - ,  la droite DG coin 

cidera successivement avec toutes les droites du premier sys-
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tème, la droite DH avec toutes celles du second système. Il est 
visible que chacune d’elles engendre la surface entière de l ’hy- 
perboloïde. Ainsi l ’hyperboloïde à une nappe est une surface 
réglée, qui peut être engeudrée de deux manières par le mou
vement d’une ligne droite. Voilà pourquoi les droites de chaque 
système ont été appelées les génératrices rectilignes de l’hyper- 
boloïde.

Il est bon de se rendre compte de la variation de l’angle y. 
Cet angle acquiert sa valeur minimum quand la droite passe 
par l’une des extrémités B du grand axe de l’ellipse de gorge, 
et sa valeur maximum, quand elle passe par l’une des extrémi
tés A du petit axe. Le point D allant de B en A, l ’angle y  croît de 
sa valeur minimum à sa valeur m axim um; cet angle décroît 
ensuite pour croître de nouveau, etc. Lorsque a ~ b ,  c’est-à- 
dire lorsque l ’ellipse de gorge devient un cercle, l’angle y est 
constant, et la surface est engendrée par chacune des deux 
droites DG, DH tournant autour de OZ et liée invariablement à 
cet axe; c’est l’hyperboloïde de révolution à une nappe que 
nous avons déjà considéré comme exemple des surfaces de 

révolution (n° 469).
5410  — Chacune des droites mobiles engendrant la surface 

entière, il est clair que les deux droites 
qui passent par un point quelconque de 
la surface appartiennent, l'une au pre
mier système de génératrices, l ’autre au 
second système. On le reconnaît d’ail
leurs d’une manière très-nette en con
struisant ces deux droites à l ’aide de 
l’ellipse de gorge. Soit M un point de la 
surface, que nous supposerons situé 
au-dessus du plan de l'ellipse de gorge 
(flg. 3<~>7) ; ce point se projette sur ce 
plan en un point m extérieur à l ’e l
lipse; par le point m menons des tan
gentes «iD, wîE à l’ellipse; par le point 

de contact D de la première tangente, menons la droite DG du 
premier système, et par le point de contact E de la seconde tan-
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gente la droite EL du second système. Les plans projetants G Dm, 
LEm de ces deux droites se coupent suivant une droite MM' per
pendiculaire au plan de l’ellipse de gorge ; la perpendicu
laire élevée par Je point mperce la surface en deux points ; l’un 
est le point M situé au-dessus du plan de l ’ellipse, l’autre est le 
point symétrique M'situé au dessous. La droite DG, faisant avec 
Dm un angle aigu, rencontre la partie supérieure m\l de la 
droite MM', et elle passe au point M, puisque cette partie supé
rieure ne rencontre la surface qu’en un point. De même la 
droite EL, faisant avec le prolongement de mE un angle obtus, 
ou avec Em un angle aigu, rencontre la partie supérieure mM 
de la même droite au même point M. Ainsi, par le point M pas
sent les deux droites MD, ME, qui appartiennent, l’une au pre
mier système, l ’autre au second.

5 4 1 — Nous avons vu (n°538) que les génératrices rectilignes 
de la surface se projettent sur le plan de l’ellipse de gorge 
suivant des tangentes à cette ellipse. La même propriété a lieu 
par rapport à chacun des plans principaux.

Considéronsle plan principal COA mené par l’axe imaginaire 
OC et l’un des axes OA de l’ellipse 
dégorgé (fig. 3o8) ; on démontrera, 
comme précédem m ent, que la 
tangente MD, au point M à l’hyper
bole principale est la projection de 
deux droites MD, iMD' situées sur 
la surface. Quand le point M s’é
loigne à l’infini sur l’hyperbole, la 
tangente D,M tend vers l ’asymp
tote OH, ; cette asymptote est la 
projection des deux droites RH, 
B'H', qui passent par les extrémités 

de l’autre axe de l ’ellipse de gorge. L’autre asymptote OG, est 
la projection des droites BG, R'G', qui passent par ces mêmes 

points.
548— Les génératrices rectilignes de l’hyperboloïde jouis

sent de quelques autres propriétés remarquables que nous al
lons démontrer. Soient DG, EL (fig. 3og) deux génératrices de
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systèmes différents; ces droites se projettent sur le plan de l ’el

lipse de gorge suivant des tangentes 
Dm, Em à cette ellipse; en général 
les deux tangentes se coupent en 
un point m et les deux plans proje
tants se coupent suivant une droite 
MM' perpendiculaire au plan de 
l ’ellipse. Comme nous l’avons ex
pliqué plus haut, les deux droites 
DG,EL, appartenant à des systèmes 
différents, rencontrent la perpen
diculaire MM7 d’un même côté du 
plan de l’ellipse] de gorge et par 

conséquent se coupent au point M, où cette perpendiculaire 
perce la surface. Ainsi, en général, deux génératrices de sys
tèmes différents se rencontrent.

Il peut arriver que les projections des deux droites soient 
parallèles; ceci a lieu quand les deux droites, telles que DG, 
D'IF, passent par deux points D et D', diamétralement opposés 
de l’ellipse de gorge. Dans ce cas, les deux plans projetants sont 
parallèles; un plan parallèle mené par le centre coupera le 
cône suivant deux arêtes O G „O H ,, il est clair que les deux 
génératrices DG, D'H' sont parallèles à la même arête OG, du 
cône asymptote, cl, par conséquent, sont parallèles entre elles. 
On conclut de là que deux génératrices de systèmes différentsse 
rencontrent ou sont parallèles, c’est-à-dire sont toujours dans 
un même plan.

5 4 3  —  Considérons maintenant deux génératrices DG, EK 
du même système. Les plans projetants de ces deux droites se 
coupent suivant la droite MM7 perpendiculaire au plan de l’el
lipse de gorge. La droite DG, faisant avec sa projection Dm 
un angle aigu, rencontre la droile MM' au-dessus du plan de 
l’ellipse de gorge; la droite EK, faisant avec le prolongement 
de mE un angle aigu, rencontre celte même droite au-dessous 
du plan; le plan DMM', qui contient la première droite DG et 
un point M' de la seconde, ne contient pas celte seconde droite; 
ainsi les deux droites ne sont pas dans un même plan.



II peut arriver que les projections soient parallèles; soient 
les deux droites DG, D G ' du même système, passant par deux 
points diamétralement opposés de l’ellipse de gorge ; ces deux 
droites sont parallèles respectivement aux deux arêtes 0 G„ 
OH, du cône asymptote; le plan GDD', qui contient la première 
et un point D; de la seconde, ne contient pas cette seconde 
droite; ainsi les deux droites ne sont pas dans un même plan. 
On conclut de là que deux génératrices du même système ne 
sont jamais dans un même plan.

544  —  Chaque arête OG, du cône asymptote est parallèle à 
deux génératrices DG, D'IF de systèmesdifférents; on les obtien
drait de cette manière : soit OF la trace du plan ZOG, sur le plan 
de l ’ellipse de gorge; menons le diamètre DD' conjugué de 
OF ; les tangentes en D et D atan t parallèles à OF, les plans tan
gents GDII, G'D'H' en ces points sont parallèles au plan ZOG, 
qui coupe le cône suivant deux arêtes 0 G„ OH,; les deux géné
ratrices DG, D’IF, de syslèmes différents, sont parallèles à OG,; 
les deux autres génératrices DH, D'G' sont parallèles à OIÎ,> 11 
est impossible qu’une troisième génératrice de l’hyperboloïde 
soit parallèle à l’arête OG,; car si trois génératrices de l ’hyper- 
boloïde étaient parallèles à une même arête du cône, deux 
appartiendraient au même système et seraient parallèles entre 
elles, ce qui ne peut pas être.

Le diamètre OD étant conjugué du plan ZOF, ou G,0H„ on 
sait (n° 532) que le plan DOG, est tangent au cône suivant 
l’arête OG,. Ainsi le plan de deux génératrices parallèles DG, 
D'H' est tangent au cône asymptote.

Remarquons encore que trois génératrices du même système 
ne peuvent être parallèles à un même plan ; car en menant 
par le centre des parallèles à ces génératrices, on aurait trois 
arêtes différentes du cône asymptote situées dans le même plan, 
ce qui est impossible.

545  —  Ce qui précède nous permet de distinguer les deux 
systèmes de génératrices par un autre procédé. Soit DI1 une 
droite quelconque située sur la surface, toutes les droites telles 
que DG, EK,... qui rencontrent cette droite fixe, avec une 
droite D'G' qui lui est parallèle, constituent l’un des systèmes,
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par exemple le premier système. Toutes les autres constituent 
le second système.

5 4 6 — Nous savons qu’il faut trois directrices pour définir 
le mouvement d’une ligne droite (n° 460). Prenons comme 
directrices trois droites fixes A, B, C appartenant au second 
système, et supposons qu’une droite mobile glisse sur ces trois 
directrices; si, par un point quelconque M de la droite A et 
chacune des droites B et C, on fait passer un plan, l’intersection 
de ces deux plans déterminera la position de la droite mobile 
qui passe en ce point; la droite mobile, coïncidant ainsi succes
sivement avec toutes les droites du premier système, engen
drera l’hyperboloïde à une nappe. De même, une droite mobile, 
glissant sur trois droites fixes appartenant au premier système, 
engendrera l’hyperboloïde.

l’une des deux autres, on a six plans qui forment un parallé- 
lipipède; prenons pour origine le centre du parallélipipède et 
pour axes des coordonnées des parallèles aux arêtes, dont nous 
désignerons les longueurs par 2a, 2b, 2c. Les équationsdes trois 
directrices sont, pour la disposition adoptée dans lafigure 310,

z
5 4 7 —Nous allons 

faire voir que, récipro
quement, une droite mo
bile qui glisse sur trois 
droites fixes quelcon
ques, non parallèles à un 
même plan, engendre un 
hyperboloïde. Soient AB, 
CD, EF les trois directri
ces données. Si, par cha
cune d’elles, on fait pas
ser un plan parallèle à

AB j »  =  - * '  C l »  j S =  - C’ EF  j * Z b ’ 
I z  =  c, 1 x — a, 1 <j —

Une droite MN qui rencontre les deux droites AB, CD peut 
être regardée comme l’intersection de deux plans menés, 1 un



par la droite AB, l ’autre par la droite CD; ces deux plans ont 
des équations de la forme

ia\ ( *  — c — >. (ÿ +  & )= o ,
' ’  \ z  +  c - V ( x - a ) = o ,

dans lesquelles X et V désignent des paramètres arbitraires. 
Mais la droite MN doit rencontrer la troisième directrice EF; il 
en résulte entre les deux paramètres À et V  la relation

(9 ) X  d  "kb -f- c = o.

On obtiendra l'équation de la surface engendrée par la droite 
MN en éliminant les deux paramètres X et V  entre les équations
(8) et (9), ce qui donne

( 10 ) a y z + b z x ~ { - c x y  +  a b c = o .

Le lieu est une surface du second degré ayant un centre unique; 
ce n’est pas un cône, puisqu’elle ne passe pas par le centre; 
c ’est donc un liyperboloïde à une nappe.

Les trois directrices appartenant à la surface, les trois axes 
des coordonnées, qui leur sont parallèles, sont des arêtes du 
cône asymptote; on peut remarquer que les trois arêtes A C,’ 
DE, BF qui, dans le parallélipipède, sont parallèles et opposées 
aux directrices, appartiennent aussi à la surface ; par exemple, 
la droite AC, qui rencontre les deux directrices AB et CD, et 
qui est parallèle à EF, est une position particulière de la géné
ratrice, et, par conséquent, appartient à la surface. 11 résulte 
de là que les faces parallèles ABF, CDE du parallélipipède sont 
tangentes à la surface aux points B et D, et de même les autres. 
Les trois directrices et les trois arêtes opposées forment un 
hexagone gauche ACDEFBA situé sur la surface.

5 4 ®— Étant donné un hyperboloïde à une nappe, soient AB 
et CI) deux droites quelconques du même système (fig. 3 10); 
A un point fixe pris à volonté sur la première droite, C le point 
correspondant de la seconde, c’est-à-dire Je point où cette se
conde droite est rencontrée par la génératrice mobilede l’aulre 
système, quand elle passe par le point A ; à l'aide de ladroiteEF 
du premier système qui est parallèle à AC, on peut former le 
parallélipipède considéré précédemment. La génératrice mobile,
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dans une de ses positions, rencontre les deux droites fixes en 
M et N; elle a décrit sur ces deux droites, à partir de sa posi
tion initiale AC, des longueurs AM et CN, que nous désigne
rons par a et p, en les affectant du signe + ,  quand elles sont 
portées dans lesdirections AR ou CD, et du signe—, quand elles 
sont portées dans les directions contraires. Si Ton projette la 
droite MNP sur le plan ARF, parallèlement à la droite EF, la 
longueur CN se projettera en vraie grandeur suivant AN'. En 
prenant pour axes des coordonnées les droites AR et AD', et 
exprimant que la droite mobile MN' tourne autour du point 
fixe F, on a la relation
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Réciproquement, lorsqu’une droite mobile MN décrit sur 
deux droites fixes AR, CD, à partir d’une position initiale, des 
longueurs qui vérifient la relation ( 11), cette droite engendre 
un hyperboloïde à une nappe. En effet, soitAC la position ini
tiale de la génératrice ; par le point A menons une parallèle AD' 
à la droite CD, formons le parallélogramme AD'FR, dont les 
côtés AR et AD' sont égaux à 2a et à 2b, et par le point F me
nons une parallèle FE à la droite AC ; si l ’on prend AR et AD' 
pour axes des coordonnées dans le plan du parallélogramme, 
la relation (11) signifie que la droile MN' projeclionde la droite 
MN sur le plan du parallélogramme, parallèlement à AC, passe 
constamment par le point F; donc la droile MN renconlre la 
droile EF. Cette droite, glissant sur trois droites fixes AR, CD, 
EF, engendre un hyperboloïde à une nappe.

D’après ce qui a été dit au n° 310, la relation (11) exprime 
que les points M et N forment sur les deux droites AB et CD 
deux divisions homographiques. Il est évident à priori qu’une 
génératrice mobile MN de l’hyperboloïde détermine sur deux 
droites fixes AB, CD de l’autre système deux divisions homo- 
grapliiques; car à un point M de l’une des droites correspond 
un seul point N sur l’autre.

549—Nous avons dit que l’hypeiboloïdeàunenappe admet 
deux systèmes de génératrices rectilignes. Ilestfacilede déduire 
de l’équation de la surface les équations de ces deux syslèmes

(n)



490 LIVRE VI, CHAPITRE IV.

de droites. En effet, l ’équation de l’hyperboloïde rapporté à ses 
axes est

ŷ_ _  s f_ x2
b2

chacun des membres, étant la différence des deux carrés, peut 
être décomposé en facteurs du premier degré, et l’équation 
devient

("i (h )(h ) = H ) ( '+ s)-
Considérons les deux équations du premier degré

« H=K'+$' ï+H(-D-
dans lesquelles le paramètre ~k est arbitraire. Pour chaque va
leur de X, ces équations représentent une droite. Or, si l’on mul
tiplie ces deux équations membre à membre, on retrouve l’é
quation (12); il en résulte que les équations (¾) représentent un 
système de droites situées sur la surface.

Si l’on combine autrement les facteurs, on obtient deux au
tres équations du premier degré

w i + M ' + f )1 f - H H >
renfermant un paramètre arbitaire [*., et qui représentent un 
second système de droites situées sur la surface.

On peut attribuer aux paramètres 1  et [J. des valeurs nulles
ÏYl

ou infinies. Si l ’on pose 1 =  — » les équations (k) prennent la 

forme

on fera dans ces équations m — o, ou n — o .
La surface étant le lieu des droites (k), il est évident que par 

tout point de la surface passe une droite de ce système. Pour 
déterminer la droite qui passe par un point M, ayant pour coor
données x 1, y1, z1, dans les équations (X) on remplacera x , y, z 
par x ', y1, z 1 et l ’on déduira de chacune d ’elles la même valeur
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de 1. De même, par tout point de la surface passe une droite 
du second système. D’ailleurs, ces deux droites différent; car. 
pour que les droites représentées par les équations Çk) et (jx) 
fussent les mêmes, il faudrait que l’on eût

quelle que soit x,  c’est-à-dire à la fois 1  =  - ,  —  -* ce qui

est impossible. Il résulte de là que les équations (1) et (|.l) re
présentent toutes les droites situées sur l ’hyperboloïde à une 
nappe.

550 —  Les parallèles menées par le centre aux droites (X) 
ont pour équations

b c a b c  l a

l’élimination du paramètre ~k donne l’équation du cône asym
ptote

!r c2 ~  a- ’

Les parallèles menées par le centre aux droites (jj.) ont pour 
équation

/; c 1 a b c \j.a

et l’élimination du paramètre y. conduit encore au cône asym
ptote. On voit d ’ailleurs que les deux systèmes de parallèles

coïncident ; car si l’on donne à la valeur —  ÿ , les équations

(i4) sont les mêmes que les équations ( i3). Ainsi les droites de 
l’ un et l'autre système sont respectivement parallèles aux arêtes 
du cône asymptote.

551— Nous allons faire voir maintenant que les droites re
présentées par les équations Çk) constituent l’un des systèmes 
que nous avons définis précédemment par des considérations 
géométriques à l ’aide de l’ellipse de gorge, et que les droites 
représentées par les équations (;/.) constituent l'autre système. 

Il suffit pour cela de démontrer que toutes les droites du



premier groupe rencontrent une droite fixe du second groupe, 
excepté une, qui lui est parallèle. Considérons deux droites 
représentées par les équations Çk) et (p.), quand on attribue à l  
et à y. des valeurs quelconques; on obtiendra le point d'inter
section de ces deux droites, en regardant ces quatre équations 
comme simultanées; en comparant la première et la qua
trième, la seconde et la troisième, on en déduit les deux équa
tions

qui se réduisent à une seule et qui donnent

i —  l u .  
x = a  — - t- 4-  

i -+- ty-

Si le dénominateur i —l-'Xjx n’est pas nul, on obtient pour x , y ,z  
des valeurs finies vérifiant les quatre équations ; ainsi les deux 
droites se coupent. Si l’on a les parallèles ( i3)e t(i4)
menées parle centre à ces deux droites coïncident, et, par con
séquent, les droites sont parallèles.

MÉTHODE GÉNÉRALE POUR TROUVER LES DROITES SITUÉES 
SUR UNE SURFACE.

5 5 ¾ —On peut rattacher la recherche des génératrices recti
lignes des surfaces du second ordre à une méthode générale 
propre à donner les droites situées sur une surface algébrique 
d’ordre m. Soient

x  =  a. z-\-p, 

y =  $ z + q ,

leséquations d’une droite; si l’on remplace a; et?/ parleursva- 
leurs dans l'équation de la surface, on obtient une équation du 
degré m en z, qui donne les ni poinlsd’intersection de la droile 
et de la surface. Pour que la droile soit tout enlière située sur 
la surface, il faut que cette équation se réduise à une identité, 
ce qui fournit »i-t- i relations entre les quatre paramètres a, 
p, p, q. Ainsi, en général, il est impossible de placer une 
droite sur une surface algébrique d’un degré supérieur à trois;

4 9 2  LIV RE VI, CHAPITRE IV.



DES HYPERBOLOIDES. 493

les surfaces du troisième ordre admettent, en général, 1111 
nombre fini de droites, et les surfaces de second ordre une in
finité. D'après cela, et d’un point de vue purement analytique, 
011 peut concevoir toules les surfaces du second ordre comme 
étant des surfaces réglées, à génératrices réelles ou imagi
naires.

Appliquons cette méthode à lTiyperboloïde à une nappe 

L’équation en z  est

G+P-i)'+*(?+ï)*+(&+S-H
et l ’on a les trois équations de condition

[ c’ a1 , csp8 _  T p i q t__

( i5) ] as bi ’ ü' b~
c*p , ç P g  =  o.( a* bi

On peut exprimer les qualre paramètres de la droite à 1 aide 
d’une même variable auxiliaire. Ces relations(iD) montrent que

les quatre quantités y  et 2 . J , sont les cosinus des angles

que font dans un plan avec des axes rectangulaires deux direc
trices perpendiculaires entre elles ; on posera donc

ça __ •
—. =  cos 9, ~-=sin<p,
a 0

c o s ( ? + | ) .  l = s m ( c f ± l

ç  étant un angle arbitraire. On obtient ainsi les deux systèmes 

de droites
I x  z  __ .
U  =  c C0S<P +  Sin<P’

(l5) u  * .fi sm<p±cos<p.

Le même calcul s’applique à l’ellipsoïde et à l’hyperboloïde à



deux nappes ; mais alors les droites sont imaginaires ; on peut 
remarquer que par chaque point de la surface passent deux 
droites, dont le plan, toujours réel, est le plus tangent.
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C H A P I T R E  V

Des parafooloïdes.

Les surfaces du second degré dépourvues de centre sont re - 
présentées par l’équation

( i )  S /ÿ , + S //^ - f - P a :  =  o .

Cette seconde classe se subdivise en deux genres, suivant 
que les coefficients S;, S" ont le même signe ou des signes 
contraires.

PARABOLOÏDE ELLIPTIQUE.

5 5 3  —  Considérons le cas où les deux racines S; et S;/ ont
le même signe, par exemple 
le signe -K  On peut suppo
ser P négatif; si l’on pose

P P
2p  —  > 2 q —  ,

l'équation devient

i f  zi 
2) — + -  =  2X . 

p q 

La surface passe à l ’ori
gine; les sections faites par 

les plans principaux YOX, ZOX sont deux paraboles P et Q, qui 
ont pour axe commun la droite OX (fig. 3 i i).

Coupons la surface par des plans perpendiculaires à la droite 
dX. Pour x — o,la  section se réduit au point 0 ; en attribuant 

à x  des valeurs positives de plus en plus grandes, on obtient des 
ellipses homothétiques qui ont leur centre sur la droite OX et
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qui augmentent indéfiniment. Les planssitués àgaucke duplan 
"iOZ ne coupent pas la surface. Ainsi, la surface se compose 
d une nappe indéfinie située tout entière à droite du plan YOZ; 
on lui adonné le nom de paraboloïde elliptique. La droite OX 
est un axe de la surface; le point O en est le sommet.

Les sections par des plans parallèles au plan principal XOY 
sont des paraboles égales à la parabole P, ayant leurs sommets 
sur la parabole Q et leurs axes parallèles à OX. Il en résulte que 
l'on peut regarder la surface comme engendrée par la parabole 
P qui se meut parallèlementàelle-même, son sommet décrivant 
la parabole Q. De même, les sections par des plans parallèles 
au plan principal XOZ sont des paraboles égales à la parabole Q, 
et l’on peut regarder la surface comme engendrée par la para
bole Q se mouvant parallèlement à elle-même, son sommet 
décrivant la parabole P.

—- Les sections de la surface des plans

A x  -f- By “i-  C;- /,

non parallèles à l’axe, sont des ellipses, dont les projections 
sur le plan YOZ ont pour équations

t  + a(l— By — Cz) 
p q A

On voit que ces projections sont des ellipses homothétiques 
entre elles, quelle que soit la direction du plan sécant.

Lorsque le plan sécant By -h Cz =  l est parallèle à l’axe du 
paraboloïde, la section, dont la projection sur le plan XOY a 
pour équation

p C *q

est une parabole dont l’axe est parallèle à l’axe du paraboloïde. 
Le paramètre de cette parabole étant indépendant de l, il en 
résulte que des plans parallèles entre eux et parallèles à l’axe 
coupent la surface suivant des paraboles égales.

Considérons en particulier le cas o iip  —  q', l’équation de la 
surface devient y% -h z! =  2 p x  ; les sections par les plans per
pendiculaires à l’axe OX sont des cercles; ainsi, la surface es*



de révolution; elle est engendrée par la parabole P tournant 
autour de son axe OX. Les seclions par des plans non parallèles 
à l’axe sont des ellipses, qui se projettent sur le plan YOZ suivant 
des cercles. Les sections par des plans parallèles à l’axe sont 
des paraboles égales.
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PLANS DIAMETRAUX ET DIAMÈTRES.

555 —  Le plan diamétral conjugué de la droite

x _y _z

a pour équation (n0 491)

(3) f t + ï î  =  « ;
'  P <1

c’est un plan parallèle à l’axe. Ce plan coupe la surface suivant 
une parabole; cette parabole est la courbe de contact du para- 
boloïde et d’un cylindre circonscrit ayant ses génératrices pa
rallèles à la direction des cordes. Réciproquement, tout plan 
parallèle à l’axe est un plan diamétral.

Lorsque les droites sont parallèles à l’axe, chacune d’elles ne 
rencontre la surface qu’en un point, et il n’y a plus de plan 
diamétral; le plan diamétral s’est éloigné à l’ infini.

Le lieu du centre de la section faite par le plan représenté par 
l ’équation A# -l- By -t- Cs =  l, dans laquelle l est un paramètre 
variable, a pour équation (n» 496)

W  Bq Cq A ’

c’est une droite parallèle à l’axe. En d’aulres termes, les pro
jections des seclions parallèles sur le plan YOZ sont des ellipses 
homothétiques et concentriques. Réciproquement, toute droite 
parallèle à l ’axe est un diamètre.

5 5 0 —  Prenons pour origine des coordonnées un point 
quelconque M de la surface, pour axe des x  le diamètre qui 
passe en ce point, et pour plan des xy un plan quelconque mené 
par la droite MX; ce plan coupe la surface suivant une para

bole; nous prendrons pour axe des y la tangente à la parabole



iu point M, et pour axe des z  la parallèle menée par le point M 
i  la direction conjuguée du planXMY. L’équation de la surface, 
ne contenant pas de ternie du premier degré en z, et devant se 
réduire, quand on y fait z =  o, à celle d ’une parabole rapportée 
à un diamètre et à la tangente à l’extrémité, sera de la forme

- ,  +  — =  2* ;
V  <l‘

les deux paramètres p' et q' auront le même signe, par exemple 
le signe + ,  sans quoi les sections par des plans quelconques 
seraient des hyperboles. On voit par là que le plan XMZ est 
conjugué de la direction MY. Les sections faites par des plans 
parallèles au plan YMZ sont des ellipses rapportées à deux dia
mètres conjugués.

On peut obtenir d’une autre manière les axes des coordon
nées auxquels nous venons de rapporter la surface. Considé
rons un plan quelconque non parallèle à l’axedu paraboloïde; 
ce plan coupe la surface suivant une ellipse; par le centre de 

l’ellipse, menons une parallèle à Taxe jusqu’à la rencontre de 
la surface, et par ce point, des parallèles à deux diamètres 
conjugués de l’ellipse, l ’équation de la surface se réduira à la 

forme précédente.

SECTIONS CIRCULAIRES.

5 7 — Considérons une série de plans parallèles coupant la 
surface suivant des cercles ; les cen
tres de ces cercles sont en ligne 
droite ; le plan mené par ce diamètre 
perpendiculairement aux plans des 
cercles, divisant chacun des cer
cles en deux parties symétriques, 
est un plan principal. A in si, les 
plans des sections circulaires sont 
perpendiculaires à l ’un des plans

principaux.
Par le s o m m e t O (fig. 3 i 2) menons

un plan YOX perpendiculaire au p la n  principal XOZ; appelons

GÉOM. ANALÏT.

DES PARABOLOIDES. 497



G l'angle X OX et cherchons l’équation de la courbe d’intersec
tion par rapport aux deux axes OX7 et OY situés dans son plan. 
Soient x ,  y, z  les coordonnées d’un point M du plan sécant par 
rapport aux axes OX, OY, OZ, x '  et y' les coordonnées de ce 
même point par rapport aux axes OX; et OY; on a d’abord 
y = y /-, on a ensuite

a ;= O Q = O P c o s ô = ic /cos0, PQ^OPsinQr^æ'sinG;

si l’on met ces valeurs de x ,  y, z  dans l’équation de la surface, 
on obtient l’équation de la courbe d’intersection

v*  xr^sin* Ô , „
----------------= 2 X '  cosG.
p q

Cette courbe sera un cercle si l’on a s i n G / - •  On en conclutV P
que le paraboloïde elliptique admet deux séries de sections cir
culaires, qui sont perpendiculaires à la section principale de 
moindre paramètre, et également inclinées sur l’autre section 
principale.

On peut aussi reconnaître sur l’équation de la surface l’exis
tence des sections circulaires. Il suffit pour cela de mettre l’é-

? / 2 «S*
quation — h-------- 2 x = .o  sous la forme

P q

^ y ^ ' - z x ^ - z ' f i - 1- y  
p p \q pJ

P A R A B O L O Ï D E  H Y P E R B O L I Q U E .

5 5 8  — Considérons maintenant le cas où S' et S" sont de 
signes contraires. Supposons que le coefficient P ait le même 
signe que S;/ et posons

P P
2p —  y/, 2 5 —

l’équation devient

( 5 )  ^ - Ï  =  2X.
p q

Les sections fuites par les plans principaux XOY, XOZ sont 
deux paraboles P et Q (fig. 3 i 3), dont les axes sont dirigés en
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sens contraires. Le plan ZOY coupe la surface suivant deux
droites O A , OB, qui 
font avec OZ un an
gle dont la tangente

a pour valeur

Les sections faites par 
des plans parallèles 
au plan YOZ sont des 
hyperboles homothé
tiques, mais dont la 
disposition varie; si 
le  plan est du côté 
OX, l’axe réel de l’h y
perbole est parallèle

à OY ; s’il est de l’autre côté, l ’axe réel est parallèle à OZ. La 
surface est formée d’une seule nappe qui s’étend indéfiniment 
à droite et à gauche du plan YOZ; on lui a donné le nom de 
paraboloïde hyperbolique. La droite OX est un axe de la sur

face; le point 0 en est le sommet.
Les sections par des plans parallèles au plan principal XOY 

sont des paraboles égales à la parabole P et ayant leurs som
mets sur la parabole Q. De même, les sections par des plans 
parallèles au plan principal XOZ sont des paraboles égales à la 
parabole Q et ayant leurs sommets sur la parabole P; de sorte 
qu’on peut concevoir la surface comme engendrée par une pa
rabole qui se meut parallèlement à elle-mêine, son sommet 

décrivant une autre parabole,
5 5 9  —  Les sections par des plans

A.x -H B y Cs —- 1,

non parallèles à l’axe, sont des hyperboles dont les projections 
sur le plan YOZ sont représentées par l’équation 

_  2(/ —  By —  Cz) 
p q —  A

On voit que ces hyperboles sont homothétiques entre elles, 

quelle que soit la direction du plan sécant.
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Ry -f* Cs =  l
est parallèle à l’axe du paraboloïde, la section, dont la projec
tion sur le plan XOY a pour équation

y > ( l — B y ) * ______

p C2g

est une parabole ayant son axe parallèle à l’axe du paraboloïde; 
les sections parallèles sont des paraboles égales. On peut écrire 
l’équation précédente sous la forme

\p C2</j V C?q C-q ’

quand on a ^ celte équation se réduit au premier

degré; ainsi il y a deux séries de plans qui coupent la surface 
chacun suivant une droite. Les plans de ces deux séries sont 
respectivement parallèles aux deux plans définis par l ’équation 

p ~ ~ q  ~ ° ’

plans qui passent par l’axe OX et chacune des droites OA, OR, 
suivant lesquelles le plan tangent au sommetO coupe la surface.

PLANS DIAMÉTRAUX ET DIAMÈTRES.

5 6 0  —  Le plan diamétral conjugué de la direction

x  y z 
c c ~ [ i ~ ÿ

a pour équation

(6) É L Ï Î = « ;
p q

il est parallèle à l’axe. Lorsque les droites deviennent paral
lèles à l’axe, elles ne rencontrent la surface qu’en un point, et 
le plan diamétral s’éloigne à l ’infini. Une droite parallèle à 
l’un des deux plans AOX, ROX ne rencontre aussi la surface 
qu’en un point; car le plan, mené par la droite parallèlement
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à l’un de ces deux plans, coupe la surface suivant une droite. 
Si l’on considère une direction parallèle au plan AOX, mais 
non parallèle à l’axe, l’équation (6) représente un plan paral
lèle à l’axe et coupant la surface suivant une parallèle à cette 
direction.

Tout plan parallèle à l’axe est un plan diamétral, excepté 
lorsque le plan est parallèle à l’un des plans AOX, BOX.

On verrait, comme pour le paraboloïde elliptique, que le dia
mètre ou le lieu des centres d’une série de sections parallèles 
est une droite parallèle à l’axe.

561 -  Si l’on prend pour origine des coordonnées un 
point quelconque M de la surface, pour axe des x  le diamètre 
qui passe en ce point, pour plan des xy un plan quelconque 
mené par la droite MX, pour axe des y la tangente à la para
bole au point M, et pour axe des z une parallèle à la direction 
conjuguée du plan XMY, l’équation de la surface prendra la 
forme

y* zs
i ---------- —  I X .
V' 3

Ceci nous permet de compléter l’étude des sections planes; 
le plan YMZ coupe la surface suivant deux droites; les plans 
parallèles à ce plan coupent la surface suivant des hyperboles 
homothétiques, mais dont la disposition change suivant que le 
plan sécant est d’un côté ou de l’autre du plan YMZ. Si l'on 
prenait pour axes des y et des s  les deux droites qui passent par 
le point M, l’équation de la surface se réduirait à la forme

yz= kx.

GÉNÉRATRICES RECTILIGNES PU PARABOLOÏDE HYPERBOLIQUE-

5(1¾ — 11 est impossible de placer une droite réelle sur le pa
raboloïde elliptique; car, si par cette droite on mène un plan, 
ce plan coupera la surface suivant une ellipse ou une parabole. 
Mais la même impossibilité n’existe pas pour le paraboloïde 
hyperbolique. Nous avons vu que tout plan parallèle à 1 un des 
deux plans AOX, BOX coupe la surface suivant une droite. Pai 
un point quelconque M de la surface, menons un plan parai-
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lèle au plan AOX ; ce plan coupera la surface suivant une droite 
passant par le point M; un plan parallèle au plan BOX donnera 
une seconde droite passant aussi par le point M. A in si, par 
tout point du paraboloïde hyperbolique passent deux droites 
situées sur la surface.

Le plan de ces deux droites est le plan tangent au point M. 
Il est impossible de mener par le point M une troisième droite 
située sur la surface ; car elle serait aussi contenue dans le plan 
tangent, et ce plan ne coupe la surface que suivant deux 
droites. Les droites situées sur la surface du paraboloïde hyper
bolique peuvent être distinguées en deux séries, dont chacune 
constitue toute la surface. La première série se compose des 
droites parallèles au plan AOX, la seconde série des droites 
parallèles au plan BOX; ces deux plans ont reçu le nom de 
plans directeurs.

Il résulte de là que les projections sur le plan YOZ des droites 
d’un même système sont parallèles; car les plans projetants des 
droites du premier système sont parallèles au plan directeur 
AOX, et, par conséquent, leurs projections sont parallèles à la 
droite OA. De même, les projections des droites du second sys
tème sont parallèles à OB.

Projetons maintenant les droites sur l ’un des plans princi
paux, par exemple sur le plan XOY. Nous remarquons d’abord 
qu'une droite ne peut être parallèle à ce plan ; car la section 
faite par un plan parallèle au plan XOY est une parabole égale 
à la parabole P. La droite perce le plan principal en un point 
de la parabole P ; mais la surface se projette sur ce plan en 
dehors de la parabole ; la projection de la droite, passant par 
un point de la parabole et étant située en dehors, est tan
gente à cette courbe. Ainsi, les projections des génératrices rec
tilignes sur les plans principaux sont tangentes aux sections 
principales.

Deux génératrices du même système étant situées dans deux 
plans parallèles au même plan directeur, et, par conséquent, 
parallèles entre eux, ne peuvent se rencontrer. Elles ne sont 
pas non plus parallèles; car leurs projections sur le plan prin
cipal XOY, étant tangentes à la parabole P, ne sont pas parai-
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lèles. Ainsi, deux droites du même système ne sont jamais dans 
un même plan.

Considérons maintenant deux génératrices de systèmes dif
férents; leurs projections sur le plan YOZ étant respectivement 
parallèles aux droites OA et OB se rencontrent ; si, par le point 
d’intersection des projections, on mène une parallèle à l’axe 
OX, cette parallèle ne perce la surface qu’en un point, et, par 
conséquent, rencontre les deux droites données au même point. 
On en conclut que deux génératrices de systèmes différents se 

rencontrent toujours.
563 —  Puisque par tout point de la surface passent deux

droites, il est clair que par tout 
point D de la parabole principale 
P(fig. 3 i 4), passent deux droites 
DG, DH situées sur la surface. 
Si l ’on prend pour axes des 
coordonnées le diamètre DX', la 
tangente DS à la parabole prin
cipale , et la perpendiculaire 
DZ; au plan principal, et si l ’on 
désigne par 0 l’angle SDX', la

surface aura pour équation (n» 211) 

p Q

Le plan Z DS a pour trace , sur le plan principal, la tangente 
ST à la parabole principale; ce plan ^  =  o coupe la surface 
suivant les deux droites DG, DH représentées par l’équation

y'* s i n *  0 __ _  Q
p q

et qui se projettent sur le plan principal suivant la tangente ST. 
Les deux droites DG, DH font des angles égaux avec le plan 
principal, ou avec la perpendiculaire DZ' à ce plan ; si 1 on ap

pelle y ce dernier angle, 011 a

tangr=y^XiIjQ-
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Quand le point D, partant du sommet O, parcourt la parabole 
principale P, l'angle y, que font les deux droites DG et DH avec 
la verticale DZ', augmente de plus en plus, et tend vers un angle 
droit.

Les deux droites DH, DG percent le plan principal XOZ aux 
points H et K appartenant à la parabole principale Q, et situés 
sur une perpendiculaire à l ’axe OX, au point où il est rencon
tré par la tangente DS; les projections 1ID', KD' de ces deux 
droites sur le plan principal XOZ sont tangentes à la parabole 
Q, et passent par le point D7, projection du point D. Le point D 
se projette en D" sur le plan YOZ; les points H et K se projet
tent en H" et K" ; en joignant D'H', D'K", on aura les projec
tions D " H W W  des deux droites DH, DG sur le plan YOZ. Les 
points D et H appartenant aux paraboles principales, on a 

DD2 =  2 p x O D ;, HT2 =  2 Ç [X 0 T ; les deux longueurs OD'et 
OT étant égales entre elles, il en résulte

OD”_ D D [ _ . / p
OH----HT “ V  q

On reconnaît ainsi de nouveau que la projection D^H" de la 
droite DI1 sur le plan YOZ conserve une direction constante ; 
de même, la projection K '^ 'G "  de la droite DG conserve une 
direction constante.

Si le point D parcourt la parabole principale P dans un sens 
déterminé OD, les droites, dontles parties supérieures au plan 
principal XOY font avec les tangentes prises dans le sens du 
mouvement des angles aigus, percent l’autre plan principal XOZ 
au-dessous du premier, leurs projections sur le plan YOZ sont 
parallèles à OA et ces droites forment le premier système de 
génératrices. Les droites, dont les parties supérieures font avec 
les tangentes des angles obtus, ont leurs projections parallèles 
à OR et forment le second système.

Les deux droites DD", II IF  étant égales et parallèles, la figure 
DD^HIF est un parallélogramme, et, par conséquent, les diago
nales DH, D'H" se coupent mutuellement en deux parties égales,- 
ainsi le point I, où la génératrice DH perce le plan YOZ, est le 
milieu de la portion DH de cette droile comprise entre les deux



plans principaux; le lieu du point I est la droiteOAdu premier 
système.

*»6-1— Nous savons qu’il faut trois directrices pour définir le 
mouvement d’une droite. Prenons comme directrices trois 
droites fixes A, B, C appartenant à l ’un des systèmes, par 
exemple au second ; ces droites seront parallèles au second 
plan directeur ; une droite mobile glissant sur ces trois direc
trices coïncidera successivement avec chacune des droites du 
premier système, et, par conséquent, engendrera le parabo
loïde hyperbolique.

On peut aussi définir le mouvement d’une droite en l'assujet
tissant à glisser sur deux droites fixes et à rester parallèle à un 
plan fixe. Si l’on prend pour directrices deux droites A et B 
du second système, et pour plan fixe le premier plan direc
teur, il est évident que la droite mobile coïncidera successive
ment avec chacune des droites du premier système, et engen
drera encore le paraboloïde.

5 6 5  — Les réciproques sont vraies.Considérons d’abord une 
droite mobile assujettie à glisser sur 
deux droites fixes OZ et AB (fig. 3 i 5), 
en restant parallèle à un même plan. 
Prenons pour axe des y une position 
particulière OA de la génératrice, pour 
axe des z  la directrice OZ, pour plan 
des xy  un plan parallèle au plan direc
teur, et pour plan deszxun plan parallèle 

à la droite AB. Cette seconde directrice AB aura pour équations 
y = b , x  =  az. Soit MN une position quelconque de la généra
trice; cette droite, étant parallèle au plan XOY et rencontrant 
l’axe OZ, a des équations de la forme

(7) * =  P, V =  mx>

avec deux paramètres variables m et p. Pour qu elle rencontre 
la seconde directrice AB, il faut que l’équation de condition
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soit vérifiée. Si l’on élimine les deux paramètres m et p entre les 
équations (7) et (8), on obtient l’équation du lieu

(9) a,y~ —  bx =  o.

La surface est du second degré; elle est dépourvue de centre ; 
ce n’est pas un cylindre parabolique, puisque les droites OZ et 
AB, non parallèles, sont situées sur la surface; c’est donc un pa
raboloïde hyperbolique.

5 6 6  —  Considérons maintenant une droite assujettie à
glisser sur trois droites fixes OZ, 
AB, A'B' (fig. 3 i 6), parallèles à un 
même plan. Prenons pour axe des 
z la directrice OZ, pour axe des y 
une position particulière de la gé
nératrice, pour plan des z x  un plan 
parallèle aux trois directrices, et 
dans ce plan unedroite quelconque 
menée par le point O pour axe des 
x .  Les deux directrices AB, A'B' 
sont représentées par les équations

A'B | y =,>/’
I z = a x ,  1 z = a 'x .

Une droite MM' qui rencontre ces deux droites peut être re
gardée comme l’intersection de deux plans menés, l ’un par la 
droite AB, l’autre par la droite A'B' ; ces deux plans ont des 
équations de la forme

, , i z  —  a x  +  l ( y  —  b) =  o,
I z —  a 'x - h V ( y — b') =  o,

dans lesquelles  ̂et V  désignent des paramètres arbitraires. La 
droite MM' devant rencontrer la droite OZ, on a, entre les deux 
paramètres, la relation

(11) b l = b ' V .

On obtient l’équation de la surface engendrée par la droite MM'
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en éliminant les deux paramètres 1  et V  entre les trois équations 
(10) et (n ) , ce qui donne l ’équation

(12) b[y —  6') (z—  ax) — b1 (y —  b) (3 —  a'x) =  0.

La surface est du second degré; on reconnaît aisément qu’elle 
est dépourvue de centre ; d’ailleurs elle contient des droites 
non parallèles; c’est donc un paraboloïde hyperbolique. 

5 6 7 — Nous avons trouvé (n° 548) la relation qui existe, dans 
l’hyperboloïde à une nappe, entre les deux 
longueurs décrites sur deux droites fixes 
AB, CD de l’un des systèmes par une droite 
mobile de l’autre système. La relation est 
beaucoup plus simple dans le paraboloïde 
hyperbolique. Soient MN, M'Ny, M"N" 
(fig. 317) trois positions quelconques de la 
droite mobile; si par chacune d’elles on 

mène un plan parallèle au plan directeur, on aura trois plans 
parallèles entre eux; or, on sait que trois plans parallèles déter
minent sur deux droites AB, CD des segments proportionnels; 

on a donc la relation
MM' _  MM"
NN' "  NN"'

Ainsi, dans le paraboloïde hyperbolique, une droite mobile de 
l’un des systèmes décrit sur deux droites fixes de l autre système 

des longueurs proportionnelles.
Réciproquement, lorsqu’une droite mobile glisse sur deux 

droites fixes AR, CD. èn décrivant sur cesdroites des longueurs 
proportionnelles, elle engendre un paraboloïde hyperbolique. 
Soient MN, M'N' deux positions particulières de la génératrice ; 
concevons le plan parallèle à ces deux droites. Soit mainte
nant M'N'' une position quelconque de la génératrice ; on a la 

relation
MM"_MM'
NN" NN' *

Si par chacune des deux droites MN, M'N' on mène un plan 
parallèle au plan défini précédemment, et que par le point M
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on mène un plan parallèle au même plan, on aura trois plans 
parallèles qui détermineront sur les deux droites AR, CD des 
segments proportionnels; le plan mené par le point M" passera 
donc par le point N" et contiendra la droite JF N "; on en con
clut que la génératrice mobile M"N" reste constamment paral
lèle à un même plan; elle engendre donc un paraboloïde 
hyperbolique.

56$ —  C’est d’après cette propriété remarquable que l’on 
construit des modèles en fil représentant le paraboloïde hyper
bolique. Imaginons que l’on ait fait un cadre en bois ACDB, 
ayant la forme d’un quadrilatère gauche, si l’on divise les 
deux côlés opposés AR, CD en un même nombre de parties 
égales, et que l ’on joigne par des fils tendus les points de divi
sion correspondants, ces fils représenteront l’un des systèmes 
de génératrices rectilignes d’un paraboloïde hyperbolique. Si 
l ’on divise de même les deux côtés opposés AC, RD en un même 
nombre de parties égales, et que l’on joigne par des fils les 
points correspondants, on obtiendra le second système de gé
nératrices.

569 —  Il est facile de déduire de l’équation du paraboloïde 
hyperbolique

M2 Z 8
( o )  - ---------=  I X
v p q

les équations des deux systèmes de génératrices. En effet, on 
peut mettre l’équation (5) sous la forme

Les deux équations du premier degré

m  —  \ J L - u J 1 —  ?£
\/p V? Vp v'q 1

dans lesquelles le paramètre 1  est arbitraire, représentent un 
système de droites situées sur la surface; car, en multiplian 
ces deux équations membre à membre, on retrouve l’équatior
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(ri - £ ~ f = ”
Vp Vï  Vp Vg F‘

dans lesquelles le paramètre ja est arbitraire, représentent un 
second système de droites situées sur la surface. Il est clair que 
par tout point de la surface passent deux droites, une de chaque 
système. D’ailleurs, la première des équations (1) montre que 
toutes les droites du premier système sont parallèles au plan 
y z

~ P --- f= o; et de même la première des équations (jx) mon-
vp yjq
tre que toutes les droites du second système sont parallèles au
plan -f =  o. Ainsi, les systèmes d’équations Çk) et ([/.) re- 

VP slq
présentent bien les deux systèmes de génératrices rectilignes 
du paraboloïde hyperbolique, tels que nous les avons définis 
géométriquement (n° 562).

5 7 0 — Nous ferons remarquer que, lorsqu’un paraboloïde 
hyperbolique est rapporté à ses deux plans principaux et au 
plan tangent au sommet, si l’on égale à zéro l’ensemble des 
termes du second degré dans l’équation de la surface, on 

?v2 s2obtient une équation -— ̂  =o, qui représente les deux plans
directeurs. La même chose a lieu quand la surface est rapportée 
à des axes de coordonnées quelconques; car, si 1 on change 
d’abord la direction des axes en conservant la même origine, 
la partie du second degré dans la première équation donne la 
partie du second degré dans la nouvelle équation. Si 1 on dé
place ensuite l’origine en conservant la direction des axes, les 
termes du second degré ne changent pas ; si donc on égale à 
zéro l’ensemble de ces termes, on obtient des plans respective
ment parallèles aux deux précédents.

DES PARA BOLOI DES. 509

(5). Les deux équations
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CHAPITRE VI

D iscu ssio n  des éq u atio n s num ériques du secon d degré.

Etant donnée une équation numérique du second degré, on 
propose de déterminer la nature de la surface définie par cette 
équation.

P R E M I È R E  M É T H O D E .

5 7 1  — On appliquera à l’équation proposée la méthode de 
réduction exposée au chapitre II; non-seulement on obtiendra 
par ce procédé la nature de la surface, mais encore on déter
minera d’une manière précise sa situation et ses paramètres. 
Lorsqu’on veut reconnaître seulement la nature de la surface, 
il n’est pas nécessaire d’effectuer tous les calculs indiqués. On 
commence par former l ’équation du troisième degré qui donne 
S ; il y a ensuite plusieurs cas à distinguer.

i ” Quand l’équation du troisième degré n’a pas de racine 
nulle, on sait que la surface a un centre unique, et que son 
équation peut être ramenée à la forme (n° 5o6) 

S a :* -|-S y -l-S V -f-F t = o .

Pour déterminer la nature de la surface, il suffit de calculer 
F, et d’examiner les signes des racines S, S', S", signes qui sont 
donnés immédiatement par le théorème de Descaries. Si l’é
quation avait deux racines égales, la surface serait de révolu
tion.

2° Quand l’équation du troisième degré a une seule racine 
nulle, l’équation peut être réduite à l’ une des deux formes
(n° 509)

S'y5+ S V  -t- P # = o,
S ' y s + S V + F 4 = o .

La première représente des surfaces dépourvues de centre, et 
la seconde des surfaces ayant pour centres tous les points d’une 
droite. Pour connaître la forme qui convient à l’exemple donné, 
on aura recours aux équations qui déterminent le centre.
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Lorsque ces équations sont incompatibles, le lieu est un para
boloïde, elliptique si S; et S" ont le même signe, hyperbolique 
si S' et S" ont des signes contraires. Lorsque le lieu admet une 
infinité de centres, ce lieu est un cylindre, dont on détermine 
la nature par une section non parallèle à l’axe. Si les deux ra
cines S' et S" étaient égales, la surface serait de révolution.

3 °  L o r s q u e  l ’ é q u a t i o n  d u  t r o i s i è m e  d e g r é  a  d e u x  r a c i n e s  

n u l l e s ,  l ' é q u a t i o n  p e u t  ê t r e  r é d u i t e  à  l ’ u n e  d e s  f o r m e s  ( n °  5 o g )

SV-t-Pa;=o,
SV-t-F, =o.

La première représente une surface dépourvue de centre, et la 
seconde une surface qui admet pour centres tous les points 
d’un plan. On aura encore recours aux équations qui détermi
nent le centre. Si ces équations sont incompatibles, le lieu est 
un cylindre parabolique. Si elles se réduisent à une seule, le 
lieu est l’ensemble de deux plans parallèles, un plan unique, 
o u  l’équation n’a pas de solution réelle; une section non paral
lèle au plan des centres déterminera lu nature du lieu.

R e m a r q u e .  —  L a  r é d u c t i o n  e x p l i q u é e  a u  c h a p i t r e  I I  s u p p o s e  

l e s  a x e s  p r i m i t i f s  r e c t a n g u l a i r e s .  O r ,  i l  e s t  é v i d e n t  q u e  s i  l ’ o n  

c o n s t r u i t ,  a v e c  d e u x  s y s t è m e s  d ’ a x e s  d i f f é r e n t s ,  l e s  l i e u x  r e p r é 

s e n t é s  p a r  u n e  m ê m e  é q u a t i o n  d u  s e c o n d  d e g r é ,  c e s  l i e u x  s e r o n t  

t o u j o u r s  d e  m ê m e  e s p è c e  ;  c e p e n d a n t  l ’ u n e  d e s  s u r f a c e s  p o u r r a  

ê t r e  d e  r é v o l u t i o n  s a n s  q u e  l ’ a u t r e  l e  s o i t .  L e s  c o n c l u s i o n s  p r é 

c é d e n t e s  s ’ a p p l i q u e n t  d o n c  à  u n  s y s t è m e  d ’ a x e s  q u e l c o n q u e s .

5 7 ¾  —  L a  d i s c u s s i o n  e s t  r é s u m é e  d a n s  l e  t a b l e a u  s u i v a n t  :

r Les trois ra- / F, a un signe j 
cines de même 1 contraire à celui j Ellipsoïde.

CLASSE. signe. ) des racines. ( »
Genre ellip- j F, =  o ...................Un point.

L’équation du soïde. I F, de même , Rien,
troisième degré —  \ signe. 1
n’a pas de racine
nulle. \ Deux racines ( F, a un signe 1

—  de même signe, t contraire à celui ) Hyperboloïde a
une de signe con- 1 desdeux premiè- j une nappe.

Surfaces ayant traire. i res racines. (
un centre unique. —  j F ,=  o ................... . V i

Genre hyper- f F, de même j Hyperboloïde à 
boloïde. \ signe. ( deux nappes.



Une seule ra- I Les deux au- r, , . . 
cine nulle et pas très racines de P?ralx>loideel- 
de centre. ] même signe. liptique.

Genreparabo- I Designescon- j Paraboloïde hy-
loïde. i traires. t perbolique.

2= CLASSE.

L W , d„ 1 liqS“ ree"ip-
troisième degré a Une seule ra- • i Une droite,
une ou deux ra- cine nulle et une ° ! R‘en- 
dnes nulles. j infinité de cen- \

\ très en ligne Designescon. Cylindrehyper-
~  dr0lte' traires. bo' l(lue- ,

l j Deux plans qui
Surfacesn’ayant l se coupent,

pas de centre, ou Deux racines I
une infinité de nulles et pas de ( Cylindre parabolique, 
centres. centre. (

Deux racines ( », .
nulles et une in- ?Teux. P,ans
Imité de centres j p!1 P an"

\ dans un plan. ( ien‘
E x e m p l e . Quelles sont les surfaces représentées par l’équation

a  (a2 +  2yz) 4 - b { i f-\ -'z zx )-{-c (z *+ 2x y ) = i ,
dans laquelle a , b, c désignent des paramètres arbitraires?

Quelles que soient les valeurs attribuées aux paramètres, l’origine est un
centre de la surface : ainsi l’équation ne comprend que des surfaces à centre.
L’équation du troisième degré en S est

(S— a) (S—  6) (S —  c) —  a2 (S — a)—  6S(S —  6) —  cJ(S — c) — 2aftc =  o,
ou
S3 — (a-+- 6 c) S1 — (a2-t- &2+  c2—  6c— ca—a i) S + a 3-f-6!4-c3—3 a b c= o . 

Si, pour abréger, on désigne par m et n les deux sommes a  +  b +  c et 
bc-t-ca +  ab , on a identiquement

a2-|-f>s+ c 2 — bc — c a —  ab =  mî — 3 n, 
o3+ Ï '3H-c3—3 abc =  m-— 3 mn =  n(m*— 3 n, 

et l’équation en S prend la forme 
S3— mS! — (m2— 3n)S-Hm(ms— 3n) =  (S —  m)[S2 — (m2— 3«)] = o . 

La quantité m2— 3n ou a!+ 6 2-f-c2 — bc —  c a — ab, étant égale à

(a-^±f) + \<P-4\
ne devient jamais négative; elle ne se réduit à zéro que lorsqu’on a 
a=b=c. Dans ce cas, l’équation proposée devient

(* +  y +  *)' =  - î  a

5 1 2  LIVRE VI, CHAPITRE VI.



elle représente deux plans parallèles, réels 011 imaginaires, suivant que le 
coefficient a est positif ou négatif.

Supposons maintenant que les trois coefficients a, b, c  ne soient pas égaux 
entre eux, et représentons par /c! la quantité positive m5— 3»; les trois ra
cines de l’équation en S sont m et ±fc, et l’équation proposée peut être 
ramenée à la forme

im ! +  h/1—  kz' =  i 
par une transformation de coordonnées. La surface est un hyperboloïde à 
"ne ou h deux nappes, suivant que le coefficient m est positif ou négatif 
Lorsque ce coefficient est nul, l’équalion représente un cylindre dont la 
section droite est une hyperbole équilatère.

L’hyperholoïde sera de révolution, si 1 on a m —±k, ou m’ =&*, ccst-ù- 
dirc n =  o ou fcc+ca +  ob = ° .  Alors la direction de l’axe est déterminée 
par les formules (n° 5io)

aa — &p =  cy,
si les trois nombres a, b, c sont différents de zéro, et par les formules

« = - *  P = Y ,
•x

si les deux coefficients 6 et c sont nuls. Dans ce cas l’axe de révolution est 

la bissectrice de l'angle YOZ.

D E U X I È M E  M É T H O D E .

_  on forme les équations qui déterminent le centre de 

la surface -, il y a plusieurs cas à distinguer.
i° La surface admet un centre unique. Dans ce cas, pour 

simplifier, on transporte les axes au centre, et 1 équation se 

réduit à
( ,)  Aæ* +  k h f  -+-A11 z%-+-aB yz -f- aB ’z x  4-2B "x y -h  F , = 0 . 

Lorsque le terme constant F, est nul, le lieu est un point unique 
ou un cône. Pour décider la question, on fait une section par 
un plan parallèle à l ’un des plans coordonnés; si la section est 
une courbe réelle, le lieu est un cône ; si la section est imagi

naire, le lieu est un point.
Examinons le cas où le lerme constant F, est différent de 

zéro. Supposons que l’équation renferme les carrés des trois 
variables; en résolvant par rapport à z, et posant, pour abréger,

Jl—B*—  a ;/A, N =  B/B — h !'W , P =  B‘—  A 7 A', 
on a ________________— —

A "z  =  —  (B'æ +  By) ±  VM** -t- aN.xy -+- Py —  A ' t  „
33GFOM. AK.4LTT.
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Le plan

(2) A; 2 = — (B'ic-t-By)

est le plan diamétral des cordes parallèles à OZ. La section de 
la surface par ce plan diamétral se projette sur le plan XOY 
suivant la courbe définie par l’équation

(3) Ma:s-(-9Nir?/+Pÿs — A ^ F ^ o .

Cette courbe admet un centre unique ; car on a

N*— MP =  A"D,

I ) étant le dénominateur ou le déterminant relatif auxéquations 
«lu centre. En outre, le terme constant —  A"F, est différent de 
zéro.

Supposons que le lieu défini par l’équation (3) soit du genre 
ellipse; ce lieuseraune ellipse réelle ou une ellipse imaginaire; 
mais pas un point. Si le lieu est une ellipse réelle, la 
courbe a pour centre l’origine, et l’on sait que le polynôme 
Mæ2+ 2  +  Py* —  A"F, conserve un signe invariable, lors
qu’on remplace x  et y par les coordonnées d’un point intérieur 
(ce signe est celui du terme —  A"F,); pour tous les points exté
rieurs, le polynômea un signe contraire. Si la quantité — A/7F, 
est positive, tous les points de la surface se projettent à l’ inté
rieur de l’ellipse ; la surface est donc un ellipsoïde. Si la quantité 
— A"Ft est négative, les points de la surface se projettent en de
hors de l’ellipse, et l’on a un hyperboloïde à une nappe. Lorsque 
le lieu est imaginaire, la fonction Ma;* +  zisxy ■+■ Pt/*—  A^F, 
conserve un signe invariable pour tous les points du plan XOY 
(ce signe est celui du terme — A"F,) et ne s’annule pas; si la 
quantité —  A^F, est positive, la surface se compose de deux 
nappes indéfinies séparées par le plan diam étral; c’est un hy
perboloïde à deux nappes; si la quantité —  A'VF, est négative, la 
valeur de 3 étant toujours imaginaire, l’équation (1) n’a pas 
île solution réelle.

Supposons actuellement que l’équation (3) définisse un lieu 
du genre hyperbole; le terme —  A^F, étant différent de zéro, 
le lieu est toujours une hyperbole, et non le système de deux
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droites. Si la quantité —  A"F, est positive, tous les points de la 
surface se projettent entre les deux branches de l’hyperbole ; 
la surface est donc un hyperboloïde à une nappe. Si la quantité 
— A^F, est négative, la surface est un hvperboloïde a deux 
nappes.

On peut remarquer que le signe de la quantité — .V'F, indi
que si le diamètre OZ est réel ou imaginaire. Ce diamètre, joint 
à deux diamètres conjugués de la section, forme un système de 
trois diamètres conjugués de la surface qui permettent de re
connaître immédiatement l’espèce de cette surface. Supposons 
que la section diamétrale soit une ellipse réelle, cette ellipse 
admet deux diamètres conjugués réels; si la quantité — A7/Fi est 
positive, le troisième diamètre étant aussi réel, la surface est 
un ellipsoïde; si cette quantité est négative, le troisième dia
mètre étant imaginaire, la surface est un hyperboloïde à une 
nappe. Lorsque la section est une ellipse imaginaire, elle admet 
deux diamètres conjugués im aginaires; si le troisième dia
mètre est réel, le lieu est un hyperboloïde à deux nappes; s’ il 
est aussi imaginaire, le lieu est un ellipsoïde imaginaire. Sup
posons maintenant que la section soit une hyperbole; de deux 
diamètres conjugués de cette hyperbole, l ’un est réel, 1 auti c 

imaginaire; si le troisième diamètre est réel, la surface est un 
hyperboloïde à une nappe; s’il est imaginaire, la surface est 

un hyperboloïde à deux nappes.
Nous ferons encore remarquer que la section diamétrale est 

la courbe de contact d’un cylindre circonscrit à la surface et 

ayant ses arêtes parallèles à Taxe des z.
Lorsque deux des coefficients À, k!, A/;, par exemple A et A , 

sont de signes contraires, la surface est un hyperboloïde ; car 

la section faite par le plan 2 = 0  est une hyperbole.
Supposons maintenant que l’un des coefficients des carrés, 

X" par exemple, soit nul, Téquation 

(4) a(By+ B'*) 2 +  (A*2 -+- AY- -I- 2R"*2/ - t-F ,)= o

étant du premier degré par rapport à s, à tout système de 
valeurs réelles de a; et de y correspond une valeur reelle de z ;  
ainsi la surface s’étend à l’infini ; c’est donc l’un des deux hy-
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perboloïdes. Le cône asymptote est représenté par l’équation
2 (B y+ W x) z  -4- ( Aæ3+ A'y* -f- iB "xy )= o ;

la droite OZ est une arête de ce cône. Si la surface est un liy- 
perboloïde à une nappe, deux droites parallèles à OZ sont 
situées sur la surface ; or, les équations d’une droite pa
rallèle à OZ sont x —a, y = $ ;  la coordonnée z  du point 
d’intersection de cette droite et de la surface est donnée par 
l’équation

2 ( R p + B 'a )Z -h  Aa’ A!p* -+- 2R'7a|3 -+ -F , =  O.

Pour que la droite appartienne à la surface, il faut que l’on 
puisse choisir a et p de manière que l’équation précédente soil 
vérifiée quelle que soit z, c’est-à-dire de manière que l’on ait 
simultanément

R (i-(-  R 'a =  o, Aa! -f- A ',8* 4 -  2R//a3 F, =  o ;
S__E?, B.=_________ ....................
1 R A B2-+-A7R/2—  o.BB'B"

La surface est un hyperboloïde à une nappe, si la valeur de a1 
est positive, un hyperboloïde à deux nappes, si cette valeur est 
négative.

2° La surface est dépourvue de centre. Cette surface ne peut 
être que l’un des paraboloïdes ou le cylindre parabolique. Si 
c’est un paraboloïde, l’un au moins des trois plans coordonnés 
n’est pas parallèle à l’axe, et donnera une section elliptique ou 
hyperbolique, suivant que le paraboloïde est elliptique ou 
hyperbolique. Si la surface est un cylindre parabolique, les 
sections par les trois plans coordonnés sont des paraboles.

Lorsque la surface est un paraboloïde, les plans diamétraux 
représentés par les équations f'x= o, [y— o, [L —  o se coupent 
suivant des droites parallèles à l’axe de la surface; de deux de 
ces équations, on déduira les coefficients angulaires a et b de 
l’axe. Les plans perpendiculaires à l’axe sont définis par l’équa
tion ax +  b y + z  —  l', le lieu des centres de ces sections paral
lèles, ou l’axe de la surface, est donné par les équations (n«4g6)

(k= U = !L .
a b i



3° La surface a pour centres tous les points d’ une droite. La 
surface est un cylindre; l ’un au moins des trois plans coor
donnés n’est pas parallèle à son axe; la section du cylindre par 
ce plan détermine son espèce.

4° La surface a pour centres tous les points d’un plan. Dans 
ce cas, le lieu est l ’ensemble de deux plans parallèles, un plan 
unique, ou l’équation ne représente rien. Pour décider la ques
tion, on fera une section par l’un, des plans coordonnés non pa
rallèle au plan des centres.

E xemple I. 4cc2-f-3y * g s 51 -+- 8xz +  4x!/ +  4y -b  8 z-t-g  =  o.

Les équations qui déterminent le centre sont

2X 4-1/-)-2z =  o, 2 x + 3 y - l - 2 = o ,  4x +  gs-t- 4  =  o.

te s  équations n’ admettent qu’une solution x  —  >̂'  y =  — 3 , z  =  —  2. Si

l'on transporte l’origine au centre, le terme constant prend la valeur —  5, 

•H l’équation se réduit à

4xs-|- 3ys-+-9s’  8 x z  -f- 4xy —  5 =  o.

E» résolvant par rapport à x,  on a

2X =  —y — 3 8 ± V — 2ÿ* — 5zs-t-4ÿ*-t- 5.
L’équation — 21/— 5s5-|-4y2 +  5 =  o

représente une ellipse réelle ; le terme constant sous le signe radical étant 

positif, la surface se projette sur le plan des t/i h l ’ intérieur de l’ ellipse ; c’est 

donc un ellipsoïde.
Si l’on remplaçait, dans l'équation donnée, le ternie constant 9 par i4 ,la  

nouvelle équation aiusi obtenue ne représenterait plus qu’un point. Si l’on 

remplaçait le terme constant par un nombre plus grand que 14, l’équation 

n’admettrait plus de solutions réelles.

Exemple II. 4* 2— 1 5ys—t— 14j/s—J—4s —  4xy-+-4* — 34y-t-24® — 18 = 0 . 

Les équations qui déterminent le centre sont

2 x — y + z +  i =  o, 2 x —t - i %  —  l z - \ -  17 =  0, 2 x + 7 y + i 2  = 0 .

3 3 1
Elles n’admettent qu’une solution x = — -» y = ---- * 2 =  — l - Lorsqu 011

1 4  2

transporte l’origine au centre, l’équation de la surface devient 

4 xs —  i 5y! +  i 4 y s +  4s *  —  4a y — 6 = 0 .

Celle-ci résolue par rapport à x  donne

2X= y — lfiy’  — i6ys-t-('-

L’équation z8-|-ifiy1— =  0
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représente une hyperbole ; le terme constant sous le signe radical étant 
positif, la surlace est un hyperboloïde à une nappe.

Lorsqu’on remplace dans l’équation proposée le terme — 18 par — i a, on 
obtient une nouvelle équation qui représente un cône ; si l’on remplace le 
terme constant par un nombre plus grand que — ia, on a un hyperboloïde 
à deux nappes.

E xemple 111. 4x ’ +  4!/, +  i k * — iayz-4- 4xy4 -4x 4 -ay-)-3z=:o.

Les équations qui déterminent le centre sont

a s + y + i  = ° .  3X-H4y — 6 z + i = ° ,  4y —  8z— 1 = 0 .

Si l’on retranche la première de la seconde, on obtient l’équation 
y—  az =  o, ou 4!/ — 83 =  0, 

incompatible avec la troisième. L’équation proposée représente donc une 
surface dépourvue de centre. L ’équation de la section de la surface par le 
plan des xij est

4*’+  4ys+ 4 * y - t-  4*4 - 21/ =  o ; 

cette section étant une ellipse, la surface est un paraboloïde elliptique. 
L’axe, ayant pour coefficients angulaires — 1 et a, est représenté par les 
équations

—  (8a;+4y4-4) =  aa!4-4y — =  a.{z—  iay +  3.

E xemple IV. 4* ’ — — i az34- ia y z4- 4a;t/4 - 4x-|-ay4 - 3z =  o.

Les équations qui déterminent le centre sont

aa3+y4-i =  o, ax —  ay+ tiz +  i = 0 ,  4y—  8z4-i =  o.

Si l'on retranche la seconde de la première, on obtient l'équation y— ix=o, 
incompatible avec la troisième; ainsi la surface n’a pas de centre. Le plan 
des xy  coupant la surface suivant une hyperbole

403* —  a y * + 4 x y + 4 ; r + a y  =  o ,

la surface est un paraboloïde hyperbolique dont l’axe a pour équations

— (8x +  4y + 4)=  — ay4- 6s + a x + i  =  — a4z + i a y + 3. 

Exemple V. x ï -|-ayï14-4z* — 4yz — aæi/4 -aa;— ay — 4 = 0 .
Les équations qui déterminent le centre sont

X — y + i  =  o ,  a y — a z  —  X —  1 =  0 ,  y  —  a z  =  o .

E11 ajoutant les deux premières membre à membre, on obtient la troisième-
donc la surface admet pour centres tous les points de la droite x — i z _1
y  =  az; sa trace sur le plan X O Y  est l’ellipse réelle

x ’  +  ay’ — axy+ aaî— ay — 4 =  0.

Ainsi, l.i surface est un cylindre elliptique.
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T R O IS IÈ M E  JU É T IIO D E .

"•y 4 —Cette méthode est basée sur certaines transformations 
(lUe l’on peut faire subir à une fonction du second degré à trois 
variables, et elle revient, comme nous le verrons, à une trans
formation de coordonnées. Dans ce qui suit, les lettres a, b, c, k 
désigneront des quantités constantes, et les lettres a, p, y des 
Jonctions linéaires d’une ou de plusieurs des variables x , y , z.

Considérons en premier lieu un polynôme du second degré 
à une seule variable x,
(1) Aæ2- t - R i t ; + C ;

le coefficient A étant différent de zéro, on peut écrire le 
polynôme

. / B V  „  Rs 
A 4â,"

elj par conséquent, le ramener à la forme
(2) £las +  /c.

Soit maintenant un polynôme du second degré a deux va
riables
(3) ■ Aæ* -+- Ræy -t- C i f  H- Dx +  Ey -f- F,

dans lequel nous supposerons d’abord que l’un des coefficients 
de x* et de y%, C par exemple, n’est pas nul. Le polynôme (3) 
est du second degré par rapporta?/,en l’ordonnant par rapport
à cette variable, 011 a

Cys -H  (Ba?+ E) y  -t - Aæ2 4 - Dæ+ F,
ou

/  l t e + E \2 . , „  (Bæ-+-E)2
C ( ÿ_ -̂---- Ï C ~ )  + A * - - f - D a î  +  F ^

••a seconde partie Aæ’ +  I te -t-F — ■— ^  est un polynôme

en x  du second ou du premier degré, ou une constante. Si elle 
est du second degré, on la mettra sous la forme b^-i-k', ainsi, 
lorsque le coefficient C n’est pas nul, 011 peut réduire le poly
nôme (3) à l’une des formes
(4) aa‘ -hbV-hli\
(5) aciü-h[i,
(6)
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Lorsque les deux coefficients A et C sont nuls à la fois, R est 
nécessairement différent de zéro, et l ’on a

Rxy +  D ^ -H E ÿ+ F  =  a;(Ry +  D )+ E ÿ4 -F

=  ( *  +  ! )  < %  +  D) + ( F - f ) ; 

le polynôme prend la forme

(7) a p + A .

11 est bon de remarquer que la forme (7) se ramène à la forme 
(4); car on a identiquement

Mais les polynômes ^  contiennent les deux variables

x  et y , tandis que dans le polynôme (4) la fonction p ne ren
ferme que la variable x .

Considérons enfin 1111 polynôme à trois variables

(8) h x -  4- A 'y ' -  -f- A " z '  4- i B y z 4 -2R :z x  4- 2R " x y

4-  2 C x  4- 2C' y  4 - 2C"z4- F, 

et supposons que l’un des carrés, s2 par exemple, ait son coef
ficient différent de zéro. En ordonnant par rapport à ;, on a

A"-*4- 2(Bÿ4 - V > 'x  4- C") «4-Aa:,4-A/jy,4- 2R " x y  4- : > .C x 4 -2C ' y  + F , 

ou

A" ( z  4- +  'j 4- A x * 4- A ' y * 4 - i W x y 4- ? . C x 4 - 2C1/

, „  (Bÿ4-B'aH-C")‘
A"

La seconde partie est un polynôme du second ou du premier 
degré par rapport aux variables x  et y ,  ou une constante; si 
elle est du second degré, on la mettra sous l’une des formes 
( 4 ) ,  ( j ) ,  ((>); ainsi le polynôme ( 8 )  prendra l’une des formes

(9) a a t ' + b p ' + c f + k ,  (10)  a a s+ & p *  +  Y> ( 1 1 ) a a 2+  k,
( 1 2 )  a a 8 +  p ,  ( i 3) a<x2 +  A\

Lorsque les trois coefficients A, A ', A" sont nuls à la fois, l ’un 
au moins des coefficients R, R , R", par exemple B> est diffé-
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rent de zéro; alors on a

aR yz +  iB 'z x + 2R " x y + 2C3;+ 2  C'y + 2C " z + F 
= 2  (2R//+ 2C") +  2R"Æÿ +  sCx  +  zC'y +  F

=  (^2+-^-3: +  ^  (2Rÿ +  2R/Æ +  2C//) + 2 ÜÆ+ F

aR/R// , 2R"C" 9.VAV aC'C'7 
R X ~ R X B X R

I-a seconde partie étant un polynôme en x  du second degré 
au plus, le polynôme proposé peut être ramené à l’une des 
formes

(*4) a|3 +  Cy* +  /f,
(ï5) “P +  Y>
(»6; *8 +  k.

Si l’on remplace le produit a8 par (^ ~ ~ j —  ( J » les

formes (14), (i5), (16) se ramènent aux formes (9), (10), (n ).
— Cela posé, lorsque l’on donne une équation numéri

que du second degré, on commence par ramener le premier 
membre de cette équation à l ’une des formes précédentes, et il 
est facile d’en déduire l ’espèce de la surface. Considérons, par 
exemple, le cas où l’équation peut être mise sous la forme

(9) i.aa2 +  6p*H- CYa+ f t = o .

Imaginonsque l’on effectue une transformation decoordonnées 
en prenant pour plans des y'z1, des 
z ' x et des x 'y 1 les plans définis par 
les équations a = o , (3=o, y = o . 
D’un point quelconque M de l’espace 
(fig. 3i 8) abaissons une perpendicu
laire MN sur le plan X/0 /Y/et menons 
MI parallèle à O'Z1 ; désignons par 
x . y, z les anciennes coordonnées du 
point M, par x ’ , y', z' les coordonnées 

nouvelles, par 9 l’angle des deux droites MN, MI, angle qui 
est le même pour tous les points de l’espace, et soit enfin 
Y=m x-{-ny-+-pz +  q. La perpendiculaire MN a pour expies-



sion dans le premier système de coordonnées (nu 438) 

y  +  mx -+-ni/-hpz-hq ±  y

Vm2-t-)t2-(-ps ~ ’ Vm*+ns-(-p4
et dans le second

MN =  =h z /cos9.

Dans chacune des formules, le signe du second membre change 
lorsque le point M passe d’ un côté du plan X'O'Y' à l’autre ; 

si donc on appelle h le produit V<h2 -+-ft2 -t-p2 X  cos 6, affecté 
d’un signe convenable, on aura pour tous les points de l’espace 
la relation y =  hz1. On démontrerait de même les relations 
$ = g y ',  «— fx' .  Il en résulte que l’équation de la surface, par 
rapport aux nouveaux axes, est

(17) af>x ,i-hbg,-ij/i-+cliî zli+ k = o .

La surface est une surface a centre unique, et les nouveaux 
plans des coordonnées sont trois plans diamétraux conjugués. 
L’espèce de la surface est indiquée immédiatement par1 les 
signes des coefficients a, b, c, k.

5 7 0 — R e m a r q u e  I. La transformation des coordonnées sup
pose que les plans définis par les équations a = o ,  |5= o ,  y =  o 
se coupent en un point unique. Cette condition peut n’être pas 
remplie, lorsque les fonctions linéaires a, p, y sont prises arbi
trairement; mais elle l’est toujours lorsque ces polynômes pro
viennent de la transformation d’ une fonction du second degré 

d’après la méthode indiquée.
R e m a r q u e  U. Lorsque les trois coefficients a ,  b, c, n’ont pas 

le même signe, la surface est un hyperboloïde ; si, dans l’équa
tion (18), on supprime le terme constant k, on obtient l’équation 
du cône asymptote par rapport aux nouveaux axes; on en 
conclut qu’en supprimant la même constante k dans l’équation
(9), o n  obtiendra l’équation du cône asymptote par rap port  aux 

axes primitifs.
R e m a r q u e  III. Lorsque a e t  b sont positifs, c et k négatifs, la 

surface est un hyperboloïde à une nappe. Si l’on pose c =  —  c„ 
A =  —  kt, l’équation devient

a #* — — i>[32.
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Les deux systèmes de génératrices rectilignes sont donnés par 

les équations

j *và+Y vër=  ̂(v*7-h p v&) » | « v« -h y = f7- (v̂ i—?\Æ)>
) «Va—yVèr=̂ (V*7— PV*)» I “V«—yVë7= 7,(v̂ *7-+-PV̂)>l A l I

dans lesquelles X et sont des paramètres arbitraires.
Sï'S'—Lorsque le premier membre de l’équation se réduit 

à la forme (10), on reconnaît par la même transformation que 
la surface est un paraboloïde, elliptique ou hyperbolique, sui
vant que les coefficients a et b ont le même signe ou des signes 
contraires. Dans ce dernier cas, si l’on suppose a positif, b néga- 
tif et égal à — 6„ on voit que les deux sy stè m e s de génératrices 
rectilignes sont définis par les équations

l «Vâ-l-pV̂ =>.5 l « Va—p V5T=fi»
)« \/a— j a Vrt +  P V&î= — f- ;
( ’ A [ r

les droites du premier système sont parallèles au plan 
a s]u -+- p \̂ 6| =  o, 

celles du second système au plan
<x\Jâ— p\/6i=o;

l’ensemble des deux plans directeurs est représenté par l'é
quation aa* —  b,p' =  o, ce qui est conforme à  la remarque du 
n° 570.

Lorsque le premier membre se réduit à la forme (11), en 
prenant pour nouveaux plans des coordonnées les deux plans 
«=o, [j—o, et un troisième plan non parallèle à la droile d’in
tersection des deux premiers, on voit que la surface est un 
cylindre elliptique ou hyperbolique. La forme (12) correspond 
au cylindre parabolique, et la forme (i3) àu système de deux
plans parallèles. •

Les formes (14), (i5), (16) se ramènent aux précédentes ; 
mais celte réduction n’est pas nécessaire. On voit directement 
que la forme (14) donne un hyperboloïde à une nappe, si cet A 
ont des signes contraires, un hyperboloïde à deux nappes s ils 
ont le même signe. Dans le premier cas, soit c positif, k négatif
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et égal à — kt ; les équations des deux systèmes de génératrices 
rectilignes de la surface sont

( y  \Jc -H \/Â\==Xa, ( y  \Jc —  —

j y  Vc —  \Æ =  -  S  j y  \/c +  V * T = —
« *

La forme (i5) correspond au paraboloïde hyperbolique; les 
deux systèmes de génératrices rectilignes sont représentés par 
les équations

j . - V  |f=m

Enfin la forme (i6) donne un cylindre hyperbolique.
5 7  8—Dans ce qui précède nous avons supposé les axes rec- 

langulaires. On peut employer la même méthode de transfor
mation quand les coordonnées sont obliques, et l’on reconnaît 
aisément que l’on a

p z' cos 9'
‘i = m x + n y + p z + q = ± "  œs9 .

0 et 8' étant les angles que la normale au plany=o fait avec les 
axes OZ et O Z7; il en résulte, comme dans le cas des coordon
nées rectangles, y= h z /, h étant une constante.

E x e m p l e  I. 4œ, + 3y8+ g ; 2-|~8æ.ô-t-4æ y + 4!/ +  8 2 + 9 = 0- Le premier 

membre de l’ équation, ordonné par rapport à x ,  est

4®, 4 -4æ ( y + a a ) + 3y*-t-93, 4 - 4y + 8 .2 + 9 ,  

ou ( a o t + y + a z ) 11— ( y + a 2 ) , + 3 y , + 9 2 * + 4 y + 8 z + 9 ,

et, en faisant les réductions dans la seconde partie,

( a . T - t - y  +  a z ) , - t - a y ! + 5 z ï  —  4y ~  +  - f - 9 -  

La seconde partie, ordonnée par rapport à y , devient 

•n /—  4ÿ (z  —  i ) + 5 2 2 + 8 s - l - 9 = 2 ( y — z +  i ) 2 —  a ( z  —  i ) 2 + 5 z *  +  8 z + 9 .  

Enfin la dernière partie de ce nouveau poljnôme est 

3 s 2 - + - i 2 z - t - 7  =  ^ ( z + a  Y —  5 .

Il résulte de ce qui précède que l ’équation proposée peut se mettre sou> 

la forme
(a æ -f-y + a z ) , + a ( y  — z + i ) a +  3 ( z + a )! — 5 =  o.

Celle équation représente un ellipsoïde, et les trois plans définis par les
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équations

2X +t/ +  25 =  0, j/—  .2 +  1 = 0 ,  5 4 -2  =  0, 

sont trois plans diamétraux conjugués de la surface. Ces plans se coupent 

au point a: =  Z , y = — 3, s = — 2, qui est  le centre de la surface.

E xem ple II. 4 ® *— i 5 y 2+ i 4 y 5 + 4 5 a : — 4x y + 4® — 34y + 24s — 18=0. 
On a successivement

4 x%— i5 j/* 4 - i4 y 2 4 -4 s x  —4^ i/4- 4* — 3 4 1/4 -24 5 — 18 

= 4 ^ - 4 - 4 ^ ( 5 — y 4 _ i ) _ i 5y, - ( - i 4y - — 3 4 1 / 4 - 2 4 5 — 1 8  

=  (20; — ) / 4 - 5 4 - i) s — i 6 y * +  i(ij/5 —  s ’ —  32ÿ 4 -2  2a —  19 ;
puis

l(iy2+  i6j/(î —  2) —  2*4-2 25 —  19 =  —  4 ( 2y — 5 +  2 )*+ 3 5 2+  6s —  3 ; 

el e»fin 35*4-62 — 3 = 3 ( 2 4 - 1 ) *  — 6.

Inéquation proposée prend la forme
( a * —  y  4 - 2 4 - 1 )*— 4( a y —  2 + a ) * + 3 ( î + i ) ’ —  6 =  ° ;  

elle représente un hyperboloïde à une nappe. Les équations des deux 
systèmes de génératrices retilignesde la surface sont

( 2 Æ - f - 3 y —  5  + 5  =  X [ ^ 6 + ( 5 + 1)\^3 |>

| ix  — 5y 4-35 —  3 =  ^ 6  — (s4 - i ) V 3"1»

( 2 x 4 - 3 y  —  2  - f- 5  =  ( i [ V 6  —  ( 5 -t— 1 ) ] ’ 

j i x — 5y +  3s — 3 =  ^[\/64-(54-i)V3]'

L’équation du cône asymptote est

(2X —  y + 2  +  0 * —  4(2y —  s 4 - 2)’ 4 - 3 (5 -t- i ) ! =  o.

Exem ple 111 . 4æ * + 4y s + i » 2! — - i 3! / * + 4* y + 4£ t + 2ÿ + 3 5 = o .

On a 4 x * 4 -4 * { y 4 - i)4 -4 y , 4 -i» 5*— i2 y ? 4 -2 y -i-3 5

= ( 2 s e + y + i ) ’+ 3 y * + i a i * —  i2 y 5 - t -3 5 —  1,

3y * + ia s * — i 2y a + 3z — i = 3 (y— 2S ) * + 32— 1, 

el l’équation de la surface peut se mettre sous la forme 

(205+1/4-1)* +  3 (y— 25 )*+  35— 1 =  0; 

elle représente un paraboloïde elliptique.

E xem ple IV. 4®5— »y*— J25s+ i 2ÿ2 4-4ry+4®-t-2!/ +  35=o. L équa

tion se met sous la forme

(2Æ + y +  i)J —3(y — 22)s+ ( 3 s  — i)  =  o; 

elle représente un paraboloïde hyperbolique.



L e s  d eu x systèm es de g én éra trices  rectilign es de la su rface son t donnés 

par les équations

j aæ +  y + i + ( y  — 2î )V3 =  À,

i a x + y + i  — (ÿ — 2S)V3= i ( i  — 3s);

a æ - t - ÿ - + - i + ( y  — a s ) \ /3  =  [i ( i  —  3 s ) ,

a x + y + i  —  ( ÿ — » s ) V  3 = ~ *
I»

E xem ple V. x’ -M y’ -t-s’ —  4ÿ2 —  as.r+4£</4-6x4-4y —  5s-f-3  =  o . 

O rdonné p ar ra p p o rt à  a ;, le  p rem ier m em b re s 'é crit

æa+ a a : ( a ( / — z-t-3)-H4!/!+ s ! — 4y s + 4!/ — as+  3 
=  (x+ ay — s -4-3)’ — 8y-+-s — 6, 

et l 'équation proposée prend la form e

(x + a y  — *-t-3)* + (ï — 8y — 6) =  o;

elle re p ré se n te  un cylindre paraboliqu e ; les arêtes du cylindre son t p aral

lèles à la d ro ite  déterm in ée p ar les d eu x équations

x - i - a y  —  s - | - 3  =  o , s  —  8y —  6 =  o .

Exem ple V I. Indiquer les diverses su rfaces re p ré se n té e s  p a r  l’équation  

Æ! 4 - ( a m 2 + 1  )(y’ -M s) — a  (y z + z x + x y )  =  a m s  — 3m-+- x, 

dans laq u elle  m est un p aram ètre  v ariab le . L e  second m em b re est un poly-

— i rdb \/3 ,
nôm e du troisièm e degré dont les  racines sont 1 et ------- -------- î si l'on pose

m ' =  — I +  — -» 011 écrira  ce  polynôm e sous la form e
a a

a (m  —  m1) (m —  m ")  ( m —  1 ) .

L o rsq u e  le p aram ètre  m e st différent de z é ro , si l’on tran sfo rm e le p re 

m ier m em b re en une som m e de c a rré s , l’équation devient

( x -  y ■ 3 )’ + 2 m" (y i ) * ’

=  a (m — m')(m — m")(m— t).

L o rsq u e  le p ara m è tre  m  est égal à  zéro , l’ équation se réd u it à 

( x  —  y  —  *)*  —  4y i =  1 .

La racine m’1 est plus petite que l’unité, la valeur absolue de m'est au con
traire plus grande que l’unité.
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• i° Quand le paramètre m a une valeur comprise entre — co eln ï, les 
coefficients des carrés étant positifs et le second membre négatif, on a un 
ellipsoïde imaginaire. Lorsque m acquiert la valeur de m\ le lieu est un 
point.

2° Quand m est compris entre m'et — i, les coefficients des carrés étant 
positifs, ainsi que le second membre, la surface est un ellipsoïde. Pour 
m = — i, l’ellipsoïde se change en un cylindre elliptique.

3° Quand m est compris enlre — x etm", le lieu est un byperboloïde à 
une nappe. Cet intervalle comprend la valeur m=o, à laquelle ne convient 
pas la première forme ; mais la seconde forme montre que dans ce cas la 
surlace est toujours un hyperboloïde à une nappe. Pour m=m", l’hyperbo- 
loïde se change en un cône.

4’  Lorsque m est compris enlre m" et + i ,  le second membre devenant 
négatif, on a un hyperboloïde à deux nappes. Pour m = i on a une droite.

5° Enfin quand m est compris enlre i et + œ  , on a de nouveau un ellip
soïde.

Pour que la surface soit de révolution, comme les trois coefficients B,B',B" 
sont différents de zéro, il faul que l’on ait les relations

BB" B'B BB'A ---------- g — A -  g v — A - w ,

qui se réduisent ici à m =  o. Dans ce cas, l'équation peut être mise sous la 
forme

2 (x1 +  y* +  s5) —  (x-+-y + j ) ! =  i ; 

et l’on voit par cette forme même que la surface est de révolution.
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CHAP IT RE VII

Théorèm es généraux su r les su rfaces du second degré.

5 7 9  — L’équation générale du second degré

( 0  A as’ - M / ÿ *  +  PJ'z*+2&yz->ri'&zx+2R"xy 
- t - a C x + a C ' y  +  2 C " z  - I -  F = o ,  

entre les trois variables x ,  y , z, renferme dix termes, et la 
surface définie par cette équation dépend de neuf paramètres 
arbitraires, les rapports de neuf coefficients au dixième. Il faut



donc neuf conditions géométriques pour définir une surface 
du second degré, en supposant que chaque condition géomé
trique s’exprime par une relation unique entre les coefficients. 
Ainsi, par exemple, une surface du second degré est déter
minée par neuf points.

5 SO— Pour exprimer qu’nn plan A x  +  Bi/ +  Cz 4- D =  0 
est tangent à une surface F (x , y, z) =  o, on observe que les 
coordonnées (x , y, z ) du point de contact doivent vérifier à la 
fois l’équation de la surface et celle du plan ; en outre ce plan 
devant coïncider avec le plan tangent qui a pour équation

(X-x)F; - h  (Y -  y) F; +  (Z -  z )  Fi=o, 
on devra avoir les relations

A B — C'
L’élimination de x ,  y , z  entre ces quatre équations donne 
une relation entre les coefficients variables renfermés dans 
l’équation de la surface. Puisque le contact d’un plan et d'une 
surface quelconque s’exprime par une seule équation , il faut 
également neuf plans tangents pour déterminer une surface 
du second degré.

On peut faire le calcul d’une autre manière, quandlasurface 
est du second degré; car la ligne d’intersection d’une surface 
du second degré et d’un plan tangent se compose de deux 
droites, ou se réduit à un point, c’est-à-dire à deux droites 
imaginaires conjuguées. Pour exprimer qu’un plan est tangent 
à la surface, il suffira donc d’écrire la condition pour que la 
ligne d’intersection se réduise à deux droites.

On voit facilement qu’un plan tangent avec le point de con
tact équivaut à trois conditions.

Pour exprimer qu’une surface du second degré est un cône, 
on écrira que les coordonnées du centre vérifient l’équation 
de la surface, ou que le nouveau terme constant F, =  F +  C a 

-+- C 'b -+-C"c, quand on transporte l’origine au centre, est nul. 
ce qui donne une relation entre les coefficienls. On exprimera 
(jue la surface est un paraboloïde en égalant à zéro le déno
minateur commun ou le déterminant des coordonnées du
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centre, ce qui donne la relation

AA'A" -  AR2— A'B'2 —  -t- r>.BB R/ =  o.

Ainsi huit points suffisent pour déterminer un cône du se
cond degré ou un paraboloïde. On exprimera que la surface 
est un cylindre en égalantà zéro le dénominateur des coordon
nées du centre et l ’un des numérateurs, ce qui fait deux con
ditions; ainsi sept points suffisent pour déterminerun cylindre 
du second degré.

On arrive aux mêmes résultats par la décomposition en car
rés. Pour que la surface soit un cône, il faut qu’après avoir 
formé les trois carrés variables, on obtienne une partie con
stante nulle. Pour que la surface soit un paraboloïde, il faut 
qu’après avoir formé les deux premiers carrés, la partie res
tante soit une fonction du premier degré à une seule variable ; 
on égalera donc à zéro le coefficient du terme du second degré. 
Pour que la surface soit un cylindre, il faut que celte partie 
restante soit une constante; on égalera donc à zéro les coeffi
cients des termes du premier et du second degré. Pour que la 
surface soit un cylindre parabolique, il faut qu’après avoir 
formé le premier carré, la partie restante soit une fonction du 
premier degré à deux variables; ceci revient à dire que la 
partie du second degré dans l’équation proposée est un carré 
parfait, ce qui exige que l’on ait

, R B 7 R"B 4„  IÎR'
R ~ ~  R ^ ~  R" =

Ces relations expriment que l’équation du troisième degré en S 
a une raison double égale à zéro.

5 8 1 — Pour qu’une droite soit située entièrement sur une 
surface de l’ordre m, il faut, comme nous l ’avons vu au n° 552, 
que l’équation résultant de l ’élimination de x  et y entre les 
équations de la droite et celle de la surface soit vérifiée quelle 
que soit z , ce qui donne m -f- i relations entre les paramètres 
variables de la surface. On arrive à la même conclusion, d ’une 
autre manière, en observant que, pour que la droite appartienne 
à la surface, il faut et il suffit que les coordonnées de m -I- i de 
ses points vérifient l’équation de cette surface. En particulier, 
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si la surface est du second degré, une droite équivaut à trois 
points, et trois droites déterminent la surface. Si, parmi les 
points donnés, quatre ou un plus grand nombre sont sur une 
même droite, ces points ne devront être comptés que pour 
trois.

Trois droites quelconques définissent un hyperboloïde à une 
nappe. Deux droites quelconques et deux points définissent un 
paraboloïde hyperbolique. Cinq droites passant par un même 
point définissent un cône du second degré ; car les points où ces 
cinq droites percent un plan déterminent une courbe du se
cond degré qui, avec le sommet, définit le cône.

THÉORÈME I .

5 8 2 — P a r neuf points donnés on peut toujours faire passer 

au m oins une surface du second ordre.
Nous avons dit que neuf points déterminent une surface du 

second ordre; il reste, toutefois, à examiner si le système des 
neuf équations du premier degré entre les coefficients admet 
toujours une solution. Si l’on appelle x ',  y1, z1 les coordonnées 
du premier point, x " ,  y ", z11 celles du second, etc., on aura, 
pour déterminer les rapports de neuf des coefficients au 
dixième, des équations de la forme

Ax1* -+- A V *  4 - A^z'* -|- ‘Æ y'z’ -t------ =  o ,

Aa/'M-Ay......................... =  o,

.........................................................................................................................* ..........................

Pour former le déterminant, on prend un terme dans chaque 
ligne horizontale et un terme dans chaque colonne verticale, 
de toutes les manières possibles; deux termes du déterminant 
ne peuvent être composés exactement de la même façon, et 
par conséquent, le déterminant n’est pas identiquement nul; 
il y a donc en général une solution et une seule.

Supposons maintenant que, pour une position particulière 
des points donnés, le déterminant soit nul; ce déterminant est 
une fonction du second degré des coordonnées de chacun des
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points ; si l’on y remplace x 1, y', z1 par les variables a;, y , z, on 
obtient une fonction du second degré f ( x ,  y , z). -Considérons la 
surface du second degré représentée par l’équation f  (x ,y ,z )  = o  ; 
cette surface passe par le premier point; car, si l’on remplace 
x ,  y , z par x?, y1 z', on retrouve le déterminant qui est nul. 
Elle passe aussi par le second point; car remplacer x , ÿ, z par 
x " ,  y ", z " dans l’équation revient à remplacer dans le détermi
nant x ',  y1, z1 par x " ,  y ", z " , et on sait qu’alors le déterminant 
devient identiquement nul. La surface passe de même par 
chacun des autres points, et l’on a ainsi une surface du second 
degré passant par les neuf points donnés.

Nous avons ordonné le déterminant par rapport à x ' , y z ' ;  

le raisonnement serait en défaut, si tous les coefficients étaient 
nuls; mais alors on ordonnerait par rapport à x 1', y1', z " , ou 
par rapport k x " ', y zw, etc. ; le raisonnement ne serait en 
défaut que si tous les coefficients de ces divers polynômes 
étaient nuls à la fois. Supposons que ceci ait lieu, et considé
rons le coefficient de l’un destermesdans le premier polynôme; 
ce coefficient contient les coordonnées x " ,y “, z" ,x" ',y " ',z" ', etc.; 
si l’on y remplace x " ,  y ", z11 par les variables as, y , z, on obtient 
une fonction du second degré f, (x , y. z). Le coefficient ana
logue dans le second polynômecontientles coordonnées a7, y1, z ',  
x llf, y111, z '11,... .; si l’on y remplace x !, 'y, z \  par x ,  y , z, on re
produit la même fonction f, (x , y, z). 11 est évident que la sur
face définie par l’équation f, (x , y, z) =  o passe par les deux 
premiers points; on verra, comme précédemment, qu’elle 
passe aussi par chacun des suivants. La même difficulté se re
produirait si, tous les coefficients des polynômes précédents étant 
Ordonnés par rapport aux coordonnées de l’un quelconque des 
points qu’ils renferment, tous les coefficients partiels étaient 
nuls à la fois; mais en continuant le raisonnement de la même 
manière, comme le nombre des points dont les coordonnées 
entrent dans chaque coefficient va en diminuant, on arrive
rait à des coefficients ne renfermant plus que les coordonnées 
d’un seul point; les coefficients de tous ces derniers poly
nômes, étant numériques, ne peuvent être nuls à la fois ; car 
alors le déterminant serait identiquement nul. On conclut de
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là que, pai rieni points pris arbitrairement, on peut toujours 
faire passer au moins une surface du second ordre.

L’équation du degré m entre deux variables contient
(m-+- i)(m+2) termes. on démontre, àl’aide du raisonnementa

, , ,  , (m +  i}(m-H2) 3) . . precedent, que par ---------------- 1 ou ———- points
donnés à volonté dans un plan on peut faire passer au moins 
une ligne plane de l’ordre m. On verrait de même que, par
(m+])(»i +  .j)(»H-3)—j p0jnts donnés à volonté dans l’espace, 
011 peut faire passer au moins une surface de l’ordre m.

T H É O R È M E  I I .

5 8 3 —  Par la ligne d'inlerseclion dedeux surfaces du second 
ordre, et un point, on peut faire passer une surface du second 
ordre et une seule.

Soient S =o, S! =  o les équations de deux surfaces du se- 
sond ordre; l’équation S — /tS,=o, dans laquelle k est un pa
ramètre arbitraire, représente une surface du second ordre pas
sant par la courbe gauche du quatrième ordre, intersection 
des deux premières ; or, on peut déterminer le paramètre k de 
manière que cette surface passe par un point M pris à volonté 
dans l’espace. Ainsi, par la ligne d’intersection des deux sur
faces données et le point M, on peut toujours faire passer une 
surface du second degré.

D’ailleurs, il est facile de démontrer qu’on n’en peut faire 
passer qu’une. En effet, un plan quelconque passant par le 
point M coupe les deux surfaces S et S, suivant deux coniques; 
ces deux coniques, situées dans un même plan, ont quatre 
points communs; ces quatre points et le point M déterminent 
une conique qui doit appartenir à la surface cherchée ; puisque 
chacun des plans menés par le point M coupe les surfaces 
cherchées suivant une même conique, il ne peut y avoir deux 
surfaces différentes remplissant les conditions énoncées.

Il résulte de là que l’on peut regarder l’équation
(!) S — AS, — o
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comme Féquation générale des surfaces du second ordre qui 
passent par la ligne d’intersection des deux surfaces S = o ,  
S, =  o.

5 8 4  —  C o r o l l a i r e . Considérons les deux coniques suivant 
lesquelles une surface du second ordre S = o  est coupée par 
deux plans « = o e t p = o ;  l’équation c$ =  o définissant une 
surface du second ordre, l’équation

(a) S — ha.[i =  o

représente toutes les surfaces du second ordre (pii passent pai
ces deux coniques.

De même l ’équation 
(3) a(ï — ky b= i>

représente toutes les surfaces du second ordre qui passent par 
les quatre droites d’intersection des deux systèmes de plans 
« P = o  et y £ = o . Ces quatre droites forment un quadrilatère 

gauche.

T H É O R È M E  I I I .

5 8 5  —  Lorsque deux coniques situées dans des plans diffé
rents ont deux points communs, on peut par ces deux coniques 
faire passer une infinité de surfaces du second ordre.

Si l ’on prend sur chacune des deux coniques trois autres 

poinls, on a en tout huit points par lesquels, d’après le théo
rème I, on peut faire passer une infinité de surfaces du second 
ordre. Considérons l’une de ces surfaces; les plans des deux 
coniques coupent cette surface suivant deux coniques ayant 
chacune cinq poinls communs avec l ’une des coniques don
nées, et, par conséquent, coïncidant avec celles-ci. Il résulte 
d’ailleurs de ce qui précède qu’un point extérieur suffit pour 
déterminer la surface.

11 est bon de démontrer directement ce théorème. Prenons 
pour plans des xy  et des x z  les plans des deux coniques, et pour 
plan des y: un plan quelconque ; les deux coniques coupant 
l’axe des x  aux mêmes points, le u rs  équations dans leurs plans 

sont de la forme
x ' -t- A/ÿ, -t-2B,/£Ejt/ -t- 7.Cx -4- nC'ÿ-f-F =  o, 
x*-k-M'z* +  ?.B 'x z  -t-aür-t- zC/'z -t- F =  o.



On voit aisément que toute surface du second degré passant 
par ces deux coniques est représentée par l'équation

x , 4 - A ' y ! 4 - A " 2 , +  a B y 3  +  2 B ' i a ! + a B " a : ! / + 2 C x 4 - a C ' y + ï C " 2  +  F  =  o ,

dans laquelle le coefficient B est arbitraire. Un point non situé 
dans les plans des coniques définit complètement la surface.

T H É O R È M E  I V .

5 8 0 —  Lorsque deux surfaces du second ordre ont cinq 
points communs situés dans un même plan, la ligne d’inter
section des deux surfaces se compose de deux courbes planes.

Supposons que les deux surfaces S et S, aient cinq points 
communs situés dans un même plan P ; ces cinq points déter
minent une conique C, qui appartient aux deux surfaces. Pre
nons trois autres points communs non situés dans le plan P ; 
le plan P; qui passe par ces trois points coupe la conique C en 
deux points qui, avec les trois précédents, déterminent une 
conique C' appartenant aussi aux deux surfaces. Les deux sur
faces ne peuvent avoir un point commun non situé sur les 
coniques C et C', sans quoi elles coïncideraient, en vertu du 
théorème précédent. La ligne d’intersection se compose donc 
de deux coniques C et C'.

T H É O R È M E  V .

&H7  —  Quand deux surfaces du second ordre se touchent 
en deux points, elles se coupent suivant deux courbes planes.

Considérons deux surfaces du second ordre qui se touchent 
en deux points a et b. Soit c un troisième point commun aux 
deux surfaces; par les trois points a, b, c faisons passer un plan 
P, ce plan coupera chacune des surfaces suivant une conique ; 
ces deux coniques ont trois points communs a, b, c, et les 
mêmes tangentes en deux points a et b ; donc elles se confon
dent (n° 278). Puisque le plan P coupe les deux surfaces sui
vant la même courbe, il résulte du théorème IV que la ligne 
d’intersection des deux surfaces est formée de deux coniques.

La démonstration précédente suppose que les plans tangents

534 LIVRE VI, CHAPITRE VII.



en a et en 6 ne se coupent pas suivant la droite ab, c’est-à-dire 
que les points donnés n’appartiennent pas à une droite située 
sur la surface. Dans ce dernier cas, nous verrons qu’en général 
la ligne d’intersection se compose d’une ligne droite et d’une 
ligne gauche du troisième degré.

T H É O R È M E  V I .

5 8 8  —  Lorsque deux surfaces du second ordre se touchent 
en trois points, elles se raccordent le long d’une ligne plane.

Considérons deux surfaces du second ordre qui se touchent 
en trois points a, b, c; ces surfaces n’ont pas de point com
mun en dehors du plan P déterminé par les points a, b, c;  
car, si elles avaient un point commun d, en dehors du plan P, 
d’après le théorème V, chacun des trois plans dab, dbc, dca 
couperait les deux surfaces suivant la même conique, ce qui 
est impossible. Les deux surfaces sont coupées par le plan P 
suivant une même conique C ; il est aisé de voir qu’elles ont le 
même plan tangent en chaque point m de la courbe. En effet, 
par le point m et le point a, par exemple, menons un plan 
quelconque différent du plan P; ce plan coupe les deux sur
faces suivant deux courbes qui passent en a et en m ; ces deux 
courbes sont tangentes en a, et, comme elles n’ont pas d’autre 
point commun que le point m, elles sont aussi tangentes en 

ce point.
5 8 9  —  C o r o l l a i r e  I. Nous avons vu que l ’équation 

S — A aP= o représente une surface du second degré qui passe 
par les courbes d’intersection de la surface S = o  avec les plans 
a = o ,  (3=o. 11 en résulte que les surfaces représentées par 

l’équation

(4) S — A a*= o

sont tangentes à la surface S suivant la courbe d’intersection C 

de cette surface et du plan a.
L’équation (4) renferme un paramètre arbitraire k qui per

met de faire passer la surface par un point arbitraire; d autre 
part on démontre, comme au n° 583, qu’une surface, qui doit 
être tangente à une surface du second ordre en tous les points
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(l’une courbe plane et passer par un point donné, est complè
tement déterminée. On peut donc regarder l’équation (4) 
comme l’équation générale des surfaces du second ordre qui 
se raccordent avec la surface S le long de la conique déterminée 
par le plan a.

590  —  Corollaire IL Deux coniques C et C ', tracées sur 
une même surface du second ordre S, se coupent en deux 
points a et 6; la corde ab est la droite d’intersection des plans 
des deux coniques; il en résulte que deux surfaces du second 
ordre, qui se raccordent avec la première surface suivant deux 
coniques C et C;, se touchent en deux points a et b, et par con
séquent, en vertu du théorème V, se coupent suivant deux 
courbes planes. Les équations des deux surfaces étantde la forme

S — /ca* =  o , S — k1a.'*=o,
les deux coniques qui composent la ligne d’inlersection sont 
situées dans les plans ka.i= k loi.,t.

5 9 1  —  Cherchons, comme application, l’équation du cône circonscrit 
à un ellipsoïde

x * y2 z*

# + b ' + ? ~ J = = ° '

el ayant pour sommet un point donné p dont les coordonnées sont x,,yltst. 
Le plan de contact ayant pour équation -f- ^  +  ~  —  i =  o, l’équa

tion générale des surfaces du second degré qui se raccordent ave: l'ellip
soïde suivant la conique déterminée par ce plan est

a b1 c" a* b1 c J

Si l’on prend /; de manière que l’équation précédente soit vérifiée par les 
coordonnées xlt y,, du point p, elle représentera le cône circonscrit, 
puisqu’il n’existe qu’une surface du second degré tangente à l’ellipsoïde 
suivant la courbe considérée el passant par le point p; on obtient ainsi 
l’équation demandée

(¾ '+ 1+ 7 '“ 1 ) (S '+ h + ? '~1 ) '~( ? +T* ■+ ?r - 1 )'■=» ■
T H É O R È M E  V I I .

59¾ —  Lorsque deux surfaces du second ordre admettent
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le même plan diamétral pour une certaine série de cordes paral
lèles, la projection de la ligne d’intersection sur ce plan, paral

lèlement aux cordes, est une conique.
On sait que l’élimination de z entre deux équations du second 

degré à troisinconnuesx, y ,z  conduit, en général, à une équa
tion du quatrième degré entre x  et y. Ainsi, la ligne d’intersec
tion de deux surfaces du second degré se projette généralement 
sur un plan suivant une courbe du quatrième degré. Certains 
cas font exception. Considérons deux surfaces du second degré 
qui ont le même plan diamétral pour une même série de 
cordes; si l ’on prend ce plan diamétral pour plan des xy  et 
une parallèle aux cordes pour axe des z, les équations des 
deux surfaces auront la forme Aa2+ C  =  o, A/3î - t-C '= o , C et 
CJ désignant deux polynômes du second degré qui ne renfer
ment que les deux variables x  et y. L’élimination de z entre 
les deux équations précédentes donne une équation du second 
degré A C  — A C '= o . C’est l’équation de la projection de la 
ligne d'intersection des deux surfaces sur le plan diamétral. 
Lorsque les deux surfaces ont une génératrice rectiligne com
mune, la ligne d’intersection des deux surfaces se projette sur 
un plan quelconque suivant une ligne droite et une courbe du 

troisième degré.

EXERCICES.

i» On mène des normales à un ellipsoïde par les différents points d'une 
section plane ; trouver le lieu de la trace de ces normales sur 1 un des 
plans principaux. Examiner le cas où le plan de la section est perpendi

culaire b un plan principal.
2° Etant donné un ellipsoïde, on mène des plans diamétraux qui coupent 

le solide suivant une ellipse d’acre constante; trouver le lieu : i° de la 
perpendiculaire menée par le centre i  ce plan; 2° du diamètre conjugué.

3° L’œil étant placé en un point de la surface d’un ellipsoïde, les per
spectives de toutes les sections planes de la surface sur le plan diamétral 
conjugué du rayon qui aboutit il l’œil sont des courbes homolhétiques; le 
centre de chacune d’elles est la perspective du sommet du cône circonscrit 

à l’ellipsoïde suivant la section plane considérée.
4» Démontrer que le lieu de la droite d’intersection de deux plans rec

tangulaires, menés par deux droites données, est un hyperboloïde à une



nappe dont les sections circulaires sont perpendiculaires à chacune des 
deux droites données.

5° ün cône a pour sommet un point d’un hyperboloïde de révolution à 
une nappe engendré par une hyperbole équilatère, et pour base le cercle 
de gorge; démontrer que les sections anliparallèles de ce cône sont per
pendiculaires au plan du cercle de gorge.

6° Les quatre perpendiculaires abaissées des sommets d’un tétraèdre 
sur les faces opposées sont situées sur un hyperboloïde à une nappe. Le 
centre de la sphère circonscrite au tétraèdre, le centre de gravité du 
tétraèdre et le centre de l’hyperboloïde sont en ligne droite.

7° Trouver le lieu des points tels que le rapport des distances de chacun 
d’eux à deux droites données soit constant. Déterminer ensuite, pour une 
surface du second degré susceptible de ce mode de génération, les divers 
couples de droites que l’on peut employer.

8» Le lieu des normales à une surface réglée quelconque le long d’une 
même génératrice est un paraboloïde hyperbolique.

9“ Étant donnés un point et deux plans rectangulaires, trouver le lieu des 
points tels que la distance de chacun d’eux au point fixe soit moyenne pro
portionnelle entre ses distances aux deux plans fixes.

io° Déterminer la ligne de striction pour chacun des systèmes de gé
nératrices rectilignes d’un paraboloïde hyperbolique.

n °  Trouver l’équation du cône qui a pour sommet le centre d’un hyper
boloïde à une nappe et pour directrices les lignes de striction desdeux sys
tèmes de génération.

la* Par un point O pris sur l’arête d’un angle dièdre, on mène dans 
l’une des faces une droite OA et dans la seconde face une droite OB per
pendiculaire à OA j trouver le lieu de la perpendiculaire menée par le point 
O au plan AOB.

i 3“ Étant donnés un cercle et deux points fixes A et B dans l’espace; 
par le point B et la droite des contacts relative à un point quelconque P 
du plan du cercle, on mène un plan; trouver le lieu du point d’intersection 
de ce plan avec la droite AP.

i 4° Lorsque deux surfaces du second degré passent par deux droites non 
situées dans un même plan, l’intersection des deux surfaces se compose de 
ces droites et de deux autres droites, réelles ou imaginaires.

i 5» Lorsque deux surfaces du second degré se raccordent suivant une 
même génératrice, il y a en général sur cette génératrice deux points tels 
que la seconde génératrice qui passe par chacun d’eux est la même sur les 

deux surfaces.
i6» Les perspectives sur un même plan des cédions planes d’une surface
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du second degré ont un double contact réel ou imaginaire avec le contour 
apparent de la surface.

170 Deux surfaces du second degré qui ont les mêmes plans principaux 
sont dites homofocales, lorsque leurs sections principales admettent les 
mêmes foyers, réels ou imaginaires ; ainsi l’équation 

xs v1 3*--------»_1____- ____ 1--------------- :  I
A —  B — X C — >■

dans laquelle X désigne un paramètre arbitraire, représente toutes les sur-
X* v* 2*faces homofocales à la surface 4- 5 -+  =  1. Démontrer que par un
A 13 t-

point donné passent trois surfaces du second degré homofocales à une sur
face donnée ; de ces trois surfaces, l’une est un ellipsoïde, l’autre un hyper
boloïde à une nappe, la troisième un hyperboloïde à deux nappes.

18° Les trois équations

x* y* 2’
o*— b1 —  p*+ c>— p* ’

s* , »* | -g,- - I
a* —  q» b1—  q'  c’  —  g*

x r y ’  . __
a*—r*~̂ ~ b* — n  'c* — r* 1 ’

dans lesquelles on suppose a >  6 > c ,  p < c ,  c < g < 6 .  b < r < a ,  repré
sentent des surfaces homofocales ; la première est un ellipsoïde, la seconde 
un hyperboloïde à une nappe, la troisième un hyperboloïde à deux nappes. 
Démontrer : 1° que ces surfaces se coupent deux à deux à angle droit; 
2° que les deux courbes suivant lesquelles une des surfaces est coupée par 
les deux autres oat pour tangentes en leur point d’intersection des droites 
parallèles aux axes de la section faite dans la première surface par un plan 
parallèle au plan tangent en ce point.

1 9 0 A un ellipsoïde donné on circonscrit un cône ayant pour sommet un 
point donné; démontrer que les trois axes de ce cône sont les normales 
aux surfaces homofocales à l’ellipsoïde proposé et passantpar lepoint donné.

ao° Étant données deux surfaces homofocales, trouver une surface de ré
volution du second degré ayant pour axe l’un des axes de ces surfaces el à 
laquelle appartienne la ligne d’interseclion.

3 io Etant donnés les paraboloïdes homofocaux représentés par l’équation

y1 z' i-------- =  aæ— X,
p —  X q—  X

dans laquelle X est un paramètre arbitraire ; si l’on attribue au paramètre 
 ̂deux valeurs telles que les paraboloïdes correspondants se coupent, ils se
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couperont i  angle droit. Lorsqu’un paraboloïde est coupé par deux autres 
d’espèces différentes, les tangentes aux deux lignes d’iniersectionau point 
commun sont parallèles aux axes de la section faite dans la première sur
face par un plan parallèle au plan langent en ce point.

au» Étant donnés deux paraboloïdes homofocaux, trouver une surface de 
révolution du second degré ayant pour axe l’axe commun des paraboloïdes 
et à laquelle appartienne la ligne d’intersection.

a3» Etant données une surface du second ordre et deux droites tangentes 
h cette surface, trouver la surface engendrée par une droite qui glisse sur 
les deux droites données en restant tangente à la surface donnée.

a4° Trouver le lieu du sommet d’un angle irièdre circonscrit à un ellip
soïde, et dont les faces sont parallèles à irois plans diamétraux conjugués 
d’un autre ellipsoïde.

a5° Trouver le lieu du sommet d’un cône de révolution du second degré 
circonscrit à un clüpspïde donné.

a6° Par les divers points d’une section plane d’un cône de révolution 
on mène des normales à la surface; trouver le lieu du second point de ren
contre de chacune des normales avec la surface.

37» Une droite se meut de telle sorie que trois de ses points restent dans 
trois plans fixes; quel est le lieu décrit par un point quelconque de la droile 
mobile ?

a8° Un cône a son sommet au centre d’un ellipsoïde et pour base la 
courbe d’interseclion de l’ellipsoïde et d’une sphère concentrique; tout plan 
langenl au cône coupe l'ellipsoïde suivant une ellipse dont l’arête de con
tact est l’un des axes.

39» On coupe l’ellipsoïde ĵ-+- ^ 4- -, — 1 =  0 par le plan

x  cos k4- y «os p 4- :  cos y =  o ; 

démontrer que les axes de la section sont déterminés par l’équation 

r r c o s ! a  ft’ cos’ S c* co s2y
---------------- j--------------- L —1---------------- —  o ,a1— r1 b1— r3 c*— r*

dans laquelle r désigne la valeur de l’un des axes.
3o° Deux surfaces du second degré qui se touchent en deux points peu

vent être inscrites dans un même cône du second degré.
3 i° Deux ellipsoïdes se touchent suivant une courbe plane; on mène un 

plan tangent à l’un des ellipsoïdes parallèlement aux sections circulaires 
de cet ellipsoïde ; ce plan coupe l’autre ellipsoïde suivant une ellipse dont 
l’un des foyers est au point de contact.

3»» Trouver l'équation du cône supplémentaire du cône 

A * - ( -  A 'i / 4 -  A"î4- 3Bî/3 4- aB'î*4 - * B  "mj — ».

5 iO LIVRE VI, CHAPITRE VII.
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(Ce cône est le lieu des normales aux plans tangents au cône donné menées 
par son sommet.)

33” Si les arêtes l’un angle trièdre trirectangle coïncident, pour une 
position particulière du trièdre, avec trois des arêtes d’un cône donné du 
second des degrés, la coïncidence aura lieu pour une infinité de positions 
différentes du trièdre. On peut exprimer cette propriété en disant que le 
cône est capable d’un trièdre. trirectangle inscrit.

Quelle est la condition pour que le cône

Ascs-t- A'ys4- A V  +  aBy« -+- sB"a:y =  o

soit capable d’un trièdre trirectangle inscrit?
Quel est le lieu des sommets des cônes circonscrits à un ellipsoïde donné 

et capables d’un trièdre trirectangle inscrit ?
34° Si les faces d’un angle trièdre trirectangle sont tangentes, pour une 

position particulière du trièdre, à un cône donné du second degré, ces faces 
seront tangentes au cône dans une infinité de positions du trièdre. On dira 
que le cône est capable d’un trièdre trirectangle circonscrit.

Quelle est la condition pour que le cône

Ax* +  A’y’-t- A V +  ali;/; +  iWsx -f- aB”a;i/ =  o 

soit capable d’un trièdre trirectangle circonscrit ?
Quel est le lieu des sommets des cônes circonscrits à un ellipsoïde e 

capables d’un trièdre trirectangle circonscrit?

FIN .
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