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GEOMTETRIE

ANALYTIQUE

La Géométrie analytique a pour but I’étude des figures par
les procédés du calcul ou de I'analyse algébrique.

C'est a Descartes que I’on doit la représentation des figures
par des symboles algébriques; il en résulte, comme nous le
verrons, une méthode générale pour la résolution des ques-
tions de géométrie.

Nous nous occuperons d’abord des figures planes ou a deux
dimensions, et ensuite des figures dans I’espace ou a trois di-
mensions.

GEOMETRIE PLANE

LIVRE I

PBELIMIiIlIRES.

CHAPITRE ler

Des Coordonnées.

On détermine la position d’un point dans un plan au moyen
de deux quantités que I’'on nomme les coordonnées du point.
11 y a une infinité de systémes de coordonnées ; nous indique-
rons seulement les systéemes les plus simples et le plus fréquem-

ment employés.
GEOM ANALYT. 1



2 LIVRE I, CHAPITRE 1.

COORDONNEES RECTII.IGNES.

1 — Soient deux droites ou axes fixes X X et Y Y tracées dans
le plan (fig. i); la position d’un point
quelconque M du plan sera déterminée
par Fintersection de deux droites G7G,
H Hparalléles auxaxes. La position de la
parallele H'H est définie par sa distance
OP a Taxe Y7Y, distance comptée sur
l'autre axe ; il faut, de plus, indiquer

Ffj- % dans quel sens est comptée la longueur
OP ; on convient pour cela d’affecter la distance OP du signe-|-
si elle est portée sur OX par exemple, du signe— si elle est
portée sur OX'. De méme, la position de la paralléle G'G est
définie par sa distance OQ a lI'axe X'X, distance comptée sur le
second axe et prise avec le signe + ou le signe—, suivant
qu’elle est portée sur OY ou OY".

Ces deux longueurs OP et OQ (affectées chacune du signe
convenable), qui déterminent ainsi la position des deux paral-
leles, et par conséquent le point M, sont les coordonnées recli-
lignes du point. On les désigne ordinairement par les lettres
x ety. Cependant la coordonnée désignée par x porte plus par-
ticulierement le nom d’abscisse, I'autre y celui d'ordonnée. Les
deux droites fixes X;X et \W¥ s’appellent les axes des coordon-
nées; le premier est I’axe des x, le deuxieme I'axe des y. Le
point O, & partir duquel on compte les coordonnées sur chaque
axe, dans un sens ou dans l'autre, prend le nom d'origine des
coordonnées.

Si I'on donne a x et ay toutes les valeurs possibles positives
. ou négatives : en d’autres termes, si l'on fait varier x ety de
—cc a+ 00, on obtient tous les points du plan; d’ailleurs cha-
que couple de valeurs donne un point et un seul.

Nous ferons remarquer que les deux coordonnées du point
M sont les projections de la droite OM sur les axes OX et OV, la
projection sur chaque axe se faisant parallelement a I'autre.
La projection sur I’axe des x, comme la coordonnée x elle-
méme, est la longueur OP, affectée du signe -t-ou du signe—,
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suivant guelle est portée dars la direction OXou dars la di-
rection goposée OF; ce ménre la projection sur I'axe sy,
come lacoordonrée y, est la longueur QQ affectée dusigne
+ au dusigne— suivant quelle est portée cars la direction
Or'au cars la direction opposée 0\7.

COORDONNEES RECTILIGNES RECTANGULAIRES.

Y ] S—Ordinairement on traceles axes fixes

q 'm perpendiculaires entre eux : dars e s

i les deux coordonnées du point M, 2)

——il-—! st les distances ck ce point aux cbux

T T axes, cesont assi les projections orthogo-
neles ce ladroite VU les deux axes.

FiB.2.

COORDONNEES POLAIRES.

S —Soit 0 MMpoint fixe nNoMme pote, OXun ae e (fig s).
on peut détermirer la position du point M
p/* jar la |G’U,EUI' pd,l rayon vecteur (MIet
par "angle woLe fait ce rayon vecteur avec

o . x lae
La position du point Mest détenminée par I'intersection
d'un cercle ck rayon p ayant pour centre
le pdle, et dure dem-droite AL partant
du pdle et faisant avec I'ae OXl'angle w
wis. 4 3 MAIS Il faut convenir du sers dars
lequel on conte l'agle w a partir ce

I'ae OX
Olokxlerttwslespartsdj plan en faisant varier pce oa
-f-» etwdeo aait. En effet, si laissant woorstant, onfait varier
pcko. - <, , natos les poins ce la demi-droite CL; s,
ersuite, on fait varier wce 0 astc, la deni-droite O part cb
la position OX et decrit tout e plan

COORDONNEES BI-POLAIRES.
4 —(lpeut assi difinir la position d’un point Moai s
distances u et v adeux points fixes Fet -+ (fig- 9m La position
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du point M se trouve alors déterminée par I'intersection de deux

circonférences décrites des points F

et F' comme centres avec les rayons

u et v. Mais ce systéme n’offre pas la

méme perfection théorique que les

deux précédents; d’abord , toute

Fg. s. couple de valeurs de metv n’est pas

admissible; il faut que la distance des péles soit moindre que

leur somme et plus grande que leur différence; lorsque cette

condition est remplie, les deux circonférences se coupant en
deux points, il en résulte une ambiguité facheuse.

On peut encore déterminer la position du point Mal’aide
des angles MFFMF'F; nous désignerons ces angles, comptés
dans un sens déterminé, par a et @; chacun d’eux pourravarier
entre o et ; a toute couple de valeurs de a et p correspond
un point du plan et un seul.

IDEE GENERALE DES SYSTEMES DE COORDONNEES.

5 — Le nombre de systemes des coordonnées est infini. En
général, on détermine la position
d’un point dans un plan par l'inter-
section de deux lignes tracées dans
ce plan. Soient (fig. 6) A", A", Al'....
une premiére série de lignesdeméme
espece, correspondant a diverses va-
leurs u', u", u'",.... de la variable m:

B', B", B"',s.. une seconde série de lignes de méme espéce,
correspondant a diverses valeurs V', de la variable v;
un point quelconque du plan est défini par les deux lignes qui
passent en ce point, et les valeurs particulieres qu’il faut don-
ner aux variables « et « pour avoir ces deux lignes s’appellent
les coordonnées du point. L ensemble de ces deux séries de
lignes constitue un systéme de coordonnées.

Dans le premier des systemes que nous avons étudiés, cha-
cune des deux séries de lignes secompose de droites paralléles;
c’est pourquoi on désigne ces coordonnées sous le nom de
coordonnées rectilignes.
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Dans le systeme polaire, la premiére série se compose de
demi-droites émanant du podle O, et définies par I’angle variable
w qu’elles font avec I'axe OX (fig. 4); la seconde série, de cer-
cles concentriques décrits autour du pole avec le rayon va-
riable p.

Dans le premier systéme bi-polaire, chacune des séries se
compose de cercles concentriques. Dans le second, chacune
des séries se compose de demi-droites partantde I'un des points
fixes F ou F/.

REPRESENTATION DES LIGNES PLANES PAR DES EQUATIONS.

6 — Soit une ligne plane quelconque AB (fig. 7); tragons
dans le plan deux axes OX et OY, et dé-
signons par x eiy les deux coordonnées
01* etMP d’un point M quelconque de la
ligne; quand le point M se meut sur la
ligne, les deux coordonnées varient si-
multanément; si I’'on donne a I’abscisse
une valeur arbitraire OP, la grandeur

de I'ordonnée correspondante MPest parfaitement déterminée,
et la variation de I’abscisse entraine celle de I'ordonnée. Ainsi
I’'ordonnée MP est une fonction de I’abscisse OP; la nature de
cette fonction dépend de celle de la ligne. Quand la ligne est
définie géométriquement, on congoit que l'on puisse, de la
définition géométrique de la ligne, déduire une équation entre
* ety, servant a définir analytiquement la fonctiony. L’équa-
tion en x et y que l'on trouve de cette maniére s’appelle
I’équation de la ligne.

7 — Supposons, réciproquement,que I'on donne une équation

F(x.y)= o,
entre deux variables x et y; chaque couple de valeurs réelles
de x et y satisfaisant a cette équation détermine un point du
plan. Soient x Oet yOdes valeurs réelles de x et y vérifiant I’é-
quation ; si I'on fait varier x d’'une maniere continue a partir
de x,, I'une des valéurs de y variera aussi d’'une maniére con-
tinue a partir de y,, etseraen général réelle tant que a; restera
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comprise entre certaines limites ; le point, dont les coordon-
nées sont x et y, décrira dans le plan une ligne continue. Ainsi,
I’ensemble des solutions réelles d’'une équation a deux varia-
bles est, en général, figuré par une ligne plane.

8 — Ce que nous venons dé dire des coordonnées rectilignes
a lieu évidemment dans tout autre systéme de coordonnées.
Dans le systeme polaire, quand le point Mse meut sur la ligne,
le rayon vecteur pvarie avec I'angle w; c’est une fonction de
(o, et la ligne est représentée par une certaine équation entre
petio.

9 — La représentation des figures par des équations est la
base de la Géométrie analytique; elle permet d’appliquer a I'é-
tude des figures les procédésdu calcul algébrique. Ons’occupe,
en Géométrie analytique, de trois questions fondamentales :
quand une figure est définie gé¢ométriquement, on cherche son
équation ; réciproquement, on apprend a construire la figure
gue représenté une équation donnée; enfin, on étudie les rela-
tions qui existent entre les propriétés géométriques des figures
et les propriétés analytiques des équations.

Les exemples que nous donnons dans le chapitre suivant

feront bien comprendre comment on représente les lignes par
des équations.

CHAPITRE Il
Exemples.

En général, la définition géométrique d’une courbe, déter-
minant chacun de ses points, correspond a un certain systeme
de coordonnées; si I’on choisit le systeme particulier indiqué
par I’'énoncé, I'équation de la courbe est la traduction immé-
diate de sa définition géométrique.

CERCLE.

HO — Le cercle est le lieu des points également distants d'un
point fixe appelé centre. On le décrit a Laide d’'un compas:
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une pointe étant placée au centre, I'autre pointe trace la cir-
conférence.

Si I'on prend le centre O pour
pole et une droite quelconque OX
pour axe polaire (fig. 8), et que Ton
désigne par r la longueur du rayon,
I’équation de la circonférence en
coordonnées polaires est

Q) p—,

puisque la longueur du rayon vecteur est constamment égale
a quelle que soit la valeur de I'angle w.

Cherchons maintenant I'’équation du cercle eu coordonnées
rectilignes. Si lI'on prend deux axes rectangulaires OX et OY
passant par le centre, le triangle rectangle OMP donne immé-
diatement |’équation
) x'--hy*=r\
gui existe entre les deux coordonnées x et y d'un point M de la

circonférence. C’est I’équalion de la circonférence dans ce sys-
téme de coordonnées.

ELLIPSE.

44 — L'ellipse est une courbe telle que la somme des distances
de chacun de ses points a deux points fixes est constante. Ces
deux points sont les foyers de I'ellipse.

Il est facile de construire I'ellipse par points. Soient F et F'
(fig.9) les deux foyers; portons sur
la droite F'Fune longueur F'Kégale
a la somme constante des distances
de chacun des points de la courbe
aux deux foyers. Du foyer F' comme
centre, avec différents rayons, dé-
crivons une série de cercles ; soit D

le point ou I'un d’eux coupe la droite F'F; prenons une ouver-
ture de compas égale a KD, et du foyer F comme centre, avec
cette ouverture de compas, décrivons un second cercle; ce
cercle coupera le premier en deux points Met M; qui appartien-
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dront a I'ellipse ; car la somme des distances MF et MF du
point M aux deux foyers est égale a la somme des deux ravons
F'D et KD, c’est-a-dire a la longueur donnée F'K.

On répétera la méme construction pour chacun des cercles
décrits du foyer F' comme centre ; quand on aura ainsi obtenu
un assez grand nombre de points, on fera passer un trait con-
tinu par tous ces points, et on aura I'ellipse demandée.

Si I'on désigne par ia la somme constante, et par 2c la dis-
tance FF7 des foyers, il faut, pour que I’ellipse existe, que la
longueur ia soit plus grande que 2c. Représentons par a+ «
le plus grand rayon; le plus petit sera a— a; les deux cer-
cles se couperont lorsque la différence aa des rayons sera
plus petite que la distance des centres 2c. Ainsi le plus grand
rayon doit etie plus petit que a-+-c, le plus petit plus grand
que a— c.

On emploie la construction graphique que nous venons
d’indiquer dans les épures sur le papier. Mais, dans les arts,
guand on veut tracer une ellipse sur une planche ou sur une
feuille de carton, on a recours a un procédé beaucoup plus
rapide.

On fixe aux deux foyers F et F; (fig. jo) deux poinles aux-
guelles on attache les deux extrémités d’un
fil ayant la longueur voulue. On tend en-
suite le fil avec un style ou un crayon que
lon fait mouvoir dans le plan en tenant le
fil constamment tendu, et I’'on décrit ainsi

Fie. 10. lellipse. Car, dans chacune des positions
du fil, la somme des distances MF et MF7est égale a la longueur
constante de ce fil. Ce mode de description montre bien que
I'ellipse est une courbe fermée comme le cercle.

12 — Nous indiquerons de suite quelques-unes des pro-
priétés les plus simples de I'ellipse.

On appelle axe d une courbe une ligne droite qui divise la
courbe en deux parties symétriques, c’est-a-dire en deux par-
ties qui s’appliquent exactement I'une sur l'autre, quand on
fait tourner la premiére autour de I’axe pour la rabattre sur la
seconde.
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Il est aisé de voir que la droite AA7 (fig. 11) menée par les

deux foyers est un axe de I'ellipse. Car si I'on consideére les

deux points M et M7déterminés par

I'intersection de deux cercles décrits

des foyers F et F' comme centres,

"Cl on a deux triangles égaux FMF,

FMT', qui coincident lorsqu’on fait

tourner la partie supérieure de la

Fis- “ o figure autour de la droite AA7, pour

la rabattre sur la partie inférieure; le point Mvient donc en

M'; et, comme il en est de méme pour tous les points deux a

deux, la demi-ellipse AMA7s’applique exactement sur l'autre
moitié AM7A7. Ainsi la droite AA7est un axe de I'ellipse.

On appelle sommets les points A et A' ou l'axe coupe la
courbe. Nous avons, dans la construction de I’ellipse par points,
porté sur I'axe, a partir du foyer F", la longueur F/K égale a
la somme constante. Le point A, milieu de FK, appartient a
I'ellipse ; car si I’on remplace la distance AF par son égale AK,
on voit que la somme des distances AF' et AF de ce point aux
deux foyers est égale a la somme constante FK ; ainsi le point
A est I'un des sommets. De méme si I'on porte sur I'axe, a
partir de I'autre foyer F, la longueur FK' égale a FK, et si I'on
prend le milieu de FK"', on aura le second sommet A7. Les deux
distances AF et AT7sont égales comme moitiés de distances
égales FK, FK7 et les deux sommets A et A' sont également
distants des deux foyers F et F'.

1 faut remarquer que la longueur AA7 est égale a la somme
constante des distances de chacun des points de I'ellipse aux deux
foyers. Car, si I'on remplace le segment A77 par son égal AF
ou AK, on voit que la longueur AA7est égale a FiK.

L’ellipse admet un second axe, la perpendiculaire BB7
élevée sur le milieu de la droite FF7. En effet, du foyer F'
comme centre, avec un rayon égal a FM, décrivons un premier
cercle, et du foyer F, avec un rayon égal a FM, un second
cercle ; ces deux cercles, par leur intersection, détermineront
deux nouveaux points N et N7 de I'ellipse. Les deux triangles
FMF', FINF sont égaux, comme ayant les trois cOtés égaux
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chacun a chacun. Faisons tourner la partie BAB7 de la figure
autour de BB7, pour la rabattre de l'autre c6té; la droite OF
s'applique sur OF7; l'angle OFM étant égal & OFN dans les
deux triangles égaux, la droite FM prend la direction FN ;
et, comme ces deux droites sont égales, le point Mtombe en N.
Ainsi, la partie BAB7s’applique exactement sur l'autre moitié
BAM7, ce qui montre que la droite BB7 est aussi un axe de
I'ellipse.

On détermine les deux sommets B et B' par I'intersection
de deux cercles égaux décrits des foyers comme centres, avec
un rayon égal a la moitié OA de AA7. Car, les deux distances
BF et BP étant égales entre elles, chacune d’elles est égale
a la moitié de la somme constante, et par conséquent a la
moitié de AA7. La longueur BB7 est plus petite que AA'; car la
ligne droite BB7est plus petite que la ligne brisée BF+ BF,
qui est égale a AAT.

Les deux axes divisent lellipse en quatre parties égales.

43 On appelle centre d une courbe un point tel que tous
les points de la courbe sont situés deux & deux sur une droite
passant par le centre et a égale distance de part et d’autre.

Le point 0, intersection des deux axes, ou milieu de la dis-
tance FF des foyers, est centre de I'ellipse. En effet, soit M un
point quelconque de lellipse ; joignons MO et prolongeons
cette droite d’'une longueur ON7 égale a OM; les deux diago-
nales FF', MN' se coupant mutuellement en deux parties
égales, le quadrilatere FMFMN7 est un parallélogramme, et les
cOtés opposés sont égaux. La somme des distances N7F + N77
du point N7aux deux foyers étant égale ala somme MF + MF,
le point N; appartient aussi a I'ellipee. Ainsi les deux points
M et N7de I'ellipse sont situés sur une droite MN7 passant par le
point O et a égale distance de part et d’autre. lien est de méme
de tous les points deux a deux ; donc le point O est centre de
I’ellipse.

14 — Laforme etles dimensions de I'ellipse dépendent de
la distance FF7 des foyers et de la somme constante AA7. Nous
avons vu comment on en déduit la longueur BB7. Inversement
les deux longueurs AA7et BB7 qui sont les portions des axes
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comprises dmisl’ellinse. et fiue.nourabrecrer.on appelle les axes
de I'ellipse, peuvent servir a définir cette
courbe. Oncommencera par déterminer
les foyers (iig. 12); pour cela, de I'une
des extrémités B du petit axe comme
centre, avec un rayon égal au demi-grand
axe OA, on décrit une circonférence qui
coupera le grand axe en deux points F
et F7; I'ellipse dont les foyers sont F et F' et le grand axe AA
admet pour petit axe la droite BB7. Une fois les foyers déter-
minés, on construit I’ellipse par points, ou bien on la trace
d’un mouvement continu, comme nous l’avons expliqué.

On appelle excentricité le rapport de la distance 11' des
foyers au grand axe AAT.

L’ellipse est une courbe fermée plus ou moins allongée; sa
forme dépend de I'excentricité. Quand I'excentricité est nulle,
les deux foyers se confondent avec le centre ; la distance d’un
point quelconque de l'ellipse au centre est constanle et I'el-
lipse se réduit rigoureusement a une circonférence de cercle.
Quand I'excentricité esttres-petite, les foyers sont trés-rappro-
chés du centre ; les deux axes different peu I'un de I'autre,
I’ellipse est arrondie et peu différente d un cercle. A mesure
que I'excentricité augmente, le grand axe étant supposé con-
stant, les foyers s’écartent, le petit axe diminue et I'ellipse
prend une forme de plus en plus aplatie.

15 — Cherchons maintenant I'équation de I’ellipse. Le
systéme de coordonnées indiqué par I’énoncé est le premier
systeme bi-polaire; si I’'on détermine la position de chacun
des points du plan par ses distances aux deux points fixes I(et F7,
I’ellipse aura pour équation
(i) M-+-v = aa.

Dans le second systéme bi-polaire, I’équation a aussi une
forme trés-simple; si I’on désigne par a et p les deux angles
coordonnés MFF', Mf/F, et par 2p le périmétre 2«-t-2c du
triangle MFF', on a

tnvra_ . /(P—2p (P— D Wn-éi- .
v p~p'-V) 82 V. VP~ <
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d’ou 2 tangz-tanog-— 0 asc
Cherchons enfin I'équation en
coordonnées reciilignes. Prenons les
deux axes de la courbe pour axes des
coordonnées (fig. 13); les longueurs
PFetPF7 étant égales a c—x et a
c-hx, les triangles rectangles FMP,
Fe-,3- F'MP donnent

M= \/§'+ (C — X)1, V = Vy*+ (c_|_viji

En substituant les valeurs de u et de v dans I'équation (1), on
obtient I’'équation

Vy'+(c \jy-)- (c -{-x*=2a.

Pour mettre cette équation sous forme entiere, nous éléve-
rons au carré, apres avoir fait passer le premier radical dans
le second membre, ce qui donne

y +(c-f-a:) —x'f—4a ~(c—x)>
ou, en simplifiant,

aV/f2+ {c—x)-=as— ex.

Une nouvelle élévation au carré conduit a I’équation
@ ay-t-(al— c')xtz=a%a,~ c").

Mais léquation (4) n’est pas équivalente a I'équation (3);
elle équivaut aux quatre équations

u-hv=aa, u—v=za, —u-hv—sa, —u-v=2a,

que l'on obtient, quand dans I'équation (3) on change les
signes des radicaux. L éguation —u—v=za n’a pas de solution
réelle. Les équations u~v=2a, -u+v=ia n'ont pas non
plus de solution réelle, quand on suppose 2a>2c; car les
quantités u et v désignent les distances des points F et F; & un
pointdu plan ayant pour coordonnées x ety, et la différence des
distances ne peut pas étre égale a la longueur 2a plus grande
gue la distance 2c ou FF". Ainsi? quand on se borne aux solu-
tions réelles, on peut dire que I'équation (4) est équivalente a
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I’éguation (). Lasonmre constante aa étant plus grance qLe

distance dks foyers ic, on peut poser a2—+=b~, €t I'équation
Ck I'ellipse se et sous la forre ayP<{-0\s* =&

a

as 6! ¢

HYPERBOLE.

4®—L'hyperbo|e est une courbe telle que la différence des
distances de chacun de ses points a deux points fixes est cons-

tante. G5 CEUXFI]I’IS fixesF et Frsont lesfoyers OB I’rypel‘mle
Il est fadile ce corstruire I’hypertoole par points. Portors sur
ladroite FF (fig. 14) unelon-
gueur FK égdle a la diffe-

__ rayons,décrivorsunesériece

** cerdles; soit Die paint ot ’un

cfeux coupe ladrorte A7 pre-

Nons Une ouverture ce com

pes égale a KD et, dufoyerF

conmre centrre, avec cette o

verture du conpes, décrivors un second cercle ; ce cercle con

pera le premier en deux points Met M aui appartienent a

I’nypertole ; car la différence des distances MF et MFdupoint

IMBUX deux foyers est égale a la différence des ceux rayors FD

et KD clest-adire a lalongueur domnée FK On rédpéterala

méme construction pour chacun dks cercles décrits du foyer Fr

come centre; quand on aura dotenu un asz grand nomre

Ck paints, on fera pesser un trait continu par tous 0es paints,
et on aura un arc dhypertole MAVE

Lhyperbole se compose ce deux branches incéfinies MVt

NAN; pour la premiére, ladistance MFest plus petite oLe

MFH: pour laseconck, la distance N- est, au contraire, plus

grancke que NF. On dotient la seconcke brandhe comre lapre-

niere, en portant sur la droite F=7une longueur AK égale a

la différence constante, décrivant, du foyer Fconre centre,



u LIVRE I, CHAPITRE Il

un cercle avec un rayon arbitraire FD', et, du foyer F' comme
centre, un second cercle avec un rayon égal a F'D".

Si I'on appelle ia la différence constante et 2c la distance
FF des foyers, il faut, pour que la courbe existe, que 2a soit
moindre que 2c. Désignons par a+ a le plus grand rayon, le
plus petit sera a— a; les cercles se couperont lorsque la
somme 2a des rayons sera plus grande que 2c. Ainsi, le plus
grand rayon doit étre plus grand que c”™-a, le plus petit [dus
grand que c— a.

4y — On peut aussi décrire I'hyperbole d’'un mouvement
continu. Supposons qu une régle tourne autour du foyer F' et

que les extrémités d’un fil soient

attachées, d'une part au foyer F,

d’autre part a lI'extrémité G de la

régle (fig. i5); si, en méme temps

_que la regle tourne, un crayon

glisse sur la régle en tenant le fil

constamment tendu,ce crayon dé-

crira un arc d’hyperbole. En effet,

soit F'G' une position quelconque

de la regle; le crayon a glissé sur

la regle de G'en M,et le fil occupealors la position G'MF. Indif-
férence des distances MF' et MF ne changé pas, si I’on augmente
cesdeux longueurs de la méme quantité GM; elle est donc égale
a la différence constante qui existe entre la longueur dela régle
G'F' ou GF', et la longueur du fil G'MF ou GF. On obtiendrait la
seconde branche en faisant tourner la regle autour du foyer F.

US — Ladroite FF' est un axe de la courbe; elle partage
chacune des branches en deux parties symétriques; car les
deux points Met M', ou N et N' (fig. 14 déterminés par l'in-
tersection des deux cercles décrits des foyers comme centres,
sont symétriques par rapport a cette droite. Les points A et
A', ou elle rencontre la courbe, sont les sommets de I’hy-
perbole.

On obtient les sommets A et A' en prenant les milieux de FK
et de F'K'. La longueur AA' de I'axe est égale a la différence
constante des distances de chacun des points de I'nyperbole
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aux deux foyers; car, si 'on remplace -VF par son égale AK, on
voit que F R est égale a AA;.

L’hyperbole admet un second axe, la perpendiculaire BB/
élevée sur le milieu de la droite FF'. Le raisonnement que
nous avons fait pour I'ellipse (n° 12) peut, en effet, étre appli-
qué aux deux branches de I'hyperbole. Mais ce second axe
ne rencontre pas la courbe; c’est pourquoi on a donné au
premier le nom d’axe transverse, au second le nom d’axe non
transverse. On voit aussi que le point O, milieu de la distance
FF' des foyers, est le centre de la courbe.

— Dans le premier systeme bi-polaire, si I’on appelle u
et r les dislances d'un point quelconque de la courbe aux
deux foyers F et F', les deux branches de courbe ont respecti-
vement pour équations

* V—u—Ha

Dans lu second systeme bi-polaire, les équations des deux
branches sont

a . a
tang-2 C+’ it tang-2 c— al
tan L - t~ang-S o8l

g2 >

En coordonnées rectangulaires, si I'on prend pour axes des
coordonnées les deux axes de la courbe, I’équation de Fliyper-
t>ole est

4 cH* — w-+ E£X)=t1a

En répétant ici les transformations du n° i.j, on arrive a I'é-
quation sous forme entiére, a'y* -+ (a*— <) x1=a l(ai— c'},
(iue nous avons déja obtenue pour I'ellipse.

Cette équation, comme nous l'avons remarqué, équivaut aux
quatre équations distinctes M- u=rtaa, tn-v=+2<i; mais,
dans le cas actuel, ia étant plus petit que 2c, les deux dernieres
n ont pasde solution réelle. Si I’'on pose cs— al= Ir, I’équation
de I’hyperbole prend la forme

N al
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J1 est bon d’observer que, dans le systéme rectiligne, les
deux branches de I’'hyperbole sont comprises dans la méme
équation (2), tandis que, dans le premier systeme bi-polaire,
I’'une des branches est représentée par I'’équationv—u=ia,
I'autre par I'équation u— t)= aa. Il faut aussi deux équations
distinctes dans le second systéme bi-polaire.

PARABOLE.

parabole est une courbe dont chacun des points
est également distant d'un point fixe nommé foyer et d'une
droite fixe appelée directrice.

Il est facile de construire la parabole par points. Soit F le
foyer, DD7 la directrice (fig. 16); menons par le foyer une

droite BD perpendiculaire a la directrice;
le point A, milieu de FD, est un premier
point de la parabole. Tragons une série
de droites paralleles a la directrice, a une
distance plus grande que AD. Soit P le
point ou I'une d’elles rencontre la droite
DB; du foyer F, avec une ouverture de
compas égale aDP, décrivons un cercle qui
coupera la parallele en deux points 11 et M;
aPPartenant a la parabole. Car la perpen-
diculaire ME, abaissée du point M sur la directrice, est égale a
DP, et par suite au rayon MF; le point M, étant également dis-
tant du foyer et de la directrice, estun point de la parabole. Ré-
pétons cette méme construction pour chaque paralléle; quand
nous aurons déterminé ainsi un nombre suffisant de points,
nous ferons passer un trait continu par tous ces points.

La droite DB, menée par le foyer perpendiculairement a la
directrice, est un axe de parabole ; car, d'aprés la construc-
tion, la corde MM7 est perpendiculaire & DB et divisée au
point P en deux paities égales. Si donc on fait tourner la partie
supérieure de la parabole autour de la droite DB, pour la
rabattre de lautre cote™ la droite PM s'appliquera sur PAIN Jg
point Men M. Comme il en est de ineme pour tous les points
deux a deux, on voit que la partie supérieure coincidera exac-
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leniuul avec la partie inférieure ; donc la droite DB est axe de
la parabole. Le point A, milieu de FD, est le sommet de la pa-
rabole.

La parabole n’est pas une courbe fermée comme I'ellipse ;
e<le se compose de deux branches qui se prolongent indélini-
ment. Les dimensions de la parabole dépendent de la distance
du foyer a la directrice, distance que I'on appelle paramétre de
laparabole; quand cette distance est tres-petite, les deux bran-
ches de la parabole sont tres-rapprochées I’'une de I'autre. Elles
s écartent et la parabole s’ouvre d’autant plus que ce paramétre
est plus grand.

— On peut aussi lracer la parabole d’un mouvement con-

tinu. Plagons une régle sur la directrice DD' (flg. 17); appli-

guons contre larégle une équerreGHK; au

sommet G attachons un fil d’une longueur

égale au coté GH de I'’équerre, lI'autre ex-

trémité étant attachée au foyer F; tendons

le Gl contre I’équerre avec un crayon, puis

faisons glisser I’équerre le longdelaregle,

et, en méme temps, le crayon le long de

I’équerre de maniére a tenir le fil constam-

menttendu;nousdécrirons un arc de para-

Fig. 17. bole. En effet, soit Mle point ou se trouvele

crayon quand I'équerre occupe la position GHK; la longueur

du fil ou la ligne brisée GM -+ MF étant égaje au coté GH de

I’équerre, la distance MF égale Mil, et, par conséquent, le point
M appartient a la parabole.

22 — La définition de la parabole indique un systéme de
coordonnées dont nous n’avons point en-
core'parlé. On peut déterminer un point
guelconque Mdu plan par ses distances MF
et ME au foyer F et a la directrice DD

~ (fig. 18) : la position du point Msera don-
née par I’intersection d’un cercle décrit du
foyer comme centre et d’une droite paral-
léle & la directrice. Si I'on appelle u et v

les deux coordonnées du point M, la para-
BIMANALYT. 2
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bole aura pour équation clans ce systeme
(i) u—v.

Prenons maintenant pour origine des coordonnées rectili-
gnes le sommet A de la parabole, pour axe des x I'axe AX de
la parabole, et pour axe des y une perpendiculaire AY. Eu
désignant par p la distance FD du foyer ala directrice, Oll a

v— AP+AD=a; + ™» uz= xX-— (

et I'’équation de la parabole devient

ou ()] Y% zpX.

23 — Avant daller plus loin nous dirons comment on dé-

finit la tangente a une courbe quelconque. En géométrie

élémentaire, on appelle ordi-

nairement tangente au cercle

une droite indéfinie, qui n'a

qu’un point commun avec la

ciiconférence; mais cette définition n’étant pas susceptible

d étre généralisée, il convient de définir la tangente d’une autre

maniére. Soit M un point donné sur une courbe (fig. 19); par

ce point et un point voisin M, menons une droite indéfinie ;

imaginons maintenant que le point 5F se rapproche indéfini-

ment du point M*la droite MM tendra vers une position limite

M 1. C'est cette droite MT que I'on appelle tangente a la courbe

au point M. On appelle normale a la courbe au point Mla per-
pendiculaire menée par ce point a la tangente.

Il est aisé de voir, d apres cette définition, que la tangente

au cercle au point Mest perpendiculaire

a l'extrémité du rayon OM (fig. 20); car,

dans le triangle isocele MOM', I'angle

OMM est égal & un angle droit, moins la

moitié de I'angle au centre MOM'; quand

le point M'se rapproche indéfiniment du

Fig.20 point M, l'angle au centre tend vers
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zéro, et I'|angle OMM devient droit. La normale au cercle en
M est le rayon MO.

CISSOIDE DE ItlOr,LES

— Etant donnés un cercle, undiamétre AB, une tangente
BC al'’extrémité de ce diamétre (fig. 21), si autour du point A
on fait tourner une sécante AE, sur
laquelle on porte a partir du point A
une longueur AM égale a la portion
DE de la sécante comprise entre le
cercle et la tangente fixe, le lieu du
point M est une courbe qui porte le
nom de Cissoide.

Si I’on suppose que la sécante mo-
bile parte de la position AB et tourne
autour du point A, de AX vers la
perpendiculaire AY, lalongueur DE,
et par suite AM, augmentera indé-
finiment; le point M décrira une
branche de courbe infinie AMM'. Si
I'on fait tourner la sécante mobile

de l'autre coté de AB, on obtiendra évidemment une seconde
branche égale a la premiére.

La droite AB est un axe de la courbe, puisque les deux bran-
ches sont symétriques par rapport a cette droite.

La tangente auxdeux branches ali pointA coincide avec |’axe.
Car, si lasécante AM tourne autour du point A de maniere a ce
gue la corde AM ou DE devienne nulle, elle tend vers la position
limite AB; donc AB est la tangente en A.Le point A est ce qu’on
appelle un point de rebroussement.

On peut voir aussi que les deux branches de la courbe se
‘approchent indéfiniment de la droite CC'.En effet, considérons
la sécante dans la position AE'; si de la longueur totale AE' on
retranche alternativement les deux longueurs égales AM' et
ITE', onaMfe'=AD"'. Lacorde AD' diminuant de plus en plus
et tendant vers zéro, il en est de méme de la longueur M'E’, et



-20 L1IVRK I, CHAPITRE H.

aplus forte raison ck laperpendiculaireMINL GatuokoitoCC .dort

la.courbe se rapproche incéfininent, sagpelle une asymptote.
La cissoick a eté imeginée par le géonretrre grec Diodes, pour

résoudre le probleme ce la corstruction e deux moyennes

proportionnelles entre deux lignes données.

2 5 —Cherdhors I'équiation ¢k la cis-
soick en coordonnées polaires; prenons
le point A pour pdle et la droite AB pour
ae polaire. Appelors a le diarrétre du

"erde donné, p et w les coordonnées
d’un point quelcongue Mce la courtee
(hg 2. Dars les triangles rectangles
A= AAD mna

A= aamBW,

uol p=DE= AE- AD- ;™ - a 00
Airsi la cissoice est représentée en coordonnées polaires par
I'éoetion

Y

Crerchors naintenant | ewatlmenmnbrmas rectiligues;
prenors le point Apour origine, ladroite AB pour axe dus x
d ure perpendiculaire [tour axe des y. Dars le tangle rudan-
duMP na _ _

ampuosoi, Y= psing,  f-= xi\y=;
si,dars Iéouetion (i),on rerrplace daboord cos wipar™ - siti +

par  cequi domesx = aif, pUSlparx: -Lys onanwea
I'écyation ck Iacissdl'de]{enooaobmés rectilignes
(Z) y Ha—x) — x o}

2 0 — Proposors-nous ce corstruire, au moyen de souéqua
tion en coordonnées rectiligres, la cissoice dont noLs avors
dgjatrone laformre dapres sa définition geonétrique.

En résolvant I'éguation par rgoportay, ana

*

rsindo

¥:ix \\; «— &
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L’'ordonnée n’est réelle que pour les valeurs de I'abscisse
comprises entre o et a; donc la courbe est située tout entiére
entre I'axe des y et la parallele CC' menée a la distance a
(fig. ni). Quand x croit de o a a, la valeur numérique de
v croft de o il x , ce qui donne une branche de courbe
partant de l'origine A et s’élevant indéfiniment. En méme
temps, la distance JJH = a— x d'un point de la courbe a la
droite BC tend vers zéro, ce qui fait voir que la droite BC est
asymptote de la courbe. Comme a chaque valeur de x corres-
pondent deux valeurs de y égales et de signes contraires, la

courbe se compose de deux branches symétriques par rapport
al'axe AX.

STROPHOIBE.

27 — Unangle droit YOX (fig. a3)et un point fixe A sur un
de ses cOtés étant donnés dans un plan, on méne du point fixe A
une droite quelconque AD qui rencontre le coté OY en D, et
I'on porte sur cette droite d’un c6té et de I'autre a partir du
point D des longueurs DM et DN égales a OD ; le lieu des points
Met N est la strophoide.

Quand la droite mobile occupe la position AO, les deux points
Met N se confondent en 0. Si la droite tourne de maniere a ce
que le point D s’éléve indéfiniment sur OY, OD augmente, et
I'on voitque le point Ndécrit une branche de courbe infinie ON-

Quant au point M, il se rapproche
le plus en plus du point A. En
iffet, on obtient les points Met N
en décrivant un cercle du point D
comme centre avec DO pour rayon ;
guand le point D s’éleve a I'infini,
I’arc de cercle OMcoincide avec la
droite OA,et le point Mvient enA.
Il'y a évidemment une partie sy-
métrique de l'autre cOté de I'axe
OX.
Le point O, par lequel passent
les deux branches de courbe, s ap-
pelle point multiple. Les tangentes en ce point aux deux bran-
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ches de courbe coincident avec les bissectrices des angles
droits YOX, YOX'. Car I'angle ODE, extérieur au triangle iso-
cele DOM, est égal a la somme des deux angles intérieurs op-
posés, et, par conséquent, a deux fois I'angle DOM ; de méme
I’angle ODA est égal a deux fois I'angle DON. Quand la droite
AD s’applique sur AO, I'angle obtus ODE diminue et tend vers

un angle droit; I'angle moitié YOM diminue et tend vers
I'angle aigu ODA augmente et tend vers un angle droit ; I'angle
moitié YON augmente et tend aussi vers ~*On peut remarquer

d’ailleurs que les deux droites OM et ON sont rectangulaires.
On voit, en outre, que I'arc OMA est situé au-dessous de sa
tangente, tandis que I'arc ON est au-dessus.

La tangente au sommet A est perpendiculaire a I'axe OX;
car,lorsque le point Ds'éleve indéfiniment, la corde AM devient
perpendiculaire a OX.

Sur le prolongement de AO prenons OG = OA, et par le
point G7élevons la perpendiculaire H H ; cette droite est asymp-
tote de part et d'autre aux deux branches infinies de la courbe ;
car la distance NE, égale a AM, tend vers zéro.

2 8 — Cherchons I'équation de la courbe en coordonnées
polaires. Prenons le point O pour péle, et la droite OA pour
axe polaire; les coordonnées du pointM sontp=0M,0>=MOA;
dans le triangle isocele DOM, chacun des angles DOM, DMO est

égala * — w,etl’'angle ODM a 2m; I'angle OAM, complémentaire

du précédent, vaut - — 210. Si I'on désigne par a la longueur
OA, on a, dans le triangle OMA,
sin (- — 2(0
o MM )

a 811) tw_ PN

d’ou AT

Les coordonnées du point N vérifient la méme équation.
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Cherchons maintenant I'équation de la courbe en coordon-
nées rectilignes, en prenant pour axes les deux droites OX
et OY; si, dans I'équation précédente, mise sous la forme
pcos 0= a (cos'20— sin4o), on remplace cos w et sin  par leurs

valeurs' et on a = mettant ensuite a la

P P
place depssa valeur ®84-y!,0n arrive a I'équation du troisiéme
degré

@ X (X-4if) — a(@s— 7= o.

39 — Proposons-nous maintenant de (construire la courbe
au moyen de son équation en coordonnées rectilignes. L'équa-
tion (2), résolue par rapportay, donne

. [a—
A= dox Y 3l

Pour que l'ordonnée y soit réelle, il faut que la quantité
placée sous le radical soit positive. Quand on donne a x des
valeurs positives, le dénominateur étant positif, le numérateur
doit étre aussi positif, ce qui exige que x soit plus petit que a.
Quand on donne a x des valeurs négatives, le numérateur
étant positif, le dénominateur doit étre aussi positif, ce qui
exige que la valeur absolue de @& soit moindre que a. Ainsi
I'abscisse x ne peut varier que de — aa-Ha; si donc on porte
sur I'axe des x, a partir de l'origine, et de part et d’autre, des
longueurs OA et OG égales a a, et que par les points G éVA on
meéne des paralléles HH-, KK7a I'axe des y, la courbe sera tout
entiere comprise entre ces deux paralléles. On verra la forme
de la courbe en suivant la variation de la fonction

. Ja—x
y—x\a+ x

Quand x varie de o a a, I'ordonnée y conserve d” valeurs
finies; elle s’annule pourx=o0,et aussi,pour x=a;\lea résulte
une branche de courbe OMA, partant du point o, et aboutis-
sant au point A. Quancfx varie de o0 a — a, l'ordonnée y est
négative et varie de o a— oc ; il en résulte une branche OIY,
qui partde I'origine ets’abaisse indéfiniment, en se rapprochant



-24 LIVRE 1, CHAPITRE H.
de plus en plus de la droite HH, qui est une asymptote; cette
branche ON fait suite & la branche AMO.

En changeant le signe du radical, on obtient une branche
AM'ON symétrique de la premiére par rapport a I’axe des a;.

LIMACON DE PASCAL.

30 — Par un point A pris sur un cercle, on méne une sé-
cante quelconque AD, sur laquelle a partir du point D, ou elle
rencontre le cercle, on porte de part et d’autre une longueur
donnée DM ou DN ; le lien des points M et N (fig. 24) est une
courbe nommée limagon de Pascal.

On obtiendra la courbe entiére en supposant que le rayon
vecteur coincide dabord avec le diamétre AB du cercle, et
tourne ensuite d un angle droit dans un sens ou dans l'autre.
On obtiendra aussi la courbe entiére en faisant faire au rayon
une révolution compléte, et portant la longueur constante dans
le sens du rayon a partir du point ou ce rayon 0Ll son prolonge-
ment coupe le cercle. La courbe présente trois formes diffé-
rentes, suivant que la longueur constante a est supérieure,
égale ou inférieure au diamétre 6 du cercle.

1“ Considérons d'abord le cas ou la longueur a est plus

grande que b. Quand le
I'ayon coincide avec AB. il
faut, & partir du point B,
porter sur ce rayon une
longueur BG égale a a, ce
qui donne un point G du
lieu (fig. 24). Lorsque le
rayon tourne autour du
point A et occupe la posi-
tion AD, on a le point M.

Quand le rayon a tourné
d’un angle droit, le point D vient en A, et le point Men M. Le

rayon, continuant son mouvement, prend la direction AD ; son
prolongement coupe le cercle en D,; il faut, a partir de ce
point D,, porter dans la direction méme AD- une longueur D,M,
égale a a. Quand le rayon, ayant tourné de deux angles droits,
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occupe la position AX', le point D, vient en B, et le point M, en
H; on a ainsi I'arc MM,H qui fait suite au premier, et qui est
aussi extérieur au cercle. Le rayon dépassant la position AX' et
tournant encore de deux angles droits pour revenir a la posi-
tion initiale AX, le point mobile décrit I'arc HN'G, symétrique
de larc GMH par rapport a la droite X X. De cette maniére le
point décrit la courbe entiere d’'un mouvement continu.

2" Supposons maintenant que la longueur a soit égale ab.
Le rayon vecteur
tournant de deux
angles droits, a par-
tir de la position
initiale AX, le point
Mdécrit I'arc GMM'A
(fig. 25), qui vient
aboutir au point A.
La tangente en A est
la droite AX"', posi-
tion limite de la sé-

cante AM,. Le point A est un point de rebroussement.

3» Considérons enfin le cas ol la longueur a est plus petite
que b. Lorsque le rayon vecteur tourne d'un angle droita
partir de la position initiale AX, le point Mdécrit I'arc GMM'
(fig. 26). Le rayon prend ensuite la direction AD'; le point D

vient en D,, le point

Men M,. Le rayon

arrive auneposition

AD"telle que lacorde

D,A est égaleaa; le

point M, vient alors

en A et la courbeest

tangente a la droite

AD". Le rayon con-

tinuant son mouve-

G *e ment, la corde D,A

devient plus grande que a, et, si I’'on prend la longueur D3V,
'mgale 2 a, on a un point M, situé a I'intérieur du cercle. Enfin.
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quand le rayon prend la direction AX', le point M3vient en H.
L’arc extérieur GM'A se prolonge ainsi suivant I'arc intérieur
AM3. L’autre moitié de la rotation donne I|'arc HNAN'G,
symeétrique du premier par rapport a la droite XX, et com-
pléte la courbe.

31 Cherchons 1équation de la courbe en coordonnées
polaires. Prenons le point A pour pdle, et la droite AX pour
axe polaire. Appelons w I'angle que fait la direction du rayon
avec la direction AX. Quand la direction méme du rayon coupe
le cercle, ce qui alieu dans la position AD, le triangle rectan-
gle ADR donne AD = bcos <, et, par suite,

p= DM-f-AD = a-f-bcosw.
Quand c est le prolongement du rayon qui rencontre le cercle,

ce qui a lieu dans la position AD7, I'angle w est I’angle XAD';
le triangle rectangle BAD, donne D ,A= — 6co0s«, et, par suite,

p= DM,— D,A= a4-bcosw.

Dans la figure 2(i, quand le rayon occupe la direction AD™,
la longueur du rayon vecteur n’est plus portée dans la direc-
tion méme de ce rayon, mais dans la direction opposée; il
convient de regarder ce rayon vecteur comme négatif; on a
alors

P= — AMs= D,M3— AD3= a-t-bcosm.

Ainsi, darts tous les cas, la courbe entiere est représentée par
I’équation
(0 p= a-f-bcosw.

En coordonnées rectilignes, si lon prend le point A pour
origine, le diamétre AB pour axe des x, une perpendiculaire
pour axe des y, I’'équation de la courbe est

(a) (*s+ yl— bxY = a'@r4- 7).
On lobtient en remplagant dans I'équation (i) costo par sa
valeu rof' puisp* par x' + y- (n° 25), et élevant au carré pour

faire disparaitre le radical.
33 — On obtient celte méme courbe par un autre procédé.
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Etant donné un cercle GH et un point fixe A, imaginons qu’une

tangente mobile CM roule sur le cercle, et du point A abaissons
une perpendiculaire AM sur cette
tangente (fig. 9.7); on demande le
lieu du point M.

1l y a trois cas a considérer
vant que le pointA estintérieur au
cercle, sur le cercle, ou extérieur.
Supposons, par exemple, le point
A extérieur au cercle. Lorsque la
tangente touche le cercle en G, la

tog-si*- perpendiculaire abaissée du point
A coincide avec le diametre AG et le point G est un point du
lieu. La tangente roulant sur le quart de cercle GCC, le point
M décrit I'arc de courbe GMM'. La tangente s’'incline ensuite
jusqu’a la position C'A, et I'on al'arc de courbe M'A. La tan-
gente continuant son mouvement suivant C"ll, le pied de la
perpendiculaire tombe au-dessous du diamétre et I'on a l'arc
de courbe ANH. Nous avons fait rouler la tangente sur le demi-
eercle GC'N; en la faisant rouler sur le demi-cercle inférieur,
on obtiendra une partie symétrique de la premiére.
Cherchons I'équation de cette courbe en coordonnées po-
laires; prenons le point A pour poéle, le diametre AG pour axe
polaire; désignons par a le rayon BG du cercle donné, et par
b la distance AB. Si, par le centre B du cercle, on méne une
parallele BD a la tangente CM, on a

p= Al) «+~DM = bcos « -+ a.

Cette équation est la méme que I’équation (1), d’ou I'on conclut
lidentité des deux courbes.

Au reste, il est facile de reconnaitre géométriguement cette
identité. L’angle D étant droit, le lieu du point D est le cercle
@<critsur AB comme diametre ; on obtiendra donc le point Men
prolongeant lacorde AD d'une quantité constante DM égale a BC.

ROSACE A QUATRE BRANCHES.

Etant données deux droites rectangulaires 0X ,0\,
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sur lesquelles glissent les extrémités d'une droite PQ de

longueur constante,
du point O on abaisse
une perpendiculaire
OM sur cette droite :
étudier le lieu du
point M (fig. 28).
Quand ladroite PO
s’applique sur QY, le
point M vient en 0,
et la corde OM prend
ladirection OX;donc
la tangente en 0 a
I'arc OM coincide
avec OX. Le point I,

milieu dePQ,décritun cercle dont le centre esten O, et le rayon
égal a a, si I’on désigne par vala longueur constante PQ. Or
la perpendiculaire OM est plus petite que I'oblique 01; donc la
distance OM est maximum quand la droite PQ est perpendi-
culaire sur la bissectrice OA. Lorsque la droite mobile continue
son mouvement, elle passe par une position P'Q; symétrique
de PQ par rapport a la bissectrice OA, et I’on obtient un arc
OM A symétrique de I'arc OMA. La méme courbe se reproduit
dans chacun des quatre angles droits. Ainsi la courbe a quatre
axes, savoir : les deux droites fixes 0'X,0 Y, et les deux bissec-
trices a A/A,B/R. Le point O est centre de la courbe.

Si I'on prend le point 0 pour péle, et OX pour axe polaire,
on a, dans les triangles rectangles OMP, OPQ,

0= OPcosta, OP = aasinw;

donc

() ?— asin 9w.

En coordonnées rectilignes, la courbe est représentée par

une équation du sixieme degré :

® (@' + j/)5—da*x*y, = o.
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TANGENTE.

Les exemples qui précédent montrent comment on
peut construire une courbe d’aprés sa définition géométrique
et tiouver ensuite I'’équation qui la représente. Il est possible
aussi quelquefois de déduire de la définition géométrique de
la courbe une construction simple de la tangente. Nous en
citerons deux exemples remarquables, savoir: les courbes dé-
dites par les différents points d’'une figure plane qui se meut
«lans un plan, et le lieu des pieds des perpendiculaires abais-
sées d un point fixe sur les tangentes a une courbe donnée. La
construction relative a la premiére classe dépend des proposi-
tions suivantes:

Lemme. Toute fiyure plane peut étre amenée clune position
a une autre par une rotation autour d'un point fixe.

Nous remarquons d’abord que la position d’une figure plane
dans un plan est déterminée lorsqu'on connait les positions de
deux de ses points. Soient A et B, deux points de la figure dans
*a premiere position (fig. 29), A' et B' ces mémes points dans

sa seconde position ; la droite AB, de
longueur invariable, s’est transportée
en A B .Elevons des perpendiculaires
aux droites AA' BB ; en leurs mi-
lieux, ces perpendiculaires se cou-
pent en un point I. Les deux trian-
gles AIB, AIB sont égaux comme
ayant les trois c6tés égaux chacun a chacun, savoir: AB égal a
A/B', 1A et IA égaux comme obliques s’écartant également du
I'iedde la perpendiculaire, et de méme IBetIB ; donc les deux
angles AIB, A'IB' sont égaux ; en retranchant la partie com-
niutle A/IB, on en conclut que les angles AIA ,BIB sont égaux,
I'flaginons maintenant que la figure tourne autour du point
I*xe | de I'angle AIA', le rayon IA viendra sur IA etle point A
enA'! de méme, le rayon IB, tournant d'un angle BIB'égal a
AIA', viendra sur IByet le point B en B'. Cette rotation autour

u point I amene donc la figure de sa premiére position a la
seconde.
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Théeoreme. Si I'on considére les courbes décritespar les diffé-
rents points A, B,C d'une figure plane invariable qui se meut
dans un plan, les normales a ces courbes aux points qui cor-
respondent a une méme position de la figure passent parmi
méme point.

Soient A, B, C différents points de la ligure dans une po-
sition quelconque, A', B, C,... ces mémes points dans une
position voisine; d’aprés ce que nous avons dit, on peut amener
la figure de la premiére position & la seconde en la faisant
tourner autour d'un certain point I,; dans le mouvement, les

rayons I,A, 1jB, 1C,.. . décrivent des angles respectivement
égaux et viennent se placer sur I,A', I,B', [{C"... (fig. 30). Les
perpendiculaires MI,, NI,, P1,,... auxcordes

AA;, BB\ CCy,... en leurs milieux, passent
toutes par le point I,.

Supposons maintenant que la seconde po-
sition se rapproche de plus en plus de la
premiere; le point I, tend vers une position
limite I ; les cordes AA, BB, CC7 ... pro-
longées, deviennent tangentes aux courbes

en A, B, C.. .;les perpendiculaires Ml,, NI,, Pl,,. .. aux cordes
se confondent avec les perpendiculaires aux tangentes en A,
B, C,.. . c'est-a-dire avec les normales aux courbes. On en
conclut que les normales en A, B, C,... aux courbes décrites
par ces points, passent toutes par un méme point I.

Corottaire. Si I’on sait mener les normales aux courbes dé-
crites par deux points A et B de la figure mobile, ces deux
normales, par leur intersection, détermineront le point|; en
joignant le point | a un troisieme point quelconque c, on aura
la normale a la courbe décrite par le point C; une perpendi-
culaire ala normale sera latangente. C'est ce qui alieu si deux
points décrivent des lignes droites ou des circonférences de
cercle. Voici quelques applications de cette méthode.

3 5 — Nous allons faire voir que lorsque deux points de la
ligure mobile décrivent des droites, la courbe décrite par un
point quelconque est une ellipse; la méthode précédente nous
donnera le moyen de construire la tangente a I'ellipse.
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Supposons d’abord que les deux extrémités d’une droite CD,
de longueur invariable, glissent sur deux droites rectangu-
laires fixes OX, OY, et cherchons le lieu décrit par un point M
de cette droite (fig. 3i). Quand la droite CD est appliquée sur

OX, le point Mesten A, a une dis-
tance OA égale a DM; I'extrémité D
glissant sur OY et s’éloignant du
point O, I'extrémité C se rapproche
du point O, et le point Mdécrit I'arc
AMB ; la droite s’appliquant surOY,
le point Mvient en B, a une dis-
tance MB égale CM. Le méme arc se
Aproduit dans chacun des quatre angles droits, et la courbe
lermée que I'on obtient ainsi est une ellipse.

En effet, si I'on prend les deux droites fixes OX, OY pour
axes des coordonnées, que |'on appelle a et b les deux lon-
gueurs constantes DM et CM, x ety les coordonnées du point M,
les triangles semblables MPC, DQM donnent

MP CM Y, b
CQ— DM ouU y/a3— x' — fi’'
X1 y2__
~al+ ¥ ~ 7
c est I’équation (5) du n» io. Ainsi, la courbe esl une ellipse
dont les axes 2a et 2bsont dirigés suivant les deux droites rec-
langulaires données.

Il nest pas nécessaire que le point M soit situé sur la droite
'nobile entre les points C et D; il peut étre situé sur le prolon-
gement. Considérons la droite C'D' dont les deux points G et
B' glissent sur les deux droites rectangulaires OX et OY, et
cherchons le lieu décrit par le point M. Si I'on appelle aet b
les distances D'M et C;M, les triangles semblables MPC, D'QM
donneront, comme précédemment,

MP  MC y b

DQ~MD ' OU yja*— oP~ a
"est sur cette propriété que repose la construction d'un petit
"'struinent appelé compas elliptique. Deux pointes sont fixées
en deux points C et D, pris a volonté sur une droite CD, et un
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crayon au point M; les deux pointes glissent dans des rainures
pratiquées sur deux droites rectangulaires OX et QY ; le crayon
placé en M décril I'ellipse d’un mouvement continu.

Il est évident qu’une ligne droite est a elle-méme sa propre
tangente. Les points C et D du plan mobile décrivent les droites
OX et OY; les perpendiculaires Cl et DI a ces droites déter-
minent le point 1 par lequel passent les normales aux courbes
décrites par les diflérents points dela figure mobile aux points
qui correspondent a une méme position de cette figure. La
droitelMest donc normale enM a I'ellipse décrite parce point;
en menant une perpendiculaire a IM, on aura la tangente.

Supposons maintenant que deux points E et F du plan mo-
bile glissent sut- deux droites fixes quelconques OA et OB
(fig. 3a). Les perpendiculaires a ces droites aux points E et F

déterminent le point de concours 1
des normales. Le cercle décrit sur
01, comme diamétre, passe par les
points E et F; la droite EF étant con-
stante ainsi que lI'angle EOF, le dia-
meétre du cercle est constant. Ima-
ginons que le cercle soit situé dans
le plan mobile et emporté dans son
mouvement avec la droite EF; ce
cercle passera constamment par le point O; tout point Dde
la circonférence décrira une ligne droite OY, puisque l'angle
inscrit FOD, qui a pour mesure la moitié de l'arc constant
FD, est lui-méme constant.

Considéronsun pointquelconqueMdu plan mobile ; joignons
ce point au centie K du cercle; les deux points C et D, extré-
mités du diamétre MK, décrivent deux droites rectangulaires
OX et O\ ; Oll en conclut que le point Mdécrit une ellipse dont
les axes, égaux a deux fois les distances DM et CM, sont dirigés
suivant OX et OY. La droite IM est normale a I'ellipse au
point M. t

3©. cConchoide. Etant donnés un point A et une droite CC',
par le point A on méne une sécante quelconque AD et, a partir
du point D ou elle rencontre la droite CC', on porte de part et
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d’autre une longueur donnée DM et DN; le lieu des points M
et N est une conchoide (fig. 33).

On voit aisément que cette courbe
se compose de deux branches infinies
situées de part et d’autre de la droite
CCI', asymptotes a cette droite. La
branche de gauche présente des for-
mes différentes suivant que la lon-
gueur DM est inférieure, égale ou
supérieure a la perpendiculaire AB
abaissée du point A sur la droite CC'.

Cette courbe rentre dans la caté-
gorie précédente; on peut regarder
en effet la droite AD comme se mou-
vant dans le plan, de maniere que

— I’'un de ses points D décrive la droite

CC, tandis qu’elle glisse sur le point A autour duquel elle

tourne. Un point Mde celte droite décrit une branche de con-

choide. Considérons le point de la droite mobile qui est en A,

lorsque la droite occupe la position AD; ce point décrit une

branche de conchoide passant par le point A et tangente en ce

Point a la droite AD; la normale a cette courbe particuliére

est la droite Al perpendiculaire a AD. La normale a la ligne

décrite par le point D est la perpendiculaire DI a la droite CC';

en joignant au point M le péint d’intersection | de ces deux

normales, on a la normale IM a la courbe décrite par le
point M; la perpendiculaire a IMest la tangente en M.

Le limagon (n° 30) est une courbe analogue a la conchoide ;

il suffit de remplacer la droite CG, sur

laquelle glisse le point D, par une cir-

conférence de cercle (fig. 34). Considérons

encore Je point de la droite mobile qui est

en A, quand la droite occupe la position

AD ; ce point décrit une courbe passant par

le point A et tangente en ce point a ladroite

AD; la normale a cette courbe est la per-

pendiculaire Al. La normale a la circonférence décrite par le
OSOH.ANALYT. 3
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point D est le diamétre DI ; le point de concours | des normales
est donc I’extrémité du diamétre qui passe par le point D; en
joignant IM, on a la normale a la courbe décrite par le point M.

37 La méme construction peut aussi étre appliquée a la
cissoide et a la strophoide ; mais il faut auparavant donner de
ces courbes une autre définition géométrique. Considérons un
angle droit ARC (fig. 35), dont un coté BA passe par un point

fixe A, et dont un point C de I'au-
:re coté glisse sur une droite EE ;
)n suppose de plus que la lon-
gueur BC est égale a la distance
0O du point A a la droite EE"; le
joint M, milieu de BC, décrit une
Tissoide, et le sommet B de I’'an-
gle droit une strophoide.
En effet, les deux triangles rec-
angles ABC, AOC étant égaux, les
angles CAL, ACL sont égaux, et
le triangle ALC isocele; puisque AB estégal a CO, on a aussi
LB=LO; donc le lieu du point B est une strophoide (n°27).

Dans les mémes triangles rectangles, les angles ACP, CAP
étant égaux, le triangle ACP estisocele. Joignons le point Mau
point D, milieu de AO ; puisque CM est égal a AD, la droite DM
est paralléle a AC; prolongeons cette ligne jusqu’asarencontre
en K avec la parallele a AO, menée par le point C, on aura CK
=AD=CM. Du point 0 comme centre avec un rayon égal a
OD, décrivons un cercle ; joignons le centre au point de rencon-
tre du cercle avec la droite DK et menons par I’extrémité F du
diametre une parallele GG' a EE;; cette droite sera tangente au
cercle et passera par le pointK. Les deux triangles isoceles MCK,
DOII élant égaux, on a DH=MK et par suite DM=HK. Donc le
lieu du point M est une cissoide ayant pour sommet le point D

t pour asymptote la droite GG' (n° a4).

Considérons maintenant le point de la figure mobile qui est
en A, lorsque I'angle droit occupe la position ABC; ce point
décrit une courbe passant par le point A et tangente en ce point
a la droite AB; la droite Al, perpendiculaire a AB, sera la nor-
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maie a cette courbe. D’autre part, la droite Cl, perpendiculaire
a EE7 est la normale a la droite décrite par le pointe. Le point
d intersection | de ces deux normales est le point de concours
de toutes les normales. Donc les droites IB et IMsont normales,
lune a la strophoide, I'autre a la cissoide.

PODAIRES.

38 — On appelle podaire d’'une courbe donnée AB le lieu du
pied P de la perpendiculaire abaissée d’un point fixe O sur une
tangente quelconque MP a cette courbe (fig. 36). Une tangente

voisine MP7donnera un se-
cond point P7de la podaire.
Soit D le point d’intersec-
tion des deux tangentes;
le cercle décrit sur OD,
comme diametre,passe par
les points P et P7 et la
droite PP7est une sécante
du cercle. Imaginons maintenant que le point M7 se rapproche
indéfiniment du point M, le point D viendra en M, et le dia-
meétre OD coincidera avec OM; la sécante PP7deviendra tan-
gente a la fois a la podaire et au cercle; la normale a la po-
laire coincidera donc avec la normale au cercle construit sur
OM comme diametre, et I'on obtiendra cette normale en joi-
gnant le point P au point C, milieu de OM.

Cette construction peut étre appliquée aussi au limacgon, qui
est la podaire du cercle (n° 3a). Mais nous verrons plus tard que
la construction des tangentes aux podaires se ramene a la mé-
thode générale indiquée au n° 34*

EXEIICICES.

1" Un iriangie variable ABC, doni le sommet A est fixe et I'angle A eon-

siani, esi inscrit dans un cercle donné. Démontrer que le lieu des centres

u cercle inscrit et des cercles ex-inscrils au triangle se compose de deux
* magons.

Démontrer que le lieu des sommets des angles de grandeur donnée dont

es culés sont langenls a deux cercles donnés se compose de deux limagons.

Un cercle variable touche un cercle donné en un point donné, ou méne
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une tangente commune aux deux cercles. Démontrer que le lieu du point
de contact de cette tangente avec le cercle variable est une cissoide.

4» Un plan mobile se meut dans un plan fixe, de maniere que deux
droites du plan mobile restent tangentes respectivement a deux cercles du
plan fixe. Démontrer qu’un point du plan fixe trace une ellipse sur le plan
mobile.

5° Construire les courbes qui, dans le premier systéme des coordonnées
bi—polaires, sont définies par I’équation u-+-nt=a. Démontrer que
des trois équations ti-\-nv= a, u—nv—a, —u-(-ntl= a, dans les-
quelles les deux constantes a et n ont les mémes valeurs, deux seu-
lement définissent des lieux géométriques. Ces lieux sont deux courbes
fermées intérieures lune a l'autre ; on les appelle ovales conjuguées de
Descartes. Elles sont représentées par une méme équation algébrique et
entiére en coordonnées rectilignes. Sur la droite qui passe par les deux
poles, il existe un troisitme point, tel qu’en prenant pour pdle ce point et
I’'un des premiers, I’équation conserve la méme forme.

6» Etant donnés deux cercles, si par un point fixe pris sur la ligne des
centres on mene une sécante quelconque, et qu’'on joigne chaque centre a
1lun des points de rencontre de la sécante et du cercle, démontrer que le
point d intersection de ces deux droites décrit les ovales de Descartes.

7° La projection de la courbe d’'intersection de deux cdnes de révolution
dont les axes sont paralléles sur un plan perpendiculaire aux axes est un
systeme d’ovale de Descartes.

8° Construire la courbe qui, dans le premier systeme bi-polaire, estrepré-
sentée par léquation uv= a’, aa étant la distanoe des deux pdles. Cette
courbe se nomme lemniscate.

9° Trouver le lieu du sommet d’un triangle dont la base a reste fixe, et
dans lequel les deux autres cOtés 6, c et la médiane correspondante m véri-

fient la relation b *c— (lemniscate).

io° Une ligne droite et une circonférence tournent chacune d’'un mou-
vementuniforme autour d un point fixe commun aux deux lignes, on connait
le rapport m des deux vitesses angulaires, rapport affecté du signe + ou du
signe , suivantque les rotations sont de méme sens ou de sens contraire ;
on demande le lieu décrit par le point de rencontre des deux lignes.

On appliquera aux cas particuliers suivants: i°m=- oum=-»
4% i
limacon de Pascal; a»m= i, ou m= — rosace i quatre branches;
» »=--, oum=;; 4°i»=j, oum=
a 4 3

ii° Méme question, en prenant pour lignes mobiles deux circonférences
égales qui tournent autour d un point fixe qui leur est commun.
Applications: i° m = limacon de Pascal; 20 m =3, rosace a quatre

branches; 3° m= — 2; 4° w= — 3.
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CHAPITRE 111

De I'Homogénéité.

— aerinitions. — On dit qu’une fonction f(a,b,c,...) est
homogéne par rapport aux lettres a, b, c,..., lorsque, en rem-
plaganta par ka, b par kb,..., on a

f (ka, kb, kc,...) = knf {a, b,c,...);

lexposant m est le degré de la fonction homogéne.
Telles sont, par exemple, les fonctions

{-b"csin-
a\Jb-{-b -csma a-\'-\gl; _a .

a + 2 ab,
a+6 . a+ ¢ ab—6*

le degré de la premiéere est i, celui de la seconde celui de la

troisieme o, et celui de la quatrieme — 2.

On voit aisément :

1° Que la somme ou la différence de deux fonctions homo-
génes du méme degré est une fonction homogene du méme
degré que les fonctions proposées ;

2° Que le produit de plusieurs fonctions homogénes de de-
grés quelconques est une fonction homogéne dont le degré est
egal a la somme des degrés des fonctions proposées;

3° Que le quotient de deux fonctions homogénes est une
fonction homogene dont le degré est égal a I'exces du degré
du dividende sur le degré du diviseur;

4° Que la puissance d’une fonction homogeéne est une fonc-
lion homogéne dont le degré est égal au degré de la fonction
Proposée multiplié par I'indice de la puissance;
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S» Que la racine d’une fonction homogeéene est une fonction
homogene dont le degré est égal au degré de la fonction pro-
posée divisé par I'indice de la racine;

6° Qu’'une fonction transcendante d’une fonction homogene

de degré o est elle-méme homogene et de degré o. Par exemple,
les fonctions

sont homogénes et de degré o; car si on remplace a et 6 par
ka et kb, la lettre k disparait sous le signe transcendant, et on
peut mettre en avant le facteur k°. Mais si la quantité placée
sous le signe transcendant, quoique homogéne, n’était pas du
degré o, lalettre k ne pourrait se mettre en facteur en avant du
signe transcendant et la fonction ne serait pashomogeéne. Ainsi
la fonction sin (a-h”bc) n’est pas homogene.

Lorsqu’un mon6me est rationnel et entier par rapport aux
lettres a, b, c,..., on appelle degré du monéme, par rapport a
une lettre, I'exposant de cette lettre dans le mondme; degré du
mondme, par rapport a plusieurs lettres, la somme des expo-
sants de ces lettres. Un mondme est toujours une fonction ho-
mogene d'un degré égal au degré du monéme : donc la somme
de plusieurs mondmes de méme degré est un polynéme homo-
géne de ce méme degré. Par exemple, le polynéme

a3— 4as6-+5a62— 263

est une fonction homogene du troisieme degré, par rapport
aux lettres a et b.

40 — Lorsqu’on cherche les relations qui existent entre les
longueurs des diverses lignes A, B, C,... d’une figure, on ima-
gine ces lignes rapportées a une unité de longueur, qui ordi-
nairement n’est pas spécifiée et reste tout a fait arbitraire.
Désignons par les lettres a, b, c,... les nombres qui expriment
ainsi les mesures des lignes de la figure, et supposons que I'on
ait trouvé entre ces nombres la relation

(1) f(@bc,.)=0.
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Les raisonnements que l'on a faits pour arriver a cette relation
étant indépendants de I'unité de longueur, il est évident que
cette relation doit subsister, quelle que soit cette unité. Appe-
lons «, p, y,... les valeurs particulieres de a, b, c,... pour une
premiére unité; al, y',... les valeurs de ces mémes quan-

tités pour uné autre unité; ces deux séries de nombres véri-
fient les relations

@ y....)=0,

Mais quand on change I’unité, les nombres varient proportion-
nellement, de sorte que, si I’'on désigne par k le rapport de la
premiére unité a la seconde, on a

— le
a P Y

d’ou iL=k*,y=kp,'f'= k'(
Si I’on substitue dans la relation (3), il vient
4) /*(/ca, k$,ky,..-)-=0.

Concevons que, la premiére unité restant fixe, la seconde varie,
a> y,- seront des nombres constants, k un nombre arbi-
traire, et I’équation (4) devra étre vérifiée quel que soit ce
nombre k.

Ainsi : si I'équation (1) esl vérifiée quand on y remplace les
lettres a, b, c,... parles nombresen [i, y,..., elle sera aussi vérifiée
quand on y remplacera ces mémes lettres par ka, kfi, ky,... quel
que soit le nombre k.

41 — Lacondition précédente estévidemmeént remplie lors-
que le premier membre de I’équation (1) est une fonction homo-
géne des lettres a, b, c,...; caralors on a

f(koL,k$ k-7,...)=kmf(x,P,t,...))

s>I'expression f(a, (i, y,...) est nulle, il en sera de méme de
f[k* kfi, Ay,...), quel que soit A.
Réciproquement pour que la condition précédente soit
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remplie, il est nécessaire que I’équation soit homogéne. Nous
ne considérerons ici que le cas ou I'équation est algébrique.

Supposons que f(a, b, c,...) soit un polyndme entier; si tous
les termes ne sont pas du méme degré, groupons les termes
dont le degré est le méme; appelons 9 (a, b, c,...) I'ensemble
des termes du degré le plus élevé m, ¥(a, b, c,...) I'ensemble
des termes du degré n, etc., I’équation (4) devient

P Y,.)tA"t|/(a, p,y,...)+...=0.

Pour que cette équation soit vérifiée, quel que soit k, il est
nécessaire que l'on ait séparément

9(«,Py,...)=0, <I»(«&y,

Comme [l'unité a laquelle se rapportent les nombres a, @ v,...
est arbitraire, on a entre les lignes de la figure les relations
homogenes

9(a, b, c,.,.)=0, <F(a b,c,.)=o0,...

Donc, si'l’équation (1) n'est pas homogeéne, elle équivaut d
plusieurs équations homogeénes séparément.

42 — Cependant il peut arriver qu’une équation non homo-
géne soit vérifiée, quand on fait choix d’une unité particuliere,
sans que les parties qui la composent soient nulles séparé-
ment; mais alors, si I’'on change I'unité, I’équation cessera
d’étre vérifiée.

Expliquons ceci par un exemple : Proposons-nous de déter-
miner les dimensions d’un cylindre de telle sorte que sa sur-
face totale soit équivalente a celle d’'une sphére de rayon
donné A et son volume a celui d’une sphére de rayon B.

Soient X le rayon et Y la hauteur du cylindre; appelons a,
b, x, y les mesures des lignes A, B, X, Y, rapportées a une
unité quelconque; les inconnues devront satisfaire aux deux
équations
) X'i+xy—2al=0)

®) X,y— ~bs=o0.

Chacune de ces équations est homogene : I'une est du second
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degré, l'autre du troisieme. Si elles sont vérifiées quand on
rapporte les lignes a une certaine unité, il en sera de méme
quand on les rapportera a une autre unité.

Les inconnues x ety satisfont également & I’équation non
homogene

N (Xi+ xy —aas)+~rli/— =o,

que lon obtienten ajoutant les précédentes membre a membre.

Considérons maintenant I'équation (7), abstraction faite de
sonorigine. On peut trouver quatre lignes A, B, X, Y, telles que,
si on les mesure avec une unité particuliére, les nombres obte-
nus vérifient cette équation sans annuler séparément les deux
parties. Supposons, par exemple, que leslignes rapportées aune
premiére unité aient pour mesure les quatre nombres a= 1,
b= 3, x= 1, y— 18, dont trois ont été pris arbitrairement
et le quatriéme déterminé ensuite par I'équation (7); si on
mesure les mémes lignes avec une unité deux fois plus petite,
on obtient les nombres a= 2, b= 6, x = 2,y — 37, qui ne
satisfont plus & I’équation. Le cylindre construit avec les lignes
X et Y ainsi déterminées jouit de cette propriété que la somme
des nombres qui, avec I'unité choisie, expriment les mesures
de sa surface et de son volume, est égale a lasomme des nom-
bres qui expriment les mesures de la surface d’une spheére et
du volume d’une autre sphéere; maisla méme relation n’a plus
lieu quand I'unité linéaire change.

L équation (7) ne peut étre vérifiée par les mesures des
memes lignes, quand on fait varier arbitrairement I'unité de
longueur, qu’autant que ces lignes satisfont aux équations (0)
et (6) prises isolément.

Dans la résolution des problémes de géométrie, on ne fait
jamais de combinaisons d’équations analogues a la précédente.
Les équations que donnent immeédiatement les théoremes de
a géométrie élémentaire sont homogénes; et, quand on
ajoute deux équations membre a membre, c’est afin d’obtenir
une nouvelle équation plus simple que I'une des proposées ;
Peur cela, il faut d’abord que les équations que l'on ajoute
soient du méme degré. Le principe de I’homogénéité pourra
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donc servir a chaque instant a vérifier les transformations al-
gébriques effectuées.

43 — Lorsqu'on prend pour unité de longueur une des
lignes de la figure, les équations cessent d’étre homogenes;
mais il est facile de rétablir I’hnomogénéité. Soit

3) F(6'c',...)=0,
I'équation a laquelle on arrive quand on prend pour unité la
ligne A; les lettres bc',... désignent les mesures des lignes
B, C,... rapportées a A. Laissons I'unité arbitraire et appelons
a, b, c,... les mesures des lignes A, B, C,... ;on a

i_b'_ ¢

A~b~C = eee’
d’ou b=~ cl= ,

a a

et 1équation (8) se transforme dans la suivante

(9)
qui est homogene.

\a a J '

Ainsi, par exemple, si I'on rapporte les cotés de I'angle droit
d’un triangle rectangle a I’hypoténuse de ce triangle prise
pour unité, les mesures des cOtés vérifient I’équation non ho-
mogene

6 2-t-cl2= i,

de laquelle on déduit I’équation homogéne

¥ c2
o*+ a2 " ou hi+ c'= a\

en remplagant blparb-etc‘ par’q-

Les courbes, ellipse, hyperbole, parabole, cissoide, etc., étu-
diées dans le chapitre précédent, sont représentées par des
équations homogénes. Ine équation homogene quelconque

f{x,y.,a,b,c...) = o,

entre les coordonnées variables x et y d’'un point du plan et
les longueurs a, b, c,m. « de diverses droites données, déter-
mine une courbe, dont la position et les dimensions sont indé-
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pendantes de I'unité avec laquelle on mesure les lignes. Corw
sidérons au contraire une équation numérique entre x ety,

f(x,y) = o,

¢ est-a-dire une équation ne renfermant pas d’autres lettres
gue g; et y, et supposons cette équation non homogene. Pour
représenter par des points du plan les solutions réelles de cette
équation, il faut commencer par choisir arbitrairement une
échelle ou la droite que I'on prendra pour unité. Quand I'é-
chelle varie, la courbe ne reste plus la méme ; nous verrons
plus tard que les diverses courbes ainsi obtenues ont des ana-
logies remarquables; ce sont des courbes homothétiques.

Remarque 1.1l arrive souvent que I'on considére dans
une méme question des nombres qui expriment des mesures
de lignes, de surfaces et de volumes; les unités de surface et de
volume restent, comme I'unité de ligne, indéterminées; mais
on suppose habituellement qu’il existe entre elles cette rela-
tion, que l'unité de surface est le carré construit sur l'unité
de longueur, et I'unité de volume le cube construit sur la
meme droite. Dans ce cas, pour vérifier I’'homogénéité d'une
relation dans laquelle certaines lettres, S et V, désignent la
mesure d’une surface ou d'un volume, on remplacera ces
lettres par p* et gs, en désignant par p et q les cotés du carré
ou du cube équivalents a la surface ou au volume considéré;
de cette maniére I’équation ne contiendra plus que des lignes.
On peut aussi se dispenser de faire cette substitution, £t alors,
dans I'évaluation du degré de chaque terme, on double I'ex-
Posant des lettres qui désignent des surfaces, et on triple ceux
des lettres qui désignent des volumes.

Remarque IL En général, lorsque des angles entrent dans
un calcul, ces angles sont rapportés a une unité completement
déterminée et leurs mesures sont des nombres fixes. Pour
évaluer un angle, on décrit de son sommet comme centre avec

rayon arbitraire un arc de cercle et on prend le rapport
de cet arc au rayon, ce qui revient a prendre pour unité
d ungle celui dans lequel I'arc est égal au rayon. Les fonctions
trigonoiriétriques des angles sont également des nombres.
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Dans l'application du principe de I’homogénéité, on fera donc
abstraction des lettres qui désignent des angles ou leurs fonc-
tions trigonométriques.

CONSTRUCTION DES FORMULES.

45 — En résolvant, si cela est possible, les équations d’un
probléme déterminé, on obtient des formules qui indiquent
les opérations arithmétiques qu’il faut effectuer sur les nombres
qui mesurent les grandeurs connues pour avoir les valeurs
numériques des inconnues. Mais ne pourrait-on pas déduire
de chaque formule, ou méme de chaque équation, une con-
struction graphique propre a donner, non plus la valeur
numeérique de I'inconnue, mais I'inconnue elle-méme? En un
mot, est-il possible de remplacer les opérations numériques
par des opérations graphiques? En géométrie élémentaire, on
ne considéere que les constructions qui peuvent étre effec-
tuées au moyen d’'un nombre limité de lignes droites et de
cercles, et qui, par conséquent, n’exigent que I'emploi de la
regle et du compas. Comme le cercle est la plus simple des
courbes et la plus facile a décrire, les anciens géometres atta-
chaient beaucoup de prix a ces sortes de constructions; d'un
autre coté, ignorant Il'analyse algébrique, ils manquaient de
moyens pour décider si la question qu’ils avaient en vue est
susceptible d’'une solution de ce genre, et ce n'est qu’apres
avoir fait bien des efforts inutiles qu’ils se décidaient enfin a
recourir & d’autres courbes. Leurs recherches ont rendu céleé-
bres certains problémes que I'on démontre aujourd’hui ne
pouvoir étre résolus par la ligne droite et le cercle. Tels sont
les probléemes de la duplication du cube, de la trisection de
I'angle, etc.

Nous supposerons que I'inconnue estune ligne droite ; quand
I'inconnue est une surface ou un volume, on la représente
par ax ou a'x, a étant une ligne prise arbitrairement; la
construction de la ligne x donne un rectangle ou un paral-
lélipipéde équivalents a la surface ou au volume cherché. La
détermination d’un angle donné par une de ses lignes trigo-
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nométriques se rameéne aussi a celle d’une droite. Nous sup-
poserons encore que toutes les lettres désignent, ainsi que x,
des lignes droites.

— Formute rationnette. — La formule qui donne I'in-
connue a; doit étre homogene et du premier degré; elle peut

d’ailleurs étre entiére, rationnelle ou irrationnelle. Quand elle
est entiére, elle a la forme

XxX=a—=6-t-c...,

eton obtient la longueur x en portant a la suite I'une de I'au-
Ire, dans un sens ou dans l'autre, les longueurs a, b, c,. ...
La formule fractionnaire la plus simple est

ab
C
L’inconnue est une quatrieme proportionnelle que I'on con-

struira par deux paralleles ou par un cercle.
On construira de méme la formule

X —

abcd a b cd
X = zhg ou X=X rpX -&

par une série de quatriémes proportionnelles,

A Tl'aide de la construction précédente , un mondme
“bc...ghi...i , .

— jjr du négre m se ramenera a la forme ai.. A, ou

encore a la forme Xm' t, 1 étant une longueur quelconque et t
une ligne déterminée par la formule

t_ai... |
W 7"
Considérons maintenant la formule
___A-B+C
A/-t-B/— G’
dans laquelle A,B,C désignent des mondmes du degré wi-f-1,
A/,B/,C7des mondmes du degré m. Onrameéne d’abord chacun
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de ces mondmes aux formes simples

lma, >6, H ,..., V—W, V-V,
etl’'on a
__>.(g— 6-+C) _ la.
X~ a7-1-6—¢Cl fj !

On déterminera ensuite I'inconnue x par une quatriéme pro-
portionnelle entre les lignes p, a, 1.

Si la fraction était du degré m, les opérations qui précédent
la raméneraient a la forme

)Y

Hm—1 w—1/

4 7 — Formule irrationnelle du second degré. — SOIt d’a'
bord la formule

r—— C
x = \ab, ou -=7.
L’inconnue a:est une moyenne proportionnelle entre les lignes

a et 6; on I'obtient par un triangle rectangle ou par une tan-
gente au cercle.

Lorsque le radical porte sur une fonction rationnelle du
degré m, on la ramene a la forme

H-7
=\W*Y— =X'~a.
Considérons maintenant une formule irrationnelle du second
degré dans laquelle nous supposons que les quantités réunies
par le signe -t- ou le signe — sont homogénes et du méme

degré. Pour plus de clarté, nous imaginerons la valeur de x
ramenée a la forme

X~WwW

N et D désignant des fonctions dans lesquelles n’entre pas le
signe de la division ni d’exposant fractionnaire ou négatif; on
peut supposer aussi qu’il n’y a pas de produit de deux radicaux
ni de produit d’un radical par une quantité entiére. Pour ob-
tenir la valeur du numérateur N, il faut effectuer certaines
opérations dans un ordre déterminé; le premier signe radical



1>E L’'HOMOGENEITE. 47

porte sur une expression entiére, on le raménera a la forme
m

V u; si cette quantité doit étre ajoutée a d’autres, on raménera
celles-ci a la méme forme, et par suite aussi leur somme. Un
nouveau signe radical peut porter maintenant, soit sur une

Til
quantité entiére, soit sur une quantité affectée de I'exposant—,
m étant impair. Dans tous les cas, on rameénera le radical a la

n

forme Vt>, on ajoutera ce terme a d’autres de méme forme, et
ainsi de suite. On voit ainsi que le numérateur N prendra la

m
forme Vrt. Il en sera de méme du dénominateur D ; I'inconnue
x étant du premier degré, on l'obtiendra par une quatrieéme
proportionnelle.

On démontre que les hypothéses que nous avons faites sur
la composition de la formule sont nécessaires pour qu’elle soit
homogeéne.

Ainsi, toute expression homogéne du premier degré, composée
d’'une maniere quelconque au moyen des signes d'opérations
simples, addition, soustraction, multiplication, division, élé-
vation a une puissance entiére, racine carrée; en un mol, toutes
les expressions rationnelles et toutes les expressions irration-
nelles ne contenant que des racines curées,peuvent étre construites
(tu moyen d’un nombre limité de lignes droites et de cercles.

On démontre aussi que les expressions de cette nature sont
seules susceptibles d’étre construites de la facon indiquée;
mais cette démonstration ne peut trouver place ici. Ainsi, par
exemple, le co6té x du cube double d’un autre dont le coté
est a, cOté donné par la formule

<= y'2al,

ne peut pas s'obtenir par la régle et le compas; il en est de
méme, en général, des racines des équations du troisieme et
du quatrieme degr#, puisqu’il entre des radicaux cubiques
dans I'expression de ces racines.

Construction des kacines de |1'équation du second

degré.— L'équation du second degré a une seule inconnue se
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raméne a la forme xt-+-px-hq = o; pour qu’elle soit homo-
gene, il faut que la quantité p soit du premier degré, et qdu
second degré ; si ces quantités sont rationnelles ou irration-
nelles du second degré, on pourraconstruire une ligne a équi-
valente a la premiére et un carré 6*équivalent a la seconde ;
et I'’équation du second degré présentera I'une des quatre dis-
positions suivantes:

X*-+-ax-+-b-=o,

x*-hax— b*— o,

X '— ax-\-b'~o,

xl—ax—b'=o.
Les racines de la premiére et de la seconde équation sont éga-
les a celles de la troisieme et de la quatriéme, prises en signes
contraires ; il suffit donc de considérer celles-ci ; or, si on les
met sous la forme

x[a— x)=b\ x(x— a)— b\
on voit qu'il s’agit de construire un rectangle équivalent aun
carré b*, et dont la somme ou la différence des cotés soit égale
aune ligne donnée a, probléemes que I'on résout en géométrie
élémentaire. La résolution des équations et la construction
des formules feraient au besoin retrouver les solutions de la
géomeétrie.
L’équation bi-carrée se ramene pareillement a I'un des types

x I-i-abx-—cidi=o0,
x ! — abxi-\-cdi=o,
x'— abxt— c*dl=o0;

car il est inutile de considérer I'équation x~abcc'-t-c’d!'=o0,
qui n’a que des racines imaginaires. Si I'on pose xi=cz, ces
équations deviennent

z'-f-— s-d s=o0, 3'— — s—d'rro.
C C e

On détermine, comme on vient de le dire, les racinesz de
celles-ci, puis on trouve x par une moyenne proportionnelle
entre c etz.
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CHAPITRE IV

Transformation des coordonnées.

Gluand on connait I’équation d’une ligne par rapport a cer-
taines coordonnées, il importe de pouvoir en déduire I’équation
de la méme ligne par rapport & d’autres coordonnées.

Pour résoudre cette question d’'une maniéere générale, il faut
trouver des formules qui expriment les coordonnées d’un point
quelconque du plan dans un certain systeme, au moyen des
coordonnées du méme point dans un autre systéeme. Ces for-
mules sont utiles aussi dans un grand nombre d’autres ques-
tions.

Nous nous occuperons en premier lieu de la transformation
des coordonnéesrectilignes en d’autres coordonnéesrectilignes.

DEPLACEMENT DE L’ORIGINE.

40 — Supposons d’abord que I’'on remplace les deux axes
OX et OY par d'autres axes O'X' et 0/Y/ respectivement paral-
leles aux premiers (Og. 37) et de méme

sens. La position des nouveaux axes sera

déterminée par les coordonnées a et b de

la nouvelle origine O7 relativement aux

axes primitifs. Nous appellerons x ety

les coordonnées d’un point quelconque M

du plan relatives aux premiers axes, x1

et y' les coordonnées du méme point relatives aux nouveaux
axes. Imaginons qu’un mobile aille du point 0 au point Men
suivant la ligne droite OM ou la ligne brisée OO'M, et projetons
ces deux chemins sur I'axe OX paralléelement a OY..La projec-
tion de la droite OM, avec le signe qui lui convient, est |lab-
scisse x du point M; la projection de la droite 00" est I'abscisse a
du point O7; la projection de la droite O M sur OX ou sur laxe
parallele O'X' est la nouvelle abscisse x'. Les projections des

deux chemins étant égales entre elles, ona* =
«EOM. AfULYT.

fl+ x'- En
4



0 LIVRE |, CHAPITRE IV.

projetant sur I'axe OY, on a de méme y=zb-hy'. On obtient
ainsi les deux relations

1) x=a-+-x', y=b + y',

entre les anciennes et les nouvelles coordonnées du point M.
Ces relations sont vraies, quelle que soit la position du point M
dans le plan. On en déduit

2) Xx'=x~a, y=.y—b

CHANGEMENT DE LA DIRECTION DES AXES.

50 — Supposons maintenant que I'on change la direction

des axes en conservant la méme origine. Nous traiterons

d’abord un cas particulier qui se pré-

sente souvent dans la pratique, celui

ou les axes des deux systemes sont

rectangulaires. Imaginons que l|’'on

change ladirection des axes en faisant

tourner l'angle droit XOY (fig. 38)

d’'un certain angle a autour de l'ori-

gine pour I'amener dans la position X'OY' et considérons

I'angle a comme positif, si la rotation s’eflectue deOX vers QY,
comme négatif si la rotation s’exécute en sens inverse.

Par un point quelconqueMdu plan menons des paralléles MI'
cl MP' aux axes QY etOY'; désignons par x ety les coordonnées
du point Mrelatives aux premiers axes,et par x' et y' les coor-
données du méme point relatives aux nouveaux axes. Les pro-
jections des deux chemins OPM, OP'M sur un axe quelconque
sont égales. Projetons ces deux chemins d’abord sur I'axe OX;
la projection de la longueur OP est cette longueur elle-méme,
prise avec le signe + ou le signe —, suivant qu’elle est portée
dans la direction OX, ou dans la direction opposée; c’est, dans
tous les cas, I’abscisse x\ PM étant perpendiculaire sur OX, sa
projection est nulle ; la projection du premier chemin se réduit
donc a x. Projetons maintenant le chemin OP'M ; et d’abord
projetons le premier c6té OP'; si la longueur OP' est portée
sur OX', il faut multiplier par cos a, ce qui donne la pro-
jection OP' X cos n; si cette longueur est portée en sens in-
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verse, il faut la multiplier par cos (a-|-#), ce qui donne
O P'x cos (a-f- i) ou — OP7x cos a; mais, dans le premier
cas, onaf= OP' dans le second cas x'— — OP'; ainsi la

projection du coté OP' est toujours exprimée par X'cos a.
Considérons le second c6té PM ; s'il est dirigé dans le sens

oY, il fait avec OX' I'angle a -h -> et sa projection est
P'Mxcos ; s'il est dirigé en sens inverse, il fait avec

OX langle et sa projection est— P'M xcos

mais on a dans le premier cas y'= P'M, dans le second cas
N ainsi, la projection de P'M est toujours exprimée

I'ar V cos (a + ™ , n en résulte que le chemin OP'M a pour
Projection x' cosa +1/ cos , ou,a:'cosa— y' sina. Eu

égalant les projections des deux chemins OPM, OP'M, on ob-
tient la relation x — x 1cos a— y' sin a.

Projetons ensuite les deux chemins sur I'axe OY. La projec-
tion de OP est nulle ; celle de PM, prise avec le signe conve-
nable, esty ; ainsi la projection du premier chemin se réduit
tl /e Les deux directions OX' et OY' font avec OY les angles

~ +i- a et x, ce qui donne pour la projection du second che-
"iin x 1cos ~-4  -\-ylcosa, ou x1sina+y"' cos a, et I'on

a larelation y ~ x ' sin a -hy' cos a. On obtient ainsi les for-
mules
(@) X=x'cosa.— yisina, y=x'sina-f-y700Sa,
(I>n expriment les anciennes coordonnées en fonction des nou-
nelles.
51 — Occupons-nous maintenant de la question générale,
oient OX et OY deux axes quelconques faisant entre eux un
anole 0, OX' et OY' deux nouveaux axes dont on définit les
erections par les angles a et Bqu’ils font avec OX (fig. 3g) ; on
convient de regarder les angles a et (i comme positifs, quand
une droite mobile les décrit en tournant de OX vers 0", et
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comme négatifs, quand la droite tourne en sens contraire. Par
un point M quelconque du plan me-
nons les droites MP et MP respective-
ment paralleles aux axes OY et OY'.
Pour avoir x, nous projetterons les
leux chemins OPM, OP'M sur une
iirection OH perpendiculaire a QY',
't telle qu’une droite, partant de la
position OY, tourne d’un angle égal a

-de OY vers OX pour arriver a la

position OH. La direction OX faisant avec OH l'angle - — 6,

et la direction OY étant perpendiculaire a OH, la projec-
tion du premier chemin se réduit a x sin 6. La direction
OX' fait avec OH un angle égal a I'angle HOX, augmenté

de langle XOX', ce qui fait y- — 8j a; de méme, la direc-
tion OY7 fait avec OH un angle égala ( + (i; ona donc
pour la projection du second chemin
a'‘cos(] —9+ a) -t-~cos 0 — Q-f-»,
ou x!'sin O— a)+ y' sin O— (3),
ce qui donne la relation
X sin 9= &/sin (8— a) -t-y' sin (6— £).

Pour avoiry, projetons les deux chemins OPM, OP'M sur une
direction OK perpendiculaire a OX, et telle qu’une droite,

partant de la position OX , tourne d’'un angle égal & -deOX
2

vers OY pour arriver a la position OK. La direction OX étant
perpendiculaire & OK et la direction OY faisant avec cette

droite I'angle — - + 9, la projection du premier chemin se

réduit ay sin 9. Les angles que les directions OX' et OY' font
avec OK sont égaux aux angles qu’elles font avec OX, diminués

de ce qui donne — - + et — N -f-1; la projection du
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seoond cheminest donc x' cos(— d coN—+7’
aux Isina-fylsinp et I'on alarelation
y iN0= x* sina-tylsinp
On dotient airsi les deux formrules
[ _xsing—Fyline—P

@ 1 X wsna-MARD

sint ’
pour la transformration des: coordonnées abliques en dautres
coordonnées obliques.

Ohen déduit facilenent des formules servant a revenir des
nouvealX axes aux anciers. Langle des nouveaux axes est
P—a; les axes OXet Oy fort avec OX les angles —*et9—a;
il suffit donc, dars I&sforrrul&préoéd_erm, e remplacer 9
PBr p— @ k par— &, pper 9— a, ce qui dore

,_x Sinp4-ysin )
Ix ~— sin ’

B sin« ysnEe—d

N— sin(p—a)
—Ondéaluit ck cesformules gerérales guelques forrules
particuliéres qu'il est bon de conreitre.
1° cas ou les axes primitifs sont rectangulaires. DAB C8 G2B
(lao= -, et les formules (4) se réduisent a
N I x=x %(SI_Ea-+-yr(I_BP,
Il y— x na.-{-ylsmp
2°Cas ou les nouveaux axes sont rectangulaires. Supposons

pP==* les formules (4) deviennent
[ &'sine—ar—Jose—3
N ’

i x' dna+ > csa
(»= ET
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Qn pourrait suUpposer aussi p= a— e qui revienta

dhanger le sers ok I'axe OY7 et, par conséguert, lesigre cey
chrs les formrules (7).

o N . , . v
3" Cas ol les deux systémes d'axes sont rectangulaires. S|,

oars les formules (6), on suppose 6= on obtient les
formules (3) cEja trounees,

) X — oc]C_(Ba.—j/'Sina, f

I y'— o Sina-ny’ 00sa.
(n les obtiendrait aussi en supposant dars les forrules (7)

0= 2

TRANSFORMATION GENERALE.

53— Supposars gLe 'on change a la fais l'origire et la di-
it yi rection des axes. Qndéterirera le

/I /1 nouveall systene dfaxes par les coor-

/ I données a etb e lanouvelle origine O

—-  relativement aux anciers axes, et par

__ s angles a et que font les nouveaux

/° X axesOXetOY'avec I'axe OX (fig. 40).
A'D Par le point O menons deux axes OX

et 0% respectivenrent parallélesa OXet OY. hadure part

X= a-hXt, y—b+y

dfautre part, en\ertu des formules (4),
x' inG-a) 4y sin @-ft) sina4-»/sin6
sine . ym—————— IT—

on en déaluit les formrules genérales de transformration

{ ____, alsinfl —a)-4-y'sin(0—

sing ’

N \ LpegacxoSinggfo/sin

f ;z- B-\ 3 E

Nous remarguerors oLe les coordonnées ancienmes x ety
sexpriment par des fonctions entiéres du premier degré au
noyen des coordonnées nounvellesx - et
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TRANSFORMATION DES COORDONNEES RECTILIGNES EN COORDONNEES
POLAIRES.

— Soient OX etOY deux axes rectangulaires ; prenons
I'origine pour péle, et I'axe des x pour
axe polaire (fig. 4i); en projetant la droite
OMsur I'axe OX et sur I’axe OY, on obtient
les relations

9 a:=pcos<i, y==psin«.

On passeraréciproqucment des coordon-
nées polaires aux coordonnées rectilignes a I'aide des formules
p= 1/XZ-hy*, tangw = O}E*

Nous avons fait plusieurs transformations de celte sorte,
quand nous avons cherché les équations en coordonnées
rectilignes de la cissoide, du limacon de Pascal et de la rosace

(24, 31, 33).

DISTANCE DE DEUX POINTS.

*5 — Supposons d’abord les axes rectangulaires et cher-
chons la distance de I'origine & un point M
dont nous appelons x ety lescoordonnées;
dans le triangle rectangleOPM (flg. 42), 0u a

OM* = OP’ -+PM*= X'--+if-,
quelle que soit la position du point M dans
ic pian; a ou l'on déduit, en désignant par Zla distance OM,
o) I~ \ IX*-+-yi.
Cherchons maintenant la distance des deux points Met M',
situés d’'une maniére quelconque dans le plan ; nous appelons
®ety les coordonnées du point M, xlet
y' celles du point M par rapport aux axes
rectangulaires OX, QY. Par le point M
(fig. 43) menons des axes MX7 MY7, paral-
leles aux axes proposés ; les coordonnées
du point M7 relatives a ces nouveaux axes

sont égales a x'— x, yl— vy, en vertu des
formules (2) du n°® 4p. La distance «de la nouvelle origine M
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au point M sera donc, d’aprés la formule (10),
(11) 1= \J(XI— X)'x-\- (yl— y f.
56 — Nous avons supposé jusqu’a présent les axes rectan-
gulaires, Quand les axes sont obliques et font entre eux I’'an-
gle 6, I'expression de la distance est
un peu plus compliquée. Cherchons
d’abord la distance de I'origine O a
un point quelconque M du plan.
Dans le triangle OPM (fig. 44), quelle

gue soit la position du point M,
on a

UM! — DP2+ PM2— 2.0 P.PM.COS OPM.

Quand le point M est situé dans I'angle YOX, les coordonnées
x ety de ce point sont égales a-H OP eta+P M, et I'angle OPM
est le supplément de I'angle O; on a donc
(12) 1= ~ x*-\-y*-j-2xycosQ.
Si le point Mest situé dans I'angle Y'OX', les coordonnéesaxety
étant égales a — OP et a— PM, et I'angle OPM le supplément
de 0, on obtient la méme formule (12). Quand le point M est
situé dans I'un des angles YOX', Y'OX, I'angle OPM est égal a0,
mais I'une des coordonnées est positive, I'autre négative, ce
qui reproduit encore la formule (12). Cette formule est donc
générale.

Pour avoir la distance de deux points Met M7, on imaginera

comme précédemment par le point M des axes paralléles aux
premiers, et on obtiendra la formule

(13) 1= \l{x'— x f+ {y— Wat-2(x1—x) (y'— y)cos Q.

557 — On a souvent besoin des] coordonnées du point qui
partage dans un rapport donné la droite

s qui joint deux points donnés. Appelons

x ety, x' ety' lescoordonnées des deux

points donnés Met M (fig. 45), et dési-

gnons par Xi et yt les coordonnées du

point M, qui partage la droite MM' en

. MM .
deux segments tels que I'on ait . Si I’on transporte les
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axes parallélement & eux-mémes au point M, les coordonnées
nouvelles du point M' et du point M, seront x' — x, y' — y et
xi x>yt— 7. Les différences xt— x ei x'— x, ouyt— y et

y' — y, ont le méme signe : leur rapport est égal a ou
~ r , on adonc — UJjiHI =

xl—-x yEy m+m
dou T _mx+ rnx _ my-hm'y’

m m '’ m+ m

On peut se proposer plus généralement de chercher sur une
droite MM' un point tel que le rapport de ses distances aux
eleux points Met M7 soit égal au rapport de m' et m. Envisagée
(le ce point de vue, la question présente deux solutions;les for-
mules précédentes se rapportent au cas ou le point M, est placé
entre les deux points Met M ; mais il y a une seconde solution:
supposons, par exemple, m'plus grand que m; on peut trouver
sur le prolongement de la droite MM, au dela du point M', un

Point M, tel que I'on ait ~ « Appelons x , et y2les coor-

données de ce point; on aura, comme précédemment,

X}—Xx_y,—y_MM_ m _
xl—mx yl—y MM m—m’
on déduit ces formules des précédentes en changeant le signe
fc lune des quantités m et m'. On aura donc
m'x'— mx ml/l— mu
2— . ~1 Vi — — Ao -
m — m m —m
Quand les deux quantités m et m'sont égales, le point M,
levient le point milieu de MM et a pour coordonnées

X-hx' 2+
- N —_ _—

IiC M. s’éloigne & I'infini.
CLASSIFICATION DES LIGNES.
— On emploie surtout les coordonnées rectilignes pour
0 W des propriétés générales des lignes planes. Dans ce

systéme, on classe les lignes de la maniére suivante: on dis-
nRUe d abord les lignes en lignes algébriques eten lignes Irans-
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cendanles, suivant que les équations qui les représentent son
algébriques ou transcendantes. Une équation estdite algébrique
lorsque les coordonnées a: ety n’'y entrent qu’affectées des
signes d'opérations algébriques. Mais, si I'une des coordonnées
entre sous un signe transcendant, comme un sinus, un loga-
rithme, etc., I’équation est dite transcendante. On peuttoujours
mettre les équations algébriques sous la forme entiere, en fai-
sant disparaitre les radicaux et les dénominateurs.

On classe ensuite les lignes algébriques d’aprées le degré de
leurs équations. Les lignes du premier degré sont celles qui sont
représentées par des équations du premier degré en x ety ; I'é-
quation du second degré donne les lignes du second degré,etc.

Il est aisé de voir que le degré d’une ligne reste le méme,
guelle que soit la position des axes des coordonnées dans le
plan. En effet, soit f{x, y) — o I’équation d’une ligne rappor-
tée a de cerlains axes OX et OY, m le degré de cette équation
supposée entiere (dans I’évaluation du degré, on ne tient compte
que des coordonnées x et y). Pour rapporter cette ligne a
d’autres axes O X' et 0/Y/, on substituera axety dans I'équa-
tion les valeurs données par les formules de transformation (8);
ces formules étant du premier degré par rapport aux coor-
données x' et y il est impossible que I’équation en x1ety' soit
d’un degré supérieur am. Elle ne sera pas non plus d’un
degré moindre ; car alors la transformation inverse éléverait le
degré, ce qui est impossible. Ainsi, lanouvelle équation est du
méme degré que I'équation primitive.

Le degré d'une ligne indique en combien de points au plus
la ligne peut étre coupée par une droite. En effet, soit m le
degré d'une ligne,f (x, y)= ° I'équation qui la représente
lorsqu’on prend la droite sécante pour axe des x ; si dans cette
équation on fait y— o, I’équation en @ ainsi obtenue donnera
les abscisses des points du lieu qui ont une ordonnée nulle,
c’est-a-dire les points communs a ce lieu et a I’axe des x. Quand
le premier membre de I’équation n’est pas identiquement nul,
comme il est au plus du degré m, I’équation n’a pas plus de m
racines, et, par conséquent, la droite a au plus m points com-
muns avec la ligne. Si I’équation était vérifiée par plus de m
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valeurs de x, le premier membre serait identiquement nul, et,
par conséquent, la droite entiére ferait partie du lieu; dans ce
cas, le polynéme f{x, y) devenant identiguement nul, quand on
y fait y=ro, contiendrait y en facteur et I’équation f{x,y)— o
se décomposerait en deux, l'uney = o du premier degré,
lautre dudegré m— i.

D aprés cela, les lignes du premier degré, ne pouvant étre
coupées par une droite en plus d'un point, sont des lignes
droites. Les lignes du second degré ne peuvent étre coupées
par une droite en plus de deux points; celles du troisieme
degré en plus de trois points. Le cercle, I'ellipse, I'hyperbole
et la parabole sont des courbes du second degré (s «o, i5, 19,
26); ces courbes peuvent étre coupées en deux points par
des droites. La cissoide et la strophoide (nos20 et 97) sont du
troisieme degré ; ces courbes peuvent étre coupées en trois
points par des droites. Le limagon de Pascal (n° 3i) est du
qguatriéme degré, la rosace a quatre branches (n°33) du sixiéme
degré.

Nous étudierons d’abord les lignes du premier degré, puis
celles du second degré, et ensuite les lignes d’'un degré quel-
conque.

Quand on dit qu’une équation algébrique entiére du degré m
représente une courbe du degrém, on suppose que le premier
membre n’est pas décotnposable en un produit de facteurs en-
tiers; autrement I'équation représenterait deux ou un plus
grand nombre de lignes d’ordres inférieurs. Ainsi, par exemple,
I>ne équation du second degré, dont le premier membre est le
produit de deux facteurs entiers du premier degré, représente
deux lignes du premier degré, c’est-a-dire deux droites. De
méme, une équation du troisiéme degré peut représenter trois
droites, ou une ligne du second degré avec une ligne droite.
L est pourquoi certaines propriétés des lignes de I'ordre m
sappliquent au systéme de m droites, c’est-a-dire au polygone
de m cOtés. Ainsi nous verrons que certaines propriétés des
c’urbes du second degré s’appliquent au systeme de deux
droites, parce que ce systéme peut étre considéré comme un
lieu du second degré.
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DROITE ET I'ERCIIE.

CHAPITRE |

Ligne droite.

CONSTRUCTION DE i/EQUATION DU PREMIER DEGRE,

5 9 — L’équation générale du premier degré entre les deux
variables x et y est de la forme

(i) Ax—+4By-+C o.

Nous avons déja fait remarquer que la ligne représentée par
celte équation, ne pouvant étre coupée par une droite en plus
d’un point, est nécessairement droite. Mais il est bon de dé-
montrer directement que cette équation représente une ligne
droite.

Il est impossible que les deux coefficients A et B des varia-
bles soient nuls a la fois; car alors il faudrait que I'on elt

C=o0, et lequation se réduirait aune

identité. Mais il peut arriver que I'un des

coefficients soit nul ; si, par exemple, le

coefficient A est nul, I’équation se réduit

ala forme Bt/-hC= o ou y=b. Cette

équation représente le lieu d’un point M
dont I'ordonnée MP est constante et égale a b, quelle que soit
I'abscisse OP ; c’est une droite GyG paralléle a I'axe OX (fig. 46);
on l'obtient en portant sur I'axe OY, a partir de I'origine, une
longueur OB égale & la valeur absolue de b, dans un sens ou
dans I'autre suivant le signe de b, et menant par le point B
une paralléle G;G a I'axe OX. En particulier, I’équation y= o
représente I'axe OX lui-méme.

Lorsque le coefficient B est nul, I’équation se réduit a
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Aa;+G=o0, oua;=fl. Cette équation représente le lieu du

point M dont I'abscisse MQ est

constante et égale a a, quelle

que soit I'ordonnée OQ; c est

une droite H H paralléle a laxe

OY (fig. 47) ; on I’obtient en por-

tant sur l'axe OX, a partir de

I'origine,unelongueur OA égale

a la valeur absolue de a, dans un sens ou dans l'autre suivant

le signe de O, et menant par le point Aune parallele HH a

I'axe QY. En particulier, I’équation x = O représente laxeO\.

Lorsque le coefficient B n’est pas nul, on peut diviser par >
et mettre I’équation sous la forme

A C

y~ B* B’

Ou @ y=ax-sb,
A C
en posant, pour abréger, a— —5, 0=—g-

Considérons d’abord le cas particulier ou b=zo, ce qui réduit
1équation a la forme

y—ax, ou —=a.

Si a est un nombre positif, tous les points du lieu, ayant leurs
coordonnées de méme signe, se
trouvent dans I'angle YOX, ou
dans son opposé par le sommet
Y OX7 (fig. 48). Prenons une
abscisse quelconque OP, et par

-le point P menons une paralléle
a l'axe desy; on pourra, sur
cette paralléle, trouver un point

Mtelque I'on ait™|p=a,lepoint

M sera un point du lieu. Soient
M, M, M",... divers points du lieu construits de cette favon; des
rapports égaux
MP_ MP/ - M"P"_  _ a
OP OP7 — OP"
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il résulte que les triaugles OPM, OPM7 OP M ,... sont sem-
blables, et que, par suite, les angles MOP, MOP , M OP'7. ..
sont égaux : donc les points M, M7/, M7... sont tous placés sur
une méme droite A7A passant par l'origine. Si I'on fait varier
x d’'une maniére continue de — oo a +ao , le point Mse meut
d’un mouvement continu et décrit la droile indéfinie A7A.
Lorsque a est négatif, tous les points du lieu, ayant leurs
coordonnées de signes contraires,
sont situés dans les angles YOX et
YOXT7 (fig. 49). Soient M, M7, M",...
différents points du lieu ; des rela-

X tions
MP MP — M"P"
— OP —OP7 oP" a>

on conclut, comme précédemment, que lous ces points sont
sur une méme droite A7A passant par l'origine. Ainsi, dans
tons les cas, I’équalion y=ax représente une ligne droite A7A
passant par l'origine.

Revenons maintenant a I’équation y= ax-\-b. Si I'on com-
pare les deux équations y= ax-hb et y=ax, on voit que les
ordonnées correspondantes a une méme abscisse different d'une
quantité constante b ; on augmentera donc ou I'on diminuera,
suivant le signe de b, les ordonnées de toits les points de la
droite A7A de longueurs MN, MMN7 M"N",... égales a la valeur
absolue de b (flg. 48); les points N, N7,N",.-- ainsi obtenus
forment évidemment une droite BB paralléele a A'A.

11 résulte de ce qui précede que toute équation du premier
degré entre les deux variables x cl y représente une ligne
droite.

60 — Nous ferons voir que, réciproquement, toute ligne
droite est représentée par une équation du premier degré.
Si la droite est paralléle a I'axe OX, comme tous ses points
ont méme ordonnée, son équation est de la forme y — h
(fig. 46)- Si elle est parallele a I’axe OY, tous ses points ayant
méme abscisse, son équation est de la forme x = a (fig. 47). Si
la droite passe par l'origine, elle occupe I'une des deux posi-
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tiuns indiquées dans les figures 48 et 4> et les triangles sem-
blables donnent

MP MP- — M"P"
OP OP — —OP" ’
ou
MP MP —MP
— OP~ —OP — OP"

Si I'on appelle a ce rapport constant, I'’équation de la droite
y

cst - = o ouy= ax. Supposons enfin que la droite, sans étre

parallele a l'un des axes, ne passe pas par lI'origine (fig. 48);
une paralléle a cette droite menée par I'origine aura pour équa-
tion, d’apres ce qui précede, y — ax; or, I’excés de I'ordonnée
de la droite proposée sur I’'ordonnée correspondante de la paral-
lele est une quantité constante b ; donc la droite proposée a
pour équation y— ax+b.

SIGNIFICATION DES COEFFICIENTS.

®1 — L’équation de toute droite non paralléle a I'axe des y
peut étre mise sous la forme

y— ax-\-b.

La constante b est I'ordonnée du point H (fig. 48) ou la droite
coupe l'axe des y; on I'appelle ordonnée a l'origine.

La constante a ne dépend que de la direction de la droite;
elle est la méme pour toutes les droites paralléles; on I'appelle
coefficient angulaire ou de direction. Menons par I’origine une
demi-droite OA paralléle a la droite proposée et située par rap-
port a I'axe X'X du méme cb6té que la demi-droite OY. Appe-
lons 0 I’'angle des axes, a I'angle de OA avec OX, angle qui peut
varier de 0 & 77; on a, dans la disposition de la figure 4%

_y__MP__sin MOP _ sin a
d x OP sinOMP sin 0— a)
et, dans celle de la figure 49>

0O X — Mp _ sinMOP _ sinjc___
X —OP— —sinOMP — —sin(a— 0) sin(6— «
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ou a donc, dans tous les cas,

sina

n sin (6— a) a

Quand les axes sont rectangulaires, cette relation se réduit a
@) tang a.= a,

et détermine I’angle a que fait avec I'axe OX la direction OA.
Quand les axes sont obliques, de la relation (3) on déduit la

formule

a tanga= — - -

@ g i+ acosO

Cette formule n’étant pas calculable par logarithmes, pour ob-

tenir I'angle a au moyen des tables, on la transforme de la

maniére suivante. On a

it—i__sina—sin (0—a)__ tanS”a
i e . "
a+i sinatsin(p—a) tan99 J
° 2
d’ou 6) tang (a.— —! tang-*
© tng@=,, . ngs

68_ Lorsqu’on veut construire la droite représentée par
une équation du premier degré a coefficients numériques, on
cherche ordinairement les points ou elle coupe les axes, et on
fait passer une droite par ces deux points.

Soit, par exemple, I'’équation ix — 'iy = S; pour«/=o0, on
ax=1;pourx=o0,y—— f;on portera, a partir de I'origine,
sur l'axe des x la longueur | dans la direction OX, sur I’axe
desy lalongueur f dans la direction OY".

Quand I'équation ne renferme pas de terme constant, la
droite passe par l'origine. On en détermine un second point,
en donnant a X une valeur particuliére ; soit, par exemple,
I’équation zy+Zx— o, I'équation étant vérifiée poura:=o,

0, la droite passe par I'origine; si Ton faitx = 2, on a
y — — 3; construisant le point qui a pour coordonnée x=2,
y ~ — 3, on obtiendra un second point que I'on joindrai
I'origine.
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— L’équation générale de la ligne droite

Az-|-By-t-C=0
renferme deux coefficients ou paramétres arbitraires; car on
peut diviser I’équation par I'un des coefficients, et il restera
les rapports des deux autres coefficients a celui par lequel on a
divisé. Quand on met I’équation sous la forme y=ax+ b, ces
deux parametres sont a et b. Pour fixer la position de la ligne
droite dans le plan, il faudra donner les valeurs des deux para-

meétres, ou deux relations entre ces parameétres servant a dé-
terminer leurs valeurs.

PROBLEME 1.

©4 — Trouver I'équation générale des droites quipassent par
un point donné.

Appelons x' et ¥ les coordonnées du point donné M. L’équa-
tion d’une droite quelconque est

y=ax+b.
i'our que cette droite passe par le point M, il faut que les coor-
données de ce point vérifient I’équation de la droite; si donc

on remplace les coordonnées variables x et y par les coordon-
nées x' et y' du point Il, on aura I’équation de condition
y,= axl-\-b.

Cette relation entre les deux parametres a et &détermine I'un
d eux en fonction de l'autre, par exemple le parameétre b en
Jonction de a ; en remplacant dans I’équation de la droite b par
sa valeur y' — axltirée de I’équation de condition, on obtient
I’équation
W y—y'z=za(x— xJ.
L équation (7), dans laquelle le coefficient angulaire a est arbi-
traire, représente toutes les droites qui passent par le point M.
Quand on fait varier le paramétre a, la droite tourne autour

point M.

Nous avons supposé que toute droite est représentée par
une équation de la forme y = ax + b, quelle que soit sa posi- .

dans le plan. Mais il y a une exception, c’est lorsque
CEU\L axalyt. n
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la droite est paralléle a I’axe des y; car, dans ce cas, le coeffi-

cient angulaire a est infini, ainsi que I'ordonnée a l'origine b.

Cependant, si dans I’équation (7) on remplace a par le rapport

tit , ;

—, qu’on mette I’équation sous la forme
n(y—y')=m(x—x),

et qu’on fasse ensuite n = o, on obtient I’équation x = x qui

représente la paralléle a I’axe des y, menée par le point M.

PROBLEME II.

65 — Par un point donné mener une droite parallele a une
droite donnée.

Soit y=zax-hb I'équation de la droite donnée AB, x' et

y' les coordonnées du point donné M

(fig. 50). La droite demandée devant pas-

ser par le point donné, son équation,

comme nous I'avons dit, sera de laforme

y- y™a'ix—x).

Cette droite, devant étre paralléle a la
droite AB, son coefficient angulaire a' sera égal au coefficient
angulaire a de la droite AB ; on aura donc a'= a, et la paral-
lele demandée CD sera représentée par I’équation

y—vVy,= a(x— x').

PROBLEME III.

6 6 — Mener une droite par deux points donnés.

Soient M et M' (fig. 5i) les deux points donnés, x' et y' les
:oordonnées du point M, a;"et y" celles du
Joint M7. La droite MM, passant par le
Joint M, est représentée par une équation
le la forme

@ y—y'="a(x—dfj,
il s'agit de déterminer le coefficient a, de maniére que cette
droite passe aussi par le point M7. Il faut pour cela que les coor-
données du point M7 vérifient I'équation (7), ce qui donne la

relation
y"—ijrz=.a(x"— x0,
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d’ou I'on déduit
_y =y
X"—Xr
On voit que le coefficient angulaire de la droite MM est égal au
rapport de la différence des ordonnées a la différence des abs-
cisses des deux points donnés. Si dans I’équation (7) on rem-
place a par sa valeur, on obtient I’équation de la droite MM

IS y-yZ— t-Z.

équation que I'on peut mettre sous la forme
X —x'" _y—y
xn— x! yli— yl
Lorsque le point Mestal’origine,onax'=o0,y'=o0,etl’'équa-
tion (8) se réduit a

y= 7%

©7 — Il arrive souvent que la droite est définie par les points
A et B ou elle coupe les axes (fig. 52); appe-
lons a l'abscisse du premier point, b I'or-

donnée du second, et soit

AX+By-f-G—m

I’équation de la droite cherchée. Si I'ony
fait successivement y= o et x=0, on ob-
Fg- 53, tient les points ou la droite coupe les axes;
on a ainsi a = —& &= — 5 d’ouA:--a, B= -Jb- En

remplagant A et B par leurs valeurs, on met I’équation sous la
forme simple

(9) o L= »

PROBLEME V.

— Trouver le point d’intersection de deux droites données.
Soient
Ai+Bj/ + C =o,
Ab:-+-BA+C /< 0)



«8 LIVRE II, CHAPITRE I.

les équations de deux droites données AB et CD (fig. 53), M le
point d’intersection de ces deux droites.
Le point M appartenant a chacune des
droites, sescoordonnées vérifient a la fois
les deux équations; si donc on résout ces
deux équations simultanées a deux incon-
nues x et y, on obtiendra les coordonnées
du point M,

BC7— CB7 CA7— AC7

X~ AB'-BAT7T V-~ AB7— BA"

Quand le dénominateur AB7— BAZ7 est différent de zéro, les
formules donnent pour x ety des valeurs finies et détermi-
nées et les deux droites se coupent effectivement en un pointM.
Mais quand le dénominateur AB7— BAT7est nul, sans que les
numérateurs le soient, on o.btient pour x ety des valeurs
infinies; ceci indique que les deux droites proposées sont pa-
ralléles; et, en effet, dans ce cas elles ont leurs coefficients angu-

. . A AT . N . A7 _ B7 7
laires égaux — g = — Si I'on a ala fois — = g-= & , les

deux numérateurs sont nuls en méme temps que les dénomi-
nateurs, et les valeurs de a: et de y se présentent sous la forme *;

il y a indétermination, et, en effet, les deux droites proposées

. . A7 B7 C7 N
coincident; car, si I'on pose — = g-= ~ d’ou A==Al;.
B7=B/1, C7=C/f, que I'on remplace dans la seconde équation,
et que I'on divise par le, cette équation devient identique a la
premiere.

probleéeme V.

6 9 — Trouver I'équation générale des droites qui passent par
le point d'intersection de deux droites données.

Soient
(io) Ax + By -t-C =o,
(u) A% + B¥-(-C7=o0,

les équations des deux droites données. On pourrait traiter la
guestion en cherchant les coordonnées du point d'intersection
des deux droites par la résolution des équations (io) et (u), et
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faisant passer ensuite une droite quelcongue par ce point (n°64).
Mais on arrive au méme résultat par une marche beaucoup
plus rapide.

Si I'on ajoute membre a membre les deux équations (10) et
(11)1 apres avoir multiplié Tune d’elles par une quantité arbi-
traire \ on obtient une équation du premier degré
(12) @# 4-B?/+ C)4-M A/*4-B'y+ C))= o,
qui représente une troisieme droite passant par le pointd’inter-
section des deux premiéres; et, en effet, les coordonnées de ce
point, vérifiant a la fois les deux équations (10) et (n), annu-
lent les deux parentheses, et, par conséquent,satisfont a I'équa-
tion (12). Cette équation (12), dans laquelle le coefficient 1 est
arbitraire, représente toutes les droites qui passent par le point
d’intersection des deux droites données; car on peutdéterminer
ce coefficient de maniére que la droite passe par un point quel-
conque Mdu plan, ayant pour coordonnées xlety'; il suffit
pour cela que I'équation de condition

[kx'4 By'-bC)4-~"(AB¥4-By 4-C')= o
soit vérifiée, ce qui donne
[ 3> AN+Bj/'+ C
1 A'x'+ BY4-c/
Quand on fait >.=0, I’équation (12) devient Aa54-By4-C=o;

c’est la premiére droite. Si I'on remplace 1 par —, et qu’aprés

avoir multiplié par n, on fasse n = 0, on a la seconde droite
Af-t-BAH-C/=0.

Si, dans I’équation (12), on remplace \ par savaleur (i3), on
obtient I’équation
fl,A Ax-t-By + C __ A.cctB'y+V

Ax!4-Byl-1C  k!x'4-wWyld-Cr

qui représente la droite passant par le point M et le point d in-
tersection des deux droites données. Les numérateurs sont les
premiers membres des équations des deux droites données, les
dénominateurs les valeurs de ces polyndmes, quand on 5rem
Place a; et y par les coordonnées du point donné. On reconnait
immédiatement, a I'inspection de cette équation, que la roite
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gu’elle représente passe par le point donné et par le point d’in-
tersection des deux droites données,

Lorsque les deux droites (10) et (u) sont paralléles, I’'équa-
tion (12) représente toutes les droites paralleles a celles-la.

Une équation du premier degré en a; et y contenant un para-
meétre arbitraire 1 représente une infinité de droites; lorsque
ce parametre n’entre qu’au premier degré dans I’équation, on
peut mettre I'équation sous la forme (12) ; on voit alors que
toutes les droites passent par un méme point, le point d’inter-
section des droites (10) et (n).

PROBLEME VI.

7 ©— Reconnaitre si trois points sont en ligne droite.
Soient M, M', M' les trois points donnés, x' ety' les coordon-
nées du premier point, x" et y" celles du second, x"' et ylll
celles du troisieme (fig. 54). Les coeffi-

/ cienls angulaires des droites MM, MM/
/ m y"_j/ U»__u
SOllt y 11— x' (n° 665; ~uand ,es
7 trois points M, M, M sont en ligne droite,
4 r les deux droites MM, MM/, coincident»
Fig. m. jeurs coefflcientsangulaires sont égaux, et
I’on a la relation
fin y'—y __yll—y/

PROBLEME VII.

7 1 —Reconnaitre si trois droites passent par un méme point.

Soient
A £E-f-B — o0,

A x+ B y-4-C'i*o,
A"X4-B"y-4-C"=0,
les équations des trois droites données. On cherchera le point
d’intersection des deux premiéres droites, et on substituera les
coordonnées de ce point dans la troisieme équation.
On peut aussi traiter la question par une autre méthode.
L’équation
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(A+UO x+ (B+ XBOy+ (Ch-XC"=o0
représente toutes les droites qui passent par le point d’inter-
section des deux premiéres droites (n°69); si la troisieme droite
passe par ce poingon doit pouvoir déterminer le parametre”,
de maniere que I’équation précédente représente cette troisieme
droite. Or, pour que deux équations représentent une méme
droite, il est nécessaire et il suffit que les coefficients soient
proportionnels: on a ainsi les deux relations
An-),A' B+W C-hXxc'
A" — B" — C"
a une inconnue L’élimination de cette inconnue conduit a
une équation de condition.

— Considérons, par exemple, les trois médianes d’un triangle OAB
(fig. 55); prenons le sommet O pour origine,
les deux cotés OA et OB pour axes des coor-
données, et désignons para et 6 les deux lon-
gueurs OAetOB. La médiane AE, coupant les

axes a des distances a et ~ de I'origine, a pour

équation
X ay
at g
de meme, la médiane BF a pour équation
a b
Le point D, milieu de AB, apour coordonnées OF =--, OE = la droite

OD, qui va de I'origine a ce point, est représentée par I'équation
b
y= -X.
En résolvant les deux premiéres équations, on obtient les coordonnées

X= 3» du point d’intersection G des deux premiéres médianes AE

et BF, Ces coordonnées Vérifiant la troisieme équation, on en conclut que
a troisieme médiane passe aussi par le point G.

En appliquant la seconde méthode, on reconnait immédiatement que les
*rois médianes passent par un méme point; car, si I'on retranche les deux
Premiéres équations membre a membre, on obtient la troisieme.

~ 8 — Comme exemple de trois points en ligne droite, considérons un
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quadrilatere OACB (fig. 56); si I'on prolonge les quatre cotés indéfiniment,
on forme ce qu’on appelle un qua-
drilatére complet ; les cotés se cou-
pent deux & deux en six points ou
sommets; eu joignant les sommets
opposés, on obtient trois diago-
nales AB, A'B', OC; nous allons
démontrer que les trois points D,
E, F, qui divisent ces diagonales
en deux parties égales, sont en
ligne droite.
Prenons les cotés OA et OB pour axes des coordonnées; désignons par a
et @' les deux longueurs OA et OA', par b et 6 les deux longueurs OB et OB'.

Le point D, milieu de AB, a pour coordonnées X' = 2> Le point

E, milieu de A'B', a pour coordonnées &"= -, Y'= -. Pour avoir les
2 2

coordonnées du point F, milieu de OC, cherchons celles du point C, inter-

section des deux droites AB', A'B, qui ont pour équations

Xy Xy

6 b % &% b~ I-

En résolvant ces deux équations simultanées, on obtient les coordonnées
du point C,
_aa"(b—b" _ 66'(a—a’)
X ab—ah1: ab— a’'
Le point F étant le milieu de la droite OC, ses coordonnées x™', Y1 sont
les moitiés de celles du point C; on a donc
(6—6) 66'(qg—a")
*(ab—a'h")' a(o6 — a'b’)

Ayant les coordonnées des points D, E, F, on reconnait aisément que les
trois points sont en ligne droite. Les droites DE et DF ont pour coefficients
angulaires

o' (a— a)
y'ﬂ'_b l_b u‘lﬂ_ y ab_albl —~—— b' 6
x'—x'—a—a' X"'—X ~ ao'(6—ftj a—a’
ab—ab' a

ces deux coefficients angulaires étant égaux entre eux, on en conclut que
les trois points D, E, F sont en ligne droite.
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PROBLEME VIII.

7 41— Trouver I'angle de deux droites.
Soienty=ax-+-b,y=a'x+b"', les équations de deux droites
données. Par l'origine, et du coté de
I'axe X'X ou se trouve OY, menons
des demi-droites OA et OA' paral-
leles aux droites données (fig. 57);
appelons aet a'les angles que font ces
directions avec OX, V I'angle qu’elles
Fie- 57. font entre elles, et, pour préciser, sup-

posons al>a. On a évidemment V— aJ— a, d'ou

T tanga'— tanga
tang\/: e e P
i-(- tang a tanga
Quand les axes sont rectangulaires, on sait que
tanga=a, tanga'= a';

si I'on substitue dans la formule précédente, il vient

x| = —
(*6) tangV Ttaa

Quand les axes sont obliques, on a (n° 61) :

asind L a'sin 9
tanga=---—---—----- ga's—L — oo ote-
n-acos c n-a'cos9
par suite,
7 t (VA p——
(=) ang i+aa/-)-(a+ a)cosO

De ces formules, on déduit la relation qui existe entre les
coefficients angulaires de deux droites perpendiculaires entre
elles. En effet, quand I’angle V est droit, sa tangente devenant
mfinie, on a, si les axes sont rectangulaires,

i+ aa'~o,
et>si les axes sont obliques,
~9) H-aa/4-(a-]-a/cos9= o.

PROBLEME IX.
— D'un point donné abaisser une perpendiculaire sur

une droite donnée, et trouver la longueur de cette perpendicu-
laire.
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Soient
y=ax+b

I’équation de la droite donnée AB, xlety'les coordonnées du
point donné M (fig. 58). Supposons d’abord
les axes Rectangulaires. Une droite quel-
conque passant par le point M a une équa-
tion de la forme (n» 64)

y—y'= a[x— x!).

Pour que cette droite soit perpendicu-

laire & la droite AB, il faut que la relation (n°74) i+ aa'= o

soit vérifiée; d’ou I'on déduit En remplacant a' par sa
valeur, on obtient I’équation de la perpendiculaire MP
(20) y—y'= --a{X—X/.

On trouvera les coordonnées x et y du pied P de la perpen-
diculaire, ou le point d’intersection des deux droites AB et MP,
en résolvant les deux équations simultanées (2) et (20) ; mais
nous préférons chercher les différences x — x' et y — y', parce
que l'expression de la distance ne contient que ces différences
(n» 55). L’équation (2) peut étre mise sous la forme

y—y's a[x— x")— [yl -ax'— b);
si, dans cette équation, on remplace?/— y' par savaleur donnée
par I’équation (20), on trouve

a{y'—ax'— 6
®-®/= — r+d*—

et, par suite, en vertu de I'équation (20),
y'—ax'—Db
y-y'-~ T+05
En appliquant la formule de la distance de deux points (n« 55),
on obtiendra la longueur | de la perpendiculaire MP,

- t- - — . 1(?/ —ax" — 6)*(H-as)

i= V(E~"*0 -+[y—V) —y (T+&»? »
'—ax'— b
dou 21 = +Z—j= = —
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On prendra le signe de fagcon que I’'on ait pour | une valeur
positive. Il est aisé de voir que le numérateur est positif ou
négatif, suivant que le point Mest placé par rapport a la droite
AB du cdté des y positives ou du coté des y négatives. En effet,
soit N le point ou la droite AB esfrencontrée par la paralléle a
Taxe des y menée par le point M ; le point N étant sur la droite
AB, I'ordonnée y, de ce point est égale a axl1-+b, de sorte que
la formule (21) devient

i=xt=M .
Vn-a2

La différence y' — yt est positive dans le premier cas, négative
dans le second cas.

On aurait pu obtenir immédiatement la longueur de la per-
pendiculaire sous cette derniere forme, en remarquant que le
triangle rectangle MNP donne

y' —y.
MP=MNsinMNP=x(y/—y»)cos«=+"1_]av

~6 — Supposons maintenant les coordonnées obliques ; les
droites AB et MP seront perpendiculaires si leurs coefficients
angulaires a et a' vérifient la relation i-Haa'-t- (a+a') cos9=o,

d’ou I'on déduita'= — L’équation de la perpendicu-
laire MP est donc

(rn\ , 1 “}-0, COSO . /.

En résolvant les deux équations simultanées (2) et (22), on
obtiendra les coordonnées a; et y du point P ; si, comme précé-
demment, on cherche les différences x — x', y — yl, on trouve

X — x1= (y'— ax'— b) («+ cos 6)
1-t-a*+ 2acosO
. yl= iy— ax' — &)(i +acos 6).
J J i+ aat+ 2acosO ’

substituant ces différences dans la formule de la distance de
deux points (n» 56)

I= \Jx — x,),-+-(y— y)s-t-2[x— x') (y— YO cbsT,
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on a

-j- (y'—ax— &v~g+ cos8)a+ (I+ acos8*— 2(a+ cos6)(I+ acos fi)cogj,
” 1+2 acos9 + g2

En développant les calculs, on voit que la quantité placée sous

le radical contient le facteur i — c0s29 ou sin29, et s'écrit
(i + 2gcos8+ ¢gHsin39;

il en résulte

(2% - (yl— ax —_p) sin 9.

Vi + 2g cos 9'-+-g'2
Le numérateur est positif ou négatif suivant que le point M est
placé par rapport a la droite AB du coté des y positives, ou du
coté des y négatives. On prendra le signe de fagon que l'on ait
pour | une quantité positive.

77 — Dans ce qui précéde, nous avons supposé l'équation
de la droile donnée mise sous la forme y = ax-\-b. Si cette
équation avait la forme générale
(i) Ax -+~By-hC=:0,
le coefficient angulaire a de la droite donnée étant égal a

A
— 8-, on aurait dans le cas des coordonnées rectangulaires

, i B N . . .
a'= ————(x= = et la perpendiculaire abaissée du point Mserait

représentée par I’équation

ou plus simplement

(24) "A B

La formule (21), dans laquelle on remplace g et b par leurs
valeurs— jj, — g, devient

. Ax1-f-By'-t-C
@5) i=

Cette formule exprime la distance d’un point a une droite en
coordonnées rectangulaires : le numérateur est le premier
membre de I’équalion de la droite, dans lequel on remplace x
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ety par les coordonnées du point; le dénominateur estla racine
carrée de la somme des carrés des coefficients de x et dey.
Quand les axes sont obliques, on a

, __B— Acos9.
a A— Bcos9’

1équation de la perpendiculaire est

(29) x—x" _ y—=yl
A — BcosO B—acoso-

et la formule (23) devient

(en) /_ (Aa/-+-By/+ C)sin 9
~ VA24-B!— 2AB cos 0*

il est aisé de reconnaitre le signe du numérateur, suivant la
position du point M par rapport a la droite AB. Soit N (fig. 58) le
Point ou la parallele MQ a I'axe des y rencontre la droite AB ;
imaginons qu’un point mobile, ayant pour coordonnées x ety,
parcoure cette droite, et considérons les valeurs du polyndme
AZE -f-By-f-C pour les diverses positions du point mobile;
'luand le point mobile est en N, la valeur du polynéme est
Gulle. Si le coefficient B est positif, quand on marche dans le
sens desy positives, le terme Bi/ augmente, et la fonction prend
desvaleurs positives de plus en plus grandes ; quand OlLl marche
dans le sens opposé, elle prend des valeurs négatives. C'est le
contraire qui a lieu, lorsque B est négatif.

PROBLEME X.

— Par le point d’intersection de deux droites données,

Mener une droite perpendiculaire & une droite donnée.
Soient

AX-j-By4+G =0

Mx -4-B'y -H(y — o,

\"xH-By-f-C'= O
|cs équations des trois droites en coordonnées rectangulaires ;
°ute droite passant par le point d'intersection des deux pré-
férés droites est représentée par une équation de la forme

(Ax4-By4-C)4-1{k'x 4-B'y4-CO= o0;
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pour qu’elle soit perpendiculaire a la troisieme droite, on doit

avoir
A-1A + 1A-)

B"(B+ XB")
d’ou I'on déduit
- AA"+ BB".
A'A'+ B'B"™
en remplacantl par sa valeur, on obtient I'équation de la
droite cherchée

(28) (A/A"+ BB) (A®+ By+C)= (A'A+B'B) (A'x+ B'y-t-C").
7 9 —Les trois droites données forment un triangle dont les
sommets sont les points d’intersection de ces droites deux a
deux ; I'équation (28) représente la perpendiculaire abaissée de
I'un des sommets sur le c6té opposé. En permutant les ac-
cents, on aura les équations des perpendiculaires abaissées de
chacun des deux autres sommets sur le co6té opposé :
(A"A+B "B){A'x+ B'y+ B)= (AA'+ BB') (A"x+ B"y-t-C"),
(AA'4-BB")(Ax + By -+-C)= (A/A"-f-B'B")(Az= + By + C).
On voit qu’en ajoutant les deux premiéeres équations membre

a membre, on obtient la troisieme. On en conclut (n° 71) que
les trois hauteurs d’un triangle passent par un méme point.

PROBLEME XlI»

8 0 — Trouver le lieudes points égalenent distants de deux points donnés.

Supposons les axes rectangulaires et soient Xlety', X' ety" les coordon-
nées des deux points donnés. Si I'on désigne par x ety les coordonnées
d’un point quelconque du lieu, I'équation du lieu sera

C=XY+ (=y) = (*=*"pd-—yY,

ou plus simplement
(,9) X'—x) (X - +(1/"—jo = o

Ce lieu est une droite perpendiculaire sur le milieu de la droite qui joint
les deux points donnés.

PROBLEME XII.

s i —Trouver le lieu des points égahmenidistanisde deux droites données.
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Nous supposons encore les axes rectangulaires; soient
Atc-t-BY+C =o,
\'X+BY-f-C'— o,
les équations des deux droites données. Si I'on désigne par X et Y les coor-
données d'un point quelconque du lieu, I’équation du lieu sera
Ax-f-By-j-C___ A&e-fBy+ C
Vas+ 15 \jALli+ h i

A cause du double signe, cette équation représente deux droites, qui sont
les bissectrices des angles formés par les deux droites données.

EQUATION DE LA LIGNE DROITE EN COORDONNEES POLAIRES.

8 3 — Soit Ole pole et OX Taxe polaire. On peut déterminer
la position d’une droite AB par la longueur a de la perpendi-
culaire OD abaissée de I'origine sur cette
droite (fig. 59), et par I'angle a que fait
cette perpendiculaire avec |'axe polaire,
cet angle étant compris entre o et 2-. Ap-
pelons p et 10 les coordonnées d’un point
quelconque M de la droite; en projetant
le rayon vecteur OM sur la perpendicu-
laire OD,on a

3i) Pcos (»-«) = a; ou p=bog(® j,

Puisque a et a sont des constantes, cette équation est de la
forme

(Ga) p= e
r A COSco-h Bsinc

Réciproquement, toute équation de cette forme représente
Une droite ; car si I’on revient aux coordonnées rectilignes, en
Drenant I'axe polaire pour axe des x, et une perpendiculaire
menée par le pdle pour axe desy, a I'aide des formules de
transformation x = pcosco, y= sinco, I'’équation devient

x4-By = G.

AUTRE FORME DE L’EQUATION d’uNE DROITE.
— L’équation (3i) développée devient

Pcos « cosa + psin msina=a,
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ou, en coordonnées rectilignes rectangulaires,
33) X cosa + ysina—a=o.

L’équation de la droite étant mise sous cette forme, le pre-
mier membre a une signification géomé-
trique trés-simple. Considérons un point
quelconque M du plan, ayant pour coor-
données polaires pet o> et pour coordon-
nées rectilignes x ety, dece pointabais-
sons une perpendiculaire MP sur la droite
AB (fig.60). La projection du rayon vec-
teur OMsur la droite OD est Oeos (W— a);

mais cette projection est égale a OD, augmentée ou diminuée de
la perpendiculaire PM, suivant que le point Met I'origine Osont
situés de part et d’autre de la droite ou du méme c6té; si donc
on désigne par p cette perpendiculaire, affectée du signe +
dans le premier cas, du signe — dans le second cas, on aura,
d’une maniére générale,

a-f~p= pcos (— a) = x cos a-+Yysin a,
d’ou p= Xcosa-t-?/sin a— a.

Ainsi, le premier membre de i’équation (33) représente la dis-
tance d’'un point quelconque du plan ayant pour coordonnées
x ety a la droite définie par cette équation, distance affectée
d’un signe convenable.

Hest facile d’en déduire les coordonnées xt ety, du pied P
de la perpendiculaire ; les différences x — x,, y— vy, étant les
projections de la droite PM sur les deux axes, on a

X — Xt= pcosa= (xCOSa-fysina— a)cosa,
y —y,— psina= (xcosa-fysina— a)sin a.

La forme (33), sous laquelle on peut toujours mettre I'équa-
tion de la droite, est utile dans un grand nombre de questions.
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CHAPITRE 1l

Du cercle,

— Cherchons d’abord I'équation de la circonférence en
coordonnées rectangulaires. Désignons
par a et & les coordonnées du centre C
(fig. 61) et par r le rayon; la circonfé-
rence, étant le lieu des points dont la
distance au centre est égale au rayon, a
pour équation

() x—a2 y—b2—r;

celte équation développée se met sous la forme
)] X* + + Ax-t-By + C= o.

Ainsi, Véquation du cercle, en coordonnées rectangulaires, est
une équation du second degré, qui ne renferme pas le rectangle
xy des variables, et dans laquelle les termes en x!et en ysont
méme coefficient.

85 —Réciproquement, toute équation de cette forme,en coor-
données rectangulaires, représente une circonférence de cercle,

guand elle représente un lieu. En effet, on peut écrire I'équa-
tion (2) de la maniére suivante

( ,A\* , / rBy A+8B1 _
F<W 2) = — C

Marquons le point C, qui a pour coordonnées — ™ et — le

premier membre représente le carré de la distance d'un point
quelconque M du plan ayant pour coordonnées Xety au point
C >si le second membre est positif, I’équation sera vérifiée par
les coordonnées de tous les points du plan dont la distance au

Point C est égale ay / - — C; elle représente donc une

Cliconférence de cercle. Lorsque le second membre est nul, la
CEOM. AXALYT. 6
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distance MC devant étre nulle, le point M coincidera avec le
point C, et I’équation ne sera vérifiée que par les coordonnées
de ce point; le lieu se réduit donc a un point unique. Enfin,
lorsque le second membre est négatif, I’équation ne peut étre
vérifiée par les coordonnées d’aucun point du plan; car le
carré de la distance du point M au point C est une quantité
positive ; 1équation ne représente donc, dans ce cas, aucun
lieu géométrique.
86 — Supposons, maintenant, les
axes des coordonnées obliques et
faisant entre eux l'angle O (fig. 62);
en exprimant que la distance d'un
point quelconque du lieu au centre
est égale au rayon, on aura l'équa-
tion de la circonférence

(©) {x—af-+(y— by-+2(x— a)@ij— b)ycosO= n.
Cette équation est de la forme

@ “t- y~—+ixy cos O-t-A£ +By-t-C = o.

Ainsi I'équation du cercle, en coordonnées obliques, est une
équation du second degré, dans laquelle les ternies en x* et eny*
ont pour coefficients I'unité, et le terme en xy deux fois le cosi-
nus de I'angle des axes.

8 7 — Réciproquement, toute équation de cette forme repré-
sente une circonférence de cercle, quand elle représente un
lieu. En effet, on peut déterminer les trois constantes a, b. rs,
de maniére a identifier les équations (3) et (4). L'équation (3),
développée, devient

-f-2xijcos0 2 (d-FbcosQx — 2 (b-fFacosQy
-f-al— b~-+2ab cos 0— r!= o.
On identifiera cette équation a I'équation (4) en posant

A D
a+60050=-——g- &+ acos0=— 2>

a2+ 2ab cosO— rt==C.

Les deux premiéres relations donnent pour a et & des valeurs
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finies, puisque le dénominateur i — cos!Oou sin*9 est différent
de zéro. La troisiéme donne

r2= a2-+6S-+aab cos 9— C.

Marquons le point C, qui a pour coordonnées aet b. Le pre-
mier membre de I’équation (3) représente le carré de la dis-
t ance d’un point quelconque M du plan, ayant pour coordon-
nées x et y, au point C. Si I'on trouve pour r* une quantité
positive, I'équation sera vérifiée par les coordonnées de tous
les points du plan distants du point C de la longueur r; elle
représente donc une circonférence de cercle. Si I'on trouve
pour r2une quantité nulle, la distance MC devant étre nulle,
I’équation ne sera vérifiée que par les coordonnées du pointC;
«Ue représente un seul point. Enfin, si I’on trouve pour r2une
guantité négative, I’équation n’est vérifiée par les coordonnées
d’aucun point du plan.

Au lieu de déterminer le centre C du cercle par ses coordon-
nées a et b, il est plus commode de le déterminer par les pro-
jections orthogonales de la droite OC sur les deux axes. Appe-
lons a'et b' ces deux projections OD et OE (fig. 62), prises
avec les signes convenables, et exprimons que la projection de la
droite OC sur I'un ou l'autre axe est égale a celle de la ligne
brisée OPC ou OQC ; nous aurons

a/=a-+-&co0s9 6'=6 + acos9;’

ilenrésulte a'= — -, b'=— 2.
2" 2

Aprés avoir porté sur les axes a partir de I'origine les lon-
gueurs a' et bl, on meénera par les points D et E des perpendicu-
laires aux axes ; I'intersection des deux perpendiculaires déter-
minera le centre C.

L’équation d'une circonférence de cercle, comme nous
lavons dit, est

[x a)%\-[y— by~\-2(x— a) (y— b)cos9— r2=o.

e Premier membre a une signification géométrique qu’il est
on de remarquer. Considérons un point Mdu plan ayant pour
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coordonnées x ety ; lI’'expression
[Xx— a,*-h(y— b)'-h2[x— a) (y— 6)cos6

représente le carré de ladroite MCqui jointle pointMau centre
(fig. 63); le premier membre de
Téquation est donc égal a MC*— r-,
c'est-a-dire au produit des deux
facteurs MC+?’ et MC— r, qui sont
les deux segments MA et MB du
diameétre mené par le point M, segments affectés du méme signe
ou de signes contraires, suivant qu’ils sont portés dans le méme
sens, ou dans des sens opposés. Ainsi, le premier membre de
I’équation (5) représente le produit des deux segments d’une sé-
cante quelconque menée par le point M. Quand le point M est
extérieur au cercle, ce produit est égal au carré de la tangente.

PROBLEME |I.

89 — Trouver réquation de la tangente a une courbe quel-
conque.
Nous avons déja donné la défi-

nition de la tangente en un point M

d’une courbe (n» 23). Par le point

M et un point voisin M7pris sur la

courbe, menons une sécante MM’,

puis supposons que le point M' se

rapproche indéfiniment du point

M; la sécante MM' tournera autour

du point Met tendra vers une position limite MT ; cette droite
MT est dite tangente a la courbe au point M (fig. 64).

Soient x et y les coordonnées du point de contact M, x 4- h

et y+ k celle du point voiin M'; le coefficient angulaire de la

sécante MM'est le rapport ~ de la différence desordonnéesdes

deux points M et M a la différence de leurs abscisses. Quand le
point M' se rapproche indéfiniment du point M, les deux ac-
croissements h et k tendent simultanément vers zéro, et leur
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k
rapport - tend vers une limite, qui est la dérivée de I'ordonnée

considérée comme fonction de I’abscisse.

Si I’équation de la courbe est résolue par rapport a y et mise
sous la forme y =f (x), la tangente aura pour coefficient angu-
laire y'= f (x). Lorsque I’équation de la courbe f [x, 9)=o0
n’est pas résolue, on obtient la dérivée y' de la fonction impli-
citey a l'aide de I'équation f* y' = o, dans laquelle f,
et fr désignent les dérivées partielles de la fonction f[x,y) par
rapport a a; et par rapport ay. On en déduit
©) v'=-f
Ainsi, si I’on désigne par X etY lescoordonnées d’un point quel-
conque de la tangente, I’équation de cette droite est

"N Y-y=-fj&-x), ou (X—x)f,+ (Y—y)fr= o.

PROBLEME II.

— Trouver I'équation de la tangente au cercle.
Appliquons la formule précédente au cercle, et, pour sim-
plifier , supposons les axes rectangulaires et l'origine des
coordonnées placée au centre du cercle; le cercle a pour
équation
x*+ if —r2= o.
Késolue par rapport ay, I'’équation devienty=dz”~r'— x15eu
Prenant la dérivée de cette fonction, on a
, — X X
u - — —
+ Vr>— X' Yy
En conservant I’équation non résolue et appliquant la formule
on obtient la méme valeur y'— — -« Ainsi I’équation de la

taxgente est
Y—y= —"(X—=x), ou xX+yY=/, 6 +y*.

| uisque le point M est sur le cercle, ses coordonnées vérifient
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I’équation du cercle, et I'on a r\ L’équation de Ila
tangente se simplifie et devient

(8 EX-i-yY=:rl.
Le coefficient angulaire du rayon qui va du centre au point

de contact étant -, onvoit que la tangente est perpendiculaire

a ce rayon.

probléeme iii.

9 1 —Mener une tangente au cercle par un pointextérieur P.
Supposons toujours le cercle rapporté a des axes rectangu-
laires menés par le centre, et représenté par I’équation

© XN -b-if— r.

Désignons parx, ety, les coordonnées du point donnéP (fig. 65).
Soit MP une tangente menée parce point;
la question revient a déterminer le point
de contact M, dont nous appellerons x
et y les coordonnées inconnues. Le point
M étant sur le cercle, ses coordonnées
vérifient I’équation (9). La tangente au
point M a pour équation xX +yY = r*,
Cette tangente passant par le point P,

son équation doit étre vérifiée par lescoordonnées de ce point,
ce qui donne la relation

10y XXt+yy”/r.

En résolvant les deux équations simultanées (9) et (10), on
obtiendra les valeurs des inconnues x et y.

La résolution des deux équations (9) et (10) revient a la
recherche des points d’intersection de deux lignes. La premiére
équation représente le cercle proposé ; la seconde une ligne
droite. Chercher les valeurs de a; et de y qui vérifient a la fois
ces deux équations, c’est chercher les points d’intersection de
la droite et du cercle. Cette droite coupe lecercle en deux
points Met M'; c’est la droite des contacts. On remarque que
1équation (10) de la droite des contacts a méme forme que
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Téquation (8) de la tangente; seulement, les coordonnées du
point de contact sont remplacées par celles du point P.

— On sait que, lorsqu’on a deux équations simultanées

A= o0, B= o,
a deux inconnues x ety, si I'on remplace I'une d’elles par
léquation m A+nB =0, que I’'on obtient en ajoutant membre
a membre les deux équations proposées, apres les avoir multi-
pliées par des nombres arbitraires m etn, on forme un nouveau
systeme d’équations
A=0, mA-t-nB=o,

équivalent au systéeme proposé. Cela signifie géométriguement
que les points d’intersection des deux lignes représentées par
les deux équations proposées sont les mémes que les points
dintersection de I'une d’elles par la troisieme ligne.

Nous avons dit que les points de contact Met M'sont donnés
Par I'intersection du cercle proposé et de la droite des contacts.
Enretranchant les deux équations (9)et (10) membre a membre,
on obtient la nouvelle équation

XT-hy-—XtX—yly—o,

qui peut remplacer I’équation (10); cette nouvelle équation

représente un cercle ; le centre, dont les coordonnées sont”™-

y

es* mileu de la droite OP ; I'’équation ne contenant

Pas de terme constant, le cercle passe par lI'origine ; on a ainsi
le cercle décrit sur la droite OP comme diametre ; les points
°u ce cercle coupe le cercle proposé sont les points de contact.
On retrouve de cette maniére la construction de la géométrie
élémentaire.

PROBLEME IV.

— Mener une tangente paralléle a une droite donnée.

Au cercle
Xi_l_yt=:r2

°u veut mener une tangente paralléle a la droite y— mx, que
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I'on peut supposer passant par l'origine (fig. 66). Si I'on dé-
signe par x et y les coordonnées du point de contact M, on
sait que le coefficient angulaire de la

tangente est égal a — pour que la

tangente MT soit parallele a la droite
donnée, il faut que son coefficient an-
gulaire soit égal a m; on aura donc la

relation — - — m, ou

y
(11) Y- — %

m

Dailleurs les coordonnées du point M vérifient I’équation du
cercle. Ces coordonnées seront donc déterminées par les deux
équations simultanées (9) et (n), et par conséquent, les points
de contact Met M seront donnés par I'intersection du cercle et
de la droite que représente I’équation (11); cette droite MM est
un diametre perpendiculaire a la droite donnée OA.

04 — On peut traiter la question d’une autre maniére, et
ceci nous fournira I'occasion de présenter I’équation de la tan-
gente au cercle sous une forme nouvelle. Proposons-nous d’a-
bord de chercher les points d’intersection d’'un cerclext+y ,=rt
et d’'une droite quelconque y= mx+ k. En éliminant y, on
obtient I’équation du second degré a5-t- (mx -+k)1= r', ou

(m'-\-i)x'-h2m kx+ki—ri=o0.

Quand cette équation a ses racines réelles, la droite coupe le
cercle en deux points, dont les abscisses sont les racines de
I’équation. Si les racines deviennent égales entre elles, les deux
points d’intersection se confondent, et la sécante devient tan-
gente au cercle. Enfin, quand les racines sont imaginaires, la
droite ne rencontre pas le cercle. -

Ainsi, la condition pour que la droite soit tangente au cercle
est

m2/*— (m*4-i) (A~ r*)=o, ou &=r*(m*+ i).

L’équation de la droite, dans laquelle on remplace k par sa
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valeur, devient
(12) y=mx=%r —+-1.
Cette équation, qui renferme un parametre arbitraire ni, repré-
sente toutes les tangentes au cercle.

Si I'on donne la direction de la tangente, le coefficient angu-
laire m étant connu, on a immédiatement les équations des
deux tangentes paralléles a la direction donnée.

PROBLEME V.

— Trouver le lieu des points dort les distances a deux points fixes
soient entre elles dans un rapport donré.

Soieoi A etB les deux points donnés (fig. 67) ; prenons pour axes des X
la droite AB et pour axe des Y la perpen-
diculaire élevée sur le milieu de AB. Si I'on

appelle aa la distance AB, ™le rapport

ionné, et si I'on désigne par X €t Y les
:oordonnées d'un point quelconque du lieu,
I'équation de ce lieu sera

i“+td + a* _ Nr

W-t-(* — «)» _ n*’

> A+ ys—iaX —-——i-t-as= o.
mr— n

P> L . .
j est un cercle dont le centre est situé sur I'axe des X; les deux extrémi-

tés du diametre DE sont les points qui divisent la droite AB dans le rapport
de Man.

PROBLEME VI.

®® — Trouver les points d’intersection de deux cercles.
/\50|ent
x'+y'-f-Ae+By+C~"~0Oj
x'+y'+A'x+B'y+Cto,
les équations des deux cercles en coordonnées rectangulaires.
85 P°*nts d’intersection seront donnés par ces deux équations

“nullanées. On peut rémplacer le second cercle par la droite
(A—AO0x+(B—BOy+ (C— CO0=o0,

lle lon obtient en retranchant ces équations membre a
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membre, et la question est ramenée a la recherche des points
d’intersection du premier cercle par cette droite. Si la droite
coupe le cerclej les deux cercles auront deux points d’inter-
section, et I'équation (16) représentera la sécante commune.
Si la droite devient tangente au cercle, les deux points d'in-
tersection se confondent, et les deux cercles sont tangents;
I’équation (16) représente dans ce cas la tangente commune.
Enfin, lorsque la droite ne rencontre pas le cercle, les deux
cercles n’ont pas de point commun.

Cependant I’équation (16) a, dans tous les cas, une significa-
tion géométrique remarquable. Les premiers membres des
équations (i4) et (i5) représentent (n° 88) les produits des seg-
ments des sécantes menées par un point quelconque Mdu plan
ayant pour coordonnées a; ety a travers I'un et I'autre cercle ;
or, on obtient I’équation (i6) en égalant ces deux expressions,
ce qui fait disparaitre les termes du second degré ; I’équation
(iG) représente donc le lieu des points tels que les produits des
segments des sécantes menées de chacun d’eux a I’un et I'autre
cercle soient égaux; ce lieu est une droite que I’'on appelle axe
radical des deux cercles. La partie de cette droite extérieure
aux cercles est le lieu des points d’ou les tangentes menées
aux deux cercles sont égales entre elles. 11 est clair que les axes
radicaux de trois cercles combinés deux a deux passent par

un méme point; on appelle ce point centre radical des trois
cercles.

EQUATION DU CERCLE EN COORDONNEES POLAIRES.

— Soit O le pdle et OX I'axe polaire (fig. 68) ; appelons
a et a les coordonnées du centre C, r
le rayon, p et ® les coordonnées d'un
pointquelconque Mde lacirconférence.

Dans le triangle OCM, on a
(17) f — 2apcos(cd— y.)-ha~— r'-=o.
Lorsque le pole O estsitué surla cir-

conférence, on a a = r, et I'équation se réduit a

(18) p=2rCOS(co— a).
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Pour montrer une application de cette équation, considéron
deux cercles qui se coupent ; par I'un des points d’intersection
0, menons une sécante quelconque ; cette sécante rencontre
les cercles en deux autres points M et M7; cherchons le lieu du
point milieu de la droite MM'. Si I'on prend le point O pour
pole, les deux cercles sont représentés par les équations

c— 2rcos(w— «), p=2r/cos((o— x"),
et 1on obtient immédiatement I’équation du lieu
p= rcos(w— a)-(-r/cos @&—a');
cette équation pouvant étre mise sous la forme
p =fi cos(co— a,),

le lieu est un cercle passant par le point d’intersection O des
deux cercles donnés.

CHAPITRE 111

Lieux géométriques.

98 — On définit les lieux géométriques de plusieurs ma-
nieres : tant6t on donne une propriété commune a chacun
des points du lieu ; et c’est en traduisant celte propriété, al'aide
des signes algébriques, que l'on obtient I’équation du lieu.
C’est ainsi que nous avons défini la circonférence du cercle, le
lieu des points distants d’un point donné d’une quantilé donnée;
en exprimant cette propriété commune a tous les points du
~eu, nous avons obtenu I’équation de la circonférence (n°84)*
Nous avons trouvé de la méme maniére le lieu des points dont
les distances a deux points donnés sont entre elles dans un
raPport donné (n° 95) ; I'expression de cette propriété donne
léquation du lieu. Nous avons aussi obtenu par le méme pro
cédé I'équation de la perpendiculaire élevée sur le milieu de
la droite qui joint deux points donnés (n°8o0), et celles des
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bissectrices des angles formés par deux droites données (n08i).

Mais on définit ordinairement une ligne PQ (fig.69) par le
mouvement d'un point dans le plan. Chacune des positions du
point mobile M est donnée par la construction d’une figure dont
les diverses parties ne dépendent que d’'un parameétre arbi-
traire a. D’apres cela, les deux coordonnées x et y du point M
sont des fonctions de ce parametre variable a : soient

*=f(a), y= f{a),
ces deux fonctions ; on obtiendra I’équation du lieu décrit par
le point M, en éliminant le parameétre a entre ces deux équa-
tions.
En général, la construction géométrique détermine chacun
des points du lieu par la rencontre de deux lignes mobiles qui
dépendent par conséquent du paramétre a; soient

(0 F(x,y,a)=0
) F,x,y,a=0

les équations de ces deux lignes. Si I’on attribue a ce parametre
une valeur particuliére, on obtient deux
lignes A et B qui se coupent en un
point M, dont les coordonnées x ety
vérifient les deux équations simultanées
1) et (2). Si I'on attribue au parameétre
une autre valeur a', les deux lignes
occuperont les positions A' et B' et le
point d’intersection viendra en M' : une
troisieme valeur a" attribuée au parametre donnera les deux
lignes A" et B' et le point d’intersection M", et ainsi de suite.
Concevons que I'on fasse varier le parameétre a d’'une maniere
continue, les deux lignes A et B se déplaceront dans le plan
d’une maniére continu?, et le point d’intersection M décrira la
ligne PQ-

On obtiendra I’équation de la ligne PQ, lieu du point M, en
éliminant le parameétre a entre les deux équations (1) et (2).
En effet, éliminer a entre les deux équations (1) et (2), c’est
trouver un systeme de deux équations
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©) F.(x,y,a)=o,
O f(x,y)— o,
équivalent au systéme des deux équations (i) et (i), et tel que
I’'une d’elles ne renferme plus la lettre a. On dit que deux sys-
témes d’équations sont équivalents, lorsqu’ils sont vérifiés par
les mémes valeurs attribuées aux variables. Quand on attribue
a a une valeur particuliére, les coordonnées x ety du point M,
jointes acette valeur de a, forment un systeme de valeurs des
trois quantités x, y, a vérifiant a la fois les deux équations (i) et
(@) ; puisque le systeme des équations (3) et (4) est équivalent
au précédent, ces valeurs vérifient aussi les équations (3) et (4);
I’équation (4), ne renfermant pas a, est donc vérifiée par les
coordonnées de I'un quelconque des points du lieu.

Réciproquement, tout point M, dont les coordonnées x ety
vérifient, I’équation (4), appartient au lieu. Car, si I'on déter-
mine la valeur de a qui vérifie I’équation (3), dans laquelle ou
attribue a x ety les valeurs précédentes, on obtient un systeme
de valeurs des trois quantités x, y, a vérifiant le systéme des
équations (3) et (4). Les équations (1) et (2), formant un sys-
téme équivalent a celui-la, seront vérifiées par les mémes va-
leurs ; on obtiendra ainsi deux lignes A et B passant par le
point M.

H peut arriver cependant qu’a un systéeme de valeurs réelles
de x et de y vérifiant I’équation (4) corresponde une valeur de
a>pour laquelle les équations (1) et (2) ne représentent pas de
lignes réelles ; c’est ce qui aurait lieu, par exemple, si la valeur
de a était imaginaire. Mais, dans tous les cas, les valeurs dex,
y> a satisferont aux deux équations (1) et (2).

— Quoique la construction de chacune des positions de la
ligure qui donne les divers points du lieu ne dépende que de la
valeur attribuée a un paramétre arbitraire, il est souvent plus
c’rnrnode d’introduire dans le calcul plusieurs paramétres
variables a, b, c,...; mais alors ces parametres sont liés entre
eux de telle sorte que la valeur d’un seul soit arbitraire et que
a variation de ce parameétre détermine, par conséquent, celle

e tous les autres. Si ces parametres sont au nombre de n, ils
seront liés par n— 1 équations de condition.
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Supposons d’abord que I'on n’emploie que deux parameétres
variables a et &liés par I’équation de condition

) <?(ab)= o,
et soient

(6) F {x,y,a,b)="0,
(7 F,(x,y,a,b)=o0,

les équations des deux lignes mobiles A et B dont I'intersection
donne chaque point du lieu. Si I’on fait varier le paramétre a
d’une maniere continue, le parameétre b, qui dépend de a d’a-
pres la relation (5), variera aussi d’'une maniére continue ; les
deux lignes A et B, dont les équations contiennent ces deux
parametres, varieront aussi d’'une maniere continue, et leur
point d’intersection M décrira la ligne PQ.

On obtiendra I’équation de cette ligne en éliminant les deux
parameétres a et b entre les trois équations (0), (6), (7). En effet,
éliminer a et b entre ces trois équations, c’est trouver un sys-
téme de trois équations

(8 F.(x,y,a,b) = o,
9) F3(x,y,a,b)=o0,
(10) f(x,y) = o,

équivalent au systéeme proposé et tel que I'une d’elles ne con-
tienne plus a et b. Quand on attribue a a et b des valeurs véri-
fiant I’équation (5), les coordonnées a: et y du point M, jointes
a ces valeurs de a et de b, forment un systéme de valeurs des
quatre quantités x, y, a, b, vérifiant a la fois les trois équations
(®), (6), (7). Les trois équations (8), (9), (10), formant un sys-
téme équivalent au systeme précédent, seront aussi vérifiées par
les mémes valeurs; I'équation (10), étant indépendante de a et
de b, sera donc vérifiée par les coordonnées a: ety de chacun
des points du lieu. Réciproquement, tout point Mdont les coor-
données x ety vérifient I’équation (10) appartient au lieu ; car,
si I’on détermine les valeurs de a et de & qui vérifient les deux
équations (8) et (9), dans lesquelles on attribue a x etay les
valeurs précédentes, on obtient un systéeme de valeurs des
quatre quantités x, y, a, b vérifiant le systeme des trois équa-
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lons (8), (9), (id). Les trois équations (5), (6), (7), formant un
systeme équivalent a celui-la, seront aussi vérifiées, et I'on
aura deux lignes A et B passant par le point M.

10 O — Supposons, en général, que I’'on emploie n parame-
tres variables a,b,c,...,h, liés entre eux par n— 1 équations de
condition

i(a,bc,..,h)=0,
(a,b,c ..., = o,

@(a, b,c,..., h)— o,

et soient
(12) F {x,y,a,b,c,...,h) = o,
(13) Fi(x,y,a,b,c,...,h)=o0,

les équations des deux lignes mobiles Aet B, dont l'intersection
donne chaque point du lieu. Quand on fait varier le parametre
a< les autres paramétres varient simultanément, et le point M
décrit le lieu. On obtient I’équation de ce lieu en éliminant les
« paramétres entre les 1 équations (11), (12), (i3).

10 I — Nous avons dit que la construction de la figure ne
dépend que d’un seul paramétre arbitraire a. Si la figure dé-
pendait de deux paramétres arbitraires aet b, les deux coor-
données x et y du point M seraient des fonctions de ces deux
Paramétres

x=f(a,b), y=fl(ab).
On pourrait attribuer a ces parametres des valeurs telles que le
point Mcoincidat avec un point quelconque du plan ayant pour
coordonnées ar, ety, ; il suffirait, pour cela, de détermineraet
Ja I'aide des deux équations

x,=f{a,b), yi=fi{a,b).
Le point Mdécrirait ainsi tout le plan et non une ligne déter-
minée dans le plan.
On comprend bien par & comment il est nécessaire, lors-
qu on emploie n paramétres variables, que ces n parame-

tres soient liés par n— 1 équations de conditions distinctes ;
car si on pouvait réduire ces équations de conditions a un
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nombre moindre, deux paramétres au moins seraient arbi-
traires.
Il peut arriver que les deux lignes variables A et B se cou-

pent en plusieurs points; le calcul précédent donne le lieu
décrit par I’ensemble de ces points.

PROBLEME 1.

10 Z—FEtant donnésunangleXOYet unpoint fixe P dans le plan (tiq. 70),
pur le point P on mereme sécante fixe PBA et ure sécante nobile PDC, on
mere les droites AD, BC ; trouver le lieu de leur point de rencontre m.

Prenons les droites OX et OY pour axes des coordonnées, et désignons

par Xl et y, les coordonnées du point P.

La sécante fixe PBA aura une équation
de la forme

y—yl —a{X—X,),

dans laquelle le parameétre @ a une valeur
constante. De méme la sécante mobile
PDC sera représentée par I'éguation

Fig-70 y—y. = m(x—xt),
dans laquelle m désigne un parametre variable. Si, dans chacune de ces

équations, on fait successivement y= 0, X —=9, on obtient les coordonnées
des points ou ces droites reconlrent les axes des coordonnées,

A, =0 X=X.——,
y=o 2
B, X=o, y=y,—axl,
C, y=0, X=Xi—h,
m

D, X=o0, y=y,—NMXr

En appliquant la formule du ™67, on a les équations des droites
AD, CB,

X y
(@) Y, vi— mx,-1"
1 a
X t oy
@ M M—ax,-1"

Les valeurs de X ety, qui vérifient lei deux équations simultanées (0
et (a), sont les coordonnées du poiut d'intersection M des deux droites AD
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et BC ; ces coordonnées varient, avec le parameétre arbitraire M Si I'on re-
tranche les deux équations membre a membre, on obtient I'équation

_ a G o) = ©
y,— mx, I— ax, / y,— ax,/

ou plus simplement

qui, jointe & I’équation (i), forme un systétme équivalent au systéme des
deux équations (i) el (2). Tant que le paramétre Ma une valeur différente
de @, le premier facteur étant différent de zéro, les coordonnées x el y de
point Mdoivent annuler le second facteur. Ainsi, les coordonnées de chacun
des points du lieu vérifient I’équation

y,Xx+ X,y = 0,

o X X

Ce lieu est une droite OL passant par l'origine.

Quand M=a, le systeme des deux équations (1) et (a) se réduit a I'équa.
I'on (1); les deux droites AD et BC coincident, et leur point d'intersection
est un point quelconque de la sécante fixe PA.

Si I’on avait fait I'élimination d’'une autre maniére, si I'on avait, par
exemple, tiré la valeur de Mde I'équation (1) pour la porter dans I'équa-
tion (a), on aurait obtenu une équation du second degré, dont le premier
membre serait décomposable en deux facteurs du premier degré et qui,
par conséquent, représenterait deux droites, le lieu OL et la droite PA.
Celte écjuation serait

(yx+ xy) y— vy, —aX—x)] = o.

On voit que 1équation (4) ne contient pas le parametre constanta; il en
résulte que le lieu est indépendant de la position particuliére attribuée a
la sécante fixe PA. On en conclut le théoréme suivant : Etant donnés un
angie XO\ et un poinl fixe P dans son plan, si par le point P on méne
deux sécantes quelconques PA, PC, le point de rencontre M des deux
droites AD et BC est toujours situé sur une méme droite OL.

Nous remarquerons encore que I’équation (4) ne dépend que du rap

PQr't ~ > c est-a-dire du coefficient angulaire de la droite OP. Ainsi le lieu

restera le méme, si I’'on déplace le point P sur la droite OP passant a
I'origine.
A0 3 — On peut traiter celte question d'une maniére plus rapide. Snp-
géom. analit. 7
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posons que I'on ait tracé dans le plan deux axes quelconques. Représen-
tons, pour abréger, par a= o, p = o les équations des droites dounées
OA et 01!, etpar y = o celle de la sécante fixe PA. On déterminera le
point donné P, non plus par ses coordonnées, mais par l'intersection des
deux droites données PA et OP ; celte derniére, passant par le point d'in-
tersection 0 des droites OA et OB, a une équation de la formep+aa=o.
La sécante mobile PC, menée par le point d’intersection P des deux droites
P4-a« = o, [ = ol est représentée par une éguation de la forme

(@) p+aa-|-my = o,

dans laquelle m désigne un paramétre arbitraire. Le point C, ou cette
sécante coupe la droite OA, est donné par les deux équations simultanées
a= °, p-4aa-f-my= o, ouplus simplement a= 0, p my= 0; cette
derniére équation représente une droite passant par le point C, et aussi
par le point d’intersection B des droites p= o, y = o ; c’est donc I'équa-
tion de la droite BC. De méme, le point D, ou la sécante mobile coupe
la droite OB, est donné par les deux équations simultanées P = o,
P-H*a-t-my=0, ou plus simplement P= 0, aa my = o; la droite repré-
sentée par i atte derniére équation, passant aussi par le point d'intersection
A des droites a= 0, y=0, n'est autre chose que la droite AD. Les deux
droites mobiles BC et AD, dont I’intersection détermine un point Mdu lieu,
ont donc pour équations

@ p4-nmy = o,

(3 aa-|-my = o.

On'obtiendra I’équation du lieu en éliminant le parametre m entre ces
deux équations ; si on les retranche membre a membre, on obtient
I’équation
4) P— «= 0.

On en conclut que le lieu est une droite passant par le pointO. Cette droite
est indépendante de y, c’est-a-dire de la sécante fixe PA, et elleestla méme
quelle que soit la position du point P sur la droite OP.

Nous avons supposé que le parametre m a une valeur finie, si I’'on rem-

place m par et, quaprés avoir multiplié par (], on fasse = o, les
équations (i), (@), (3) se réduisent ay = o ; la sécante mobile coincide

avec la sécante fixe PA, ainsi que les deux droites BC et AD.

PROBLEME 1.

104 — Les oftés duntriangle variable ABC tourment autour ce trois
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points fixes P, P', P”, situés en ligne droite, tandis que deux des sommets
Act b glissent sur deux droites fixes 1D et 1€ ; trouver le lieu décrit Par le
troisiéme sommet C (6g. 71).

Tracons dans le plan deux axes quelconques, et, pour abréger, repré-
sentons , comme précédemment, par a=o0, p= o, les équations des
droites données ID, IE, et par y= o celle de la droite PP'P"; chacun des
points fixes P, P', P” peut étre défini par l'intersection de cette droite et

d'une droite passant par le point 1; le
point | étant le pointd’intersection des
droites a=o0, p= o, les droites 1P,

1P', IP" ontdes équations de la forme
P-f-aa=o0, p+o'a=o0, p-f-a’o=o0,

dans lesquelles a, a', a”désignent des
coefficients constants. Pour construire
une position particuliere de la figure
variable, on menera parle point P une
droite arbitraire P A ,puis on tracerales
droites AP' et BP* dont I'intersection donnera un pointC du lieu. Le point
P «tant I'intersection des deux droites y = o, p_|_aa=;0, la droite PA,

menée par ce point, aura une équation de la forme
P+ aa+ my= o,

dans laquelle m.désigne un paramétre arbitraire. Le point A, o0 la droite

A coupe la droite IA, est donné par les deux équations simultanées a=o,
fid-aa-|-mT = o, ou plus simplement ct= o, P+ mr = o.La droite AP',
Passant par ce point, a une équation de la forme P+ my+ m'a= o; il
faut déterminer le coefficient m’ de maniére que la droite passe aussi par
le point P', défini par les deux équationsy = o, @+ a'a= 0 ; si dans
léquation de cette droite on faity =0 etp= — a'a, ona(m'— at) a=0;
comme a n'est pas nulle, puisque le point P' n’est pas sur la droite
*= o,onam'— a'=o ; on prendra donc m7= o'. Ainsi, la droite AP’

est représentée par l'équation
n P-f-aa-j-my = o.

e méme, le point B, ot la droite PB coupe la droite |B, est donné par

n deux équations p= 0O, p-f-aa-f-my= o, ou plus simplement
0> aa = o ; la droite BP", passant par ce point, a une équation
la forme aa-f- my = o ; on déterminera le coefficient m" de

aniére que cette droite passe par le point P"t intersection des droites

- °, pd4_aa__0. s jansceUe £qlkt;on on y Oetp=— awr
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ona(a— m"a") a= 0; on prendra donc m"— ~ | ainsi la droite BP”

est représentée par I'équation
(3) P+ (I"a)+ *»Y = o.

Les équations (2) et (3) sont les équations des deux droites mobiles AP' et

BP", dont I'intersection donne un point quelconque C du lieu ; on obtien-

dra I’équation du lieu en éliminant le parameétre Mentre ces deux équa-

tions ; si on les retranche membre & membre, on a I'équation

(4) (@'— a) amet.-f- (@"—a) 2= o.

On en conclut que le lieu cherché est une droite passant par le point I.

Corollaire |. On déduit de ce qui précéde la solution de ce
probleme : Inscrire clans un triangle 1DE un second triangle dont les oftés
pussent respectiverrent par trois points donnés p, P, P enligre droite. si

10l congoit un triangle variable dont les cotés soient assujettis a passer par

les points P, P', P"(tandis que deux des sommets A et B glissent sur les

droites ID, IE, le Heu du troisieme sommet C est une droite I1IC. Le point
de rencontre C, des droites IC et DE est donc I'un des sommets du tri-

angle cherche-; les droites CjP‘, CiP" donnent les deux autres sommets A,

et B,. Il est a remarquer que celte solution n'exige aucun autre instrument

que la regle.

On peut aisément généraliser le probléme précédent.
Considérons un quadrilatére
donlles quatre cotés pivotent
autour de quatre points fixes
P, P, P", P'Lsitués en ligne
droite, tandis que trois som-
metsA, B.C glissent sur trois
droites fixes Il, S, T; et pro-
posons-nous de chercher le
lieu décrit par le quatriéme
sommet D (lig. 72).

Les trois cotés du triangle
BCE pivotent autour desirois
points fixes P, P1, P", tandis

que deux sommets B et C glissent sur les droites lixes S et T ; le sommet E

décrit donc une droite EF. D’apres cela, les trois cotés du triangle AED

pivotent autour des trois points lixes I', P', p"(tandis que deux sommets A

et E glissent sur les deux droites 11 et EF; le sommet D décrit donc une

ligne droite.

Corottaire Il
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Du quadrilatére ou passera de la méme maniére au pentagone. Ainsi,
quand les n cotés d'un polygone pivotent autour de n points fixes situés en
ligne droite, tandis que n— i sommets glissent sur N— x droites fixes,
le nme sommet décrit uue ligne droite.

On en déduit le moyen d'inscrire dans un polygone de N c6tés un autre
polygone de n c6tés passant respectivement par n points fixes en ligne
droite.

FREBME III.

* 0G —FEtant donné un triangle ABA~, par un point fixe o pris sur un
C0té AA", on mére ure scarte nobile occ,
on fait passer un premier cercle par les trois
points O, A, ¢ et unsecond cercle par les
trois points o, A, ¢'; trouver le lieu du
point d'intersection M de ces coue cercles
(fig. 73).

Prenons la droile OA' pour axe des X et
une perpendiculaire OY menée par le point
O pour axe des Y. Sil'on appelle a et a les
abscisses des pointsAttA’,les deux droites
fixes AB, A'B seront représentées par les équations

©) y=C(X—2),
@ y—C'(x— a),
et la sécante mobile par I’éguation

® y=

dans laquelle m désigne un parametre variable. On obtient les coordon-
nées du point G en résolvant les deux équations simultanées (1) et (3), ce
qui donne .
x= . G&_ oq Tmei_
c—m
fout cercle passant par les points O et A a une équation de la forme
x'-H/' —aX—6y = o,
dans laquelle la paramétre 6 est arbitraire. On détermine ce parameétre
en exprimant que le cercle passe par le point C, ce qui donne

« (G'n+ (@] ,
BN VR

le cercle qui pa”™e par les trois poinls O, A,C @adonc pour équation

s — ax---ftfon+i)ji
il X ax i —e.
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Si, dans cette équation, on remplace a et ¢ par &' et c', on obtiendra évi-
demment I'équation du cercle qui passe par les trois points O, A", C',
Foyi_ghalc'm+y, _
() eyl ak v y=o.
Pour avoir I’équation du lieu du point d’intersection M des deux cercles
il faut éliminer le paramétre variable Mentre les deux équations (4) et
(5). En égalant les valeurs de m tirées des équations (4) et (5), on obtient
I’éguation
c(xad-y8— ax)— ay _ c'(xs-t-y5— a’x)— n'y
(r+yl—ax)+ cay PO-fy*— ax)+ car/
qui, mise sous forme entiere, s'écrit
c—C) |(X'+ y1—ax) xx-f-1/—a'X)+ aa'y]
+ (1+ o0y [a' (x;+ y'— axX)— a (XI+ /1— a'X)]= o,
ou (=) [(X +y )= (a-(-a)x(x*-"-y,)-|-aa’ (xT-"-y, )]
+(i-t-cc)(@ ayxl+ yhH)=o;
en mettant x5 y* en facteur commun, et divisant par c —c', on a
I’équation
) xs-f-Y)[x»4V-(a+a’)® i .t ua-d=G

Cette équation se décompose en deux: I'une,
& *+y*= o,

donne le point O ou se coupent toujours les deux cercles mobiles ; I'autre,
tr) a+y'—(a+ a'lx ----------- ~-2)y+aa =o,

est I’équation du lieu du point M. Ce lieu est un cercle.

On reconnait a priori que les trois points B, A, A'appartiennent au lieu.
Car, si la sécante mobile passe par le point B, les deux cercles se coupent
en B; ce point fait partie du lieu. Supposons maintenant que la sécante
devienne paralléle a la droite A’B; le point C' s'éloignant al'infini, le second
cercle coincide avec la droite OA', qui coupe en A le premier cercle. On
obtient de méme le point A', quand la sécante devient paralléle a AB. Il
est dailleurs facile de vérifier sur I'équation (7) que le lieu passe par
trois points B, A, A'. Ainsi le lieu demandé est le cercle circonscrit au
triangle ABA".

4 07 — Remarque. Il arrive quelquefois que I'une des deux
courbes mobiles A et B, dont I'intersection donne un point Mdu
lieu, passe par un point fixe P. Dans ce cas, les coordonnées de
ce point P vérifient I’équation résultant de I’élimination. En effet,
supposons que les équations des deux lignes contiennent» para-
metres variables liés entre eux par n — 1 relations(n® 100); si
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les coordonnées x, et yi d’un point fixe P satisfont a I’équation
de la ligne A, quelles que soient les valeurs des parametres, en
remplagantx ety par ety, dans |’équation de la ligne B, on
aura une équation qui, jointe aux n — i équations de condition
entre les parametres, formera un systeme de n équations pour
déterminer les valeurs de ces paramétres. Ce point P sera étran-
ger aulieu géomeétrique proprement dit, si aux valeurs trouvées
ne correspondent pas de lignes réelles.

Dans ce cas, il arrive quelquefois que le point P entre dans
I’équation par un facteur particulier que I'on peut supprimer;
apres la suppression de ce facteur, I’équation représente le lieu
géométrique lui-méme. Mais souvent il estimpossible de décom-
poser en deux facteurs le premier membre de I'équation, et le
point P doit étre considéré comme un point isolé lié a la courbe.
L’exemple suivant présente la premiére circonstance.

PROBLEME IV.

10 8 —Etant donnés un cercleet un <poirt fixe P, autour du point P on
fait tourner un angle droit APB ; on joint par ure droite les deux points
AetB, ol les cités de Pangle droit rencontrent le cercle, et on abaisse
du point P ure perpendiculaire PM sur la droite AB ; trouver le lieu du
pied M ¢k la perpendiculaire (fig. 74).

Prenons pour axe desx le diamétre OP, pour axe des Y le diamétre per-
pendiculaire ; le cercle donné est représenté par I'équation

)] Xy,
Soit
@ y=ax+b

I’équation de la sécante AB. Si I’on élimine Yentre les deux équations (x) et
(a), on obtient une équation du second degré
3) (i-]-a,)as-l-aaf/a;-]-&»—r’ = 0O,
dont les racines sont les abscisses Xf et X" des
points A et B; les ordonnées y et (/"auront
pour valeurs ax'-\-b, ax'*+b. Si I'on appelle
C la longueur constante OP, les deux droites
PA, PB ont pour coefficients angulaires
nx,-\-b  ax'-r 6
—J 6cNe’ U X'-c' X'—C



104 LIVRE IlI, CHAPITRE III.

I'angle APB étant droit, on a la condition

{ax'+h)(ax"*+b) _

EQX—0) ~
qui s’écrit
(i +adx' X+ (db—o0 (x>+X"4-bl+ 2= o;

si I'on remplace X'-\-X""et X'X" par leurs valeurs tirées de I'équation (3),
on obtient la relation
()] (i+09) (cs— rs}4-2B (ac+6) = »,
qui lie les deux paramétres variables a et b.

La perpendiculaire PM, abaissée du point P sur la droite AB, a pour
équation

®) y= —Hx—o.

Le point M est défini par les équations (2) et (5), dans lesquelles les para-
métres variables a et D satisfont & I'équation (4) ; on obtient I'équation du
fieu du point M en éliminant ces deux parameétres entre les trois équations

@ M), (5). De I'équation (5) on tire a—— C; de I'équation (2) on

déduit ensuite b—-— En portant ces valeurs dans I'équation

(4)i on obtient I'égquation

'6) 2+ (2— 0)d) + =°

qui se décompose en deux ; |’une, Y‘+ (X—c)2= 0, donne le poiut P ;
I'autre,
Cf2— W%
) X2+ Y 2—CX-i-—---g— = °,
représente le lieu cherché.

1 est évident que le point P n'appartient pas au lieu géométrique tri
qu'on I'a défini ; mais il est facile de comprendre comment I'analyse I'in-
troduit dans le résultat. Les coordonnées X = C, Y= o du point P vérifient
I’équation (5), quels que soient les paramétres ; on pourra donc déduire
des deux équations (2) et (4) des valeurs correspondantes des deux para-
metres o et 6; on trouve ainsi a b= —ac. Cest une application de
la remarque faite au n» 98.

L’équation (7) montre que le lieu est un cercle ayant son centre sur la
droite OP. Pour le construire, il suffit de déterminer les deux extrémités
du diametre CD ; si I'on méne des droites Ali', B.V faisant des angles de
45» avec le diametre OP, les cordes AA', BB', étant perpendiculaires sur
ce diametre, donneront les deux points C et D.
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On obtient le méme cercle en cherchant le lieu du milieu M' de la corde
AB. En effet, ce point milieu est déterminé par I'inlersection de la corde
AB el de la perpendiculaire abaissée du centre sur cette corde. Ces deux
droites ayant pour équations

y=ax+b, y—"x

on obtiendra I'équation du lieu en éliminant les deux paramétres variables
a et 6 entre ces deux équations et I'équation (4), ce qui conduit a
I’équation

(x!'-h r/) y»w— CAE+- " F-J= o0,

qui se décompose en deux, donnant I'une le point O étranger au lieu géo-
métrique, l'autre le cercle.

PROBLEME V.

109 — Trouwer le lieu des "points tels que les pieds des perpendiculaires
abaissées de chacun d'eux sur les trois eltes d'un iriangle ABC soient en
ligne droite.

Xcosa+t Ysina— =o,

ggcos 6-f-y sin6— p2= o,
cos c+ Ysin c— P3—o,
les équations des trois cotés du Iriangle rapportées a deux axes rectan-
gulaires quelconques, et, pour abréger, désignons par a, p, y les premiers
membres de ces équations. Appelons X et Y les coordonnées d’un point 51
du lieu, x, ety,, X, ety4 x, ety, celles des pieds des perpendiculaires
abaissées du point M sur les cotés du triangle, on a (n« 83)
X—Xt=acosa, X—X,= pcos b, X— a\, = ycosc,
V— yt—asino, y—vy, = psin b, y — y3= ysinc.
Nous obtiendrons I'équation du lieu en exprimant que ces trois points

sont en ligne droite. 11 faut pour cela égaler les deux rapports%""X
Y\ '
, que I'6n peut mettre sous la forme
(y,— W——A= (v,— %—@/—
x—%) X—a& X3—X)-{X- x)
On aainsi I’ équation
psinfr—asina vsinc— asin"
pcoOSi— acoso  ycosc — acosu
ou . (@ apsin(6— cr)-|-Pysin (c— tj-j-fasin (a— c)==o0.

Les lettres a, p, y désignant des polyndmes du premier degré en & et »,
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on voit que I'équation (a) est du second degré. Le coefficient du terme en
XY est
sin (a-H6) sin (6— a) -f- sin (64-C)sin (c— )+ sin(e+a) sin(0— ¢);

si I'on transforme les produits de sinus en différences de cosinus, ce coef-
ficient devient

(cos 20— cos 26) + (cos 26— cos2c) -f- (cos2c — cos ta)

2 )

il est égal & zéro. Les coefficients des termes en et en yssont

A= cosncosdsin (ft— a) + cos 6cos csin(c— 6)+ cosccosa sin (a—c),
B = sinasin bsin (6— a)— sin6sin csin(c— 6)+ sincsina sin(a— c).
Si on calcule leur somme et leur différence, on a
A—B=cos (a+6) sin(6— a) -t-cos (6+c) sin (c—S)+cos (c+a) sin (a—c)
_sin26—sin2a sin2c—sin26+ sin2a—sin 2c__
2
A+B=cos(a— b)sin (0— &) -(-cos(6 —c)sin (c—5)-t-cos(c—a) sin (a—¢)
sin2 (6— a) -f- sin2 (c— h) -+~sin2(@—o¢)
2
= — 2sin (6— a) sin (c— 6)sin (a— 0);
on en déduit
A= B= — sin (6—a) sin (c— b) sin (a—c).

Ainsi, le lieu est une circonférence de cercle. L'équation (2) étant vérifiée
quand on y fait p= 0, f=o0 le point A appartient au lieu; il en est
de méme des points B et C; le lieu est donc le cercle circonscrit au

triangle ABC.
110~— 11 faut remarquer cette forme de I’équation du cercle circonscrit
a un triangle. Le premier membre a une significa-
tion géométrique trés-simple. Pour préciser, sup-
posons que I’origine des coordonnées soit placée
a l'intérieur du triangle ABC (fig. 75) et que les
angles a. b, ¢, compris entre o et 211, soient rangés
par ordre de grandeur croissante. Considérons un
point M ayant pour coordonnées X et Y et situé
aussi a I'intérieur du triangle ; de ce point abais-
Fig. 75. sons ,Jes perpendiculaires sur les cotés et joignons
les pieds de ces perpendiculaires pour former le triangle DEF. Les lettres
a, p, y désignent les longueurs de ces perpendiculaires affectées ici du
signe — ; ces perpendiculaires sont d'ailleurs dirigées dans le méme sens
que celles qui ont été menées de I’origine et qui ont servi a déterminer les
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angles , b, C. Le terme ap sin (6— a) étant égal 8 Mii X ME X sin DME
représente le double de l'aire du triangle DME ; les deux autres termes
représentent de méme les doubles des triangles EMF, FMD; ainsi, le
premier membre de I'équation (a) représente Ié double de l'aire du
triangle DEF.

Considérons maintenant un point M'situé a I'extérieur du triangle ABC.
Ona, dansce cas, a= — MD', p= — M'E', y= H-MF'; le premier
membre de I'éguation représente le double de la différence qui existe
entre le triangle D'M'E' et la somme des deux triangles E'M'F', FM'D’ ;
c'est encore le double de I'aire du triangle D’E'F' affectée du signe -+ ou
du signe — . Ainsi, quelle que soit la position du point M dans le plan,
le premier membre de I'équation représente le double de I'aire du triangle
DEF affectée du signe -4- ou du signe —. L’équation (a) exprime donc
que l'aire du triangle DEF est nulle, c’est-a-dire que les trois points D, E, F
sont en ligne droite.

Si I'on appelle r le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC, et dia
distance d’un point ayant pour coordonnées a; et y au centre de ce cercle,
le premier membre de I'équation (a) pouvant étre mis sous la forme

A @+t f-—)

est égal a A (d2— rl). Cette expression conserve le méme signe, tant que
la distance d est moindre que r, cest-a-dire tant que le point M reste a
I'intérieur du cercle, et elle prend un signe coutraire quand le point M
passe a l’extérieur.

11 résulte de ce qui précede que le lieu des points tels que I'aire du
triangle ayant pour sommets les pieds des trois perpendiculaires soit égale
a une quantité donnée S se compose de deux cercles représentés par les
équations

aBsin(6— @ -+~@snc— &+ Y®s(@—c)s=+ ake
Ces deux cercles sont concentriques au cercle circonscrit au triangle ADC ,
I’'un est extérieur et toujours réel, quelle que soit I'aire donnée ; I'autre est
intérieur et n’est réel que si I'aire donnée est moindre que la valeur ab-

solue de — .
a

EXERCICES.

i° Exprimer l'aire d'un triangle et d’'un polygone quelconque en fonc-
tion des coordonnées des sommets.

a° Trouver I'aire d’un triangle formé par trois droites dont on donne les
équations.

3° Etant donnés dans un plan N points A, B, C,... et N quantités
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nt, m', nT",... qui correspondent & ces Npoints ; sur la droite AB Qi1 prend
un point N,, tel que les distances de ce point aux deux premiers points
soient dans le rapport de M & NT", puis sur la droite N,C qui joint N, au
troisiéme point on prend un point N2 tel que ses distauces aux points N,
et C soient dans le rapport de M"a nf+ M’; puis sur la droite N2D qui
joint le point N2 au quatrieme point D un point N,, tel que ses distances
aux points N2et D soient dans le rapport de mli km'-f- m" 4- m™, et ainsi
de suite, jusqu'a ce gu’'on soit arrivé au dernier point donné ; trouver les
coordonnées du dernier point de division que I'on appelle centre des dis-
tances proportionrelles.

Lorsque les multiplicateurs NT, M, M",... sont égaux entre eux, le
dernier point de division s'appelle centre des moyenres distances.

Comme application, trouver les quantités N, M, Ni** qui donnent, dans
le cas d'un triangle, soit le centre de gravité, soit le centre du cercle in-
scrit, soit le point de rencontre des trois hauteurs, soit le centre du cercle
circonscit.

4° Trouver le lieu des points tels que la somme des produits des carrés
des distances de chacun d’eux a N points donnés par des quantités con-
stantesm', m", M"",... soit égale & une quantité donnée.

5° Lieu des centres des cercles qui sont vus de deux points donnés sous
des angles donnés. *

6° Lieu des centres des cercles qui rencontrent, en des points diamétra-
lement opposés, deux cercles donnés.

7° Lieu des points tels que la somme des distances de chacun d’eux a
deux droites et en général a plusieurs droites données soit constante.

8° Sur deux droites rectangulaires OX, OY on construit un rectangle
variable OABC ayant un périmétre donné aa, la perpendiculaire menée du
sommet C sur la diagonale AB passe par un point fixe.

9° Ayant fait la figure qui sert a démontrer le théoréme du carré de I’hy-
poténuse d'un triangle rectangle, démontrer que les deux droites qui
joignent les extrémités de I’hypoténuse aux sommets des carrés construits
sur les cotés opposés se coupent sur la perpendiculaire abaissée du som-
met de I'angle droit sur I'hypoténuse.

100 D’un point fixe P on méne des tangentes aux cercles qui passent par
deux points donnés ; trouver le lieu du point ou la corde des contacts ren-
contre le diamétre qui passe au point P.

110 Etant donné un hexagone régulier ABCDEF, on joint AC et AE ;
par le centre on méne une sécante quelconque qui coupe les deux droites
AC et AE aux points G et Il ; on joint BG et FIl ; trouver le lieu du point

de rencontre de ces deux droites.
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ia» Les circonférences décrites sur les trois diagonales d'un quadrilatére
complet, comme diametres, ont deux a deux méme axe radical.

i3° Etant données cing droites, on en prend quatre qui forment un qua-
drilatére complet, dans lequel les milieux des trois diagonales sont en ligne
droite ; les cinq droites ainsi obtenues se coupent au méme point.

i4° Etant donnés trois points A, B, C, et deux droites X, Y ; sur AB
comme diagonale, on construit un parallélogramme dont les cotés sont
paralléles a X et Y ; on opére de méme avec B, C et C, A; les secondes
diagonales des trois parallélogrammes passent au méme point.

ii>> Etant données quatre droites A, B, C, D, on en prend trois pour
former un triangle, dont on détermine le point de concours des hauteurs ;
les quatre points ainsi obtenus sont en ligne droite.

16° Etant donnés deux cercles fixes, deux cercles variables sont tangents
entre eux cl aux précédents ; trouver le lieu du point de contact des cercles
variables.

170 On prend quatre points arbitrairement sur une circonférence, les
bissectrices des trois couples de droites qui passent par ces quatre points
sont paralléles deux a deux.

18° Lieu du point tel que les cordes de contact des tangentes menées de
ce point a trois cercles donnés se coupent en un méme point.

19° On donne un angle AOA' et un point C sur la bissecirice. Un angle
de grandeur constante tourne autour de son sommet placé en C, on joint
les points de rencontre B et B' des cotés de I'angle mobile avec les cotés
de I'angle fixe, du point C on abaisse une perpendiculaire sur BB' ; trouver
le lieu du pied de la perpendiculaire.

ao» On donne quatre droites A, B, C, 1), qui, prises trois h trois,
forment quatre triangles. La droite A appartient a trois de ces triangles, on
joint le centre du cercle circonscrit a chacun d’eux au sommet non situé
sur A ; les trois droites ainsi obtenues se coupent en un méme point | ; les
quatre points analogues a 1 et les centres des quatre cercles sont sur une
méme circonférence.

210 Etant donnés divers cercles qui , pris deux & deux, admettent le
méme axe radical ; si un cercle variable coupe deux de ces cercles sous
des angles constants, il coupera également chacun des autres cercles sous
un angle constant.

a?” Etant donnés une circonférence et un point P, un angle droit
tourne autour de son sommet placé en P; trouver le lien du point de
concours des tangentes menées a la circonféien; e aux p.iims de rencontre
avec les cotés de I'angle.
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COURBES DU SECOND DEGRE

CHAPITRE |1

Construction des lignes du second degré.

M | — L’équation générale du second degré entre les deux
variables x et y est dela forme

(i)Aar'+BAEy+CyM-DaH-Ey+F=o0;

elle renferme cinq paramétres ar-
bitraires, les rapports de cinq coef-
ficients au sixiéeme. Supposons
d’abord que I'un des coefficients de

et yl, C par exemple, ne soit
pas nul, et résolvons I'équation par
rapportay;ona

(2 y—— L~ Ma:8+2Naj;+P,

en posant M =B!—4AC, N=BE — aCD, P =E 8— 4CF.
Construisons la droite DD' représentée par I’équation
Be+E

. Pour chaque valeur de x, il faut, a partir de la droite DD',
porter de part et d’autre sur 1ordonnée une longueur égale a

Y=~n - 2N m-P.

La droite DD' (fig. 76), qui divise en deux parties égales les
cordes paralléles a I'axe QY, est un diametre de la courbe ; la
quantité \ est la valeur de I'ordonnée comptée a partir du
diametre. La construction du lieu est ainsi ramenée a I'étude
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du trinébme

Mar + 2Ne + P ;
etcomme la forme du lieu dépend principalement du signe du
coefficient M, on distingue trois cas principaux.

GENRE ELLIPSE.

4 1 2 —Considérons d’abord le cas ou le coefficientM, qui est
égal a R2— 4AC, a une valeur négative. L’'ordonnée Y n’est
réelle que si le trindme a une valeur positive. Pour reconnaitre
le signe du trindme, quand x varie, on lui donne diverses
formes ; c’est pourquoi le cas que nous examinons se subdivise
a son tour en trois autres.

i° N*— MP>o0. Les deux racines du trindme sont réelles et
inégales. Désignons par a/la plus petite et par a:"la plus grande;
le trindbme peut s'écrire

M(X— x)(x—x"), ou — M{x— xD) (x"— x);
le trindbme est positif, et par conséquent I'ordonnée Y est
réelle, pour toutes les valeurs de x comprises entre xlet x" ;
le trindbme est au contraire négatif, et 'ordonnée imaginaire,
pour toute valeur de x plus petite que x), ou plus grande
que x".

Prenons sur I'axe des x deux points F et P" ayant pour ab-
scisses xfet x et par les points P' et P" menons des paral-
leles P'A7 P"A" a lI'axe des y; la courbe sera tout entiere
comprise entre ces deux paralléles. L’abscisse x variant de x1
a x", l'ordonnée Y conserve une valeur finie, et part de la
valeur zéro pour revenir a zéro 5 on a ainsi une courbe fermée
qui passe par les points A' et A", et a laquelle on a donné le
nom d’ellipse.

Une valeur de x comprise entre x1et x" sera I’abscisse d’un
point P compris entre P' et P", et la valeur correspondante de
Y sera égale a

AV(-M).PF.PP".

Le produit variable PP'XPP" des deux segments de la droite
P P" est égal au carré de I'ordonnée du cercle décrit sur P'P"
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comme diameétre ; quand le point P va de P1au point I, milieu
de P'P", I'ordonnée du cercle, et par suite la quantité Y qui lui
est proportionnelle, va en augmentant; elle diminue au con-
traire quand le point P va de | en P". La quantité Y acquiert
donc sa valeur maximum, quand le point P est en I, c’est-a-

. x' £ X'r N .
dire quand x= ---—-- 5 —= — —M'cette valeur maximum est
fofl_ AW _
égale a —---- . A partir du point C, milieu du dia-

metre A'A", portons sur I'ordonnée, et de part et d’autre, une
longueur égale a cette valeur maximum, nous aurons deux
points B' et B" de la courbe, et en menant par ces points des
paralleles au diameétre, nous formerons un parallélogramme
FGKH, dans lequel sera comprise I'ellipse.

Il est clair qu’a deux points P et Q également distants du
milieu | correspondent des valeurs égales de Y ; ces valeurs,
portées de part et d’autre du diametre DI>, donnent les quatre
points M, M;,N, N;. Les deux triangles CB.M, CSN' étant égaux,
les trois points M, C, N' sont en ligne droite et le point C est le
milieu de MN7; ainsi tous les points de la courbe sont deux a
deux symétriques par rapport au point C, milieu du diamétre
A;A" ; ce point C est donc le centre de I'ellipse. On voit égale-
ment que les droites MN, M'N' sont paralléles au diamétre
A'A” et partagées chacune en deux parties égales par la droite
B'B" ; cette droite est un second diameétre. Les deux diamétres
A;A", B'B", qui partagent chacun en deux parties égales les
cordes paralleles a l'autre , sont dits diametres conjugués de
I’ellipse.

11S — Remarque. Puisqu'on a

Mez+ 2Na-hP=Ni {e+ NY pMEZN8
I’équation (i) peut étre mise sous la forme
® fGeyreE+e; mx-En NV,

Le premier terme est le carré d’un polyndme contenant les deux
variables x et y, le second le carré d’un polynéme qui ne con-
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tient que la variable x, et le troisieme une quantité constante
négative.

114 —2° N MP=o0. Les deux racines xlet x" sont égales,
et I'on a

le coefficient M étant négatif, la quantité Y est imaginaire pour
toutes les valeurs de x, excepté pour o: — x1, et alorsY=o0.
L’éguation n'admettant qu’un systeme de solutions réelles, le
lieu est un point uniqueCplacé sur la droite DD'. L'équation (3)
se réduit, dans ce cas, a

@) *(2Cj/4-B#4-E)s—M (x~h  =o0,

et I'on voit immédiatement qu’elle n’a qu’une solution réelle.
115 — 3° N2— MP<o. Le trindbme

MR8+ 2N «+ P= M(aH'\_A\J/_;_ Mp.;l NA

est négatif, et par conséquentY imaginaire, pour toutes les va-
leurs de x ; I’équation, n’ayant pas de solution réelle, ne repré-
sente aucun lieu géométrique. Si I’'on met I'’équation (i) sous la
forme (3), les trois termes étant positifs, on voit qu’'en effet
I’équation n'admet pas de solution réelle.

GENRE HYPERBOLE.

110 — Considérons maintenant le cas ou le coefficient Ma
une valeur positive; ce cas se sub-
divise aussi en trois.

i°’N2— MP>0. Le trinbme
Me24- 2N2? + P,

gue I'on met sous la forme
Mte—x"){x — x"), est positif, et par
suite, Y est réelle quand a; varie de
x" a4-oc et de xia— co;d’aileurs
Y varie en méme temps de o a oo.
Fig. 77. Prenons, comme précédemment,

sur I'axe des x deux points P' et V" ayant pour abscisses x' et
8
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x", et menons par ces points deux paralléles P'A;, P"A" a I'axe
desy, la courbe sera située en dehors de ces paralléles; elle se
compose de deux branches séparées I'une de I'autre et qui s’é-
tendent a I'infini (fig. 77) ; on a donné a cette courbe le nom
d'hyperbole. Si, a partir du point I, milieu de P'P", on prend
deux longueurs égales IP et IQ de part et d’autre sur I'axe des
X, les valeurs correspondantés de Y sont égales; on voit que le
point C, milieu de A;A", est le centre de la courbe, et que les
deux droites DD' et IC sont deux diameétres conjugués.
117 — considérons la valeur de Y/
Bx-t-E , 1 4 ,NV |, MP—Ns

y~ 2C + acV r m)+ M
Lorsque x a une valeur numérique tres-granda, le premier
terme de la parenthese placée sous le signe radical est tres-
grand par rapport au second ; si I’on réduit la parenthése a son
premier terme, on a une valeur approchée dey,

(5) L, _ 0~ T2~ (.+ »)VB.

L’équation précédente définit deux droites distinctes, qui se
coupent en un point du diametre DD7 dont I’abscisse est égale

a— F\ﬁ c’est-a-dire a la demi-somme des abscisses des points

IvetP" ; ce point est donc le centreCde la courbe. Considérons
la branche de courbe A/M; si C est positif, cette branche est
représentée par I'équation
Bet+t E~ i t/A/ , N\s MP—N*
» = —m-m- 2C 2CV \ 5r) m

dans laquelle on fait varier x de x" a -+(00; prenons en méme
temps la droite CL qui a pour équation
B-r+E 17/ N\ /s
y'— 2C aC\ Mj ~
Pour une valeur quelconque de x supérieure a x", I'ordonnée
dela courbe est inférieure a celle de la droite ; ainsi la branche
A/M est comprise dans I'angle LCD'. La différence,yt— y des
ordonnées qui correspondent a une méme abscisse a pour
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valeur

MP — N8

“fem[ (* 4 )vmV/int S )V o« 1]

Quand x augmente indéfiniment, le dénominateur augmente
indéfiniment, et par conséquent la différence y*— y tend vers
zéro. La droite CL, dont s'approche indéfinimentla branche de
courbe A"M, est dite asymptote de cette branche de courbe qui
est comprise dans l'angle LCD'. On verrait de méme que les
branches A"M', A'N, A'N' sont comprises dans les angles L'CD",
II'CD, HCD et ont pour asymptotes les droites CL', CH', CH.
Ainsi la courbe est comprise dans les deux angles opposés par
le sommet LCL', HCH', et chacune des droites indéfinies HL,
H'L' est asymptote a deux branches de courbe.

Si I’'on met I'équation (i)sous la forme (3), et que I’on néglige
le terme constant, on obtient une équation

(6) (2Cy+Bx+E)a— M(x -~ =o0,

qui représente les deux asymptotes. Il est bon d’observer, en
outre, que les coefficients angulaires de ces deux droites sont
donnés par I’équation

@ wW=- 2 % iVB’- 4AC,

ou Cm2+Bm-f-A=o,
gue l'on obtient en remplagant dans les termes du second
degré de I'équation (i) x par i ety par m.

118 —2°N2- MP<o. Letrinbme

M*st 2Ne+ P=M (x+  2+- MP~ -

étant la somme de deux quantités positives, la valeur de Y est
réelle pour toutes les valeurs de x et ne s’annule jamais; Y

n> N c ,

. .. P__
acquiert savaleur minimum ------—- pour X = — «e
aCwW M
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(fig. 78) le point de I'axe des x dont I’abscisse est— N me -

nons IC paralléle a I'axe OY et pre-
nons les longueurs CB' et CB" égales
a la valeur minimum de Y; les
deux points B7et B" appartiennent

au lieu. Quand x varie de — N a
4-00, ou de — ™~ a — 00, la valeur

de Y croft indéfiniment ; si donc
par les points B' et B", on meéne des paralléles au diametre DD7,
on voit que la courbe se compose de deux branches infinies si-
tuées en dehors des paralléles. On donne encore a cette courbe
le nom d’'hyperbole.

. . N N .

Si I'on attribue a x les deux valeurs X — — K/Ii a, ce qui
revient a porter a partir du point | les deux distances
IP= 1Q= a, les valeurs correspondantes de Y sont égales;
il en résulte que le point C est centre de la courbe, et que les

e deux droites DD7, IC sont deux diametres conjugués.
On reconnaft également que les deux droites

gui se coupent au centre, sont asymptotes des branches in-
finies.
119 — 3° NI— MP=0. Onaalors

=AUV

Le lieu se compose de deux droites qui se coupent sur le dia-
meétre DD7. Dans ce cas, |I’équation (3) se réduit a

(aCy-f-Bx-t-E)' — N =0;

son premier membre est le produit de deux facteurs du premier
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degré

[aCy+Ra;+E jjaly +Rx + E— (x+ \Wj=

GENRE PARABOLE.

12 0 — Supposons enfla que le coefficient M soit nul.
La valeur de Y se réduit a

Y=, ae+P.

L

Nous subdiviserons ce cas en plusieurs autres.

. . P ,
i® N> o. Si Ton pose— — = x', on aura

Y= ~AJV2N [x—Xx).

Quand x varie de x! a -+~ 00, la quantité Y est réelle et varie
de 0 a -t-00; mais elle est imaginaire pour
les valeurs de x inférieures a x'. Si donc,
par le point P', dont l'abscisse est x1, on
meéne P A' paralléle & t'axe des y, on voit
que la courbe est tout entiere située a
droite de cette parallele; elle est formée
d’une seule branche passant par le point
K" et s’étendant a I'infini de part et d’autre

du diamétre DD’ (fig. 79) ; on a donné a cette courbe le nom de

parabole.
2° N< 0. La quantité Y est réelle quand x varie de x/a — 0;
la courbe passe par le point A7et s'étend a I'infini du c6té des

X négatives ; on I'appelle aussi parabole.

3° N=o0. La valeur dey se réduit a

Be-+E 1 —
V-~ 2C £ 2CNI>
Si P est positif, cette équation représente deux droites paral-
leles au diameétre DD; et situées a égale distance de ce diamétre.
Si P= o0, ces deux paralleles se confondent avec le diamétre ;
enfin si P est-négatif, I’équation n’a pas de solution réelle.
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Dans le cas ou M est égal a zéro, I’équation (i) peut se mettre
sous l'une des trois formes

(12) fcCy+Bae +E)'— (2N&-|-P)— o,
(13) teCy-t-Ba-t-E)1— P = o,
04) (2Cy-f-Ba;-|-E)!=:0.

121 Nous avons supposé dans ce qui précéde que le coef-
ficient Cest différent de zéro. Lorsque le coefficient Cest nul, et
le coefficient A différent de zéro, on pourrait résoudre I'équa-
tion par rapporta a; et construire le lieu comme précédemment;
le premier terme du trinédme placé sous le radical ayant pour
coefficient B8 et par conséquent ayant une valeur positive ou
nulle, le lieu sera du genre hyperbole ou du genre parabole.
Mais il est préférable de résoudre I'équation par rapport a la
variable qui n'y entre qu’au premier degré ; d'ailleurs cette
méthode est seule applicable quand les deux coefficients A et
C sont nuls a la fois.

En ordonnant I’équation (1) par rapport ay, Olla

(B<r+ E)y-i- Aa:5+ Dx+ F= o,

. Aa;i+Da:+F
d’ou — —----—-2Q-- =-
y a;+ E

Supposons d’abord que B soit différent de zéro, et effectuons
la division , en ordonnant par rapport aux puissances décrois-
santes de x jusqu’a ce que l'on arrive a un reste indépendant
de x. Nous distinguerons deux cas, suivant que le reste est
différent de zéro ou égal a zéro. Dans le premier cas, on ob-
tiendra un résultat de la forme

Pour fixer les idées supposons ¢ > 0. Construisons le lieu auxi-
liaire défini par I’équation y — ax + b, et posonsY = — .
x—d
L’équation y= ux + b représente une droite DD' (fig. 80);
pour chaque valeur de x, il faut augmenter I'ordonnée de cette
droite d’'une quantit&QM égale a la valeur de Y. Cette quantité
devient infinie pour x = d; prenons donc un,point C ayant
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pour abscisse d et menons CC7paralléle a OY. Si I’on donne a a
une valeur d-hx1, x' étant po-
sitive, Y a une valeur positive, et
quand x' tend vers zéro, Y aug-
mente indéfiniment; si, au con-
traire, a:7augmente indéfiniment,
Y tend vers zéro ; on obtien
une branche de courbe comprise
dans l'angle C'ID' et formée de

Fis-8o0- deux arcs infinis, asymptotes res-

pectivement aux deux droites IC7 et ID7. Aux valeurs de x

inférieures a d correspondent des valeurs négatives de Y, et

I'on obtient une seconde branche comprise dans I’angle CID,

et formée de deux arcs infinis asymptotes aux droites IC, ID.

A deux valeurs de x' égales et de signes contraires, corres-

pondent des valeurs de Y qui sont aussi égales et de signes

contraires, et, par suite, deux points M et M7symétriques par

rapport au point |, qui est centre de la courbe. Si la constante c

était négative, on obtiendrait encore une courbe formée de

deux branches infinies ; mais ces deux branches seraient situées
dans les angles C7AD, CID'. Dans les deux cas, la courbe est une
hyperbole.

128 — Lorsque le reste de la division est nul, on a

Ax2-+Da;+ F= — (Ba:+ E) (ax -f b),

et I'’équation prend la forme (y — ax— b) (Ba;-(-E) = o; elle se
décompose en deux autres, y — ax — b= o, Ba;-f-E= o, qui
représentent deux droites, dont I'une est parallele a I’axe desy.

Lorsque A est nul en méme temps que C, il suffit de faire
dans la discussion précédente a= o; la droite pp7devient
parallele a I'axe des x ; on obtient ainsi, soit une hyperbole
ayant ses asymptotes paralléles aux axes des coordonnées, soit
deux droites respectivement paralléles aux axes.

123 — Supposons maintenant que le coefficient B soit égal
a zéro, en méme temps que C. Le coefficient A est nécessai-
rement différent de zéro, autrement I’équation serait du pre-
mier degré. La valeur de y est de la forme y= ax*-Hbx -+c;
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elle est réelle quelle que soit la valeur de x ; en faisant varier
a: de — co a -+~ao, on obtient une branche infinie ; c’est une
parabole.

1.2 4 — Remarque. Dans la discussion de I’équation du se-
cond degré, nous avons trouvé trois espéces de courbes : des
courbes fermées, des courbes formées de deux branches in-
finies , et des courbes n’ayant qu’une branche infinie. Nous
avons appelé ellipses toutes les courbes fermées données par
I’équation du second degré ; hyperboles toutes les courbes for-
mées de deux branches infinies ; et paraboles toutes celles qui
n’ont qu’une branche infinie.

Nous avons vu au commencement de cet ouvrage (liv. ],
chap. ii) que les courbes désignées par les mémes noms en
Géométrie élémentaire sont représentées par des équations
du second degré. Nous verrons plus tard que, réciproquement,
toutes les courbes représentées par I’équation du second degré
jouissent des propriétés qui servent de définitions en Géométrie
élémentaire, de telle sorte que les deux modes de définitions
sont équivalents.

En résumant la discussion, on voit que c’est le signe de la
guantité Bs— 4AC qui indique I'espece de la courbe repré-
sentée par I’équation du second degré ; la courbe est une el-
lipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que la quantité
B*— 4AC est négative, positive ou nulle.

Toutefois, il importe de se rappeler que I’équation ne repré-
sente pas toujours une courbe ni méme un lieu ; dans le casou
la quantité B*— 4AC est négative, I'équation représente une
ellipse, ou un point, ou n'admet pas de solution réelle; dans
le cas ou la quantité B1— 4AC est positive, I’équation repré-
sente une hyperbole ou deux droites qui se coupent ; enfin,
dans le cas ou Bs— 4AC= o, I'équation représente, soit une
parabole, soit deux droites paralléles, ou une seule droite, ou
elle n’admet pas de solution réelle.

Lorsque la quantité B5— 4AC est différente de o, le lieu se
réduit a un point ou a un systeme de deux droites, quand les
coefficients vérifient la relative N*— MP= o, ou

AE’ -4-CD*— BDE-t-F (B*— 4AC)=o0.
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Lorsque la quantité B*—4AC est nulle, cette relation équivaut
a N=o, et le lieu se compose de deux droites paralléles.

TANGENTES AUX COURBES DU SECOND DEGRE.

— Soit f(x, y)=o0 I'’équation d’une courbe ; si I'on ap-
pelle x ety les coordonnées du point de contact M, X et Y les
coordonnées variables d’'un point quelconque de la tangente,
nous avons vu (n° 89) que la tangente est représentée par I'é-
guation

X—Xx)E 4-(Y—y) /= o.
ou X/l —+Y/- (x/T4-a#)= o.
Lorsque la courbe est du second degré, on a
V)= Ax*4-Bxy4-Cy*-+Dx4-Ey+ F;
/i=2Ax4-By4-D, /~=Bx+ 2Cy-+-E,

xfL + yfl = 2Ax!4-2 Bxy -+~2C1/4- Dx4-Ey.

Le point de contact M étant situé sur la courbe, ses coordon-
nées x ety vérifient la relation

1) Ax24-Bxy4-Cys4-Dx4-Ey-|-F = o;
on en déduit
AX’4-Bxy4-Cy2= — (Dx4- Ey4-F),
et, parsu
xfl +yfr=— (Dx4-Ey4-2FJ.
L’équation de la tangente au point dont les coordonnées sont
x ety devient ainsi

@ @Ax+ By4 D)X4 (Bx4-2Cy4-E)Y 4- (Dx4-Ey4-2F)= o.
On remarque que les coordonnées x.ety du point de contact
n'entrent qu’au premier degré dans cette équation. Comme
cette équation peut étre mise sous la forme

() (AX4-BY4-D)x4-(BX4-2CY4-E)y4-(DX4-EY4-2F)= o,

on remarque aussi qu’elle ne change pas, quand on y remplace
X etY par x ety, etréciproquement.

— Proposons-nous maintenant de mener des tangentes
a la courbe par un point donné P non situé sur la courbe et
ayant pour coordonnées xi et yi. Prenons pour inconnues les
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coordonnées x ety de I'un des points de contact M; ces coor-
données doivent vérifier I’équation(i) ; la tangente au point M
est représentée par I’'équation (2) ; cette tangente devant passer
par le point P, les coordonnées de ce point vérifieront I'équa-
tion (2) ou I'’équation (3), et I'on aura
4 (aA™-t-By,-+D)x + (Be,+ 2Cy,+ E)y+ (Da?,+ Eyl+ 2F)= ¢

Les coordonnées x ety sont donc déterminées par les deux
équations simultanées (1) et @). L’une étant du second degré,
I'autre du premier degré, le systeme de ces deux équations
admet deux solutions, et I’on peut mener par un point donné P
deux tangentes a une courbe du second degré. La résolution
de ces deux équations revient a chercher les points d’intersec-
tion des lignes définies par chacune d’elles ; la premiére estla
courbe proposée, la seconde une droite passant par les deux
points de contact. On peut remarquer que I’équation (4) de la
corde des contacts a la méme forme que I'équation (2) de la
tangente; il suffit de remplacer dans celle-ci les coordonnées
du point de contact par celles du point P.

EXERCICES.
i° Construire les courbes représentées par les équations
Xy+ ZX—5y= o, as— —7=0,
Ne+HYXY+3Xi— 3y+®—a= 0, X-\-3Xy— az= o,
3@s — 5Xy-\-ay*-f-3X — iy = 0 5x*+4xy + y*— amz+ 5= o,
ae!— 2Xy-\-yi-\-2X+ 1— 0, xa— a~ry-f-y2— a= + ay— 8= 0.
a» Lieu du point dont I'ordonnée est moyenne proportionnelle entre les
ordonnées correspondantes de deux droites données.
3° Trouver le lieu du centre d'un cercle qui coupe deux cercles donnés
sous des angles donnés.
4° On donne un cercle tangent a deux droites rectangulaires OX, OY et
deux points P ei Q placés symétriquement par rapport a la bissectrice de
I’angle ; on méne au cercle une tangente quelconque qui coupe les cotés de
I'angle en A et B; trouver le lieu du point de rencontre des droites AP, BQ.
5° Le triangle ABC est circonscrit a un cercle donné, I'angle C est con-
stant, le sommet B décrit une ligne droite ; quel est le lieu du sommet A?

6» Construire la parabole y/jj= x
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CHAPITRE 1l

Centre, diametres et axe» des courbes du second degré.

CENTRE.

127 — Nous avons appelé centre d’une courbe un point fixe
C, par rapport auquel tous les points de la courbe sont symétri-
ques deux a deux. En discutant I’équation générale du second
degré, nous avons reconnu que l’ellipse et I'iiyperbole ont un
centre. Nous nous proposons maintenant de rechercher direc-
tement le centre d'une courbe du Second degré, sans résoudre
I’équation. La méthode que nous suivrons repose sur ce théo-
reme : quand l'origine des coordonnées est centre d’'une ligne
du second degré, I'équation de la ligne ne contient pas de
termes du premier degré.

Soit, en effet,

() Ax2-)-BAEYy-)-Cy2+Dae+Ey-|-F=o0

I’équation d’une ligne du se-
cond degré ayant l'origine pour
centre (fig. 81); I'’équation d’une
droite MM' menée par l'origine
estde la formey = mx. L’élimi-
nation de x entre cette équation
et celle de la courbe donne I'é-
quation

) (A-t-Bm-t-Cm5x*-+-(D+ Em)a;-I-F= o,

qui détermine les abscisses des deux points de rencontre.
L'origine étant le milieu de la droite MM', |'égquation précé-
dente doit avoir ses deux racines égales et de signes contraires,
ce qui exige que le coefficient de la premiére puissance de x
soit égal a zéro; on a ainsi D-)-Em=o0, et, comme cette con-
dition doit étre vérifiée pour une infinité de valeurs de m, on
doit avoir séparément D— o, E= 0. Réciproquement, lorsque
ces conditions sont remplies, I’équation (2) a ses deux racines
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égales et de signes contraires, quelle que soit la valeur de m,
et, par suite, I'origine est centre de la courbe.

Pour reconnaitre si un lieu du second degré a un
centre, on tiansporteia les axes parallelement a eux-mémes
en un point arbitraire dont nous désignerons les coordonnées
par a et b, puis on examinera si I'on peut déterminer ces
guantités de maniere que la nouvelle équation ne renferme pas
de termes du premier degré.

Les formules pour déplacer les axes parallelement a eux-
mémes sont x=a-\-x', y— b-hy'. En substituant dansl’équa-
tion (i), on obtient I’équation nouvelle

@ Axr+Bx'y'+ CylH- [iAa+ B6-f-D)x!-+-(Ba4-2Ch4-E)y
4-Aa2+Ba& 4-C624-Da4-Eb+ F=0,

dont il importe de remarquer la composition. Désignons, pour
abréger, par f (x, y) le premier membre de I'équation (1) qui
est une fonction entiére du second degré en x et y; dans
1équation (3) les termes du second degré sont les mémes que
dans léquation (1); les termes du premier degré ont pour
coefficients les dérivées partielles de la fonction f(x, y) prises
par rapport aux variables x et y, et dans lesquelles on a rem-
placé ces variables par a et b; enfin le terme constant est la
valeur que prend le polyndme f(x, y) pour x = a, y— b. L'é-
quation (3) peut donc s’écrire ainsi

4) Ax/2+B x'yl1-{-C.yl'-\-fh(a, b)x’ (a, by'-hf {a, b)—o.

En égalant a zéro les coefficients de x1let de y’, on obtient les
deux équations du premier degré

\ 2Aa-f-B6-t-D=o0.
(Ba+2C6-4E=o0.

On voit par la que I'on détermine le centre d'une courbe du se-
cond degré en résolvant les deux équations que I'on obtient en
égalant & zéro les dérivées partielles du premier membre de
I’équalion proposée, prises par rapport ax et ay.

120 — Si I'on considére a et b comme des coordonnées va-
riables, chacune des équations () définitune droite, et il y a
lieu de distinguer plusieurs cas.
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i° B*— 4AC~™o0. Les deux équations sont vérifiées par un
systeme de valeurs de a et de b et par un seul; les deux droites
se coupent et la ligne admet un centre et un centre unique dont
les coordonnées sont

| 2CD— be
| a— Bl — 4AC’
6) !
j ,__2AE—BD
! Bl — 4AC

2° B2— 4AC= o. Les droites (5) sont paralleles ou se con-
fondent ; dans le premier cas, le lieu n’a pas de centre; dans le
second cas, il admet comme centre chacun des points de la
droite définie par I'une des équations (5). 1l est facile de voir
que, dans ce dernier cas, s'il y a un lieu, ce lieu se compose
nécessairement de deux droites paralléles. Soit, en effet, CC;
la droite, lieu des centres (fig. 82), et
Mun point appartenant au lieu ; joignons
le point M aux divers points de la droite
CC', et prolongeons chacune de ces droi-
tes d’'une longueur égale a elle-méme,
les points N, N', N",... ainsi obtenus,
appartiendront encore au lieu ; or, tous
ces points sont situés sur une paralléle
a CC'. En opérant de méme avec le point N on aurait une
seconde parallele MM'. D-ailleurs, I'équation (1) ne peut pas
représenter d’autres points que ceux de ces deux droites ; au-
trement une droite rencontrerait le lieu en plus de deux points.
Si le point Métait situé sur la droite CC', ‘les deux paralléles se
confondraient avec le lieu des centres.
IS O — Lorsque la courbe admet un centre, si I'on trans-
porte les axes parallelement a eux-mémes en ce point, I’équa-
tion se simplifie et devient

) M -BeY+Cil's+ FzrQ

puisque les termes du premier degré disparaissent. Le terme
constant F, de la nouvelle équation a pour valeur

F,= Aal-hBab-h Cb'-+~Da-HEb+ F,
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a et b désignant les coordonnées du centre. Mais les quantités
a et 6 satisfont aux équations (B); si I’on multiplie les deux
membres de chacune d’elles respectivement par a et b et que
I'on ajoute, il vient
aAa2-f-2B«6-f-2Cb‘'+ Da+ Eb= o,
d’ou
Aa2+ Bab+ Cb'==— —  E6>
et, par suite,
FI=F+5i+x ~ .

Il est bon d'observer, qu’en remplacant a et b par leursvaleurs,
on a aussi
F AE2+ CD-—BDE F(B3—4AC)
B2— 4AC

Lorsque le nouveau terme constant F, est nul, I'’équation se
réduit a

®) Aa/s+Ba:f/+Cy/R= o.

On en déduit

©)] y _-BxVF=4*Cw
2C

Si la quantité B2— 4AC est négative, I’équation n’admet qu’une
solution réelle a/ = o, y'= o. Si la quantité B5— 4AC est po-
sitive, I’équation représente deux droites passant par I’'origine.

Dans ce cas, I’équation (7), dans laquelle on attribue a la
constante F, une valeur quelconque , définit une hyperbole ;
nous avons vu (n° 117) que les asymptotes d'une hyperbole
passent par son centre, et que les coefficients angulaires en
sont donnés par la formule

m==Bxvm3 ra
2C '
ces asymptotes ne sont autre chose que les droites représentées
par I'équation (9) ou par I’équation (8). Ainsi, quand une
équation du second degré représente une hyperbole rapportée
a son centre, on obtient I’équation des asymptotes en suppri-
mant le terme constant dans I’équation proposée.
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DIAMETRES.

131—sSi I'on coupe une courbe du
second degré par une série de droites
paralléles, le lieu des points milieux 1
des cordes MW terminées aux deux
points de rencontre est un diamétre
de la courbe. Soit m le coefficient an-
gulaire des cordes, et

(€] ffa y)=Ax* + Bxy +~Cy2+Ite + Ey+ F=o0
| équation de la courbe. Si I'on transporte les axes paralléle-

ment a eux-mémes eu un pointarbitraire | du plan, ayant pour
coordonnées a et b, I’équation de la courbe devient (n° 128)

@4 AN+Rxy+CyB+ /' @b)x'+fl (a,b)y'+f(a,b)=o0.
Menons actuellement par ce point | une parallele MM a la di-
rection donnée, I’équation de cette parallele esty'— mx'. L’éli-

mination de y' entre cette équation et celle de la courbe con-
duit a I’équation du second degré

(10) (k-hBm+Cm=*)x/,-h[f'a{a,b)-hfl(a,b)m]x'+f(a,b)=o0,
qui donne les abscisses des points de rencontre. Si la valeur
attribuée amn’annule pas le trinbme A+Bm-t-Cm™*, coefficient
de x,i, chacune des sécantes rencontre la courbe en deux
points ; si I'on suppose que l'origine | soit placée au milieu de
la corde MM (fig. 83), I’équation (10) ayant ses racines égales et
de signes contraires, on aura la relation

M) fa@>)+m fb(a,b)=o0;

cette équation , devant étre satisfaite par les coordonnées du
point milieu de I'une quelconque des cordes considérées, est
I’équation du lieu. Si I'ony remplace aetb par x ety, elle
devient

(12) fAX,y)+mfy(x,y)=ol
ou
(13) (2Aa;-|-By-f-D)-i-m(Bir-f-2Cy-4-E)=o.

Cette équation étant du premier degré, on en conclut que le
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diameétre correspondant a une série quelconque de cordes
paralléles est une droite DD'. Appelons m'le coefficient angu-
laire du diameétre, on aura la relation

, 2A+Btn
04) m = Bt
ou
(i5) aCI’mﬂf-B(mf- w+ aA= o.
132 — Remarque i. — Les valeurs de x et y qui satisfont

aux équations simultanées
9A X -)-By4-U= o, B#-f-2Cy-f-E=:0,

vérifient I'équation (i3 quelle que soait la valeur de m; donc, s
le lieu a un centre unique, tous les diamétres passent par le
centre, et, Sl en a une infinité, tous les diamétres se confon-
dent avec le lieu des centres.

Les deux équations qui déterminent le centre représentent
deux diamétres ; le premier correspond aux cordes paralléles
al’axe des X le second aux cordes paralleles a |’axe des Y. On
les obtient en faisant m= o ou I~ co.

Remarque ii.— Lorsque la courbe est une ellipse, le trinbme
At-Bmt-Cm™, ayant ses racines imaginaires, est toujours diffé-
rent de zéro ; a toute direction des cordes correspond un dia-
metre défini par I’équation (i3).

Cette équation (i3), si I'on'y considére m comme un para-
métre arbitraire, représente toutes les droites qui passent par
le centre ; on en conclut que toute droite passant par le centre
est un diametre.

133— Remarqueiii.— Dansle casde I’hyperbole, le trinbme
A ... BM Cm2 sannule pour deux valeurs réelles de IMqui
sont précisément les coefficients angulaires des asymptotes.
Si I'on attribue a MI’'une de ces valeurs , I'équation fio) s'a-
baissantau premier degré, chacune des sécantes ne rencontre la
courbe qu’en un point. Si en outre les coordonnées Aet Ddu
pointl, par lequel on méne la sécante, vérifient la relation (ii),
I’équation (i0),ayant ses deux premiers coefficients muls, n’ac
met plus de solution | la droite représentée par I'équation (i3)
est alors le lieu des points | tels que les paralléles menées
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par chacun de ses points a la direction donnée ne rencontrent
par la courbe; mais, en vertu de la relation (i5), la valeur de m*
étant égale & m, toutes ces paralléles se confondent avec la
droite (i3)elle-méme. Comme cette droite passe par le centre,
c’est I’'une des asymptotes.

L’équation (i3), sil'on y considére m comme un paramétre
arbitraire, représentant toutes les droites qui passent par le
centre, on en conclut que toutes ces droites, exepté les deux
asymptotes, sont des diametres.

434 — Remarque iv. Dans le cas de la parabole, on a

2\ g
B2- 4AC= o, ou U en résulte que lavaleur de m' don-

née par I'équation (14) est indépendante de m et égale a ""é_*

ainsi tous les diameétres de la parabole sont paralleles entre

eux.

g
Le trindbme A-f-Bm-t-Cm2a ses deux racines égales a —

coefficient angulaire des diameétres. Si I’'on méne des sécantes
paralléles & cette direction, chacune d’elles ne coupera la
courbe gu’en un point. D’autre part, quand on attribue a m la

valeur — les coefficients de a; et y dans I’équation (i3) de-

viennent nuls et I'équation cesse de représenter une droite.
L'équation (i3), dans laquelle on regarde m comme un para-
metre arbitraire , représente toutes les droites paralléeles a la
g
direction — ~ ; onen conclut que toute droite paralléle a cette
direction est un diamétre de la parabole.
Lorsqu’on a en méme temps B2— 4AC=0 et BE— 2CD=0T

ou N ~ = 5 >ielieu du second degré se compose de deux

droites paralléles; si I'on appelle — mllavaleur commune des
rapports précédents, on a
2Aa>+By+D=— m/(Bx-h2Cy +E)
et I'équation (i 3) se réduita:
(m— m') (Be+ aCy 4-D)= o.
Ainsi, dans ce cas, tous les diamétres coincident.
GEOM. ANAI.YT. 9
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DIAMETRES CONIJUGUES.

135 SupposonsB2 4AC différent de zéro. Lesdeuxcoef-
ficients m et m' sont liés par la relation

(i5) 2Cmm/+B (m-t-m')+2A=o0.

Imaginons que I’'on méne des sécantes telles que MM paralleles
au diamétre DD' (fig. 83); soit m" le coefficient angulaire du
diameétre EE', qui divise ces cordes en deux parties égales, on

aura de méme, entre la direction m' des cordes et la direction
m" du diametre correspondant EE’', la relation
2Cm/m"-i-B(m/+m ")+ aA=o0;
cette équation et la précédente étant du premier degré par
rapporta m"et a m, on voit que I'on a m"= m. Les deux dia-
meétres DD7et EE', dont les coefficients angulaires sont m'et m,
jouissent de cette propriété que chacun d’eux divise en deux
parties égales les cordes paralleéles a I'autre; on les a nommés,
pour cette raison, diameétres conjugués.
L ellipse et 1hyperbole ont une infinité de systémes de dia-
metres conjugués. On peut prendre pour premier diametre
une droite quelconque menée par le centre, pourvu qu’elle ne

se confonde pas avec I’'une des asymptotes, si la courbe est une
hyperbole.

AXES.

130 Danslescourbes du second degré, les diameétres per-
pendiculaires aux cordes qu’ils divisent
en deux parties égales sont des axes de
symétrie.

La parabole ayant tous ses diametres
paralléles, si I'on imagine une série de
cordes MM (fig. 84) perpendiculaires a la
direction commune des diamétres, le
diamétre AA' qui divise ces cordes en

deux parties égales, sera un axe de la courbe et ce sera le seul.

Le coefficient angulaire des diametres est— donc, siles
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axes des coordonnées sont rectangulaires, I'axe de la courbe

est le diameétre des cordes ayant pour coefficient angulaire ™ ;

1>
son équation (n°i3i) est
B (2Aa;+By+D)+2C(Ba;-(-2Cy-HE)=0.

Lorsque la courbe est une ellipse ou une hyperbole, atout
axe AA' (fig. 85) en correspond un
second BB' formant avec le premier
un systeme de diametres conjugues;
la question est ainsi ramenée a la re-
cherche des diametres conjugués per-
pendiculaires entre eux. Si les coordon-
nées sont rectangulaires, on obtient les

coefficients angulaires des axes en joignant & I’équation (i5)la

relation mm< = — i. On en déduit m-t-m'= 2 ; ainsi,

m et m' sont les racines de I’équation du second degré
(16) Bu'+2(A-C)u—B= o.
L’ellipse et I'hyperbole ont deux axes. Si l'on avait B = o, et
A = C, I'équation serait une identité, et la courbe aurait une
infinité de systemes de diametres conjugués reclangulaires;
dans ce cas, le lieu est un cercle.

137 — Nous avons vu (n« i30) que, lorsque la quantité
B2— 4AC est positive, I’équation
(& Ax*-hBxy+ Ccy-= 0

représente deux droites passant par I’origine; d’ailleurs I’équa-
tion (16) donne les directions des axes, qui sont ici les bissec-
trices des angles formés par les deux droites ; si dans I'’équation

(16), on remplace u par on aura l'équation de ces bissec-
trices
17) B~-]-2(A— C)xy— By!=o0.

Les directions des axes ne dépendant que des coefficients des
termes du second degré , on voit par ce qui précéde que les

axes de I’hyperbole coincident avec les bissectrices des angles
des asymptotes.
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On appelle sommets d’une courbe du second degré les points
ou elle est rencontrée par un axe. La parabole, ayant un seul
axe qui ne rencontre la courbe gqu’en un point, n’a qu'un
sommet; I'ellipse a quatre sommets et I’hyperbole deux.

ELLIPSE ET HYPERBOLE RAPPORTEES A DEUX DIAMETRES CONJUGUES.

1 38— Supposons que I'on prenne pour axe des x un dia-
metre d’une courbe du second degré, et pour axe desy une
paralléle aux cordes que le diametre divise en deux parties
égales ; I’équation

Aa;2+Ba;y-HCy2+ Dx+ E2/+ F=o0
devra donner pour chaque valeur de x deux valeurs de y égales
et de signes contraires, ce qui exige que I’'on ait
Be+ E= o,

quelle que soit la valeur de x, et, par suite, B=0o, E=o0.
L’équation aura donc la forme
(18) Ar2+Cy!+D;r-t-F=:0,

Si la courbe est une ellipse ou une hyperbole, en prenant
pour axe desy le diamétre conjugué du premier, on aura par
la méme raison D= o, ce qui réduit I’équation de la courbe a
la forme
(19) kx%+Cyl-f-F=o0.

PARABOLE RAPPORTEE A UN DIAMETRE ET A LA TANGENTE

A 1'extrémité DE CE DIAMETRE.

139 — La parabole n’admet pas de diamétres conjugués ;
mais, si I'on prend pour origine le point ou le diametre ren-
contre la courbe, le terme constant F de I'équation (18) sera
nul ; on sait, d’ailleurs, que les droites paralléles au diameétre
ne coupent la courbe qu’en un point ; ainsi, a chaque valeur de
y correspond une seule valeur de x, ce qui exige que A= o.
L’équation de la parabole sera donc de la forme
(19) Cy2+ Da;=o.

On peut remarquer que l'axe des y n’est autre chose que la
tangente a l'origine.

Les formes (i9)et(20) se rapportent a une infinité de systemes
d’axes obliques et a un seul systeme d’axes rectangulaires.
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CHAPITRE I

Réduction de l'équation du second degré.

14 0 —Pour étudier avec plus de facilité les propriétés d'une
courbe du second degré, il importe de simplifier autant que
possible son équation, en la rapportant a des axes de coordon-
nées convenablement choisis. Nous avons vu, dans le chapitre
précédent, que I’équation du second degré peut toujours étre
ramenée a I'une des deux formes

(@ Ax2+ Cy5+ F = o, @ cC//+D.x=o.

Quand la courbe est une ellipse ou une hyperbole, on ramene
son équation a la forme (a) en prenant pour axes des coordon-
nées un systeme de deux diametres conjugués quelconques ;
généralement les coordonnées seront obliques; elles seront rec-
tangulaires si I’on rapporte la courbe a ses deux axes. Quand la
courbe est une parabole, on ramene son équation a la forme (p),
en prenant pour axe des x un diametre quelconque, et pour
axe des y la tangente a I'extrémité de ce diametre; si I'on veut
que ces coordonnées soient rectangulaires, on prendra pour
axe des x l'axe de la courbe.

C’est a I'aide de ces deux formes d’équations, en coordonnées
rectangulaires, que nous démontrerons la plupart des pro-
priétés des courbes du second degré. Nous allons expliquer la
marche a suivre pour effectuer la réduction de I'’équation. Soit

M A -j-B#y+Cy2l-Da;-t-Ei/+F = o.
une équation du second degré, en coordonnées que I'on

pourra toujours rendre rectangulaires par une premiere trans-
formation.

ELLIPSE ET HYPERBOLE.

141 —Examinons d’abord le cas ou la quantité B!'—4AC est
différente de zéro ; la courbe admet un centre unique, dont les
coordonnées a et b vérifient les deux équations (n° 128)

2Aen-B6-f-D = o, B<n-2C6-t-E=0;
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transportons les axes parallelement a eux-mémes au centre
C (fig. 86); nous savons que les
termes du second degré ne chan-
gent pas, que ceux du premier
degré disparaissent, et que le
terme constant F, de la nouvelle

équation est donné par la formule

r Dd+E6 r .
F,=-—- -—--1-F. L équation de la

courbe, par ce premier changement de coordonnées, se sim-
plifie et devient

2) Ax\-hBxiyl+Cy\-hFl=o0.

Faisons maintenant tourner les axes des coordonnées, SuUpposés
rectangulaires, d’un angle a autour du centre C pour les faire

coincider avec les axes de la courbe, les formules de transfor-
mation sont

Xt— x'cosa— y'sina, yl m=x" sina -f-y'cos a.
En substituant dans I'équation (2), on obtient la nouvelle
équation
(Acos3a+C sin&a + Bsinacosa)a/M-(Asin3a+C cos2a— Bsinacosa)y'-
H-[2(C— A)sinacosa-t-B (cos2a — sin2a)]x'yl F,= o.
On peut disposer de I'angle a de maniére a annuler le coeffi-
cientdu terme en x'yf; pour cela, on posera
() 2(C— A) sinacosa-t-B(cos’a— sin3a)=o,
®) ou Btang3a-t-2(A— C)tanga— B=o0.
Cette équation du second degré est la méme que I’équation (16"
du n° i36, par laquelle on détermine les directions des axes de

la courbe. Mais on peut résoudre I'équation (4) plus simple-
ment en la mettant sous la forme

(C— A)sin2x+Bcos2a=o0,
d’ou

6) tang 2a=

Si I’'on exclut le cas du cercle ou l’'on aalafois B=0o, etA=C,
I’équation (6) admet une solution positive w moindre que w
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et les diverses valeurs de I'angle 2a qui satisfont a cette équa-
tion sont comprises dans la formule

2a= 10+~ 77
ou k désigne un nombre entier quelconque positif ou négatif ;
on en déduit

_(]) lw*
a_ff_Af

Les diverses valeurs de a ne donnent que quatre directions
différentes pour lI'axe CX'; ces quatre directions sont opposées
deux a deux et forment deux droites rectangulaires. Nous

prendrons pour a la valeur”, qui est toujours positive et
inférieure a~ - Le terme en xfy' disparait dans I’équation (3);

il reste a calculer les coefficients des termes en xn et en y'L Si

I’'on pose
M= A cos2a-f-C sin'a-+Bsin acosa,
N = A sin2a-f- Ccos2a— Bsinacosa;
on a M-t-N=A-+-C,

M— N= (A —C)(cos2a— sin’a)+ 2Bsinacosa= (A— C)cos2a-t-Bsin 2a.
L’équation (6) donne

sm2a=--—- B -——; 00S2a = e ATC
+\/B2+ (A— O)* + VB2-1-(A— O)*
il en résulte M—N=+ Vb~ A — C)2

On calculera donc les deux coefficients Met N & I’aide des
formules

iM+N=A+C,

| M—N =+ VB2+ (A— C)2
Nous avons choisi la valeur de 2a positive et inférieure aw;
sin 2a ayant une valeur positive, il faudra mettre devant le
radical le signe de B. De cette maniére I’équation de la courbe
est ramenée a la forme simple
®) Ma'*+Ny' + F 1=:0.
Si I'on retranche les deux équations (7) membre a membre
apres les avoir élevées au carré, on obtient la relation

4MN=4AC— B*
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L’équation(8)représente une ellipse ou une hyperbole, suivant
que les deux coefficients Met N ont le méme signe ou des
signes contraires.

PARABOLE.

fl.43 — Quand B2— 4AC = o, les termes du second degré
dans I'équation proposée forment un carré parfait; on a, en

effet, en remplacant A par sa valeur
c

Xy - C (y+ ,
et I’équation peut s'écrire
c(y + -"a;) +De-|-E?/-1-F=o0.

Faisons d’abord tourner les axes des coordonnées autour de
I’origine d’un angle a (fig. 87); a I'aide des formules de trans-
formation

X = xtcosa—y,sina, yr~a”sina+yicosa,
I’équation proposée devient

©9) cjYcosa— ™ sina”nj/,-(-~sina+”cosa”™ x
-(-(Dcosa-bEsina~-t-fEcosa— Dsina)y,-t-F=o.

On peut disposer de I'angle a de maniére a annuler le coeffi-
cient de x l ou dey, dans
le polyndme qui est éle-
vé au carré ; posons, par
exemple,

Sina + B cosa= o,
d’ou
D
(10) tanga= —— »

I’équation (9) se simpli-
fieraet prendrala forme

<11) Nj/l! -f-P.'ri + Qyl-t-F=o0.
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On a

N=C~cosa—”sina” = C~cosa+ tangasinaj = "57’

et par suite, A+ C. Quant aux coefficients

4L
P et Q, on les obtiendra en remplacgant sin a et cos a par leurs
valeurs, ce qui donne

p_ aCD— BE fl_ aCE+BD
+ V 4C(A+C) rtvV4C(A+C)

L’une des valeurs de a données par I’équation (10) est positive
et inférieure aw; si I'on choisit cette valeur, sin a sera positif,
et il faudra prendre le radical avec un signe contraire a celui
de B. Si le coefficient P était nul, I'’équation (u),ne renfer-
mant plus x\, ne pourrait représenter que deux droites paral-
leles a I'axe OX,. Lorsque ce coefficient est différent de zéro,
on déplace les axes parallelement a eux-mémes; en posant
Xi= a+ x\ (= &+ y', I'équation (ii) devient

Ni//\-f-PAE/M+(2N&-1-Q)y '+ [N62+ Pa+ Q6+ F)=o.

On disposera des coordonnées a et &de la nouvelle origine A
de maniére a annuler le coefficient de ylet le terme constant,

iN6+Q=0, N&2+-Pa+Q6+F=o,

ce qui donne pour a et & des valeurs finies et déterminées, et
I’équation sera ramenée a la forme simple

(12) Ni/,*-1-Pee/= o.

On a fait d’abord tourner les axes des coordonnées autour de
I'origine de maniére a rendre lI'axe OX, paralléle a I'axe de la
parabole ; on a transporté ensuite les axes parallelement a
eux-mémes au sommet A de la parabole. De cette maniére la
parabole est rapportée a son axe et a la tangente au sommet.
14 3 —Bemarque. Pour effectuer la réduction de I’équation
du second degré, nous avons supposé les axes rectangulaires.
Si les axes étaient obliques et faisaient entre eux un angle 0,
on pourrait rapporter la courbe a des axes rectangulaires, en
conservant I’'axe des x et prenant pour axe des y une droite
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perpendiculaire a I'axe des x. Les formules de transformation

sont .
a? sin 9— )/ cos9 yl

X sin 0 "y sin9’
les termes du second degré dans la nouvelle équation ont pour
coefficients

BsinO— 2Asin0 cos0 . C-+-Acos29— Bcos0
A'=AB - m ¢ = in™9

Il est bon de remarquer que ces coefficients satisfont aux rela-
tions suivantes

* g D ATCT DRAACT gl qg

Les quantités A7 C et B2— 4 A'C7 qui sont égales a M-t- N
et & — 4 MN, conservant des valeurs invariables pour tous les
systemes d’axes rectangulaires, il en résulte que les quantités
A+ C— Bcos9 B2—4AC
sin20 ’ sind
restent constantes par rapport a tous les systémes d’axes
obliques.

EXERCICES.

I- 2X8— 3xi/+ 3y2-t— M+ i=o.

La courbe est une ellipse, puisque la quantité B2— 4AG est négative.

Pour obtenir les coordonnées du centre, on égale a zéro les deux dérivées
partielles,
4a;— 3y-Hi= o, — 3x+6y — 7= 0,

j. . 5 i .
dou x=1, «= m Fi= - j*

Si I'on transporte les axes parallelement a eux-mémes au centre C (fig. 86),
I’équation devient

2a:,2— -4-31* — y = o.

Faisons maintenant tourner les axes d’'un angle a donné par la formule

B ,
Ung»=£=C = 3.

L’équation résolue par les tables donne

aa = 7i°33'54", ou a=35°46'57".
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On peut aussi obtenir I'angle a par une construction graphique; on porte
sur les axes des X et des y, bpartir de I'origine C, deux longueurs respec-
tivement égales a i et 3 ; la diagonale du rectangle construit sur les deux
longueurs fait avec I'axe des X un angle qui a pour tangente 3 ; I’axe CX'
est donc la bissectrice de cet angle. On obtient ensuite M et N par les
formules

M+ N=5 M—N= — \Jo,

puisque B est négatif. Il en résulte

m=5~vVvA» n=5+VIi“
2 2

et I’équation de la courbe devient

(5—VI0)QC*-4- (5+ "id) y*=y i
la courbe intercepte sur les axes des longueurs
/ 2 / 2
CA= V3(5- v«)’ CB= V3(5 + vro)
1. IX*—5xy 4 5 — 1= o.
La courbe est une hyperbole (fig. 88). Les coordonnées du centre don-
nées par les équations

4x— 5y =o0,

—5x+ 5= o,
sont

®=1 y=4, dou F,=i.
Si I’on transporte |’origine au
centre, I’égquation devient
aets— 5)(]y_|.+ 1= 0.
L’angle a est donné par la for-

mule tang aa = — ) et I'on

aM+N=a, M-N = —V»&>
dol m= a n= a
L’équation de la courbe rapportée a ses axes est
(a— Vva9) X"*+ (a+ \ag) y*-f-a= o.
L’éguation primitive ne contenant pas de terme en y2, I'une des asymptotes
est parallele a I'axe OY (fig. 80).
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1. NE—"™J+ 9J1— 36 + ico = o.

La courbe est une parabole (fig. 87). Les termes du second degré for-
ment un carré parfait, et I'égquation peut s'écrire
« / a \s
9(1/—Y X) — 36a;-t- 100 = o.
Faisons tourner les axes des coordonnées de I'angle a donné par la formule

tang a = — dotia= 34°41 3 on aura

il 18 3
Ri= i3, cosa= —%r. sina:-a—_,
\i3 \i3
r— «V-2=.
\i3 V13

L’équation de la courbe rapportée aux axes OX, et QY, est donc

108 72
i3y, ———19:a?,-|— — t/,+ 100=0.
y/i3 Vi3
On obtient les coordonnées du sommet en joignant a cette équation la sui-

vante 2B, + -~ = 0. On en déduit

Vv J3 36 300i
Y
i3V *3 ar.idyi3

Si I'on transporte les axes en ce point, I'éguation devient

i3y;i— =0.
V.3

CHAPITRE IV

De I’ellipse.

1 4 4 —Proposons-nous ¢k construire la courte représentée
Iéouetion
mr m -*'t'WFJ.ZO,

dars laoelle les deux coefficients Vet N ot le mérre sigre,

par exenyle le signe -K
S la corstante F;, aure valeur positive, 1’équation, ne pou
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vant étre satisfaite par des valeurs réelles de x et de y, ne re-
présente aucun lieu géométrique.
Si F, est égal a zéro, I’équation, n’étant satisfaite que par
X=0, y=0, représente un seul point, I’origine 0.
Examinons maintenant le cas ou F, a une valeur négative, et

posons F, = —H, I’équation devient
Mg 1-f-Ny1—II.

Résolue par rapport ay, elle donne

/H —

f= +V/—N—

Pour que l'ordonnée soit réelle, il est nécessaire et il suffit
que la valeur numérique de
I’abscisse soit plus petite que

y/jjj; portons sur l'axe X'X,
a partir de l'origine, deux
longueurs OA, O.V égales a
y/jjj et par les points A, A' me-

nons des paralléles @l’axe Y'Y,
la courbe est située tout entiere
entre ces deux paralléles (fig. 89).-A chaque abscisse OP. com-
prise entre ces limites, correspondent deux ordonnées PM, PM
égales et de signes contraires ; quand X = 0, I’ordonnée ac-

quiert sa plus grande valeur numérique y/~T1; portons sur Y'Y,

a partir de l'origine, deux longeurs, OB, OB' égales a

par les points B, B' menons deux paralléles a I'axe X'X, la
courbe est située tout entiere entre ces deux nouvelles paral-
leles, et, par conséquent, elle est renfermée dans le rectangle
CDEF formé par les deux couples de paralléles.

Si, pour abréger, on représente par a et b les deux quantités

\ / r v t 1équation prend la forme
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Xi w2
O]
d’ou
@ y= £M\Jai-xt. %

Quand x croit de o a a, la valeur numérique de y décroit de
6 a0, ce qui donne un arc de courbe BMA, et, a cause du
double signe, I'are égal B'M'A. Quand x varie deoa— a, la va-
leur numérique dey décroit encore de b ao, ce qui donne deux
autres arcs BM,A/, B NA' égaux aux premiers. Ces quatre arcs
égaux forment I'ellipse.

La droite A'A est un axe de I'ellipse; car a chaque abscisse
OP correspondent deux ordonnées PM, PM7égales et de signes
contraires. La droite B'B est aussi un axe de l’ellipse; car, si
on résolvait I'’équation par rapporta#, on verrait de méme
qu'a chaque ordonnée OQ correspondent deux abscisses
QM,QM, égales et de signes contraires. Les points A, A', BjB7 ou
les axes rencontrent I’ellipse, sont les sommets de I'ellipse. Les
longueurs A'A, B'B des deux axes sont respectivement égales a
2aeta 2b.

L’ellipse devient un cercle quand les axes sont égaux.

Il est aisé de voir que I'origine O est centre de I'ellipse ; en
effet, soient x, y les coordonnées d’un point quelconque M de

I'ellipse; il est évident que I'équation (i) est aussi satisfaite
par les valeurs —x, —y ; il existe, par conséquent, un second
point N de I'ellipse qui a ses coordonnées — OP;, — P'N res-

pectivement égales aux coordonnées OP., PM du point M, mais
de sens contraires; les triangles OPM, OP'N sont égaux; donc
OM=0ON ; et la ligne MON est droite a cause des angles égaux
POM, P ON. Ainsi, les points Met N de I'ellipse sontdeuxa deux
symétriques par rapport au point O ; donc le point O est centre
de I'ellipse.

fl.45 — Pour étudier comment varie la distance du centre
aux différents points de I'ellipse, ou le rayon de [I’ellipse,
cherchons I'équation de I'ellipse, en coordonnées polaires, en
prenant le centre O pour péle et I'axe OA de la courbe pour
axe polaire. Si dans I’équation (i) on remplace x ety par pcosw
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et osinw, on a

io\ p*cos!lw , p2sinav
(3 (~=11
Supposons a>b, et mettons I’équation sous la forme
- = -*4 [
B~ & \b sin!
Si I'on fait varier wde o a la quantité ~ crofit, et par con-

séquent p décroit constamment de ahb. Le maximum de p
est a, le minimum b.

146 — Désignons par x et y les coordonnées d'un point
quelconque du plan et considérons le polyndme

a b*

Pour un point M situé sur I'ellipse (fig. 90), le polyndme est
égal a zéro. Imaginons qu’un point
mobile P parte du point Met s’éloigne
sur le prolongement du rayon OM;
les deux coordonnées x ety augmen-
tant en valeur absolue, le polyndme
vaen croissant indéfiniment; il prend
donc des valeurs positives de plus en

plus grandes. Au contraire, si le point mobile se rapproche du

centre, le polynédme diminue et prend des valeurs négatives.

Ainsi le polynéme EJ’C\A-t- v X reste négatif pour tous les

points situés a l'intérieur de I'ellipse, sur I'ellipse il est nul,

et il devient positif pour tous les points situés en dehors de

I’ellipse.

147 — Les carrés des ordonnées perpendiculaires & I'un
des axes de I'ellipse sont proportionnels aux produits des seg-
ments correspondants formés sur cet axe.

En effet, si I’'on désigne par x et y les coordonnées d’un point
guelconque Mde I'ellipse (fig. 89), on a, en vertu de I'équa-
tion (2),

yl _ b yl N
az-x' al' o1 (a—x) {a-t-x) al
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Mais les deux segments AP, A P de I’axe AA'sont égaux respec-
tivement aa— x etaa-t-x ; ona donc

MP>» 6*
APXA'P a5’

Ainsi le carré de I'ordonnée est au produit des segments for-
més sur Taxe dans un rapport constant.

1 4 8 — Les ordonnées perpendiculaires au grand axe de
I'ellipse sont aux ordonnées correspondantes du cercle décrit
sur cet axe comme diametre dans le rapport constant du petit
axe au grand axe.

Soit AA' le grand axe de I'ellipse (fig. 91) ; sur ce grand axe
comme diameétre décrivons un cercle; al’'ordonnée MP de I'el-

lipse correspond I'ordonnée M,P
du cercle. L’équation (2) s'écrit

y _b

Va*—x1 a'

mais V«a— x 8représente I'ordon-
née M,P du cercle; on a donc

MP_fc
M,P  a"

Le petit axe jouit de la méme propriété; I’'ordonnéeMQ, per-
pendiculaire au petit axe, est a I’ordonnée correspondante
MSQ du cercle décrit sur cet axe comme diamétre dans le rap-
port constant du grand axe au petit axe.

L'ellipse est la projection orthogonale d'un cercle. Imagi-
nons que l'on fasse tourner le cercle AB,A' autour de I|'axe

AA' d'un angle 9, tel que I'on ait cos 9 = -, I'ordonnée PM,

du cercle tournera autour du point P, tout en restant perpen-
diculaire a lI'axe AA'; dans celle position, elle se projettera
sur la droite PM; pour avoir la longueur de la projection, il

suffit de multiplier la longueur PMt par cos 9 ou par ”,cequi

donne I'ordonnée PM de I'ellipse. Ainsi le point M, du cercle a
pour projection le point M de I’ellipse ; chacun des points du



L’ELLIPSE. 145

cercle se projetant ainsi au point correspondant de I'ellipse, il
s’ensuit que I'ellipse est la projection du cercle.

On peut aussi considérer le cercle comme la projection or-
thogonale d’une ellipse. Imaginons que l'on fasse tourner

I’ellipse autour de I'axe BB7d’un angle® ayant pour cosinus

lordonnée QM de I'ellipse aura pour projection I'ordonnée QM,;
du cercle décrit sur BB' comme diametre, et le petit cercle
sera la projection de I'ellipse.

149 — Construction de l'ellipse par points. On déduit de
ce qui précede un moyen tres-simple de construire I'ellipse,
par points. Sur chacun des deux axes de I'ellipse comme
diameétre on décrit un cercle (fig. 91); du centre on trace
un rayon quelconque qui coupe les deux cercles en M, et
M,; par le point M, on méne une paralléle au petit axe, par-
le point M2une paralléle au grand axe ; le point d’intersection
M do ces deux droites appartient a I'ellipse. Aprés avoir dé-
terminé de la sorte un nombre suffisant de points, on fait
passer un trait continu par tous ces points, et I'ellipse est ainsi
construite.

15®© — Construire les points d'intersection d'une ellipse et
d'une droite. Il est utile desavoir déterminer les points ol une
droite donnée MM coupe une

ellipsedéfinie par sesdeux axes

AA', BB' (fig.92), sans que I'el-

lipse soit tracée. Ainsi que nous

I'avons dit, I'ellipse peut étre

considérée comme la projec-

tion orthogonale du cercle

ABjA' décrit sur le grand axe

AA' comme diamétre, et que I'on fait tourner autour de AA'

d’un angle $payant pour cosinus ~.Cherchons dans le plan du

cercle la droite M,M,", qui a pour projection MM dans le plan

de I'ellipse; soit N un point quelconque de la droite MM
EMANTT. 10
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prolongeons la droite BN jusqu'a sa rencontre en H avec
I'axe AA;; la droite BtH se projette sur RH; par conséquent,
le point N,, ou elle coupe I'ordonnée QN, se projette en N.
On obtiendrait de méme un autre point quelconque de la
droite M,M/; mais il est plus simple de se servir du point S ou
la droite MM rencontre I'axe; la droite SN, a pour projection
la droite donnée sur le plan de I'ellipse. Cette droite SNt coupe
le cercle en deux points M,, M/ ; les ordonnées M,P, M/P' dé-
termineront sur la droite donnée les deux points M, M7ou cette
droite rencontre I'ellipse.

TANGENTE.

151 — Nous avons trouvé (n° 120) I'équation de la tangente
a une courbe du second degré; quand I'équation de I'ellipse
est mise sous la forme simple

X-
--h'h —1=0,
a-

I’équation de la tangente au point M, ayant pour coordonnées
X et 7, devient

xX yY

Le coeflicient angulaire de la tangente a pour valeur — ~ .
ay
On voit qu’en A et A' la tangente est perpendiculaire sur I'axe

A'A, qu’en B et R' elle lui est paralléle, et que, quand le point
de contact se meut sur I'ellipse de A en R, la tangente fait

avec A'A un angle obtus qui croit de”™ a x.

La normale, étant perpendiculaire a la tangente, a pour
équation

Y~ y= § (Ix- -

152 — Construction de la tangente en un point de l'ellipse.
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Si dans I’équation de la tangente on fait Y=0, on obtient
t K GJ. - ~
I'abscisse X = — du point T ou la tangente rencontre le pro-

longementdu grand axe (fig.93).
Comme cette valeur de OT est
indépendante du petit axe 2b et
de I'ordonnée y du point de con-
tact, il en résulte que, si sur
I’axe A7A on construit plusieurs
ellipses, les tangentes aux points
gui ont méme abscisse passent
par un méme point T situé sur
le prolongement de I'axe A7A. Or, parmi ces ellipses, se trouve
le cercle AB,A/; pourconstruire la tangente a I’ellipse au point
M, on ménera une tangente au cercle au point MI; situé surla
méme ordonnée; on joindra le point Mau point T, ou la tan-
gente au cercle rencontre le prolongement de I'axe A7A; la
droite MT, ainsi obtenue, est la tangente a I'ellipse.

Cette construction revient a considérer la tangente a I’ellipse
au point M comme la projection de la tangente au cercle au
point correspondant M(. En effet, quand on fait tourner le plan
du cercle autour de I'axe AA7de I'angle u le point T ou la
tangente M,T rencontre I’axe reste immobile ; le point M, se
projetant en M, la droite M,T a pour projection MT; c’est la
tangente a I'ellipse.

153 —Mener une tangente par un point extérieur P. Dé-
signons par x, et yt les coordonnées du point P (fig. pi).
Nous avons trouvé (n° 126) I'équation dela corde des contacts

MMI. La détermination des points de
contact revient donc a la résolution

:les deux équations simultanées
x* oyl

y .

e Mi= .
3) ar A b4
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En éliminant y, on obtient I’équation du second degré

a“aa b-) 2

dont les racines sont les abscisses des points de contact M et A
des deux tangentes menées du point P. Cette équation, dans

laquelle on peut regarder ~ comme l'inconnue, aura ses ra-

cines réelles si la condition ’\*t+ tbl_— i >oest satisfaite,c’est-
a 1

a-dire si le point P est en dehors de I'ellipse.

Il est facile de construire géométriguement les tangentes
menées du point P, en considérant I'ellipse comme la projec-
tion du cercle AB,A (fig. jp). Cherchons dans le plan du cercle
le point P, qui a pour projection le point P dans le plan de I'el-
lipse. Tragons dans le plan de I’ellipse la droite PB que nous
prolongerons jusqu’a sa rencontre avec l'axe en H; la droite

HB,, ayant pour pro-
jection HB, passera
par le point P, et dé-
terminera ce point.
Du point P, menons
au cercle les tangen-
tes P,M,, PjM7 que
nous prolongerons
jusqu’a leur rencon-
tre avec l'axe en T et
T7 les droitesPT,PT7,
projections des tangentes au cercle, seront tangentes al’ellipse,
et les points de contact M et M7seront situés sur les ordonnées
des points M,, M7,. Pour que I'on puisse effectuer ces construc-
tions, il n’est pas nécessaire que I'ellipse soit tracée.

154 — Mener une tangente paralléle & une droite donnée.
Soit y=m x I'équation de la droite donnée OL, que I'on peut
supposer menée par le centre (fig. 96). Appelons a ety les
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coordonnées du point de contact M; ce point étant sur I'el-
lipse, on al’équation

le coefficientangulai-

re de la tangente de-

vant étre égal am,on

a la seconde équation
b'-x _

ay

Ces deux équations simultanées déterminent les deux incon-
nues x ety ; la premiere représente I'ellipse proposée ; la se-
conde une droite MM7 passant par le centre; les points ou cette
droite rencontre I'ellipse sont les points de contact.

1 est facile de construire ces tangentes géométriguement.
Cherchons d’abord dans le plan du cercle le diamétre OL, qui
a pour projection OL sur le plan de I'ellipse; il suffitde joindre
le point B a un point quelconque L de la droite OL et de pro-
longer la droite BL jusqu'a sa rencontre avec l’'axe en H; puis
de tracer B,H et de prendre le point d’intersection L, de cette
droite avec I'ordonnée du point L; le point L étant la projec-
tion du point L,, la droite OL est la projection de OL,. On mene
au cercle des tangentes M, T, M{7, paralleles a OL,, et par les
points T et 1' ol ces tangentes rencontrent I'axe, des paral-
leles IM, IM"' & ladroite OL. On a les tangentes demandées;
car les projections OL, TM des droites paralléles OL,, Ti\l, sont
elles-mémes paralléles. Les points de contact Met M'sont dé-
terminés par les ordonnées des points M, et M/.

155 — On peut obtenir I’équation de la tangente a I'ellipse
sous d’autres formes qu’il est bon de connaftre.

Si I'on désigne par a I'angle que fait avec I'axe des x la per-
pendiculaire abaissée du centre sur la tangente et par p la lon-
gueur de cette perpendiculaire, la tangente sera représentée
par I’équation (n° 83)

Xcosa-t- Ysina—p = 0;
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en identifiant avec I’équation (4). on a les relations

X~ V= . .
a b i [
acosa— hina~p~ at+@E~ a’

d’ou )
V— y'a2cos2a-(-6*sin’a.
Ainsi la tangente aura pour équation
(6) X cosa-t- Ysina”y”~cos* a-t-"sin’a.

On peut encore trouver I’équation de la tangente en cher-
chant les points d’'intersection de I'ellipse et d’une droite et
exprimant que ces deux points .coincident, comme nous l’avons
fait pour le cercle (n° 94). On obtient ainsi I’équation de la tan-
gente sous la forme
@) y=mxzx\)aiin‘+bi.

15 C— Comme application, proposons-nous de trouver le lieu
du sommet d’'un angle droit cir-
conscrital’ellipse. Supposons que
I'on veuille mener par un point
extérieur (fig. 97), ayant pour
coordonnées x' et y', des tangen-
tes a I'ellipse ; la tangente devant
passer par le point P, on aura I'é-
quation de condition

yl= mx1l: vahn*+ bl
dans laquelle le coefficient angu-
laire mest I'inconnue. Cette équation,mise sous forme entiére,

m- (a-— x™)-h2Xy'm-+-@1— ym= o
est du second degré; ses deux racines donnent les directions
des deux tangentes menées du point P a I'ellipse, et, par con-
séquent, déterminent ces tangentes. Les deux tangentes me-
nées parle point P seront rectangulaires, si le produit des deux
valeurs de m est égal a— 1, ce qui exige que les coordonnées
du point P vérifient la relation

Ny

t— - X, ou x,t-\-)j,‘-zal—hbi.
ar— x 12 '
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Ainsi le lieu du sommet d’un angle droit circonscrit a I’ellipse
est le cercle circonscrit au rectangle construit sur les axes.

DIAMETRES.

157 — Nous avons trouvé (n° i3i) lI'équation générale des
diameétres dans les courbes du second degré. En représentant
par t(x,y )=0 [I'équation de la courbe, et par m le coeffi-

cient angulaire des cordes paral-
léles MM (fig. 98), nous avons vu
gue I'équation du diameétre DD' se
met sous la forme

/2+mE=0.

L’ellipse étant rapportée a ses axes,
I’équation du diametre se réduit a
2r  2m?/ v-
_aj.+ —LiL—o, ou é: ------- j-x.
Si I'on désigne par m ' le coefficient angulaire du diamétre
DD', on a, entre la direction des cordes et celle du diamétre,
la relation

2

Nous avons vu aussi que si I'on méne des cordes MM" paral-
leles au diamétre DD', le diameétre EE' qui divise ces cordes
en deux parties égales a pour coefficient angulaire m ; les
deux diamétres DD', EE' forment un systéme de diameétres
conjugués, et leurs coefficients angulaires m - etm sont liés par
la relation (8).

Cette relation fait voir que les deux coefficients angulaires
m et m * sont de signes contraires, et, par conséquent, que les
deux demi-diameétres conjugués 01) et OE, silués d’'un méme
cOté du grand axe, sont placés de part et d’autre du petit axe:
si le premier part de la position OA et tourne de OA vers OB
le second part de la position OB et tourne de OB vers OA".

158 — La tangente en un point quelconque D de I’ellipse
est parallele au diametre EE' conjugué, du diamétre DD' qui
passe au point de contact. En effet, si I'on appelle x ety les
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coordonnées du point D, le diamétre OD a pour coefficient
fl
angulaire m— o« le coefficient angulaire de la tangente au

b~cc

point Destm'= — — ; on voit que ces deux coefficients

vérifient la relation mm'= ---—---

On se rend bien compte de cette propriété en imaginant que
la sécante MM se meuve parallelement au diameétre EE7 et
s’éloigne du centre; les deux points d'intersection Met M se
rapprochent de plus en plus du milieu de lacorde, et finissent

par se confondre en D; alors la sécante devient tangente au
point D.

159 —Les propriétés des diamétres conjugués se montrent

immédiatement, quand on considére

I'ellipse  comme la projection d'un

cercle. Deux diametres rectangulaires

OD,, OE, (fig. 99), dans le plan du

cercle, forment un systéme de diame-

tres conjugués; car chacun d’eux di-

vise en deux parties égales les cordes

paralleles a l'autre; les cordes paral-

leles se projettent sur le plan de I'ellipse suivant des cordes

paralléles; le milieu d’'une corde a pour projection le milieu

de la projection de la corde ; chacun des diamétres OD et OE,

projections des premiers, divise donc en deux parties égales

les cordes paralleles a l'autre ; ce sont deux diameétres conju-
gués de I'ellipse.

On en déduit facilement la relation qui existe entre les coef-

ficients angulaires m et mlde deux diameétres conjugués. Si

I’'on appelle M, et I'T\Ies coefficients angulaires des deux diame-

tres conjugués OD,, OE, du cercle, on am — am L, m—-w)\ ;
d’ou mml= — mim\ ; puisque les diametres conjugués du
cercle sont rectangulaires on a mym', = — 1; il en résulte

mml— — 2
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Quand on donne un diametre OD, on peut trouver le con-
jugué OE, sans que I’ellipse soit tracée. On construira le dia-
metre OD, qui a pour projection OD; on menera le diametre
OE, perpendiculaire a OD, et on projettera OE, ; la projection
OE sera le diamétre demandé.

TG O — Ellipse rapportée a deux diameétres conjugués. Nous
avons vu (n° i38) que, lorsqu’on prend pour axes des coor-

ionnées deux diametres
;onjuguésDD7EE7(fig.ioo)
f une ellipse, I’équation de
la courbe se simplifie et
prend la forme

Me/2-ENT//, = H.
Désignons par 2a7et 2b' les
longueurs de ces diame-
tres conjugués; si, dans
I’équation précédente, on tait successivementy = 0 et x — o,

~ H . S . -
on a anl= j]§/| &= >te qui permet d’écrire I'équation de

la courbe de la maniére suivante
ri W2

© =

Ainsi I'équation de I'ellipse conserve la méme forme, que la
courbe soit rapportée a ses axes ou a un systeme de diameétres
conjugués.

Les calculs qui ont été effectués pour démontrer les pro-
priétés de I'ellipse, au moyen de I’équation de la courbe rap-
portée a ses axes, et dans lesquels on n’a pas supposé les coor-
données orthogonales, pourront étre répétés avec lI’équation de
la courbe rapportée a un systéme de diameétres conjugués.
Ainsi, I'ellipse étant rapportée au systeme des diametres con-
jugués OD et OE, la tangente aura pour équation

xX' jyY'

all + 6% — I-
Mais I’équation de la normale ne conserverait pas la forme
qui correspond aux axes de coordonnées OA et OB.
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161 — si I'on appelle a et @3les angles que font les deux
demi-diameétres OD, OE avec le grand axe OA, a' et bl leurs
longueurs, on a, d’aprés I'équation (3) du m» 145,

..a'lcossa a”sin'a . o i/scassS insin’ G

)i = B i) b - =

Les deux diametres étant conjugués, OLl a, en outre, la relation

tang a tang [3= —
ou
> cosacosS sinasin B

Des deux angles g et p, I'un est aigu, I'autre obtus ; nous sup m
poserons a aigu, p obtus. Les quatre quantités variables a, p,
a\ bl dont une seule est arbitraire, sont liées par trois relations;
en combinant ces relations, on en déduit divers théorémes.

162 - Si I'on multiplie par a'b' les deux membres de la
relation (11), on peut I'écrire sous la forme suivante

a' cosa alsin q
a b
b'sinp — b'cosp’
b a

chacune de ces fractions est égale a une fraction ayant pour
numérateur la racine carrée de la somme des carrés des nu-
mérateurs, et pour dénominateur laracine carrée de la somme
des carrés des dénominateurs; en vertu des relations (9) et
(10), ces deux sommes sont égales a I'unité ; on a donc

a'cosa a'sin «
a __ b -
b'sin P — </cosp 1’
b a
I'angle a étant aigu, il faut prendre le signe plus. On en déduit
a'cosqg b'sinp nlsiny b' cos
a b b a
) i sina -
Si, dans la relation (9) on remplace — ~— par la quantité
éga'lé----?--gt-)-s- E, il vient'

(12) a,Jcosba-t- 6/icos’ p= a*.
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Si, dans la méme relation, on remplace a cos- par la quan-

..... blsinS .
lite égalé — on a aussi

(13) aksin2a -+~ sin23= 05
Les deux relations (12) et (i3) signifient que la somme des
carrés des projections de deux diametres conjugués quelconques
sur chacun des axes est constante et égale au carré de cet axe.
En ajoutant les deux relations(i2) et (i3) membrea membre,
on obtient 9
(14) a'*-+-6«=a, -i-6*$
ainsi la somme des carrés de deux diameétres conjugués quel-
conques est constante et égale a la somme des carrés des axes.
103 — En décomposant chacun des termes de la relation
(9) en deux facteurs, on peut la mettre sous la forme
a'cosa a'cos* i a'sina a'sina
~~a a 1 b b ~1I;

si I’on remplace les seconds facteurs a sma par jes

quantités éga'lésE smf‘ ----(—)—I-CESI?, il vient

alb' (sin p cos a— sin a cos p)

Tb -

ou
(15) a'blsin (P— <x)=ab.
Le produit a'blsin (3— a) est la mesure de l'aire du parallélo-
gramme ODKE (fig. 100); en multipliant par 4, on obtient I'aire
du parallélogramme circonscrit FGHK. Ainsi, l'aire du paral-
lélogramme construit sur deux diametres conjugués quelconques
est constante et égale au rectangle construit sur les axes.

Le parallélogramme inscrit DED'E', qu'on obtient en joi-
gnant les extrémités des diameétres conjugués, est la moitié du
précédent, et a aussi une aire constante.

10# — On peut démontrer facilement ces théorémes en
considérant I'ellipse comme la projection d’un cercle.

Deux diameétres conjugués OD et OE de I'ellipse sont les
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projections de deux dianetres rectangulaires (D et CE du
cerdle (fig 9. Les angles DOP,E,CQétant conmplénentaires,
les triangles rectangles DOP, EQQ sont égaux, et I'on a
GR= DP; meis 0P2+ DP2m=002=a2; il en résuite

OP2+ OUR= ab

Les longueurs P et GRétant les projections des deux demmi-
diarretres conjugués et CE sur le grand axe e Pellipse, on
\Voit que la somre dks carrés e ces ckux projections est con-

stante, et I'ona )
a'dosa-+62003= &

Tlenest ce mérre pour l'autre axe; les projections des deux
demi-diarmétres conjugués sur le petit axe sont égales aux
ordonnéesDPetEQ; maisDP=" D,P,EQ="E,Qgt, par suite,
CP4-B0= - (DP2+ EM; les longueurs EQet OP éart
égales, ona DP2+ET= Dp+ QP*= &2 et, par suite,

ou al2sin’ a-4-b'ssinep=
En gjoutant menrbre a mebre les deux relations précé-
Centes, on obtient la relation
al/,+ 6/,= a2+ 6-.
1©5 —Pour démontrer la propriété relative a l'aire du par
rallélogranmre, nous nous servirons duthéorae suivant :
La projection d'une aire plane sur un plan quelconque est
égale a I'aire projetée multipliée par le co-
sinus de l'angle des deux plans.

Gorsiciros dabord un triangle ABC
(fig 101) ayant un oité ABparalléle au plan
Ck projection ; NoUs POLMOIS SUPDPOsEr gLe
le plan ck projection pesse par ce odté AB;
du somret C abaissors sur ce plan ue
perpendiculaire GG, et, dars ce plan, me-
nons CD perpendiculaire a AB; la droite
D sera assi perpendiculaire a AB et
I'angle (OC rresurera I'angle diedre 9 des
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deux plans. Cela posé, on a

C D= CDcos?9,
ABxC'D ABxCD
dou = c0so,
2 2
et, par suite, AC'B= ACBXx cos9.

Ainsi Paire du triangle AC'B est égale a celle du triangle ACB
multipliée par cos 9.
Supposons maintenant que le triangle ABC (fig. 102) n’ait
aucun de ses cOtés paralléle au plan de projection ; nous pou-
vons faire passer ce plan par le som-
met A, de telle sorte que les deux au-
tres sommets soient d’'un méme coté ;
le plan du triangle prolongé coupe le
plan de projection suivant une droite
Al, et la droite CB perce ce plan au
point I; les triangles AIC, AIB se pro-
jettent suivant AIC', AIB/, etl'on a, d’a-
prés ce qui a été dit,
AIC/=AICxco0s9,
AIB7= AIBX cos9;
d’ou, par soustraction,

AB C' = ABC X cos o.

Le théoréeme, étant démontré pour un triangle, s’étend a
un polygone plan, que lI'on peut toujours décomposer on
triangles, et méme a une aire plane limitée par une courbe
fermée quelconque; car on peut regarder cette aire plane
comme la limite de I'aire d’un polygone inscrit, dont on aug-
mente indéfiniment le nombre des cotés de maniére que
chacun tende vers zéro.

Quand on considére I'ellipse comme la projection d'un
cercle, le parallélogramme construit sur deux diametres con-
jugués est la projection d’'un carré circonscrit au cercle; le
carré ayant une aire constante égale a celle du parallélo-
gramme est aussi constante et égale a 4a* cos9, c’est-a-dire
a 4ab.



138 LIVRE Ill, CHAPITRE IV

AIRE DE L’ELLIPSE.

166- Le méme théoréme nous donne immédiatement
I’aire de I’ellipse. L’ellipse étant la projection d’'un cercle, son
aire est égale a celle du cercle ira2 multipliée par cos 9 ou par

3 ce qui donne t~ab.

DIAMETRES CONJUGUES EGAUX.

107 —Nous avons vu (n° 107) que les deux demi-diamétres
conjugués OD et OE sont situés de part et d’autre du petit axe
OB (fig. i03). On sait que le rayon

de I'ellipse est d’autant plus grand

qu’il s’écarte davantage du petit

axe; pour que les deux diametres

conjugués deviennent égaux, il

faut donc que ces deux diameétres
fassent des angles égaux avec le.

petit axe OB, ce qui exige que les angles a et p soient supplé-

. b- . b . .
mentaires. On a donctarbg*a:a-et par suite, tanga=_; ainsi

les diametres conjugués égaux OG et OH coincident avec les
diagonales du rectangle construit sur les axes.

De la relation a/2+ 6 /2= a 2+ 62) on déduit a”2= Q } et

I’équation de I’ellipse, rapportée a ses diamétres conjugués
égaux, devient

elle a méme forme que I'¢quation du cercle, seulement les
coordonnées sont obliques.

Cette équation signifie que la

somme des carrés des distances

de chacun des points de I’ellipse

aux deux diametres conjugués

égaux est constante. En effet,

soient 0 I'angle des deux diame-

tres conjugués égaux, MP et MQ
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les coordonnées du point M ME et MF les perpendiculaires
aoais’es du point Msur oss diaetres, on a (fig 109
ME= y'sing, MF  x'sino; dol

M I5+ MF*= (*e+ y )sin>%= (st >m*"'m»= 42 " .
2 O~—*0

CORDES SUPPLEMENTAIRES.

168- Cna(pelle cordes supplémentaires chs |’€"|FECH,D(
corces MG M, aui, partant d'un méne point e diellipse,
aboutissent aux extrénités d’un dia-

netre G2 (fig i0j).

Deux cordes supplérrentaires sont
paralléles a deux diarretres conju-
gues. Meors, en effet, les dianetres
et Ceparalleles aux cordks sup-

plémentaires M, MJ Dars le triangle O\, la droite (D
paralldle a GMdivise en parties proportionnelles les deux
o0tés Get QM le centre Oétant le milieu de G7 il en résuite
OLe le diametre D divise en deux parties égales la corde AV
et, par suite, toutes les cordes paralléles au dianetre CE De
mérre, le diaretre CGEdivise en ceux parties égales la gorce
CM et, par suite, toutes les cordes paralleles aCD Dore les
deux diarretres et CE, paralleles aux cordes supplémen-
taires M7 MG sont conjugLES.

Réciproquerment, si par les extréités dun diaretre G (L
nmere des droites paralléles a deux dianmetres conjugués et
CE ces droites se couperont sur ellipse. En effet, soit Me
point ol la corde AV paraliéle aCE, rencontre Iellipse; joi-
gors GM les cordes suppléentaires MG M7 éant paral-
leles & deux diarretres conjugués, la seconde corde CMsera
parallele aCD

16 9—16étude ¢k la variation ce I'angle de ceux dianetres
CONjuOLKs est airsi ramerée al’étuce ce lavaniation ce I'angle
ck deux cordss supplémentaires, Clest-a-dire ok I'angle inscrit
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dans une demi-ellipse. Pour simplifier le calcul, on supposera
les deux cordes supplémentaires me-
nées par les extrémités du grand axe
(fig. 106). L’angle AMA7 que nous
appellerons 0, est égal a la différence
des deux angles MAX, MA X ; les deux
droites AM et A Mayant pour coeffi-

cients angulaires —-— et — —>
oc Cl oc Cl
on a
2/
X —a X + a |axj
tangQ = St 22
? y- X'+yla
— a2

et, en remplagant x» par sa valeur tirée de I’équation de I'el-
lipse ,
tang& - __2d bg
(@a2— b1y

Si le point Mdécrit la moitié supérieure AMAT7de I'ellipse , la
tangente étant négative, I’angle 0 est obtus; quand le point M
est au point A, c’est-a-dire quand y= o, l'angle est droit;
le point Mmarchant de Avers B, y augmente ; la valeur ab-
solue de tang 0 diminuant, I’angle oblus 0 augmente aussi et
acquiert sa valeur maximum au point B; alorsonay— b et

tangO=— mquand le point Mdépasse le pointB et par-

court le quart dellipse BA7, I'angle 0 diminue de sa valeur
maximum jusqu'a un angle droit.

Il résulte de la que I'angle des demi-diameétres conjugués
OD et OE, situés d’un méme c6té du grand axe, est obtus et
varie depuis un angle droit jusqu’a la valeur maximum ABA?7,
les diametres conjugués, qui comprennent I’'angle maximum,
étant respectivement paralleles aux cordes supplémentaires
AB et AB, et, par suite, également inclinés de part et d’autre
du petit axe OB, sont égaux.

Nous avons étudié la variation de I’angle obtus DOE de deux
diamétres conjugués, I'angle aigu DOE7 varie en sens inverse.
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On obtient directement cet angle en menant les cordes supplé-
mentaires parles extrémités du petit axe BB'; quand le pointM
décrit le quart d’ellipse BA, l'angle inscrit diminue depuis
un angle droit jusqu’au minimum BAB', supplémentaire du
maximum obtus ABA'.

17 © — Lorsqu'une ellipse est tracée, on peut déterminer
graphiquement le centre et les axes. Pour trouver le centre,
on menera deux cordes paralléles suffisamment écartées I'une
de l'autre ; on joindra les milieux de ces cordes, ce qui don-
nera un diamétre dont le milieu sera le centre. Si sur ce dia-
metre on décrit un demi-cercle, et que l'on joigne aux deux
extrémités du diameétre le point ou ce demi-cercle coupe la
demi-ellipse, on aura deux cordes supplémentaires perpendi-
culaires entre elles ; les diametres paralléles, formant un sys-
teme de diametres conjugués rectangulaires, seront les axes
de I'ellipse.

On pourrait obtenir de la méme maniere les deux sys-
temes de diameétres conjugués qui font entre eux un angle
donné compris entre le minimum et le maximum ; il suffirait
de décrire sur un diamétre un segment capable de I'angle
donné.

171 — Construire une ellipse, étant donnés deux diamétres
conjugués. Soient DD', EE; (fig. 107) les deux diamétres conju-
gués donnés, dont nous désignerons les longueurs par 2alet

26'. L’équation de [I'ellipse,
rapportée a ces deux diame-
tres conjugués, est

X2 M*

Par le centre menons la
droite EJjE7 perpendiculaire
a Diy et prenons OE,= OE;
I'ellipse qui a pour axes DD', EJE',, rapportée a ces axes, est
représentée par la méme équation. Il en résulte que les ordon-
nées MP, M,P, qui correspondent a une méme abscisse OP,
sont égales entre elles. Imaginons que, par le procédé indiqué

au n° 149, on ait construit différents points de I'ellipse DE,!)7,
EMAATT. 11
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dont on connait les axes; soit Mt 1'un de ces points, MJ‘ son
ordonnée; si par le point P on mene PM paralléle a OE et
égale a PM,, on aura un point Mde I'ellipse demandée. Chaque
point de la premiere ellipse donnera un point correspondant
de la seconde. Ceci revient a déformer la premiere ellipse en
faisant tourner chaque ordonnée PM, autour de son pied P
d’'un angle constant.

Le méme mode de transformation s’applique a la tangente.
La tangente au point Mest représentée par I'équation

xX uj!Y—i
as—

en coordonnées obliques ; cette équation représente aussi la
tangente au point M, en coordonnées rectangulaires. Ces deux
tangentes coupent le prolongement du diametre DD au méme
point T, dont on obtient I'abscisse en faissant Y = o.

Au lieu de construire I’ellipse par points, comme nous |I’avons
expliqué, on pourrait déterminer d’abord les axes de I'ellipse,
et construire ensuite cette ellipse au moyen de ses axes. La
détermination des axes dépend du théoréme suivant.

172 — Deux diamétres conjugués quelconques déterminent
sur une tangente fixe PQ deux segments DP, DQ, dont le pro-
duit est constant et égal au carré du demi-diametre OE parallele
a la tangente (fig. 108).

Si I'on prend pour axes des
coordonnées le diameétre OD,
qui passe par le point de con-
tact et le diametre conjugué
OE, et si I'on appelle alet V
les longueurs de ces demi-
diametres, I'équation de I'el-
lipse est

a'* bl* *%k
Soient y— mx, y— m'x

les équations de deux diameétres conjugués OA, OB; d’apres la
remarque faite au n° 160, les coefficients angulaires seront liés
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par larelationnitiit.— Si, dans ces équations,on faitx=ar,
on trouve DP= — mal, DQ = m'al; d’ou
DPxD Q=— mm'al*= b"™.

173- 0On démontre facilement ce théoréme quand on con-
sidére I'ellipse comme la projection d’'un cercle. Soient OA,,
OB, (fig'. 109) deux diametres rectangulaires du cercle, P,Q, la
tangente en un point quelconque M,; menons le rayon OM, et
le rayon ON, paralléle a la tangente ; dans le triangle rectangle

PiOQ,, on a
M,P,X M,Q,= OM,S=ON,*.

Quand on projette la figure, les dia-
meétres 0A, OB, donnent deux dia-
meétres conjugués de I’ellipse, la tan-
gente P,Q, une tangente a I’ellipse et
la droite ON, une parallele a cette
tangente; les droites M,P,, M,Q,, ON,,
étant paralleles, ont des projections MP, MQ, ON qui leur sont
proportionnelles ; on a donc aussi entre ces projections la re-

latio
MP.MQ = ON8

17 4 — Supposons que les deux diametres conjugués OA et
OB soient les axes de I'ellipse (fig. 108). Le cercle décrit sur PQ
comme diameétre passe par le point O, et I'ordonnée DH, per-
pendiculaire a PQ, est égale a OE. Il en résulte un moyen facile
de construire les directions des axes, quand on connait deux
diameétres conjugués OD et OE. Par le point D on menera une
parallele a OE ; cette paralléle sera tangente au point D ; on
élévera sur cette droite une perpendiculaire DH égale a OE, et
on décrira un cercle ayant son centre sur PQ et passant par les
points O et H; les droites OP et OQ qui vontdu centre aux deux
points P et Q, ou le cercle coupe la tangente, donneront les
directions des axes.

175 — 1l reste a déterminer les grandeurs des axes. Des
relations

a*-j-&s=a/s-i-61/, ab—a'biSine,
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démontrées aux no 162 et i63, on déduit
(a— 6)s=a/f-+-6/— za'blsin 0 = a*-t-b't— aa'blcos

(a-1- b)t= a'2-+Dbll+ -lalb'sin 0= ass—+b\- ialb'cos ™ =+

Comme on peut supposer que 0 désigne I'angle aigu des dia-
meétres conjugués, on voit par ces formules que la longueur
a— b est le troisieme c6té d’'un triangle dont les deux autres

cOtés sont égaux a a' et ablet dont I'angle compris est - — 0.
2

Ce triangle est le triangle ODH (fig. 108) ; car I’angle ODH est

égala-— 0, et les deux cotés DO et DH sont égaux a a' et bl;

ainsi le troisiéme cété OH donnera a — b. De méme a -t- b est
le troisieme c6té d’'un triangle dont les deux autres c6tés sont
égaux a alet aV et I'angle compris supplémentaire du pré-
cédent ; ce triangle est le triangle ODK, que I'on obtient en
prolongeant la perpendiculaire DH d’'une longueur égale a
elle-méme ; le troisieme c6té OK donnera = + b. Si du pointO
comme centre, avec OH pour rayon, on décrit un cercle, la
longueur Kl sera égale au grand axe 2a, la longueur KL au
petit axe ib.

On peut remarquer que le grand axe OA est la bissectrice
de I'angle HOK, le petit axe la bissectrice de I’'angle supplé-
mentaire.

EXERCICES.

1» Trouver le lieu des sommets des parallélogrammes construits sur les
diamétres conjugués d’'une ellipse.

3° Trouver le lieu du milieu des cordes menées par un méme point dans
une ellipse.

3° Une corde d'un cercle se meut parallélement a elle-méme ; par les
extrémités on mene des droites paralléles a deux directions données ; trou-
ver le lieu du point de rencontre des paralléles.

4» Parmi tous les parallélogrammes circonscrits a une méme ellipse, les
parallélogrammes construits sur deux diametres conjugués ont une aire mi-
nimum.

5° Parmi tous les parallélogrammes inscrits dans une méme ellipse,
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ceux dont les diagonales forment un systtme de diamétres conjugués ont
une aire maximum.

6° De toutes les ellipses inscrites dans un méme parallélogramme, quelle
est la plus grande ?

7° De toutes les ellipses circonscrites & un méme parallélogramme, quelle
est la plus petite ?

8° Parmi tous les systémes de diamétres conjugués de I'ellipse, les
axes forment une somme minimum et les diamétres conjugués égaux une
somme maximum.

9° Inscrire dans l'ellipse une corde de direction donnée telle que la
somme de sa longueur et de la distance de son point milieu au centre soit
maximum. Trouver le lieu du milieu de celte corde, quand la direction
varie.

io® Une droite se meut parallélement a elle-méme dans le plan de deux
autres ; on prend sur elle un point tel que la somme des carrés de ses dis-
tances aux intersections avec les droites fixes soit constante : quel est le
lieu décrit par le point ?

ii» Etant données deux ellipses quelconques, on peut déterminer deux
directions paralléles a la fois a deux diametres conjugués de l'une et de
I'autre ellipse ; par les points communs aux deux courbes passe une troi-
sieme ellipse dans laquelle les diamétres conjugués égaux seront paralleles
a ces deux directions.

13° Une ellipse tourne autour de son centre; aux points oii elle coupe
une droite fixe on méne des tangentes a la courbe ; trouver le lieu du point
dintersection de ces tangentes.

i3° On donne un cercle et une droite fixe passant par son centre ; une
droite mobile égale au rayon s’appuie par une de ses extrémités sur le
cercle, par I'autre sur la droite; trouver le lieu décrit par un point de la
droite mobile.

i4* Trouver l'aire de I'ellipse définie par I'équation

AE -t-Bxy-t-Cy* = i.

i5° Un triangle étant inscrit dans une ellipse, si on appelle R le rayon
du cercle circonscrit, et d, d', d” les demi-diamétres paralléles aux cotés,
bnaR =<0,

ab

i6« Un rectangle quelconque étant circonscrit & une ellipse, le parallélo-
gramme qui a pour sommets les points de contacta un périmetre constant,
et deux cotés consécutifs font avec la tangente des angles égaux.

170 A partir d’un point quelconque d’'une ellipse on porte sur la nor-
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Kk

maie une longueur égale & — , Kk étant une constante et p la perpendicu-
P

laire abaissée du centre sur la tangente ; trouver le lieu de I'extrémité de

cette droite.

CHAPITRE V.

De l'iljperbole.

17 6 — Construisons maintenant le lieu défini par I'équation
MB+NYy2+F,=o0,
dans laquelle Met N ont des signes contraires. Nous suppose-
rons M positif, N négatif et égal a— N'. Si F, est égal a zéro,
I’équation
Ma: «— N'y2= o,
résolue par rapport a y, donne

y—

elle représente deux droites passant a l'origine. Le cas ou F,
est positif se raméne au cas ou F, est négatif par la permu-
tation des axes, ce qui revient a remplacer dans I’équation y
par a; et cc par y ; nous poserons donc Ft— — H; I'équation
prend la forme

Ma— N'y~H,
M, N' et H étant des constantes positives.

A chaque valeur de a; correspondent deux valeurs dey égales
et de signes contraires ; lI'axe des x est donc un axe de syrrlé-
trie de la courbe ; il en est de méme de I'axe des y. On en
conclut que l'origine est centre de la courbe ; on peut démon-
trer cette derniere propriété en observant que si I’équation est
vérifiée par les coordonnées x et y d’'un point, elle est vérifiée
également par les coordonnées — a;et— y du point symétrique.

— En résolvant I’équation par rapporta y, on obtient

y=V~w —"'
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Pour que y soit réelle, il faut que la valeur numérique de x

soit supérieure a Portons donc sur I'axe X'X, a partir de

I'origine, deux longueurs, OA, OA/égalesa y /"’ et, parles

points A et A', menons des

paralleles a OY (fig. no); la

courbe n’a aucun point entre

ces deux paralleles. Quand

x — OA, I'ordonnée yestnulle,

ce qui donne le point A; si

I'on fait croitre x indéfiniment

a partir de OA, la valeur nu-

Ffi uo jnérique de y croit aussi indé-

finiment a partir de zéro ; on a ainsi deux arcs infinis ADet Aiy.
En faisant varier x depuis — OA/ a — co, on obtient deux
autres arcs infinis A'E, A'E', symétriques des précédents par
rapport & OY. Ces quatre arcs constituent les deux branches de
I’hyperbole, qui admettent pour axes de symétrie les deux
droites X'X, Y'Y. Le premier de ces axes rencontre seul la
courbe, on I'appelle axe transverse; le second est I'axe non
transverse ou imaginaire; les points A et A7 sont les deux

sommets de la courbe. Si I'on pose, pour abréger, a= y/j-j’

6= 1/5;, I'équation se mét sous la forme

v’ a2 62

Les dimensions de I’hyperbole dépendent uniquement des
deux lignes a et b; on dit que ces deux paramétres sont les
longueurs des demi-axes de la courbe, le premier est le demi-
axe réel, le second le demi-axe imaginaire.

17% — Les carrés des ordonnées perpendiculaires a | axe
transverse sont proportionnels aux produits des segments cor-
respondants formés sur cet axe.

En effet, de I’équation (i) on déduit

yl _If T — —
cc2—a* a* O0U (cc-f-a)(cc— a) a*
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donc -# F -
A'PxXAP a*

179 — Asymptotes. — Nous avons vu (n° i30), que, quand
I'origine des coordonnées coincide avec le centre de I’'hyper-
bole, on obtient I’équation des asymptotes en supprimant le
terme constant dans I’équation de la courbe. Les deux asymp-
totes RR', SS' auront ici pour équation
i \ *%* »* b

a?~b*=°" ou yz==+ax"

On peut vérifier aisément que la différence MN des ordon-
nées de la droite OR et de I'arc AP a pour limite zéro; car
cette différence a pour expression

b . ————-----ab
Al WA= i

L’arc AD est compris dans I'angle ROX et se rapproche indé-
finiment de la droite OR, qui est son asymptote. Les droites
ORY7, OS, OS7sont de méme les asymptotes des arcs ATE7, ATE,
AD7. D’'apres I’équation (2), on voit que les asymptotes R R, STS
sont les diagonales du rectangle construit sur les axes.

* 8 0 — Hyperboles conjuguées.— Deux hyperboles sont dites
conjuguées lorsque, ayant méme centre et mémes axes, l'axe
réel de l'une est axe imaginaire de I'autre. Ainsi Fhyperbole
proposée a pour conjuguée une autre hyperbole ayant pour
axe transverse b et pour axe imaginaire a (fig. m ). L’équation
de cette seconde hyperbole est évidemment

/ox «m y '~

A'~V e I-

Deux hyperboles conjuguées ont les mémes asymptotes,
puisque le rectangle construit
sur les axes est le méme pour
les deux courbes. L'une des
courbes est comprise dans les
deux angles ROS7, R70S opposés
par le sommet, la seconde dans

les deux autres angles ROS,
R70S7,
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* 8 1 — Hyperbole équilatére. — On dit qu’une hyperbole est
équilatére lorsque les axes a et b ont méme longueur. Dans ce
cas, le rectangle des axes devient un carré, et les asymptotes
sont perpendiculaires entre elles ; I’hyperbole conjuguée est
égale a la premiere ; on I'obtient en faisant tourner celle-ci
d’un angle droit autour de son centre.

L’hyperbole dont les axes sont aet b peut étre construite au
moyen de I’hyperbole équilatére dont I’axe est a, comme on a
construit I'ellipse ayant pour axes a et b au moveh du cercle
de rayon a, c’est-a-dire que la premiere hyperbole peut étre
regardée comme la projection orthogonale de la seconde. Mais
cette considération n’est d’aucune utilité dans les constructions
graphiques relatives a I’hyperbole, parce que le tracé d'une
hyperbole équilatére n’est pas plus simple que celui d'une
hyperbole quelconque.

182 — Soientx ety les coordonnées d’un point quelconque

du plan; considérons le polynéme

a2 o6
Pour un point M appartenant a la
courbe, ce polynébme est égal a
zéro; si I'on fait marcher un point
P a partir de Msur une paralléle a

I’axe transverse AA' (fig. 112), le terme Vlconserve une va-
/pi

leur invariable, tandis que le terme ~diminue ou augmente,

suivant que le point P se rapproche ou s’éloigne de I'axe desy.

Il en résulte que le polyndme a une valeur négative pour tous

les points situés entre les deux branches de I'hyperbole , et

positive pour tous les autres points du plan.

TANGENTE.

18 3 — L’équation de la tangente au point M, dont les coor-
données sont x et y, est

) X~ _l=a
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Pour corstruire cette droite, on peut détermirer le point T
(fig. 112), o elle coupe I'ae OX S, dars IBguetion (3), an
fait Y=0, il vient X=OT ——; on datient cette longueur OT
par ure troisiee proportionrelle.

184— Le coefficent angulaire ck la tangente a pour valeur

bix __ b
67 “ / aF
aVv |l-x>

Supposors aLe le point Midkcrive arc AD; en Ale coefficient
angulaire est infini, et la tangente perpendiculaire a l'axe
tramsvere ; x augmentant, le coefficent angulaire diminue
corstamment et tend vers la Iim'te(—x, coefficent angulaire
e I'assynmatote AR ; Pangle MIXdiminue doc e a ROX
en méne terps la valeur de OT diminedeaao; ilen rée-
sulte qLe I"asyrrptote est la position limite ok latangente quard
le point ck contact séloigne incéfininent.

185 —Mener une tangente par un point extérieur P. —3
I'onappelle x1 ety, les coordonnées du point P, les points ¢k
contact sont determrings par I"équation dk la.corde des contacts

) "Fo1—
jointe & I’équation (1) ck I’hyperbole.
Enéliminanty, on dbtient I"éguation du second degré
I_KS’I‘ f) (13 2¥ + (1+ -

cont les racines sont les alscisses dks points de contact Vet M
des deux tangentes menées dupoint P. La condition ck rédlité
Oks racines est —Ko, Cestadire qe le point P
doit étre placé entre les deux branches ce lacourte. Sile
point P est placé dars les angles des asymptotes qui compren-
nent lacourbe, le coefficient™” W étant positif, le procluit
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des racines est positif; par suite, les deux racines sont de
méme signe, et les deux points de contact sur une méme
branche de la courbe. Au contraire, si le point P est dans I’'un
des angles ROS, R'OS7, il y a un point de contact sur chacune
des branches.

18® — Tangente paralléle a une droite donnée. —En appe-
lant m le coefficient angulaire de la droite donnée, on trouve,
par un calcul analogue a celui du n° i55, que I'équation de la
tangente est
(5) y=mxz*:yjatml—bx

Pour que le probléme soit possible, il faut que la valeur de m’
. 6 . . . )
soit plus grande que , C'est-a-dire que, sila droite donnée

Passe a I’origine, elle soit comprise dans I'angle ROS. Nous
avons vu déja (n° 182) que la valeur numérique du coeffi-

cient angulaire d’une tangente est plus grande que o

187 — On ne peut mener a une hyperbole deux tangentes
rectangulaires que lorsque I’'angle ROS7 est moindre qu’un
angle droit, c’est-a-dire lorsque a est plus grand que b; quand
cette condition est satisfaite, le lieu du sommet d’un angle droit
circonscrit a I’hyperbole a pour équation

Xxt-hyT— ai— bi;
c’est un cercle concentrique a la courbe.

DIAMETRES.

188 —Lorsque I’hyperbole est rapportée ases axes, le dia-
meétre qui divise en deux parties
égales les cordes dont le coef-
ficient angulaire est m a pour
équation

HX 2w

y = tftnX

Si I’on désigne par m' le coeffi-
cient angulaire du diameétre, on
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a, entre la direction des cordes et celle du diamétre, la re-
lation

(6) mm' — 7

Cette relation montre que si I'on prend m/ pour coefficient
angulaire des cordes, on trouvera m pour coefficient angu-
laire du diameélre; c’est-a-dire que si la droite Diy divise en
deux parties égales les cordes paralléles a EE; (fig. ii3), réci-
proquement la droite EE/divise en parties égales les cordes pa-
ralleles a DIK. Ainsi les deux diameétres DD7, EE; sont tels que
chacun divise en parties égales les cordes paralleles a l'autre ;
ce sont deux diametres conjugués.

L’hyperbole a une infinité de systemes de diametres conju-
gués, puisque I'on peut prendre a volonté I’'un des diametres.
La relation (6) exige que m et mlaient le méme signe ; si on

les suppose positifs, m variant de o @, m' variera de °0 a

le diameétre DD' tourne de OA vers I'asymptote OR, et le dia-
metre EE; de OB vers la méme asymptote. On voit ainsi que, '
des deux diametres, I'un rencontre toujours la courbe, et que
I’autre ne larencontre pas. Les axes forment le seul sysleme de
diameétres conjugués rectangulaires, et I’'angle aigu de deux

diametres conjugués varie de ™ a o.

Ondémontre comme pour I'ellipse que la tangente FH en un
point D de I’hvperbole est paralléle au diametre EE' conjugué
du diamétre UD7 qui passe au point de contact.

189 — Deux hyperboles conjuguées et le systéme de leurs
asymptotes admettent le méme diametre pour la méme série
de cordes ; car les équations des trois lieux

a* 6~ ~ ' al b%
ne difféerent que par le terme constant qui n’entre pas dans |'é-

quation du diametre fi-htnf~ = o. Les trois lieux admettent
aussi les mémes systemes de diamétres conjugués.

Si I’hyperbole est équilatere, la relation mml= devient
a*
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mm'— i, ce qui signifie que les angles DOX, EOX sont complé-
mentaires, et, par suite, que les asymptotes sont bissectrices
des angles des diamétres conjugués.

19 0 —Hyperbole rapportée a deux diamétres conjugués. —
Si I'on prend pour axes des coordonnées deux diameétres con-
jugués d’une hyperbole, nous avons vu que I'équation de la
courbe conserve la forme

Ma™M -+ Ny's= H.

Prenons pour axes des x le diametre qui rencontre la courbe ;
on peut supposer H positive, alors M sera positive et N néga-
tive. La longueur du premier demi-diamétre est la distance
OD du point 0 au point de rencontre du diametre avec la

courbe; cette longueur a pour expression On ap-

pelle longueur du second diameétre la quantité b' =

H (]
Si I’'on remplace Mpar” etN par — I’équation précédente

devient
['73 )é/‘ y5 1— o.
On peut arriver a ce méme résultat par une transformation de
!' . , . (}I i
coordonnees; si I'on remplace dans I'équation— — p — 1=0
les variables x ety par les valeurs
X =x'cosa+ y'cosfi, y— x'sina-f-ylsinf],
comme le terme constant ne change pas, et qu’on doit arriver

a I'équation (7), on en conclut que le polynéme devient
jjB ]J/A CcL 0
identiquement La méme transformation appliquée a
y/i
I’hyperbole conjuguée donnera N +1=0. Le demi-dia-
meétre imaginaire b' de I’hyperbole proposée dirigé suivantOY7
a donc pour longueur la distance OE du point O au point E ou
la droite OY7recontre I’hyperbole conjuguée.
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L'équation des asymptotes deviendra par la méme raison
as* yl . \%
a" OU y~ £ a'x'
On en conclut que les diagonales du parallélogramme FHGK
construit sur deux diameétres conjugués quelconques coincident
avec les asymptotes de I'hyperbole.
On peut vérifier directement, comme au no 179, que les

. , Y
droites y'= + sont les asymptotes.

Les cotés FH, GK du parallélogramme sont tangents a la
premiére hyperbole, et les cotés FK et GH a I'hyperbole con-
juguée, de sorte que le parallélogramme est circonscritau sys-
téme des deux courbes.

491 — Si I'on appelle a et p les angles que font avec I'axe
transverse OX les deux demi-diameétres conjugués OD et OE,
alet 6' leurs longueurs, on a entre ces quatre quantités varia-
bles les trois relations

a/scos* a a'ssin*a

ar 6> — I
b*cos’d  V*sin2p _
~~a' b% — e

cosacos (3 sinasinp__
al 6* e’

les deux premieres se déduisent des équations des deux hyper-
boles conjuguées en coordonnées polaires, la troisieme exprime
que les deux diamétres sont conjugués.

Ces relations sont analogues a celles que nous avons trouvées
pour I'ellipse (nn161); on pourra leur faire subir les mémes
transformations. La troisieme relation se mettra sous la forme

a7cosa a'sina t /fa'cosa\2 fa' sin a\2
_a__ b _V\N a ) ~\ b))
s b' cos ~ /- sin py Ct'cosfiy *

en continuant de la méme maniére, on trouvera

0;*cos*a— 6/!cos*p= a2 alssina— y/*sin,p = —bl;
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Ainsi la différence des carrés des projections de deux diamétres
conjugués quelconques sur chacun des axes est constante.

En ajoutant ces deux relations membre a membre, on ob-
tient

al%- 6/!= a 3— 6!;

la différence descarrés de deux diametres conjugués quelconques
est constante et égale a la différence des carrés des axes.
On trouve aussi la relation

alVsin (i— a)— ab;

d’ou I'on conclut que I'aire du parallélogramme construit sur
deux diametres conjugués est constante et égale a I'aire du rec-
tangle des axes.

De la relation all— b'%- a}— bi, il résulte que si a est diffé-
rent de b, on ne peut avoir a'= b'; I’hyperbole n’a pas de
diametres conjugués égaux. Si, au contraire, I’hyperbole est
équilatére, on a toujours a'= V ; tous les systemes de dia-
metres conjugués sont égpux . ce qui s'accorde avec la remarque
du n» 189, puisqu’alors les deux diameétres font avec I’'asymptote
des angles égaux.

192 — L’hyperbole et ses deux asymptotes ayant le méme'
diamétre pour une méme série de cordes, le milieu | de la
corde MMI7 est aussi le milieu de la corde NN7(fig. ii3). Donc
Les portions MN, MIN7d'une sécante comprise entre |'hyperbole
M ses asymptotes sont égales.

Si la sécante devient tangente, on a DF = DH; les portions
d une tangente comprises entre le point de contact et les asymp-
totes sont égales.

193 — Supposons I'hyperbole rapportée & deux diamétres
conjugués DD7, EE7, dont I'un EE7est parallele a une sécante
donnée MN; la courbe aura pour équation

et les asymptotes y7l= ~a 7L Dans la figure n 3, ta secante

MMr7coupantla méme branche en deux points, le diametre parai-
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lele EE7ne rencontre pas la courbe ; et I'on a

MT*= o OP— a'y, Ni2= 40 1%
et, par suite,
Ni 2— ou (NI— M) (MI+ M= b
mais NI— MI==MN et N1+MI= MN;
donc MNXM N~ ft'*.

Lorsque la sécante coupe les deux branches de I’hyperbole, le
diametre parallele rencontre la courbe, et I'on arrive a un
résultat analogue. Ainsi le produit des segments d'une sécante,
compris entre un point de la courbe et les asymptotes, est égal
au carré du demi-diamétre parralléle ala sécante.

194 — Connaissant les asymptotes RRr, SS7et un point M
de I'hyperbole, on peut obtenir au-
tant de points de la courbe qu’on le
veut (fig. n<?). Menons, en effet, par
le point M une droite quelconque
NMN ; cette droite coupe les asymp-
totes en Net N7; si I’on prend sur cette
droite une longueur N'M7égale a NM,
on aura un second point M7de I'hy-

perbole. On peut aussi déterminer les directions et les gran-
deurs des axes. La courbe étant comprise dans les angle’s
ROS, R'OS7, la bissectrice OA de ces deux angles sera I'axe
transverse, et la perpendiculaire OB I’axe imaginaire. Menons
QMQ7 perpendiculaire @ OA, Taxe imaginaire b sera moyen
proportionnel entre MQ et MQ'. En portant sur OB une lon-
gueur OB égale a b, et en menant BC paralléle a OA, BC sera
I'axe réel a. Pour construire la tangente en un point M; de la
courbe, on ménera par ce point M'P paralléle a une asymptote,
on prendra OG = aOP ; la droite M'G sera la tangente de-
mandée.

495 — Lorsqu’on connait les positions et les grandeurs de

deux diameétres conjugués, on obtient aisément les axes.
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Soient, en effet, DD', EE7 (fig. ii5) les deux diamétres, dont
le premier est réel ; les diagonales du
parallélogramme construit sur les
deux diametres sont les asymptotes;
connaissant les asymptotes et un point
D, on est ramené a la construction
précédente.

ISM i— Cordes supplémentaires.— On appelle cordes supplé-
mentaires deux cordes MC, M/
qui, partant d'un méme point de
la courbe, aboutissent aux extré-
mités d'un méme diamétre CC'
(fig. 116). On démontrera comme
nous l'avons fait au n° 168, pour
I’ellipse, que deux cordes supplé-

mentaires sont paralléles a un systéme de diametres conjugués;
~ que, réciproquement, si par les extrémités d’'un diameétre on
mene des droites paralléles a deux diametres conjugués, ces
droites se coupent sur I'hyperbole et forment un systéeme de
cordes supplémentaires.

HYPERBOLE RAPPORTEE A SES ASYMPTOTES.

497 — Si I'on prend pour axes des coordonnées les deux
asymptotes de la courbe, I'équation ne renfermera pas de
termes du premier degré, puisque l'origine est au centre; elle

sera donc de la forme

Ax'4-Bxy Cy*= H.

Les droites paralléles a OY ne cou-

pent la courbe qu’en un point;

donc pour chaque valeur de x, y

n’a qu’une valeur, ce qui exige que

le coefficient C soit nul; par la

méme raison le coefficient A doit aussi étre nul ; ainsi I’équa-
tion se réduit a

8 Bccy= H, ou xy="~=k¥*,

GEOB. AHALYT. 12
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JJ
o]
est positive, puisque pour tous les points de la courbe les coor-
données x ety ont le méme signe. On détermine facilement la
constante k*lorsqu’on connait les axes de la courbe ; en effet,
I’équation (8) doit étre vérifiée par les coordonnées de I'un
quelconque des points de la courbe ; si I’on considére en parti-
culier Ie sommet A, on a, pour ce point

x=y= d*\_ﬁB' 2\1§‘f‘:_t:9_» dou k'zngf 62

Les axes étant pris comme l’'indique la figure, la constante

On donne quelquefois a la constante ARle nom de puissance de
I"hyperbole.

498 — Quand I'hyperbole est rapportée a ses asymptotes,
la tangente TT’ au point M, dont les coordonnées sont x ety. a
pour équation
© yX+a;Y=2A:2
On obtient I’abscisse du point de rencontre de la tangente avec
I’axe OX en faisant dans cette équation Y =0, d'ou

X=0T= — = 9x= 20P;

on reconnait de nouveau que le point de contat M divise en
deux parties égales la portion TT7 de la tangente comprise
entre les asymptotes (n» 192).

AIRE D'UN SKGMENT HYPERBOLIQUE.

4 ®9 — Nouscommencerons par établir le théoréme qui sert
ordinairement a I'évaluation des aires. Considérons I'aire
comprise entre I'axe OX, une courbe, une

ordonnée fixe AB, et une ordonnée mo-

bile MP (fig. 118), correspondant a I'ab-

scisse X ; cette aire, que nous désignerons

par S, est une fonction de la variable x,

dont nous nous proposons de déterminer

la dérivée. Donnons & a: un accroissement AX=PP7 assez
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petit pour que de XN en M'lI'ordonnée varie dans le méme sens;
par les points Met M' menons des paralleles MC, MD a Taxe
OX ; I'accroissement AS de I'aire est plus grand que le parallé-
logramme MPP/C, et plus petilque le paraléllogramme DPP'M’;
le premier parallélogramme a pour mesure y. Acc.sin 6, 9 étant
I’angle des axes, le second (y-\-Ay) Az.sin 6; on a donc

y.AX.sin 6<AS<[y-\-Ay) A x.sin b,

et, en divisant par AXx,

y sin 8< (y-t- Ay)sinO.

Supposons maintenant que I'on fasse tendre Ax vers zéro; le
rapport ~ est compris entre deux quantités, l'une y sin 6,

I'autre ayant pour limite cette quantité; donc le rapportaaussi
pour limite y sin 9. Ainsi la dérivée de I'aire considérée comme
une fonction de I'abscisse est y sin 9. Réciproquement, l'aire S
est une fonction primitive de y sin 9, considérée comme une
fonction de x.

Quand les axes des coordonnées sont rectangulaires, la dé-
rivée de l'aire est égale a y.

200 — considérons une hyperbole rapportée a ses asym-
ptotes, et proposons-nous d’évaluer I’aire comprise entre la-
symptote OX, I'hyperbole, I'ordonnée fixe AB correspondant a

I’abscisse aet I'ordonnée varia-
ble MP correspondant a I'ab-
scisse x (fig. 119). De I'équation

(8) on déduit Z= ~, et, par
suite,
S'=ysin9=/c,sin0X -’

Or - est la dérivée de Lx ; donc
X
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AdsinOx -co:est la dérivée de &sinOLa:; on a, par conséquent

S=ft’sin OLee-+-C.
On détermine la constante C par la condition que l'aire soit
nulle pour x=a, ce qui donne C= — ft' sin OLa. On a ainsi

(10 S = 4*sin0(La;— La)=A"sinOX L

L’abscisse a restant constante, si Ton fait augmenter x indéfi-
niment, l'aire S augmente aussi au-dela de toute limite.
La méme chose a lieu quand on fait tendre a vers zéro,
X restant fixe.

Dans le cas particulier ou I'hyperbole est équilatére, on a
sin 0= i si I'on suppose en outre A*= i, et que I’'on compte
I'aire depuis I'ordonnée qui répond a I'abscisse i, c’est-a-dire
au sommet de la courbe, la formule précédente se réduit a

S= L (*.
C’est & cause de cette propriété que I'on appelle aussi les loga-
rithmes népériens logarithmes hyperboliques.

Si I'on suppose k= i eta= i, la formule (10) devient

S= sin 0L (x).
On pourra prendre I'angle 0de maniére que S soit le logarithme
de x dans un systeme quelconque dont la base est plus grande
que e.

EXERCICES.

i° La base d'un triangle est fixe, la différence des angles a la base est
égale a - ; on demande le lieu du troisieme sommet du triangle.

a» Quel est le lieu des centres des circonférences qui interceptent des
longueurs données sur les cotés d’un angle donné ?

3° On donne deux droites fixes, une droite mobile coupe les deux pre-
miéres de maniere a former un triangle de grandeur constante ; on demande
le lieu des centres de gravité de ces triangles.

40 Les sécantes menées de I'un quelconque des points d'une hyperbole
a deux points fixes pris sur la courbe interceptent sur I'une ou I'autre
asymptote des longueurs constantes.
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5° Toute corde d’une hyperbole divise en deux parties égales la portion
de l'une ou I'autre asymptote comprise entre les tangentes & ses deux
extrémités.

6° Si, sur une corde d'une hyperbole considérée comme diagonale, on
construit un parallélogramme dont les cotés soient paralléles respectivement
aux asymptotes, |'autre diagonale passera par le centre.

7° On donne un point fixe et une droite fixe; un angle de grandeur con-
stante tourne autour de son sommet placé au point fixe; trouver le lieu du
centre du cercle circonscrit au triangle formé par les cotés de I'angle et la
droite fixe.

8* Un triangle ABC est inscrit dans une hyperbole; doux de ses cotés
ont des directions invariables ; trouver le lieu du milieu du troisiéme coté.

9° Sur I'une des diagonales d’'un rectangle prise pour corde on décrit un
cercle ; trouver le lieu des extrémités des diameétres paralléles a la seconde
diagonale.

io° Etant donnés un angle et un point fixe, par ce point on mégne une
sécante quelconque, et par les points ou cette sécante rencontre les deux
cotés de I'angle, on méne des droites respectivement paralléles a ces cotés;
trouver le lieu du point d’intersection de ces paralléles.

ii° Trouver le lieu d'un point tel qu’en menant par ce point des paral-
leles aux asymptotes d’'une hyperbole, I'aire du triangle formé par ces
paralléles et I'hyperbole soit égale a une constante donnée.

ia® Trouver le lieu d'un point tel que I'une des bissectrices des angles
formés par les droites qui joignent ce point k deux points fixes A et B, ait
une direction donnée.

i 3» Toute hyperbole équilalére circonscrite a un triangle passe par le
point de rencontre des hauteurs.

14° Etant donnée une ellipse, on méne deux diamétres conjugués quel-
conques; trouver le lieu du point d'intersection de I'un d'eux avec une
droite menée par un point fixe perpendiculairement a I'autre, ou, plus gé-
néralement, avec une droite faisant un angle donné avcc le second diamétre.

15° On donne deux droites A'A, B'B et un point O, du point O comme
centre, avec un rayon arbitraire, on décrit un cercle; aux points de ren-
contre du cercle avec les droites on éleve des perpendiculaires a ces
droites; trouver le lieu des points d’intersection de ces perpendiculaires.
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CHAPITRE VI

De la Parabole.

- = - * 1

201 — Le second des types auxquels on réduit I’équation
générale du second degré est Ny1l-t-Px = o, ou
(i) y2= 2px.

Le cas oiip est négatif se raméene au cas ou p est positif par le

changement du sens des x positifs; nous supposerons p po-

sitif. On voit immédiatement que la courbe représentée par

I’équation (i) est symétrique par rapport a I’axe des x et qu’elle

passe a I'origine. L’équation (i), résolue par rapportay, donne

y= = \Jzpx.

Pour que I'ordonnée soit réelle, il est nécessaire que I’abscisse
soit positive; si I'on fait croitre x
de o a+co, la valeur absolue de
y croft aussi de o aoo; on a ainsi
deux arcs infinis AD et Al> qui for-
ment la parabole (fig. 120).

La droite AX est I’axe de la para-
bole; le point A en est le sommet;
la longueur p, qui détermine la
courbe, s’appelle le paramétre de
la parabole.

2 0 2 — Construction de la courbe par points. — L’ordonnée
MP du point Mest moyenne proportionnelle entre la longueur
constante 2p et lI’'abscisse AP. Portons sur AX et dans le sens
des x négatifs une longueur AQ égale a 2p; puis décrivons
diverses circonférences ayant leurs centres sur QX et passant
au point Q; ces circonférences coupent de nouveau I'axe AX
aux points P, P;,... et la droite AY aux points N, N',... Par
les points P, P'... menons des perpendiculaires a I'axe AX ;
par les points N, N7,... des perpendiculaires a AY; les points
de rencontre M, M'... appartiennent a la parabole.



DE LA PARABOLE. 183
203 — Des relations
MP2= 2pxAP, MP72=2pX AP/,
MP2 * AP
. rr--
M'P! AL>
Les carrés des ordonnées perpendiculaires a I'axe de la pa-
rabole sont proportionnels aux segments de I'axe compris entre
le sommet et les ordonnées.
2 04 —Par le point Mde la courbe menons une paralléle a
I'axe, et imaginons qu’un point mobile parcoure cette paral-
léle. Si dans la fonction

on déduit

y*— 2pXx
on remplace x ety par les coordonnées du point mobile, cette
fonction se réduira a zéro, lorsque le mobile sera en M, elle
aura une valeur positive pour une position du mobile exté-
rieure a la courbe et une valeur négative pour une position
intérieure.

2 05 —Nous avons vu que les branches infinies de I'hyper-
bole ont des asymptotes ; il n’en est pas de méme de la para-
bole. Et, d’abord, puisque y augmente indéfiniment avec x,
il N’y a pas d'asymptote paralléle a I'axe de la parabole. En
second lieu, soit yl = ax -+ 6 I'équation d’'une droite quel-
conque oblique a I'axe, la différence des ordonnées des points
de la droite et de la courbe qui correspondent a une méme
abscisse est égale a -

ax+ b— ~Nipx

et peut se mettre sous la forme

Quand x augmente indéfiniment, le premier facteur augmen-
tant indédniment, et le second tendant vers la valeur a diffé-
rente de zéro, le produit augmente indéfiniment. Donc il ny a
pas non plus d’asymptote oblique a I'axe.

TANGENTE.

2 0 6 —La tangente au point M, dont les coordonnées sont®
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@ yY=p(\+x).

Sait T le point ot la tangenfe rencontre I’'axe ¢k la paraoole
(fig 121); s dars I’équation @ on
fait Y= 0, on trome X=—; dorc
AT= AP. Gd donne un noyen fa
cile de corstruire la tangente ala
parabde en un point domé M on
aoaissera la perpendiculaire MPsur
l'axe, on prendra AT= AP et I'n
joindra les points Met T.

207 —Mener une tangente par un point extérieur M —

Soient a, et y, les coordonnéss du point M ; les points de con-
tact seront détermings par I équation de lacordk des contacts

©) yly=p (x-rxl),
jointe a celle ck la courte (1); onendéalit

y=yl+ \lyi— ?-pxl, *=

0ss valeurs sont réelles toutes les fois ue le point Mest exté-
reur ala courte.

Pour corstruire la droite MM on cherche les points ol elle
ooupe les axes des coordonnées; si, dars I'équation (3), on fait
y— o, Ontromex — r Cest-a-dire gque Al estégal a AP,;.

s Ponfaitx = o, ontromey= "£1. on ddtiendralle poirt K
par une quatrierre proportionrelle.

208—TFangente paraliéle a une droite donnée.—3 'ondé-

sigre parm le coefficient angulaire ce ladroite donnée, 1'é0uer
tion | = m, jointe & celle ck la courbe, détermire les coor-
données cu pointce contact y = o, x = ¢ Qn en cécit
Iéquition ce la tangente

® Y=mX+ --.
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209 — Normale. — La normale MN en un point M de la
parabole, dont les coordonnées sont x et y, a pour équation

®) Y—y= — NMNX—X).
En y faisant Y =0, on obtient I'abscisse du point N ou elle ren-
contre I’axe ; on trouve

PN=X—x= p.

Ainsi, dans la parabole la sous-normale PN est constante et
égale au parameétre p.

DIAMETRES.

210 — En appliquant I'équation générale des diamétres
des courbes du second degré a la parabole dont I'équation est
V2— 2px = o0, on obtient I’équation

© my—p=o0, ou y= "'

On retrouve cette propriété déja démontrée au n° i34, savoir
gue tous les diametres de la parabole sont paralléles a I'axe.
Comme on peut prendre le coefficient angulaire m des cordes

de maniére alue— ait telle valeur que I'on voudra, il en résulte
m

gue, réciproquement, toute paralléle a
I'axe est un diametre.

Soit A' le point de rencontre du dia-
metre et de la courbe (fig. 122); I'ordon-

née du point A; étant égale a ’D et le coef-
ficientangulaire de la tangente en ce point
ayant pour valeur™* c’est-a-dire m, on en

conclut que la tangente a I'extrémité d'un

diameétre est paralléle aux cordes que ce diametre divise en
deux parties égales.

211 — Parabole rapportée a l'un de ses diamétres et a la

tangente a son extrémité. — Nous avons vu (n° i3p) que, lors-

qu’on prend pour axes des coordonnées un diametre A'X" et la
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tangente A'Y' a son extrémité, I’équation de la parabole prend
la forme

(7) y'= NMx.

Si Ton appelle a et b les coordonnées du point A' par rapport
aux axes primitifs, et que I'on mene AP' parallele a A'T, on
sait que I'on a A'P7= AT=AP; les coordonnées du sommet A

par rapport aux nouveaux axes sont donc a et — V4a’' -t- 6*;
comme elles doivent vérifier I’équation (7), on en déduit

ip’= __+ b 4«s+a2pa_ 2P + 4

P=oar =™

Si I'on désigne par 61’angle Y'A'X"' des nouveaux axes, dans
les triangles rectangles NA'T, NA'P, on a

d’ou n/— TN= —
\Y;

*

sin 6::§n G

212 — La parabole, rapportée a un diamétre A'X et a la
tangente A'Y (fig. 123), ayant pour équa-
tion y*=2p'x, il est évident que I'équa-
tion yY =p, [X-+-x) représentera, soit la
tangente au point M, si x et y désignent
les coordonnées de ce point, soit la corde
des contacts des tangentes issues d’un point
extérieur, si x et y désignent les coordon-
nées de ce point extérieur.

Les tangentes aux deux extrémités M et

Fig. 123. M' d’une corde coupent le diamétre en un

méme point T, tel que A'T = Al. Il en résulte que la droite
des contacts MM, relative a un point extérieur T, est divisée
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en deux parties égales par le diamétre TX qui passe en ce point,
et que, de plus, on a A'l = A'T.

Ceci donne le moyen de construire un parabole par points,
lorsqu’on connait deux tangentes TM, TM7, et les points de
contact Met M7. On meéne la corde MM7, on joint le milieu | au
point T, le milieu A' de la droite Tl est un point de la courbe,
et la tangente en ce point est parallele a MM7. A l'aide de la
tangente A'T7, qui touche la courbe en A7, et de chacune des
tangentes données, on déterminera deux nouvelles tangentes
avec leurs points de contact ; et ainsi de suite. Cette méthode
est fréquemment employée pour raccorder deux droites par
un arc de parabole, lorsqu'on ne peut se servir d'un arc de
cercle, c’est-a-dire lorsque les distances TM et TM7 ne sont pas
égales.

AIRE D’'UN SEGMENT PARABOLIQUE.

213 — Proposons-nous d’évaluer I'aire S du triangle mix-
hligne ATM (fig. 123). Si I'on considére cette aire comme une
fonction de I'abscisse du point M, la dérivée S' est donnée par
la formule

4
S7=ysin0= y~2p'a;sin0= ~2p7.sin8.a:
On en déduit

S=7"y,2p/.sin0.x7-|- C.

La constante C est nulle puisque I'aire se réduit a zéro pour
X ~0. On a ainsi

S= ~x\j2p'x— sin6="#1/sin 0.

L’aire S est égale aux deux tiers du parallélogramme A'IMN ;
et, par suite, I'aire du triangle mixtiligne ATNM est le tiers du
méme parallélogramme.

EXERCICES.

i° Lieu du sommet d’un angle circonscrit a la parabole, et tel que le
triangle formé par les cotés de I'augle et Tare de parabole ait uoe aire con-
stante.
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a» Lieu des points desquels on peut mener a une parabole deux normales
rectangulaires.

3» Une sécante tourne autour d’'un point fixe pris sur I'axe d’'une para-
bole; par les points ou elle coupe la parabole on méne des normales ; trou-
ver le lieu du point de concours de ces normales.

4» Une parabole se meut parallelement a elle-méme, de maniére que son
sommet décrive la parabole dans sa position initiale ; du sommet de la pa-
rabole fixe on mene des tangentes a la parabole mobile ; trouver le lieu des
points de contact.

5° Lieu du point tel que la somme des carrés des normales menées de
ce pointa uue parabole donnée soit constante.

6» Etant donnée une courbe du second degré inscrite dans un angle, on
méne une tangente quelconque a cette courbe; trouver le lieu du point de
concours des médianes ou des hauteurs du triangle formé par la tangente
mobile et les cOtés du triangle ; trouver aussi le lieu du centre du cercle
circonscrit au méme triangle.

7° Etant donnée une ellipse, par un point fixe on méne deux droites rec-
tangulaires quelconques, et au point ou ces droites rencontrent I'ellipse on
méne des tangentes a cette ellipse ; trouver le lieu des points de rencontre
de ces tangentes.

8° Méme probléme, quand on remplace les droites rectangulaires par des
droites paralleles a deux diamétres conjugués d'une autre ellipse donnée.

9“ Un angle de grandeur constante tourne autour de son sommet placé
sur une courbe du second degré donnée; aux points ou les cotés de I'angle
rencontrent la courbe on méne des tangentes a cette courbe. Trouver le lieu
des points de rencontre de ces tangentes.

io« Trouver le lieu du centre d'un triangle équilatéral formé par trois
tangentes ou par trois normales a une parabole.

n» L’aire d’'un triangle qui a pour sommets les points de contact de

trois tangentes a une parabole est le double de I'aire du triangle formé

par ces tangentes et a pour expression+  {y— Y ){/'— Y )"~ ¥, en

désignant par y’, y*, Y'' les perpendiculaires abaissées des sommets du
triangle sur I'axe.

ia“ On mene une tangente quelconque a une hyperbole, on joint les
points ou elle coupe les asymptotes respectivement adeux points fixes; trou-
ver le lieu du point de concours des deux droites.

i3» Mener a une parabole une normale telle que I'aire comprise entre
cette normale et la courbe ait une valeur minimum.
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CHAPITRE VII

Foyers et directrices.

2 1 4 —Proposors-nous d'abord la question suivante : Bart
donrés un point F et une droite CE (fig 124), trouver le lieu
du point dont les distances au point et a
la droite donnés sont entre elles dars un

raoport corstant.
Tragors dars le plan des axes rectant
qulaires queloongues; gopelos a et
Ples coordomnées du point F, et soit
mx+ny + h= o I'équation ce la droite
CE; les distances d'un point quelconoue
Mdu planau point Fet a la droite CE

sont données par les formules

s 'on désigre par « le rgoport corstant M le lieu aura pour
éoLetion

-p = r<»*+»»+W

\ 1 L

 lieuest une courbe du second degré. La quantité B&—4AC
qui sert & distinguer I'espéce ce la courbe, étant égale a
4519, la courbe est ure ellipse, ure parabole ou ure hy-
perbole, suivant que le rgport « est inférieur, égal, ou supé-
reur & I'unite.

215 —Réciproguenent, étant donnée une courle du s
aond degré, nous nous proposerars e chercher Sl existe
cars le plan ck la.courbe un poirt fixe Fet ure droite foe CF,
tels que le rapport des distancess ce chacun des points ¢k la
courte au point F et a la droite CEsoit corstant. S 'ontrowe
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un point et une droite jouissant de cette propriété, le point
s’appellera foyer de la courbe, et la droite directrice.

On peut énoncer la question d’une autre maniére : les axes
des coordonnées étant quelconques et faisant entre eux un
angle 0, supposons qu’'on ait trouvé un point F ayant pour
coordonnées a et p et ulie droite DE ayant pour équation

MF o
mx-hny+ A =0, tels que le rapport soit égal a une

quantité constante k ; la distance MP d’un point M de la courbe
dont les coordonnées sont x et y a ladirectrice DE ayant pour

expression on llita
ym'-hnl— nmmcos O

\-nv-> i
Mr=H _k[mx-\-ny->rK) sin 9.
\mi-+-ni— 2mncos 6

Ainsi la distance d’'un point quelconque M de la courbe au
foyer F s’exprime par une fonction entiére et du premier degré
des coordonnées x et y du point M.

21 ©— Inversement, si un point fixe F jouit de cette pro-
priété que sa distance a un point quelconque M de la courbe
s’exprime par une fonction entiere et du premier degré des
coordonnées a; et y du point M, ce point F est un foyer, c’est-
a-dire qu’il existe une droite DE telle que le rapport des distan-
ces de chacun des points de la courbe au point F et a la droite
DE soit constant. En effet, supposons que I'on ait

FM=4% {mx-f-ny -+~ h),
en désignant par mx-{-ny-\-h une fonction entiere et du
premier degré des coordonnées x et y du point M. Considérons
la droite DE qui a pour équation

mx-\-ny~\-h = o;
la distance du point Ma cette droite est donnée par la formule
Mp__ #{mx-l-ny+ h)sin6
Vm»24-n* — 2mncos 0’
on a donc Vm*+n>— 2mncos0.
Mp i
Ainsi le rapport des distances de chacun des points de la
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courte au point fixe et & la droite fixe CE est constart; le
point Fest donc un foyer de la courte, et la droite CE la di-
rectrice corresponcante. En désignant par « lavaleur du rgp-
port corstant, on a ASNO— m: 4. » 1 —aANTOQ

\ila pourguoi on définit souvent le foyer dure courte du
second degré un point fixe F, tel gue sa distance a un point
queloongue Mk la courtee s'exqorine par une fonction entiere
et dupremier degré des coordonnéss du point M Qn datient
1équation ck la directrice en égalant cette fonction a zéro.

Il est évident a priori Qe cette rromete algebncpe au
foyer est indBpencante ck la position des axes des coordonnees
dars le plan; car une fonction entiere et du premier degré
consene (e IMene caractere guand on change les axes ds
Coordonréss.

S I'onprend I'axe dssy paralléle aladirectrice, I'axe desx
éant quelconque, I'équation ok ladirectrice devant se réduire
alaforme mx-\-n=.0, le coeffident n sera nul et la distance
dufoyer & un point gueloonque Mk la courbe Sexprinera
Par une fonction entiere et du prenier degré + (mx-\-h) ¢k
1akscisse x du point M

Ohwoit par laque la recherche du foyer et ok ladirectrice
dars les courtes du second degré revient a la determinetion
dmpurtFtquBsadstameaanartqﬂmrqnl\/bb
lacourte s'exprine par une forction entiére et du premier
degré des coordonnées a ety du point M Supposors les axes
rectangulaires, et soit
(*) AXx'-hBxy-hCyt-hiux-i-Ey-hF”™o
1équation d’une courte du second degré domnée. Appelors a
et p les coordonnées du foyer cherché, les coordonnées ck
chacun des points ce la courbe devront \erifier 1’équetion

\Jx—A)S*(y —F*= £ (mx4-Ny4-n),
@ w @—a*4-ry—P—mx4-ny4-n*= 0.

Les équations (i) et (2), représentant toutes les deux Ja méne
courte, sont icentiques, Clest-a-dire que les coefficients des

terres correspondants doivent étre proportionels ; onaura
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dorc pour: cétermirer les cing inconnues &, p, M n, n, les
ang équetiors
i—m’_ - imn_\—m _ — 2(<x-hmh) — 2G>+ nh)

A B C— D ~-—g————--- F
Afin ck fadiliter le calcul, nos corsidérons séparéent les
trois courboes ou second degré rappportees aux systenes daxes
rectangulaires qui ont servi a sinplifier leurs éouatiors.

817 —Soit
% P
I'équation dure ellipse domrée rgpportée a s axes. Gitte
equation ne contenant [pes ¢k teme en xy, il fat que le coef-
fident—am e ce termre dars Iéouation (9 sait nul, ce qui
exige Qe 'onait soit N=0, it m =o. dfabord
n=0; les mefﬁumtsohﬁterrrsdjpemerobgredaram
étrea&i nuls, onalrg, ot-hmh=o0, (= 0, et les équations
(3) s réduiront a

as@ —m’)= 6,= [is—a*
Qnen okt m'= £=L2": commre on peut toujours supposer
m [ositif, sans quoi on chargerait les signes des coefficients
m. n, n CBs I"éguation (), on prendra m = . S,

a
dars I"équation 0* (i —m 1)=znh— &, on rerplacen par saver
leur tirée ce I’équation a-i- mh=0, ontrowe a}~a'—b
dolia= + z2\at— b, h= ~za.

Qn dotient airsi deux foyers F et F/ (rig. i25) SitUEs sur le
grand ae e a égdle dis-
tace de part et dautre
ducentre. Pour les déter-
mirer, ce l'extrémité Bau
petit @€ comme centre,
avc un rayon &gl a a,
mdacnram cercle; les
points F et F700 e cerdle




FOYERS ET DIRECTRIGES

coue le grand axe, sont les foyers. Si, pour abréger, on pose

—n=¢,0naa= x¢))ii=") ft= + fl; les signes sugé-
reurs s rgpportent aufoyer F, les signes inférieurs au foyer
F. hsait que I'ona l’éguation ok la directrice en égplant a
Z40 le polyNOMe m x-hny+h; CEttea}Htlm s rédut a
*iTa=0, oux=+2—Qn obtient airsi deux directrices;
au foyer Foorrespond la diirectrice CE qui a pour éguation
= 25a foyer i ladirectrice DEH qui a pour éguation

x - - Qs directrices sont perpendiculaires au grand axe
et a egale distance du centre; la détermrination du point D
cipend d'ure troisiene proportionrelle; on la corstruit ¢k la
neniere suivante : sur le grand axe come diaretre déeri-
vors un cercle, par le foyer Félevors une perpendiculaire &
cet axg, et aupoint N oul la perpendiculaire coue le cercle,
nmenors une tangente au cercle; le point ol cette tangente
rencontre le grand axe est le point D

Nous avors WU aussi gL le rapport corstant des distanoes
e chacun des points dke la courbe au foyer et a la directrice
correspondante est égal ayjmt+ n i, en coordonnées rectangu
laires ; onadoncic= m = . Le rggport N est e qu'on goelle
excentricité del’elllpse

218 —Supposors naintenantm =0;  les coefficients dss
terres du premier degré devant étre nuls, en aura a= q
$-Fnh= o, et les éguations (3 se réduisent a

a'=zb'[i—n')=h'—p.

Ohencéduit
n= 2N (»U ==, \B—2\ h= =pb.

Pour datenir ces nowvelles solutions, il suffit de permruter dars
les premieres les lettres a etb, m etn, aet @ Conre nous
avors sUpoe a Pis grand que b, 0ss deux solutions sont

GEOM. ANALYT. \ 3



194 LIVRE I1l, CHAPITRE VII.

imeginaires. Ainsi on peut attribuer aux corstantes quetre sys-
terres de valeurs qui rendent identioues les équetions (2)et (4);
mais il Ny a que deux ce oes systermes oui donnentt des foyers
et Oes directrices réels.

THEOREME |

219 - La somme des distances de chacun des points de
I'ellipse aux deux foyers est constante.

Ladistance d’un foyer a un point quelcongue Mk la.courte
a pour eqression = (mx -\-ny -f-n), cest-a-dire = Tajm
Le signe —chars la parenthese se ragporte au foyer F, le sigre
-+~ au foyery: ; on choisira le signe placé en avart ce la paren
thése ¢k maniére aavoir une quantité positive.

Dars Iellipse, le rapport - éant moindre que: Funite et
I'abscisse x noindre que a en valeur absolue, e terme ==
est plus petit que a envaleur absolug, et, par conséouent, la
parenthese a le signe du second teme. On prendra devart la
parenthese le signe—pour le foyer F et le signe -+ pour le
foer F ; onaairsi

M= a--2*  Mr=aH--,
cfou 'on ckckit ] i

Mr4-MF=2a.

220 —corotra ire I. La somme des distances d'un point
intérieur a I'ellipse aux deux foyers est plus petite que le grand
axe; la somme des distances d'un point extérieur est plus grande
gue le grand axe.

Qorsicérons dfabord un paint N (fig. 126) situé & l'intérieur
ck I'ellipse. Joignors ce point aux deux
foyers et prolongeors la droite FN
jusoua sa rencontre avec dllipse en

AM Le point Mapparterant alellipse,

la somme des ceux rayors Vecteurs

MM est égale augrand axe A,

mais la ligne droite NF est plus petite que la ligne brisée
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NM+MF; eu ajoutant de part et d'autre la méme longueur F'N,
on voit que le chemin F'N+NF est plus petit que F'M-I-MF,
c’est-a-dire plus petit que AA'.

Considérons maintenant un point P situé hors de I'ellipse ;
la droite PF' rencontre I'ellipse en un point M. La ligne brisée
MP + PF est plus grande que la ligne droite MF ; en ajoutant
de part et d’autre la méme longueur F'M, on voit que le chemin
F'P+PF est plus grand que F'M-I-MF, c’est-a-dire plus grand
que AA'.

Il est clair que les réciproques sont vraies. Si la somme des
distances d’un point du plan aux deux foyers est plus petite que
le grand axe, ce point est intérieur a I'ellipse. Si la somme est
plus grande que le grand axe, le point est extérieur.

Il résulte de la que I'on peut considérer I'ellipse comme le
heu des points dont la somme des distances aux deux foyers
est égale a aa. C'est ainsi qu’on définit I'ellipse en Géométrie
élémentaire, et c’est sur cette propriété que repose la construc-
tion de I'ellipse par points, ou d’'un mouvement continu, dont
nous avons parlé au commencement (n° n).

— Coroltaire Il. L'ellipse est le lieu des points égale-
ment distants d’'un foyer F et du cercle décrit de I'autre foyer
F' comme centre avec un rayon égal au grand axe. Si lI'on joint

les foyers a un point
quelconque Mde I'ellipse
et si I'on prolonge le
rayon vecteur F Md’'une
longueur MH égale a MF,
on obtient une longueur
F H constante et égale
au grand axe ; le lieu du
point H est donc la cir-
conférence décrite du
foyer F' comme centre
avec le grand axe pour
rayon. La portion MiIl
du rayon étant le plus
court chemin du point Ma cette circonférence, le point M de
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Iellipse est égalerrent distantdufoyerf-et ce lacirconférence.
hadomé ace cercle le nomake cercle directeur.

THEOREME II.

222 —La tangente a I'ellipse fait des angles égaux avec les
rayons vecteurs, qui vont du point de contact aux deux foyers.

Prenors deux points voisins Met M (fig- 128) sur I'ellipse ;
au loyer Foommre centre, avec AV pour rayon, dbcrivors n
arc ce cerde qui couperaen Cle rayon vecteur AV] la lon-

gueur MCreprésente la différence des
Ckux rayors vecteurs AVELAM au la
diminution quéproune le rayon vec-
teur AViguand on pesse du point Meu
point voisin M De méne, si du foyer
F conmre centre, avec FIM pour rayon,
oncécrit un arc e cercle qui coupera
enDle rayon vecteur FMprolongg,
la longueur MDreprésentera la difference des deux rayors vec-
teurs FMet FM, ou I’accroisserrent qu'éproune le rayon vec-
teur FMiouand on pesse du point MBau point M Airst, quand
on pesse du point Meu point M le rayon vecteur AVIEproune
urediminution MG tandisgue I'autre rayonvecteur FIVEprouve
un accroisserent MD Puisque lasome des deux rayors vec-
teurs AVI-F Mireste corstante, I'augrentation ce I’'un est égale
ala dimnution ce l'autre, et, par conséouent, les deux lon-
gueurs MCet MDsort égales.

Par les deux points Met Mmenors la Scante VB, dars les
deux cercles corsickres precédenTrent, tragors les cordss MC
et MD Sur laséeante MG portors ure longueur MG arbitraire,
neis invariable, et par le point G menons GHparallele aMG
Kpardldle a MD; a cause ks paralldles, on ales ragports

égaux
NC_ MM MD.
MH~ MG~ MK
puisoLe les deux longueurs MCet MDsont égales, il en résuite
Qe les deux longueurs MIl et MKsont aussi egales.



FOYERS ET DIRECTRICES. 107

Supposons maintenant que le point M' se rapproche indéfini-
ment du point M; la sécante MS tend vers une position limite
MT (fig. 129), qui est la tangente a I’ellipse. En méme temps,
les points C et D se rapprochant du point M, les cordes-M'C et
MD, prolongées, tendent vers les tangentes aux cercles décrits
des points F et F7 comme centres avec FM et F'M pour rayons,
et, par conséquent, deviennent perpendiculaires aux rayons FM
et F'M ; leurs paralléles GH et GK prennent aussi des directions
perpendiculaires a ces mémes rayons, et, par conséquent, les
angles Il et K deviennent droits.

Les limites des deux triangles MGH, MGK (fig. 128) sont deux
Iriangles rectangles MGH, MGK (fig. 129); ces deux triangles,

ayant I’hypoténuse MG commune et
les cotés MH et MK égaux entre eux,
comme limites de longueurs égales,
sont égaux; d'ou I'on conclut I'éga-
lité des deux angles GMH, GMK. 1l en
résulte que la tangente MT a I'ellipse
divise en deux parties égales I'angle
FMK formé par I'un des rayons vec-
teurs MF et le prolongement de l'autre F'M.

L'angle F'MT' élant égal a son opposé par le sommet GMK,
°u voit que la tangente TT' fait, avec les deux rayons vecteurs
qui vont au point de contact, des angles égaux FMT, F'MT".

223—corotiaire 1. Menons au point M (fig. i30) une per-
pendiculaire MN a la tangente TT',
nous aurons la normale a I’ellipse.
LesdeuxanglesFMN, F'MN sont égaux
comme complémentaires des angles
égaux FMT, F'MT’; ainsi la normale a
I'ellipse au point M est bissectrice de
I'angle FMF' des rayons vecteurs qui
vont de ce point aux deux foyers.

324 — corollaire Il. Supposons qu’une lumiére soit placée
au foyer F (fig. i3i) d’une ellipse, les rayons lumineux, par-
tant du point F, se réfléchissent sur I'ellipse en faisant un



198 LIVRE 111, CHAPITRE VIL

angle de réflexion égal a I'angle d’incidence. Soit FM I'un de

ces rayons; menons la tangente TT' a

I'ellipse en ce point; le rayon réfléchi,

a devant faire avec MT' un angle égal a

FMT, sera dirigé suivant MF'. Ainsi les

rayons réfléchis viennent tous concou-

rir au second foyer F', ou ils forment

une image trés-brillante de la flamme placée au premier foyer
F. C’est de la que vient la dénomination de foyer.

225— coroltaire :m.Réciproquement, I'ellipse est la seule
courbe qui jouisse de la propriété que sa tangente fasse exté-
rieurement des angles égaux avec les rayons vecteurs qui vont
du point de contact a deux points fixes F et F'. Cherchons, en
effet, I’équation de la courbe en coordonnées bi-polaires (n°4),
et désignons par u et v les deux rayons vecteurs MF, MF
(fig. 128). Quand on passe d’'un point M de la courbe au point
voisin M', les deux rayons vecteurs u et v éprouvent des
variations

Au— — MC, Au —-f- MD,
\v MD MK
et lon a Au— MC “ MU'

Quand le point M' se rapproche indéfiniment du point M, la
droite MM devient tangente et les deux angles Het K, comme
nous l'avons dit, deviennent droits. Nous supposons d'ailleurs
les deux angles GMH, GMK (fig. 129) égaux entre eux; les
deux triangles rectangles GMH, GMK sont donc égaux, et I'on a

Au L by N
MH=MK,lerapport — tend vers une limite égale a— 1

Si I’'on considére v comme une fonction de u, on voit que la
dérivée de cette fonction est égale a — 1; en remontant a la
fonction primitive,on av = — u-+-C; et, par suite, u-t-v==C.
Donc la courbe est une ellipse.

226—corouiaire 1V.'le lieu des projections des foyers sui-
tes tangentes a l'ellipse est le cercle décrit sur le grand axe
comme diamétre. Prolongeons le rayon vecteur F'M d’une
longueur Mil égale a MF; la tangente divisant en deux par-
ties égales I'angle FMH, est perpendiculaire sur le milieu |
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de la droite FIl (fig. i32); joignons ce point au centre O de

lellipse. La droite 01, qui divise en deux parties égales les
cotés FF, FH du triangle FIT!, est
parallele au troisieme co6té FH, et en
est la moitié; la longueur F'H étant
égale au grand axe AA', la distance 01
est constante et égale a OA. Donc le
lieu du point I est la circonférence de
cercle décrite du point O comme cen-
tre, avec OA pour rayon.

PROBLEME 1.

837 — Mener une tangente a I'ellipse en un point M donné
sur I'ellipse.

Nous avons déja résolu ce probleme, ainsi que les suivants,
en considérant I’ellipse comme la projection d’un cercle. Nous
traiterons les mémes questions par une autre méthode qui
pourra étre appliquée a I'hyperbole et a la parabole.

Prolongeons le rayon vecteur F'M (fig. i33) d’une longueur
MHégale a l'autre rayon vecteur MF, et par le point Mmenons
une droite TT' perpendiculaire & FH; nous aurons la tangente
demandée. Car, dans le triangle isocele FMH, la droite MT, per-

pendiculaire abaisssée du sommetsur la
base FH, divise I'angle au sommet en
deux parties égales. Cette droite, étant
bissectrice de I'angle FMH formé par
I’'un des rayons vecteurs et le prolonge-
ment de Fautre, coincide avec la tan-
gente a l'ellipse.

8 2 8 — Remarque. |l est bon d’observer que tous les points
de la tangente, excepté le point de contact M, sont situés
ee0rs de I'ellipse. Soit P un point quelconque de la tangente,
joignons ce point aux deux foyers et au point H. La tangente,
élant perpendiculaire sur le milieu de FH, la distance PF égale
PH et, par conséquent, la ligne brisée F'P -+ PF égale la ligne
brisée F'P-i- PH; mais cette derniére est plus grande que la
ligne droite F'H qui est égale au grand axe de l'ellipse, puis-



200 LIVRE I1ll, CHAPITRE VIL

gu'on a prolongé le rayon vecteur FM d’une longueur MH
égale a MF. Lasommedes distances du point P aux deux foyers
étant plus grande que le grand axe, ce point est situé hors de
I’ellipse.

La ligne brisée F'M-t-MF est le plus court chemin allant du
point F' au point F en passant par un point de la tangente.

On dit qu’une ligne brisée est convexe, lorsqu’elle est située
tout entiere d’un méme c6té par rapport achacun de ses cotés
indéfiniment prolongés. De méme, on dit qu’'une courbe est
convexe lorsqu’elle est située tout entiére d’'un méme coOté
par rapport a chacune de ses tangentes indéfiniment prolon-
gées. |l résulte de ce qui précede que I’ellipse est une courbe
fermée convexe.

PROBLEME H.

2 29 — Mener une tangente a I'ellipse par un point exté-
rieur P.

Supposons le probléme résolu, et soit PM (fig. i34) une tan-
gente passant par le point P. Si I'on prolonge le rayon vecteur

F'M d’une longueur MH égale a
FM, on sait que la tangente PM
est perpendiculaire sur le milieu
de la droite FH; la question re-
vient donc a déterminer le point
H. Puisque la droite F'H est égale
au grand axe AA', le point Hest
situé sur la circonférence décrite
du foyer F' comme centre avec AA' pour rayon. D’autre part,
la distance PH étant égale a PF, le point H est sur la circonfé-
rence décrite du point P comme centre avec PF pour rayon;
le point H est donc a I'intersection de ces deux circonférences-
On déduit de la la construction suivante :

Du foyer F' comme centre, avec un rayon égal au grand
axe, décrivons un cercle. Du point P comme centre, avec un
rayon égal a la distance PF de ce point a l'autre foyer, dé-
crivons un second cercle, qui coupera le premier au point H.
Joignons FH, et du point P menons une perpendiculaire a la
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droite FH, nous aurons la tangente demandée. Le point de
contact 5l sera déterminé par I'intersection de la tangente avec
la droite F H.

Les deux cercles se coupent en un second point H'; en me-
nant de méme du point P une perpendiculaire a FH7, on aura
une seconde tangente PM7 dont on déterminera le point de
contact M7 & I'aide de la droite F'H7.

Hest a remarquer que ces constructions peuvent étre effec-

tuées sans que I’ellipse soit tracée. Il suffit que I'on connaisse
les foyers et le grand axe.

PROBLEME 1.

330 — Mener a l'ellipse une tangente paralléle a une droite
donnée KL.

Supposons le probléme résolu, et soitST une tangente paral-
lele a KL (fig. i35). Si I'on prolonge FM d’une longueur MH

égale a MF, on sait que la tangente
est perpendiculaire sur le milieu de
FH. On en déduit la construction
suivante :

Du foyer F7comme centre, avec
un rayon égal au grand axe, décri-
vons un cercle; par I'autre foyer F me-
nons une droite FH perpendiculaire.!
la droite donnée KL; cette droite cou-
pera la circonférence en un point H;
sur le milieu de FH, élevons une per-
pendiculaire ST, nous aurons la tan-

gente demandée. Le point de contact sera déterminé par I'in-
tersection dela tangente avec la droite F'H.

La droite FH prolongée rencontre la circonférence en un
second point H7; en élevant une perpendiculaire sur le milieu
de FH7, on obtiendra une seconde tangente S717, dont on déter-
minera le point de contact M7 par la droite F'H7.

PRORLEME V.

3 31— Une ellipse étant définie par ses foyers et son grand
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axe, déterminer les points ou elle est coupée par une droite
donnée MM. '

Soit M lun des points ou la droite donnée coupe I'ellipse
(fig. 136) ; joignons ce point aux deux foyers et prolongeons le
rayon vecteur FM d’une longueur MH égale a MF ; le point Il

appartient au cercle directeur
décrit du foyer F' comme cen-
tre; si du point M comme cen-
tre, avec un rayon égal a MF,
on décrit un cercle, ce cercle
sera tangent en H au cercle di-
recteur ; en abaissant du foyer
F une perpendiculaire sur la
droite donnée et prolongeant
cette perpendiculaired’unelon-
gueur égale a elle-méme, on obtient un second point F, appar-
tenant a ce méme cercle. La question revient donc a trouver
le centre Md’'un cercle passant par les deux points donnés F et
Fi et tangent au cercle directeur. Pour cela, par les deux points
F et F, on fait passer un cercle quelconque qui coupe le cercle
direcleur en deux points K et K'; du point I, intersection des
deux droites FF, et KK7, on méne une tangente IH au cercle
directeur; le point M, ou la droiteF'H coupe la droite donnée,
sera le point cherché.
On a, en effet,

ITPssIKx IK'ssIFXIF,;

donc le cercle qui passe par les trois points F, F,, 11, est tangent
en Il au cercle directeur. Comme on peut mener du point I
deux tangentes au cercle directeur, on aura deux points M
et M.

Lorsque le point F,, symétrique du foyer F par rapport a la
droite donnée, est situé a I'intérieur du cercle direcleur, il y a
effectivement deux solutions. Lorsque le point F, est situé sur
le cercle, la droite est tangente a I'ellipse. Enfin, quand le
point F, est situé hors du cercle, la droite ne rencontre pas
I'ellipse.
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FOYERS ET DIRECTRICES DE L'HYPERBOLE.

93 » — Soit

9 tf-fi—="°

I’équation d’une hyperbole donnée rapportée a ses axes. Le
calcul est le méme que pour I'ellipse; il suffit de remplacer
6* par — b'. On a ainsi les deux solutions réelles (n» 217)

i:=0, a= x\Jai-\-bi, m=— -— | n— o, h— "™-a,

et les deux solutions imaginaires

v20, fiz:t VCamw m=o, n—YPAP2 foogme.
Les deux premieres solutions donnent deux foyers réels F
et F7situés sur I'axe transverse a
égale distance du centre (fig- «37).
On les obtient en menant par le
sommet A une perpendiculaire
AG a I'axe transverse jusqu’a l'a-
symptote , et prenant sur I|'axe
transverse des longueurs OF et
OF' égales a OG. Si, pour abréger,
on pose a!+62= ca on a

C
éx—T—arzo, ou X ==+ —e

Au foyer F correspond la directrice DE, au foyer F la direc-
trice D'E'. Du point O comme centre, avec OA pour rayon,
décrivons un arc de cercle qui coupe I'asymptote au point Il,
ce point appartient a la directrice. En effet, les deux triangles
OAG, OHF, qui ont un angle commun O, les cdtés OA -- OH et
OF = OG, sont égaux, et I’angle OHF est droit ; si, du point II,
on abaisse une perpendiculaire HD sur I'axe transverse OA, on
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aOli2= O Fx OD, et, par suite, 0D= < Ainsi la droite DU
est la directrice.
Le rapport constant k— +nNest égal a IMbu au rap-

£ - o s
port(sg' quon appelle @G MAR de I'hyperbole.

THEOREME II1.

23* — ladfidawedsddatss cedendsmrisa
rhmtdeaxdxioasetadatedagealacttas
\a®e

La distance d’un foyer a un point quelconque Mde la courbe

\
g + a, le sige supél

renthése se rapporte foyer F, le signe inférieur au foyer F'.
Il faut, en avant de |a@®@arenthese, choisir le signe de maniére

a avoir des longueurs psitives. Dans I’hyperbole, le rapport-

étant plus grand que I'unité et X plus grand que Aen valeur
. coc

absolue, le premier terme — en valeur absolue est plus grand

que aAll faudra donc faire précéder la parenthése du signe +
ou du signe —, suivant que le point Msera sur la branche de
droite ou sur celle de gauche. Dans le premier cas, on a
N&—-Qg——- a,’ NIF = -ea(--ha.
d’ou MF — MF= 2<i.
Dans le second cas, on a

HF=-(f-«), HF= - ( f + a);

d’ou MF — MF = A
234— Corollaire i. Ladfidaedsddaesdun part
gteatelsdxbadedlhmtdeax daxiogset
Lsiegelae tasaze laxelkeirtet stecas
... Ad1espaties duden ladfawe etdusgate
aelacttasaxe

Soit P un point situé entre les deux branches de la courbe
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(fig. 138); la droite PF rencontre I’hvperbole au point M. On a
PF — AM< MF ;

si I'on retranche MF de part et
d’autre, il vient

pF;,—PF<MF—MF;

cette derniére différence étant
égale a ia, la premiére est plus
petite que 2a.

Considérons maintenant un point N situé a droite de la pre-
miére branche d’hyperbole; la droite NF' rencontre cette
branche en M; on a

NF<NM-hMF,

et, en ajoutant de part et d'autre MF',
NF+MF'<sNF'+MF; dou NF'-NF>MF'-MF.

La seconde différence étant égale a 2a, la premiére est plus
grande que 2a.

Il résulte de la que I'on peut considérer I’hyperbole comme
le lieu des points dont la différence des distances aux deux
foyers est égale a 2a. C'est sur celle propriété que repose la
construction par points ou d’un mouvement continu que nous
avons donnée au commencement (ncs 16 et 17).

235—cororiaire Il. La distance d’'un point quelconque de
I’hyperbole au foyer F est égale a I'une des normales menées
de ce point au cercle décrit de I'autre foyer F' comme centre avec
un rayon égal a I'axe transverse. Pour un point M de la pre-
miére branche (fig. 139), on a

MF — MF=2a = F'N,
et par suite,
MF=MF'— F'N=MN.
Pour un point M'de la seconde
branche, on a
MF - MF' = 2a— F'N/,
et, par suite,
M'F= M'F'-hF'N'= M'N'".
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Dans le premier cas, la portion MN de la normale mesure la
distance du point Mau cercle et la premiere branche d’hyper-

bole est le lieu des points également distants du foyer F et du
cercle directeur.

THEOREME 1V.

830 Latangente a I'nyperbole est bissectrice de I'angle des

rayons vecteurs qui vont du point de contact aux deux foyers.

Prenons deux points voisins Met M7sur I’hyperbole (fig. i40).

Du foyer F comme centre, avec un rayon égal a FM7 décrivons

un arc de cercle qui coupera en C le

rayon vecteur FM; du foyer F'comme

centre, avec un rayon égal a FAV,

décrivons un arc de cercle qui cou-

pera en D le rayon vecteur F'M; quand

on passe du point Mau point M, les

deux rayons vecteurs FM, F Méprou-

vent des diminutions égales a MC et

a MD; puisque la différence est constante, ces deux variations
sont égales entre elles.

Sur la sécante MM; prenons une longueur arbitraire MC, et
par le point G menons GFI parallele a la corde MC etGK paral-
lele a la corde MD. A cause des paralleles, on a

MC_ MM _ MD.

MH— MG MK:
puisque les deux longueurs MC et MD sont égales, il en résulte
gue les deux longueurs MIl et MK sont aussi égales. Lorsque
le point M7 se rapproche indéfiniment du] point M, la sécante
MM tend vers une position limite qui est la tangente a I'hy-
perbole au point M; en méme temps, les cordes M'C et M'D
deviennent tangentes aux cercles décrits des foyers comme
centres et, par conséquent, perpendiculaires a FM et F'M; leurs
paralleles GH, GK prennent aussi des directions perpendicu-
laires a ces mémes rayons, et les angles H et K deviennent
droits. Les deux triangles MGH, MGK, qui ont un c6té MG
commun et un c6té MH égal a MK, deviennent donc rectangles
et, par conséquent, égaux entre eux; il en résulte que les
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angles GMH, GMK deviennent égaux; ainsi la tangente a I'hy-
perbole au point Mest bissectrice de I'angle FMF'.
23 7 — corottaire | L’hyperbole est la seule courbe qui

jouisse de cette propriété; car en appelant u etvies rayons MF
et MF7, Au et Av leurs variations, on a

Au_ MD__MK

Au MC MH
Si I'on suppose que les angles GMH, GMK deviennent égaux,
quand le point M7 se rapproche indéfiniment du point M, les
deux triangles MGH, MGK deviennent aussi égaux, ainsi que les
cotés MH et MK ; il en résulte

lim— = i.

En remontant a la fonction primitive, on a
v=u-\-C, dou v—u—_C.
238 — Corotiraire Il. Uneellipse el une hyperbole hnmofo-
cales se coupent a angle droit. On dit que deux courbes du
second degré sont homofocales lors-
que leurs foyers coincident; on ap-
pelle angle de deux courbes I'angle
de leurs tangentes au point d’inter-
section. Soit M le point d’intersection
d’'une ellipse et d’'une hyperbole qui
ont mémes foyers F, F7(fig. 141); la
bissectrice MF de I'angle FMF7 est
d’une part normale a I’ellipse, d’autre part tangente a I’hyper-
bole ; donc les tangentes MT, MN aux deux courbes sont per-
pendiculaires entre elles.

probléme V.

239 — Mener une tangente a I'nyperbole par un point M
donné sur I'hyperbole.

Sur le rayon vecteur MF7prenons une longueur MH égale a
I’autre rayon vecteur MF, et par le point M menons une dioitc
MP perpendiculaire a FH ; nous aurons la tangente demandée
(fig. 142).
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iemaraue. |l estbon d’observer que la tangente est tout en-
tiere située entre les deux
branches de I'hyperbole.
Soit P un point quelconque
de cette tangente, on a
PF—PH<FMH,
et, par suite,
PF'—PF<2a;
donc le point Pest situé en-
tre les deux branches de I’hyperbole. Une branche de I'hyper-
bole, étant située d’'un méme cdté de chacune de ses tangentes,
est une courbe convexe.

La tangente étant perpendiculaire sur le milieu |1 de FH, le
point | est la projection du foyer F sur la tangente. Ladroite 01,
qui est paralléle a F™H et égale a la moitié de FM, est constante;
il en résulte que le lieu des projections des foyers sur les tan-
gentes est le cercle décrit sur I'axe transverse comme diamétre.

PROBLEME V1.

2 4 0 — Mener une tangente a I’hyperbole par un point donné
P situé entre les deux branches de I'hyperbole.

Soit PM une tangente passant par le point P (fig. i43); si du
rayon vecteur MF7on re-
tranche MH=MF, on sait
que la tangente PM est per-
pendiculaire sur le milieu
de FH. La question revient
adéterminer le point H; ce
point se trouve a l'inter-
section du cercle décrit du
foyer F7 comme centre,
avec un rayon égal a aa,et
du cercle décrit du point

P comme centre avec un rayon égal a PF. On obtiendra la tan-
gente en élevant une perpendiculaire sur le milieu de FlI, el on
déterminera le point de contact Mpar le rayon vecteur FH.
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Les deux cercles se coupenten un second point H'; en menant
du point P une perpendiculaire sur FH', on aura une seconde
tangente PM7, dont on déterminera le point de contact a I'aide
de la droite F'H7.

Lorsque le point P est situé sur I'une des asymptotes, I'une
des tangentes menées par le point P coincide avec cette asymp-
tote, et le point de contact s’éloigne a I'infini.

PROBLEME VII.

241 — Mener a I'hyperbole une tangente paralléle & une
droite donnée OL.

Du foyer F7comme centre, avec un rayon égal a 2a, on
décrira le cercle directeur; du
foyer F, on meénera une droite
perpendiculaire a OL (fig. i44);
cette droite coupera le cercle en
deux points H et H7: par les mi-
lieux des droites FH et FH7, on
menera des paralléles a OL; ces
paralléles seront les tangentes de-

mandées. Les droites FH, FMH7détermineront les points de con-
tact Met M7,

Pour que le probléme soit possible, il faut que la droite don-
née OL, que I'on peut supposer menée par le centre, ne ren-
contre pas I’hyperbole ; alors la perpendiculaire FH7 menée par
le foyer F coupera le cercle directeur en deux points.

PROBLEME VIII.

4— Trouver les points de rencontre d’une droite et d’'une
hyperbole définie par ses foyers et son axe transverse.
La construction est exactement la méme que pour I'ellipse.

FOYER ET DIRECTRICE DE LA PARABOLE.
43 — Soit
(6) y2— ipX — O
I’équation d’une parabole donnée rapportée a son axe et a la
tangente au sommet. Cette équation ne contenant pas le terme
en xy ni le terme en®*, on doit avoirmn=0,1— m*=o0, d’ou
GiOM. ANALTT. 14
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n= 0o, m— i. Le coefficient du terme eny et le terme con-
stant devant étre aussi nuls, on a p= o,
a2— /j2— o. Dailleurs les équations (3) du
n° 216 se réduisent a 1—1idI/*. on en dé_
P
duit z-{-h=p. L’équation a*— /i2=0 ou
(a-t-A)(a— /t)=o0 devient p(a— /)= 0 ,c’est-

a-dire an—*ﬁ: o;ilenrésultea=A= > On

Fig. 145. n'a ici qu’une solution. Ainsi la parabole ad-
met un seul foyer F situé sur son axe a une distance du sommet
A égale a la moitié du parameétre (fig. i45). La distance FAlayant

pour expression x -t-|’ a ce foyer correspond une directrice

DE, représentée par l'équation x — — - ; cette directrice est
perpendiculaire a I'axe et a une distance AD du sommet égale
a AF.

Le rapport constant se réduit ici a I'unilé; ainsi
chacun des points de la parabole est également distant du foyer
et de la directrice.

THEOREME V.

2 4 4 — Tout point intérieur a la parabole est plus rapproché
du foyer que de la directrice ; tout point extérieur est, au con-
traire, plus rapproché de la directrice que du foyer.

Considérons d’abord un point N situé a lI'intérieur de la para-
bole; joignons-le au foyer et abaissons de ce point une perpen-
diculaire NE sur la directrice. Cette perpendiculaire rencontre
la courbe en un point M que nous joignons au foyer. Le point
M appartenanta la parabole, les distances MF et ME sont égales.
Mais la ligne droite NF est plus courte que la ligne brisée
NM-t-MF; si I'on remplace MF par son égale ME, on voit que
la distance NF est plus petite que NE. Ainsi le point intérieurN
est plus pres du foyer que de la directrice.

Considérons maintenant un point extérieur P situé entre la
courbe et la directrice. Joignons-le au foyer et abaissons sur
la directrice une perpendiculaire PE que nous prolongerons
jusqu’a sa rencontre en M avec la courbe. Le point M appar-
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tenant a la parabole, les distances MF et ME sont égales; laligne
droite MF ou son égale ME est plus courte que la ligne brisée
MP+PF, si I'on retranche MP de part et d'autre, on voit que
PE est plus courte que PF. Ainsi le point éxtérieur P est plus
prés de la directrice que du foyer. Lorsque le point P est situé
agauche de la directrice, il est évidemment plus pres de la di-
rectrice que du foyer.

Il résulte de la que la parabole peut étre considérée comme le
lieu des points également distants du foyer et de la directrice.
C'est ainsi qu’on définit la parabole en Géométrie élémentaire,
et c’est sur cette propriété que repose la construction de la pa-
rabole par points ou d’'un mouvement continu, dont nous avons
parlé au commencement (n®* 20 et 21).

THEOREME V1.

245 —La tangente a laparabole fait des angles égaux avec
la paralléle & I'axe et le rayon vecteur menés par le point de
contact.

Prenons sur la parabole deux points voisins Met M' (fig. 146),
qgue nous joindrons au foyer et desquels nous abaisserons des
Perpendiculaires ME, M'E' sur la directrice. Du foyer F comme

centre, avec FM' pour rayon, décrivons un
arc de cercle MC, et par le point M' menons
une parallele M'C' a la directrice. La lon-
gueur MC est la différence des deux rayons
vecteurs FM et FM'; c’est la diminution qu’é-
prouve le rayon vecteur FM quand on passe
du point Mau point M'. De méme la longueur
MC' est la différence des deux perpendicu-
laires ME et M'E'; c’est la diminution qu’é-
prouve la perpendiculaire ME quand on passe du point M au
Point M. Comme le rayon vecteur MF reste constamment égal a
la perpendiculaire ME, il en résulte que les deux variations MC
etMC' sont égales entre elles.

Menons la sécante MS par les deux points Met M et tracons
la corde M'C dans le cercle décrit du foyer comme centre. Sur
la sécante portons une longueur arbitraire MG, et par le point
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Grrenors Al parallele aMCet G< pardliele a MC. A case
%mradiele&malaraqoatwm INM] M:,rus-

Mij
q,elesoblulorgeursl\,{m,cmé)gal% I%d&mlorgﬂlrs
MHet MK aui leur sont: proportionnelles, sort aLesi égales.

Supposors hiaintenant gue le point Mise rapprode indéfi-
niment du point M la sécante N tendra \ers la tangente M
a la parabole; la corde MCprolongée tendra ce méne \ers la
tangente au cerdle, e, par conséquent, deviendra perpendicu
laire au rayon AV la perallele GHprendra aussi une direction
perpendiculaire aRAVION voit par la.gue les ceux trianglesMEH
MEK ot pour limites deux triangles rectangles M3H MK
(fig 147); ces deux triangles rectangles, ayant [Tiypoténusd MG

commure, et les cdtes MH et MK égpux
entre eux conme limites de longueurs
éoales, sont égaux; dodr I'on condut I'é
Glité des deux angles GVH QWK Airsi
la tangente MI & la pardode est bissec-
trice ce 'angle AVE forre par le rayon
MFet la perpendiculaire ME abeisee du
point ce contact sur ladirectrice. S I'm
prolonge BMisuivant M, les ceux angles
AWK TML étant égaux conmre guposss
par le somet, onvoit que les deux angles TME, TM,, formés
parla tangente avec le rayon vecteur et la parallele MLal'axe,
Sont égaux
240 ¢ - 1. Supposos qu'ure
lumiere sat plaoeeaij,er F (g 148 ck
la paraoole; les rayors lumineux, partant
du foyer F, se réfléchissent sur laparatole
en faisant un angle de réflexdon égal al'ant
gle d'incidence. Soit AMI'un ck ces rayars;
menors la tangente TT7a la paraodle en
Ce poirt, le rayon réfléchi, devant faire in
agle LM egal a AV, sera pardldle a
I'axe as Ck la parabole. Airsi tous les rayors réfléchis seront
parallgles a l'axe.
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C’est d’aprés ce principe que Ton construit les réflecteurs
employés dans les réverberes et les lanternes des voitures. La
surface intérieure, en métal bien poli, est engendrée par une
parabole tournant autour de son axe ; la lumiere est placée au
foyer; les rayons lumineux, aprés leur réflexion, devenant
tous paralleles a I'axe, le réflecteur projette un faisceau de
rayons paralleles qui se propagent sans se disperser et qui
éclairent a une grande distance.

Corollaire Il. Supposons au coritraire que des rayons lumi-
neux, paralléles a I'axe, tombent sur un miroir parabolique;
apres leur réflexion, ils iront tous converger au foyer.

On emploie les miroirs paraboliques dans la construction
des télescopes ; I'axe est dirigé vers I'astre ; les rayons lumi-
neux venant de I’astre se réfléchissent sur le miroir, et forment
au foyer une image tres-brillante de I'astre.

On emploie aussi la forme parabolique dans la construction
des porte-voix et des cornets acoustiaues.

247 — cororraire Ill. Réciproquement, la parabole est la
seule courbe qui jouisse de cette propriété que la tangente en
chacun de ses points fasse des angles égaux avec la parallele a
une droite fixe et le rayon vecteur mené d’un point fixe au
point de contact. Imaginons que chacun des points M du plan
soit déterminé par sa distance MF au point fixe F, et sa dis-
tance ME a une droite DE perpendiculaire a la droite fixe FB
(fig. 146); désignons par u et u ces deux coordonnées. Quand
on passe du point M de la courbe au point voisin M', ces
deux coordonnées éprouvent des variations Au = — MC,

= — MCy, et I'on a

Av= MC_MK

Au- MC MH"
Quand le point M se rapproche indéfiniment du point M, la
droite M'M devient tangente et I'angle H devient droit. Les
deux triangles rectangles limites GMH, GMK (fig. 147) sont
égaux, comme ayant I'hypoténuse commune et I'angle GMH
¢'gai a GMK par hypothése. On a donc

It AV::L

Au
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et en remontant a la fonction primitive v= « + C. En dépla-

cant la droite DE d'une quantité égale a la constante C, on
aura v—u.

PROBLEME IX.

24 » — Mener une tangente par m point M donné sur la
parabole.

Premiere méthode. SOit T (fig. 149) le point ou la tangente
rencontre le prolongement de l'axe, ME la
perpendiculaire abaissée du point Msur la
directrice. On sait que la tangente est bis-
sectrice de I'angle FME; I'angle FTM étant
égal a I'angle alterne-interne TME et, par
suite, a l'angle FMT, il en résulte que le
triangle TFM est isocele, et les deux cotés
FM et FT égaux entre eux.

Fig. 149, Ainsi, pour construire la tangente au
point M, il suffit de porter sur I’'axe une longueur FT égale au
rayon vecteur FM et de joindre TM.

Cette méthode ne convient pas quand le point M est tres-
voisin du sommet A de la parabole, parce que les deux points
Met T, étant alors trés-rapprocliés I'un de l'autre, ne déter-
minent pas la tangente avec une assez grande précision. Dans
ce cas, on emploiera de préférence la méthode suivante.

Deuxieme meéthode. LA tangente MT, divisant en deux par-
ties égales I'angle au sommet Mdu triangle isocéle FME, est
perpendiculaire sur le milieu de la base FE.

Ainsi, pour construire la tangente, il suffit d’abaisser du
point M une perpendiculaire ME sur la directrice, et de mener
du point Mune perpendiculaire sur la droite FE.

Il résulte de cette construction que la tangente au sommet
A de la parabole est perpendiculaire a I'axe de la parabole.

Remarque. Il est bon d’observer que tous les points de Ia
tangente, excepté le point de contact M, sont situés a I'exté-
rieur de la parabole. Soit P un point quelconque de la tan-
gente; la tangente étant perpendiculaire sur le milieu de FE,
les distances PE, PF sont égales ; mais I'oblique PE est plus
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grande que la perpendiculaire PK; donc la distance PF est plus
grande que PK, et, par suite, le point P est & I'extérieur de la
parabole. Il en résulte que la parabole est une courbe convexe.

249 — cCorottaire. Le lieu des projections du foyer sur la
tangente a la parabole est la tangente au sommet. On voit, en
effet, que le point | milieu de FE et projection du foyer sur
la tangente, se trouve sur la paralléle & la directrice menée
par le point A, milieu de FD, c’est-a-dire sur la tangente au
sommet A.

PROBLEME X.

250 — Mener une tangente a la parabole par un point ex-
térieur P.

Supposons le probleme résolu et soit PM (fig. i50) une tan-
gente passant par le point P. SilI’on abaisse
du point Mune perpendiculaire ME sur la
directrice et si I'on joint FE, on sait que la
tangente PM est perpendiculaire sur le mi-
lieu de FE; il en résulte que la distance
PE est égale & PF, *t I'on en déduit lacon-
struction suivante.

Du point P comme centre, avec un rayon

-b égal a la distance PF de ce point au foyer,

décrivons un cercle qui coupera la directrice au point E. Joi-

gnons FE, et du point P menons une perpendiculaire sur la

droite FE, nous aurons la tangente demandée. Le point de con-

tact M sera déterminé par l'intersection de la tangente avec
une paralléle a I’axe menée par le point E.

Le cercle coupe la directrice en un second point Ey. On me-
nera de méme du point P une perpendiculaire sur FE; et I’'on
aura une seconde tangente PM'.

Ces construclions peuvent étre effectuées sans que la para-
bole soit tracée. Il suffit que I'on connaisse le foyer et la
directrice.

PROBLEME XI.

251 — Mener a la parabole une tangente paralléle a une
droite donnée KL.
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Supposons le probléme résolu et soit MT la tangente de-
mandée (fig. i5i). Si du point de contact M on abaisse une
perpendiculaire ME sur la directrice et que
I'on joigne FE, on sait que la tangente est
perpendiculaire sur le milieu de FE. On en

déduit la construction suivante :

Du foyer F abaissons une perpendicu-
laire sur la droite donnée KL jusqu’a sa
rencontre avec la directrice en E, et sur le
milieu de FE élevons une perpendiculaire

Fig. 151. MT, nous aurons la tangente demandée.
On déterminera le point de contact M en menant par le point
E une paralléle EM a I'axe.

PROBLEME XIlI.

2 52 — Trouver les points de rencontre d'une droite donnée
et d'une parabole définie par son foyer et sa directrice.

Prenons le point F,, symétrique du foyer F par rapport a la
droite donnée (fig. i5a). Le point M étant également distant

des points F, F, et de la directrice, est
le centre d’un cercle passant par ces deux
points et tangent & la directrice. Pour
avoir le point de contact E, on porte sur
la directrice, a partir du point I, ou la
droite FF, rencontre la directrice, et de
part et d’autre, une longueur IE moyenne
proportionnelle entre les deux longueurs
IF, IF,; on en déduit les deux points d’in-
Fig. iss. tersection M et M.

Lorsque le point F, symétrique du foyer par rapport a la
droite donnée, est situé & droite de la directrice, il y a effecti-
vement deux solutions. Lorsque le point F, est sur la directrice,
la droite est tangente & la parabole. Enfin, quand le point F,
est a’'gauche de la directrice, la droite ne rencontre pas la pa-
rabole.

THEOREME VII.

253 - La limite d'une ellipse ou d'une hyperbole dont le
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parametre conserve une valeur finie, tandis que le grand axe

ou l'axe transverse augmente indéfiniment, est une parabole.
Dans la parabole I'ordonnée du foyer est égale au para-

metre p ; par analogie, on appelle parametre d'une ellipse ou

d’une hyperbole I'ordonnée du foyer qui est égale a —, et Qll

désigne ce parametre par p. L’ellipse, rapportée a son grand
axe et a la tangente au sommet (fig. i53), a une équation de la
forme

1= Zx -----Sf*’: ou I'=2vX— gx*.
Supposons maintenant que le sommet A restant fixe, et le pa-
ramétre p conservant une va-
leur finie, on fasse augmenter
le grand axe 2a indéfiniment,
I’équation de I’ellipse se réduit
a I’équation yi= ipx, qui re-
présente une parabole. Si I'on
considere les points qui cor-
respondent & une méme va-
leur de x, on voit que chaque
point de la parabole est la po-
sition limite vers laquelle tend
le point correspondant de I'ellipse, quand on fait augmenter a
indéfiniment; ce qu’on énonce en disant que la parabole est la
limite de I'ellipse.
L'hyperbole, rapportée a son axe transverse et a la tangente
au sommet A, a de méme pour équation

y*= ipx -+="x%

si I'on fait augmenter a indéfiniment, le parametre p, conser-

vant une valeur finie, cette équation se réduit aussi a
y*=2pX.

La parabole est la limite de la branche d’hyperbole a laquelle

appartient le sommet A; l'autre branche s’est éloignée indéfi-

niment vers la gauche.
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Dans ce qui précéde nous avons supposé que le parametre
de I'ellipse ou de I’hyperbole conserve une valeur finie. On
arrive a la méme conclusion, en supposant que la distance AF
du sommet A au foyer voisin F conserve une valeur finie.
En effet, en appelant a cette distance, on a, dans I'ellipse,
e=a —a et, par suite,

bt_ai—c* (a—c)(a+ ©) ( a\
R a =H2_V ;

le paramétre p ayant pour limite la quantité finie 2a, I’équa-

tion de I'ellipse se réduit hyi = 4ctx. 1l en est de méme pour

I’lhyperbole.

254 — Remarque. Cette transformation de I'ellipse en pa-
rabole a une grande importance. Elle permet de déduire des
propriétés de I’ellipse celles de la parabole comme cas parti-
culiers. Ainsi dans I’ellipse le diametre, ou le lieu des milieux
d’une série de cordes paralléles, est une droite passant par le
centre ; si I’on suppose que le centre s’éloigne a I'infini, I'ellipse
se change en parabole, et les diametres deviennent paralleles
a l'axe.

L’ellipse est le lieu des points également distants du foyer F
et du cercle directeur décrit du foyer F; comme centre (n°22i).
Le foyer F' s’éloignant a I'infini, le cercle directeur devient la
directrice de la parabole.

La tangente a I'ellipse fait des angles égaux avec les rayons
vecteurs qui vont du point de contact M aux deux foyers
(ji°222); le foyer F7s’éloignant a I'infini, le rayon vecteur MF7
devient paralléle a I’axe.

théoreme viii.

255 -S i I'on méne deux tangentes a une courbe du second
degré, la droite FP, qui va du foyer F au point de concours P
des deux tangentes, est bissectrice de I'angle des rayons vecteurs
FM, FM', qui vont de ce foyer aux points de contact des deux
tangentes, ou de I'angle extérieur, suivant que les deux tan-
gentes touchent une méme branche de courbe, ou deux branches
différentes.

Considérons deux tangentes PM, PM' & une ellipse (fig. 104);
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prolongears le rayon FMd’ure longeur MH égale aVF, et
de méme AMdure longueur VH égale a VR ; les tangentes

étant perpendiculaires surles milieux
kFHet FH,ona
PH=PF e PH=PF,
‘et les deux triagles FPH HFF
sont égaL, CoMTe: ayart les trois
o0tés eégaux checun a chaoun, s
wir FH= FH= 2a, PH= PF
PF=PH' ; on en oonclut e I&s
angles FHVIFAM sont égaux; nrais I'angle FHViest égal aFRMVE
dorc les angles PAV] FAM sont égauix et la droite AP est bis-
sectrice ¢k I'angle MAM
Laméne chose alieu dars ’hyperbole, quand les deux tan+
gentes toudhent une mérme branche; meis quand les tangentes
ftouchent deux branches differentes, la.droite FP est bissectrice
e I'angle forme par 'un des rayors vecteurs AV et le pro-
longerrent cee I'autre.
Bxaminons neintenant le cas ol la courte est ure paraodle
(fig 155> Des points de contact abaissons des perpendiculaires
MH VH sur la directrice ; les tan
gentes étant perpendiculaires sur les
milieux des droites FH FH, les an+
, Oles PAV] FAM sont égaux. respec-
tiverrent aux angles FHVI FHM  Les
droites PHet PH, égales a la droite
PF, sont égales entre elles, et le tri-
angle HH est isocele. Les angles
PHVIFHM complémentaires des an
gles égax du triangle isocéle, sont
éogpuX entrre eux; donc les angles PAV] FAM sont égaux. Cest
ce e I'on peut diailleurs condure inmrediatenrent en regar-
chrt la paraoole conmre lalimite d'ure dllipse.

THEOREME IX.

256 — Les tangentes menées d’'un point extérieur P a une
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ellipse ou a une hyperbole, font des angles égaux avec les droites
quijoignent ce point aux deux foyers.

Dars les deux triangles égaux FPH HPF (fig i54), on ales
angles égpux FPH HPF; en retranchant la partie commune
FPFonaFPH=FPH, et, en prenant la nroitié, FPVEFPML.

La mére propriété subsiste dars la parabole, linite d'une
ellipse; il suffit de renplacer le rayon vecteur PR par ure
droite Al paralldle a I'axe (fig i55). 1 est facile dailleurs ce
cérrontrer directerent cette propriété : si du point Pconmre
centre, avec unrayon égal a P, on décrit un cerde, ce cercle
pessera par les points Het H; les angles MA, AHH sont égaux
conmre ayant leurs oBtes respectiverrent perpendiculaires ; meis
I'angle inscrit AHH est noitié de 'angle aucentre | PH et, par
conseqLent, égala l'angle FAVE; donc les angles MA, MAFsont
égaUX

THEOREME X.

357 — Ladroite Fl<qui joint le foyer d’'une courbe dusecond
degré au point ou une sécante quelconque rencontre la direc-
trice, est bissectrice de I'angle extérieur des rayons vecteurs
allant du foyer aux points ou la sécante coupe la courbe, ou
bissectrice de l'angle méme des rayons vecteurs, suivant que
les deux points d’intersection Met M sont situés sur la méme
branche de la courbe ou sur deux branches différentes.

Des points Vet M aboaissors des perpendiculaires sur la

directrice (ig 156); ona
M- M-
ME™ VE’
et, par suite,
M. ME_ MK
MF* ME~-MK
LorsgLe les deux paints Met M
gppartiennentaure méne brandre cela.courtee, le poirnt Kétant
situé sur le prolongerent ¢k la corce MM la drroite AK est
bissectrice ck I'angle extérieur au triangle MAML LorsoLe les
points Vet M gopartiennent a deux brandhes differentes, le
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point K étant situé entre les points Met M', la droite FK est
bissectrice de I'angle MFM'.

Corottaire. Si I'on meéne des tangentes a la courbe aux
points Met M7, et que I'on joigne le foyer F au point de con-
cours P de ces tangentes, les deux droites FK, FP, étant les
bissectrices de deux angles supplémentaires, sont perpendicu-
laires entre elles.

THEOREME XI.

®b5 8 — Si, par un pointé pris sur la directrice, on méne des
tangentes a une courbe du second degré, la droite des contacts
MM passe par le foyer correspondant F et est perpendiculaire
a la droite FP quijoint le point P

au foyer (fig. 107).

p Imaginons que la tangente PM
soit la limite d’une sécante dont les
deux points d'intersection se sont
réunis en un seul ; en vertu du théo-
reme précédent, la droite FP est

perpendiculaire a FM; elle est de méme perpendiculaire a FM';
donc la ligne MFM' est droite et perpendiculaire a FP.

THEOREME XU.

259 — Leproduit des distances des deux foyers a une tan-
gente quelconque de I'ellipse ou de I'hyperbole est constant.
Soieut FH, F'H' les perpendiculaires abaissées des foyers sur
une premiere tangente (Ug. i58),
FK, F'K' les perpendiculaires abais-
sées sur une seconde tangente, P
le point de rencontre des deux tan-
gentes. En vertu du théoreme IX,
les triangles rectangles FPH, F'PK'
sont semblables, ainsi que les tri-
angles FPK, F'PH', et I’'on a
FH _ FP _ FK
FK'~ FP~ FH"
dou FHXxF'H'=FKxF'K".

Fig. 158.
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Si la courbe est une ellipse, en menant la tangente paralléle
au grand axe, on reconnait que le produit constant est égal a 6!.
Quand la courbe est une hyperbole, si I'on considere I'asymp-
tote comme la limite d’une tangente, on voit aussi que le pro-
duit est égal a 6\

PROBLEME XII1.

2 6 0 — Construire une courbe du second degré, connaissant
le foyer F et trois points X, B, C.
Supposons le probléme résolu et les trois points appartenant
a une méme branche ; le point D, ou la sécante AB est coupée
par la bissectrice de I’'angle extérieur au triangle AFB, appar-
tient a la directrice (n° abj) ; la sécante BC donnera de méme
un second point IV de la directrice. Le foyer F, la directrice
DD7 et le point A définissent une
courbe du second degré et une seule;
ce sera une ellipse, une parabole ou
une hyperbole, suivant que la dis-
tance AF sera inférieure, égale ou
supérieure a la distance AE du point
A a la directrice. 11 est facile de voir
gue cette courbe passera par les deux points B et C; en effet,
a cause de la bissectrice FD, on a
AF_AD__AE
BF BD BE;’

) AF  BF
et, par suite, A¢ — gEA

donc la courbe passe par le point B. On démontrera de méme
qu’elle passe par le point C. On a ainsi une premiére solution.

On peut supposer que les trois points ne sont pas sur une
méme branche; si, par exemple, les deux points A et B sont
sur une méme branche et le point C sur l'autre branche de
I’hyperbole, les bissectrices des angles AFC, BFC donneront
deux points de la directrice. Les trois solutions obtenues de
cette maniére sont des hyperboles. On a donc en tout quatre
solutions; des quatre courbes du second degré qui admettent
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le foyer donné et passent par les trois points donnés, trois sont
toujours des hyperboles, la quatrieme est une ellipse, une hy-
perbole ou une parabole, suivant la disposition des points.
261 - Le calcul conduit a la méme conséquence; soient a
et fl les coordonnées du foyer, x' etyl, x" et y", xlllet yill les
coordonnées des trois points donnés, b", b"1 leurs distances
au foyer ; I’équation de la courbe peut se mettre sous la forme
(x—a)l ((y— Pl— (mx-\-ny-+hf—o,
et alors la directrice aura pour équation mx -+-ny ~{-h= o.
On déterminera les trois constantes m, n, h a I'aide des trois
équations du premier degré

el = £+(mx"' -4-ny/ +/i),
=zh[mx" -\-ny" -hh),
¥/ _f-(ma/l/-f- nyl" -f- h).
Chaque combinaison de signes donne un systéme d’équations;
* y a huit combinaisons : mais on remarque que, si l'on
change les signes dans les trois équations, les valeurs de m, n, h
changent de signes, et la courbe reste la méme; on adonc
guatre solutions.

La distance d’'un point a une droite est exprimée par une
formule renfermant un double signe ; on doit prendre le méme
signe pour tous les points situés d’'un méme coté de la droite,
et I'autre signe pour tous les points situés de I'autre cété. On
sait que l'ellipse est située tout entiere d’un méme cbté par
rapport a chacune de ses directrices; la parabole est située
aussi d’'un méme coté de sa directrice, tandis que chacune des
directrices de I’hyperbole passe entre les deux branches de la
courbe. Ainsi, prendre le méme signe revient a supposer que
les trois points appartiennent a une méme branche ; prendre
des signes différents, que deux points sont sur une branche,

le troisiéme sur une autre branche.

PROBLEME XIV.

262 — Construire une courbe du second degré, connaissant
un foyer et trois tangentes.

Supposons le probléme résolu; si du foyer F ON abaisse des
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perpendiculaires sur les trois tangentes, et qu’on prolonge
chacune d’elles d’'une longueur égale a elle-méme, on obtient
trois points H, H', H", appartenant au cercle directeur (fig. 160
qui a pour centre le second foyer F'; le rayon F'H de ce cercle
est égal a I'axe 2a qui passe par les deux foyers. Les deux foyers
F, F', avec la longueur 2a définissent
une courbe du second degré et une
seule. Il est aisé devoir que cette courbe
est tangente aux trois droites données;
en effet, soit M le point ou le rayon
F'H coupe la droite MT, la somme ou
la différence des rayons vecteurs MF' et
MF étant égale a F'H ou a ia, le point
M appartient a la courbe; en outre, la
droite MT, étant perpendiculaire sur
le milieu de FH, est tangente ala courbe au point M; le probléme
admet ainsi une solution et une seule.
Si les trois points H, H', H" étaient en ligne droite, la courbe
cherchée serait une parabole ayant pour directrice cette
droite.

EQUATION DES COURBES DU SECOND DEGRE EN COORDONNEES
POLAIRES.

203 — Nous prendrons pour pdle un foyer F, et pour axe
polaire la droite qui va de ce foyer au
sommet voisin A de la courbe.

Considérons d’abord I’ellipse; pre-
nons pour podle le foyer F et pour axe
polaire la direction FA (fig. 161). Nous
avons trouvé (n»219) pour expression
de la distance du foyer & un point

guelconque Mde la courbe

pP=a-\x,

la courbe étant rapportée a ses axes ; si I'on projette la ligne
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brisce GHVELY le grand axg, il Vientx = ¢ -+ poos W, en rem-
placant x par cette valeur dars I'éguiation précédente, et dési-
gentpare I’exoentn'citéa, onen déauit

© p=om e

1-)-ficOsfc>

Supposons maintenant que la courbe soit une hyperbole.
Prenors pour foyer le pdle F et poul
axe pdaire la direction FA ce I'ae
transvere (fig 162. Nous avors Wi
(P 233) que ladistance du foyer F i
un point cLelconcie ¢k la.courte el
exprirée par laformule

ex \

le signe—s’appliquant ala brande de gauche, le signe-+ala
brandre ce droite. Projetors sur I'axe tramsverse OX la ligne
brisce OAVIonax = —en-peosw. Il en résuite que la pre-
miere branche ce 'hypertole est représentée par I'équetion
© P 17 2asw
la scoonce par I’équition
@ PT 1 etos

Missi I’'on convient de porter les rayors vecteurs négatifs
ensers contraire e la direction indiqueée par I'angle 63 1l est
fadle de voir que Iéquation (1) représente a elle seule les
ceux brandhes ce 'hypertoole. Soit MIun point quelconoue
Ck la seoonck brande , w Pangle correspondant AFM,
le rayon vecteur EM; en wertu ce I’éguetion (2), on a
B= s -— Da® quation @, domors a l'angle @ la

—-ecost/

valeur A7 0 viendra

P= t=—ecosay - - 7
GEOM. ANALYT. 45
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on obtient ainsi pour pune valeur négative — pr7; mais la valeur
(o'-+- attribuée a a>indique la direction F'Mt opposée de F'M'.
Si pavaitune valeur positive, il faudrait la porter dans la direc-
tion F'M,; payant une valeur négative — p', on convient de
porter la valeur absolue p' en sens inverse, c’est-a-dire dans la
direction F'M', ce qui donne le point M' Il résulte de la que
I’équation (i) suffit pour représenter les deux branches de I’hy-
perbole, la premiere par les valeurs positives de p, la seconde
par les valeurs négatives.

Considérons enfin le cas ou la courbe est une parabole.
Prenons encore pour pdle le foyer F et pour
axe polaire la droite FA dirigée vers le som-
met (fig. i63). On a (n° 243)

Q=ZV-+-X.
i ™2

En projetant sur I’'axe AX la ligne brisée AFM,
on acomme précédemment

X = j-+- pcoslir— W?z R_ pcosw;
d’ou I'on déduit

® 7=

I-t-00%<T

Il résulte de ce qui précéde que I'équation (i) représente les

trois courbes du second degré; la courbe est une ellipse, une

parabole ou une hyperbole, suivant que I'excentricité e est
inférieure, égale ou supérieure a l'unité.

EXERCICES.

i° Met M étant deux points d'une parabole, P le point de concours
des tangentes en ces deux points et F le foyer ; démontrer que I'on a
PM = PSP
MF ~ M'F"

ao Dans une courbe du second degré, la perpendiculaire abaissée du
foyer sur une courbe et le diamétre conjugué de la corde se coupent sur la
directrice.

3% Un demi-diamétre d'une ellipse ou d’'une hyperbole est moyen propor-
tionnel entre les droites qui joignent les foyers a I'extrémité du diametre
conjugué du premier.
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4° Dans I'hyperbole équilatere la distance d’un point quelconque de la
courbe au centre est moyenne proportionnelle entre les distances de ce point
aux foyers.

5° Trouver dans le plan d’une ellipse un cercle tel que la longueur de la
tangente menée au cercle de chacun des points de I'ellipse soitune fonction
rationnelle, entiére et du premier degré des coordonnées de ce point.

Démontrer que la somme ou la différence des tangentes menées de
chacun des points de I'ellipse a deux cercles jouissant de la propriété pré-
cédente est constante.

6° Lieu du sommet d'un angle constant circonscrit a une parabole.

7° Par le foyer d'une parabole on méne une corde, et sur la corde comme
diamétre on décrit un cercle, puis on mene au cercle des tangentes paral-
leles a une droite donnée ; trouver lejieu des points de contact.

8° Un angle constant tourne autour du foyer d'une courbe du second
degré; aux points ou les cotés de I'angle rencontrent la courbe, on mene
des tangentes a cette courbe ; trouver le lieu du point d’intersection de ces
tangentes.

9° Etant donnée une ellipse, en un point quelconque M, on meéne la tan-
gente que I’on prolonge jusqu'aux points P et Q, ou elle rencontre les tan-
gentes aux extrémités du grand axe; trouver le lieu du point de rencontre
N des droites F'P et FQ, et du point de rencontre N' des droites FP etF'Q.
Démontrer que les deux points N et N' sont situés sur la normale au
Point M.

ioo Etant donnée une courbe du second degré, une sécante tourne autour
d un point fixe P ; on joint au foyer F les points Met M' ou elle coupe la

2 . . PFM PFM;
Gourbe ; démontrer que le produit tang —— tang — -— est constant.

ti° L’angle sous lequel du foyer d’'une courbe du second degré on voit
la portion d'une tangente mobile comprise entre deux tangentes fixes est
constant.

ta» Un triangle étant circonscrit a une parabole, le point de concours
des hauteurs est sur la directrice, et le cercle circonscrit au triangle passe
Par le foyer.

i3° Si, en un point quelconque M d’une ellipse, on mene une normale,
la portion de cette normale comprise entre le point Met le petit axe a pour
projection sur les rayons vecteurs menés du point M aux deux foyers une
longueur égale au demi-grand axe.

i4° La portion de la normale comprise entre le point Met le grand axe a
Pour projection sur les rayons vecteurs une longueur égale au parameétre de
I'ellipse.

15» Deux courbes du second degré ont un foyer commun ; si 1on méne
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de ce foyer des rayons vecteurs aux extrémités d’un diamétre quelconque
de I'une des courbes, la somme ou la différence des rapports de ces
rayons aux rayons de la seconde courbe qui ont la méme direction est
constante.

16» On prolonge les rayons vecteurs qui vont d'un point quelconque M
de I'ellipse aux deux foyers F et F' jusqu'a leur rencontre en P et Q avec

L , MF M
a courbe; demontrer que la somme pp + est constante.

170 Une rose des vents formée de m rayons tourne autour de son centre
placé au foyer d’une ellipse ; démontrer que la somme des inverses des lon-
gueurs comptées sur chaque rayon depuis le foyer jusqu’au point ou il coupe
I’ellipse, est constante.

18» D'un point quelconque P situé dans le plan d’une ellipse, on méne
des tangentes a cette ellipse ; on abaisse du point P une perpendiculaire
PC sur la corde des contacts AB ; les droites PC et AB coupent le petit axe
en D et E; démontrer que le cercle décrit sur DE comme diamétre passe
par les deux foyers.

19* Etant données deux ellipses homofocales, par un point P on méne
a l'une delles des tangentes qui rencontrent la seconde, I'une en A et B,
I'autre eu C et D ; démontrer que I'on a

1 1 1 1
PA:tPB = PC:xPD'

m » On décrit un cercle sur le grand axe d'une ellipse comme diamétre
I'ordonnée d'un point quelconque M de I'ellipse rencontre le cercle en un
point N ; si I'on appelle w I'angle que fait avec le grand axe le rayon vec-
teur FM, et u I'angle que fait avec le grand axe le rayon ON du cercle, on
a les relations

p=a (i— ecoswi tan E;‘- =i //-1-T--9tang "
En désignant par S I'aire du secteur elliptique AFM, ou a aussi

ab N
§ = — lu—esinu).
X

mi» line hyperbole équilatere homofocale a une ellipse intercepte sur les
cblés d'un angle droit circonscrit a I'ellipse deux cordes égales.

iX0 un triangle étant inscrit dans une parabole, si I'on appelle 11 le rayon
du cercle circonscrit au triangle, c, C', C", les cordes menées par le foyer
Marallclement aux c6tésO, 6', 6'des angles que font les cotés avec I'axe, Qll a

1sin 6.sin B. sin8'—p, 8pR2= C'C".

a3“ Soient A le sommet, F le foyer d’une parabole (p, <0), (P!, «’) les
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coordonnées de deux points M et M de la courbe, 0l'angle MFM', S l'aire

du secteur AFM, A celle du secteur MFM', | la longueur de la corde MM ;
démontrer les formules suivantes employées en astronomie:

s pp'sin—
P=— — 5, »\pas\—Y(P+P) — Bb
p+p'—sVpp'cos-

S~ S \/p(@aP—P) = ~ tang“ "3+ tang’

a= 3 Vpp'sin;(p+p'+Vp?2cd )

= "p4-p'4-\/pp'cOs aP "P +P'— 3 Vff cosf?

CHAPITRE VIII

Sections coni<]iics.

THEOREME 1.

3 « 4 — La section d'un cylindre circulaire droit par un plan

quelconque oblique a la base est une ellipse.

Par I'axe CC' «u cylindre (fig. i64) menons un plan perpen-
diculaire au plan sécant; nous
prendrons ce plan pour plan de
la figure. Ce plan coupe le cy-
lindre suivant deux génératri-
ces opposées GG', HH', et le plan
sécant suivant la droite AA'.
Dans le plan de la figure, décri-
vons deux cercles C et C' tan-
gents a ladroite AA' et aux deux
génératrices GG', HH' du cylin-
dre; il suffit pour cela de mener

les bissectrices des angles A et A' jusqu’a leur rencontre en C
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et C' avec I'axe du cylindre ; si, du point Ccomme centre, avec
le rayon du cylindre, on décrit un cercle, ce cercle toucherales
génératrices en Get H, et la droite AA' au pointF ; le cercle dé-
crit du point C' comme centre louchera de méme les généra-
trices en G'et H', et la droite AA' au pointF7. Imaginons main-
tenant que la figure tourne autour de I’axe CC7; la génératrice
GG7engendreralasurfacedu cylindre, tandisqueles deux cercles
engendreront deux spheéres inscrites dans le cylindre et le tou-
chant intérieurement, la premiére suivant la circonférence de
grand cercle GLH, la seconde suivant la circonférence de grand
cercle GL™7.En oi”*re, les deux sphéres sont tangentes au plan
proposé, la premiére au point F, la seconde au point F7.En effet,
le plan de la figure et le plan proposé sont perpendiculaires
entre eux; la droite CF, qui est tracée dans le premier plan
perpendiculairement a leur intersection AA7, est perpendicu-
laire au second plan; le plan AMA7 étant perpendiculaire a
I'extrémité du rayon CF, est tangent a la sphére C au point F.
On verrait de méme que ce plan est tangent a la sphere C7au
point F7.

Cela posé, soit AMA7la courbe suivant laquelle le plan sécant
coupe le cylindre ; nous allons démontrer que cette courbe
est une ellipse ayant pour foyers les points F et F7. Joignons
un point quelconque Mde cette courbe aux deux points F et F7,
par le point M passe une génératrice LL7du cylindre; cette
génératrice touche la sphére supérieure au point L, la sphere
inférieure au point L7. Les deux droites MF, ML, tangentes
menées du méme point Mala sphére C, sont égales; de méme,
les deux droites MF7, ML7, tangentes menées du point Ma la
sphére inférieure, sont égales. Ainsi la somme des rayons
vecteurs MF -+ MF7 est égale a ML H- ML7, c’est-a-dire a la por-
tion LL7de la génératrice comprise entre les deux cercles de
contact ; longueur constante, car dans le mouvement de révo-
lution autour de CC7 la génératrice GG7vient coincider avec
LL7 On voit par la que la somme des distances de chacun des
points de la courbe aux deux points fixes F et F7est constante
et égale a GG7; on en conclut que la courbe est une ellipse
ayant pour foyers F ei F7.
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265 — Corollaire. Les droites DE, D'E', intersections du
plan sécant et des plans des cercles GH, GH', suivant lesquels
les sphéres inscrites touchent le cylindre, sont les directrices
de I'ellipse. En effet, par le point M menons un plan perpendi-
culaire a I'axe du cylindre; ce plan couperale cylindre suivant
un cercle NMN'. La droite DE, intersection de deux plans per-
pendiculaires au plan de la figure, est elle-méme perpendicu-
laire a ce plan et, par suite, a ladroite AA'; il en est de méme
de la droite MP, intersection du plan du cercle et du plan
sécant. Le rayon vecteur MF étant égal a ML ou a NG, et la
perpendiculaire abaissée du point M sur la directrice DE étant
égale a PD, le rapport des distances du point M au foyer et a

. . G L N
la directrice est— ; mais, a cause des paralleles PN et GD, ce

rapport est égal acelui de AG a AD, ou de AK a AA', rapport con-
stant, puisque ces deux dernieres longueurs sont constantes.

Au foyer F correspond la directrice DE; au foyer F7la di-
rectrice DE'.

THEOREME II.

266 —La section d'un céne circulaire droit par un plan est

une courbe du second degré.

Menons par Taxe du céne un plan perpendiculaire au plan
sécant; ce plan coupe le cone
suivant deux génératricesSG,
SH, et le plan sécant suivant
la droite AA'.

i° Considérons d’abord le

cas ou la droite AA' rencon-

tre les deux génératrices SG,

SH d’un méme codté du som-

met S (fig. i65). Décrivons

deux cercles O et O7tangents

a la droite AA' et aux deux

arétes SG', SH'. Si l'on fait

tourner la figure autour de

Fig. 166 I’axe SO', pendant que I'aréte
SG' engendre le cone, les deux cercles engendrent deux sphéres
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tangentes au cbne suivant les cercles de contact GH, G'H'. Le
plan sécant est tangent a I'une des sphéres au point F, comme
perpendiculaire a I'’extrémité du rayon OF; il est aussi tangent
a l’autre spheére au point F'.

Cela posé, soit M un point quelconque de la courbe d’inter-
section ; la génératrice SM qui passe en ce point touche les
sphéres aux points L et L'; joignons MF, MF'. Les droites MF et
ML sont égales comme tangentes menées du méme pointMa la
sphére 0 ; les droites MF' et ML' sont égales comme tangentes
menées du point M a la sphére 0'; on a donc

MF-H MF'= ML+ ML'= LL".
Or la portion LL' de la génératrice comprise entre les cercles
paralleles GH, GH' est contante et égale a GG'; donc la somme
des distances de chacun des points de la courbe aux deux points
fixes F et F' est constante, et, par conséquent, cette courbe est
une ellipse dont les points F et F' sont les foyers.

La somme constante GG' est égale au grand axe AA'. Si par
le point A' on méne A'K parallele a GH, on détermine sur la
génératrice une portion AK égale a la distance focale FF'; car,
si des longueurs égales GG', AA' on retranche, d'une part AG
et KG', d’autre part les longueurs égales AF et A'F', il reste deux
longueurs égales AK, FF'.

Considérons les droites DE, D'E', suivant lesquelles le plan
sécant est coupé par les plans des cercles de conlact GH, G'H".
Si, du point Mon abaisse une perpendiculaire MP sur le grand
axe, la distance du point Ma la droite DE est égale aPD. Soit
NMN' le cercle paralléle qui passe par le point M; la longueur
MF ou ML est égale a GN. A cause des paralléles DG, PN, on a

GN__AG__AK

DP AD AA™
Ainsi les distances de chacun des points de I'ellipse au foyer F
et a la droite DE sont entre elles comme la distance des foyers
au grand axe. Cette droite DE est une directrice de I'ellipse; la
droite DE' est la seconde directrice.

2° Lorsque la droite AA' rencontre les deux génératrices SG
et SH de part et d’autre du sommet (fig. 166), on a

MF— MF=ML— ML=LL'=GG".
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La différence des distances de cha-
cun des points de la courbe aux
deux points F et F' est constante ;
cette courbe est une hyperbole
gui a pour foyers les deux points
F et F'. Les droites d'intersection
du plan sécant et des plans de
contact sont de méme les direc-
trices de I’hyperbole.

3° Supposons enfin que la droite
AA' soit parallele a I'aréte SH
(fig. 167); décrivons une sphére
tangente au cone suivant le cercle
GH et au plan sécant en F. Soit

DE I'intersection du plan sécant avec le plan du cercle de contact
GH. Par le point Mde la section menons la droite ME perpendicu-

f'e- *w.

aire a DE, et la génératrice SM,
gui rencontre en L la courbe de
contact; la droite ME sera paral-
lele a AA' et a SH; donc les trois
droites ME, SM, SH sont dans un
méme plan, etles trois pointsH,L,
E, sur la droite d’intersection du
plan de contact et du plan précé-
dent. Les deux trianglesMLE,HSL
sont semblables,et puisque SL est
égale a SH, on a aussi ML =r ME ;

mais ML= MF,comme tangentes menées du point Ma la sphére;
Par conséquent, MF=ME. Ainsi la courbe est une parabole dont
le point F est le foyer et DE la directrice.

Cette méthode si élégante, pour trouver les propriétés des
foyers et des directrices dans les courbes du second degré, est

due a Dandelin.

2 0 7— Placer une courbe du second degré sur un cone donné.
— 1° La courbe est une ellipse. Dans le triangle AA'K (fig. i65),
on connait deux cotés AA', AK, qui sont le grand axe et la
distance des foyers, ainsi que I'angle opposé a AA' qui est le
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complément de la moitié de I'angle au sommet du cone. Comme
le grand axe surpasse la distance focale, on peut toujours con-
struire ce triangle; la perpendiculaire sur le milieu de A'K dé-
termine le point S, et par suite tout ce qui fixe la position du
plan sécant.

2° La courbe est une hyperbole. Dans le triangle AA'K
(fig. 166), on connait également deux coétés, ainsi que I'angle
opposé a l'un d’eux; mais comme le c6té opposé a I'angle
donné est le plus petit, la construction du triangle n’est pas
toujours possible. Il faut que I'on ait a >ccosy (2a étant I'axe
transverse, 2c la distance des foyers de I'hyperbole, 2y I'angle

au sommetdu cdne);d’ou cosy<”* et, par suite, cosy< cos0,

en appelant 6 I’'angle de I'asymptote avec le grand axe; donc
I’'angle des asymptotes doit étre plus petit que I'angle du cone.

3° La courbe donnée est une parabole. Enjoignant le centre
O de la sphere au point G, on forme un triangle rectangle OGA
(fig. 167), dans lequel on connait le c6té AG qui est le demi-
paramétre de la parabole, et 'angle OAG complémentaire dey.
Aprés avoir construit ce triangle, on élévera OS perpendicu-
laire sur OA jusqu’a la rencontre de AG ; une fois connue la
distance SA, le probleme est résolu.

En résumé, sur un cone donné on peut placer toutes les
ellipses, toutes les paraboles, et toutes les hyperboles dans les-
guelles I'angle des asymptotes est plus petit que I'angle du
cone.

268 — Remaraue. SUPpPOsSONs que les spheres employées
précédemment soient toujours inscrites dans le cone, mais
coupent le plan sécant; il suffit pour cela que les cercles gé-
nérateurs soient tangents aux deux lignes SA, SA7et coupent
AA7; les intersections des sphéres par le plan sécant sont des
cercles, et lI'on verra que, dans le cas de I'ellipse ou de I'hy-
perbole, la somme ou la différence des tangentes menées a ces
cercles d'un point quelconque de la courbe est constante; que,
dans le cas de la parabole, la tangente menée au cercle d’un
point quelconque de la courbe est égale a la distance de ce
point a une certaine droite.
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Les géometres grecs connaissaient les courbes du second
degré comme sections d’un cdne a base circulaire par un plan.
Apollonius (247 ans avant J.-C.) afait sur les sections coniques
un traité en huit livres, dans lequel il rapporte ce qui a été
trouvé avant lui, et expose ses propres découvertes sur cette
matiere. Le traité d’Apotionius contient les principales pro-
priétés des sections coniques; nous citerons les deux théorémes
sur les diameétres conjugués (no* 162, i63et 191), les propriétés
des asymptotes de I’hyperbole, les propriétés élémentaires des
foyers.

CHAPITRE 1IX

Détermination des sections coniques.

3 6 9 — L'équation générale du second degré
Ax*-1- BXyH- Cys-f-Dx -f- Ey-f-F = o

contient six coefficients; mais comme on peut diviser tous les
termes par I'un des coefficients, pourvu que ce coefficient soit
différent de zéro, I'’équation ne renferme que cinq parametres
arbitraires, savoir les rapports de cinq coefficients au sixieme.
Pour déterminer une courbe du second degré, il faut donner
les valeurs des cinq paramétres, ou bien cing relations entre
ces cing parametres; mais, dans ce cas, il est nécessaire d’exa-
miner si les cing équations de conditions admettent un sys-
teme de solutions réelles, et si, en outre, I’équation du second
degré correspondante représente bien une courbe; autant les
cing équations de conditions admettront de systemes de solu-
tions réelles jouissant de cette propriété, autant il y aura de
courbes du second degré satisfaisant aux conditions proposées.

En général, les relations entre les parametres proviennent
de conditions géométriques auxquelles doit satisfaire la courbe.
Ainsi on peut assujettir la courbe a passer par des points
donnés, a étre tangente a des droites données, etc. On expri-
mera que la courbe passe par un point donné, en écrivant que



26 LIVRE Ill, CHAPITRE IX.

les coordonnées du point vérifient I’équation de la courbe, ce
qui donne une relation entre les coefficients. On exprimera
gue la courbe est tangente a une droite donnée, en écrivant
que I’équation qui fournit les abscisses des points d’intersection
de la courbe et de la droite a deux racines égales, ce qui donne
aussi une relation entre les coefficients. Une condition géomé-
trique qui se traduit par une relation entre les coefficients est
regardée comme une condition simple. Une condition géomé-
trique qui se traduirait par deux relations serait regardée comme
double; si, par exemple, on assujettissait la courbe a toucher une
droite donnée en un point donné, I’équation qui donnerait les
abscisses des points d’intersection devant admettre une racine
double donnée, il en résulterait deux relations entre les coeffi-
cients ; la condition géométrique énoncée devrait donc compter
comme deux conditions simples. D’aprés cela, on dira qu’ilfaut
cing conditions géométriques pour déterminer une courbe du
second degré.

Si I'on veut que la courbe soit une parabole, les coefficients
devant vérifier la relation B2— 4A C =0, I’équation ne contien-
dra plus que quatre parametres arbitraires et la parabole sera
définie par quatre conditions.

De méme, si I'on veut que la courbe soit une hyperbole
équilatére, il faudra que les deux droites représentées par 1'é-
quation Ax2-f-Bxy+ Cy1j'= 0, droites paralléles aux asymptotes
(n° i30), soient perpendiculaires entre elles, ce qui donne une
relation entre les coefficients; lorsque les axes des coordonnées
sont rectangulaires, cette relation est A + C = o. Quatre condi-
tions suffisent donc pour déterminer une hyperbole équilatere.

Avant d’aller plus loin, il est bon de généraliser les défini-
tions, afin d’éviter les restrictions qu’apporteraient les solutions
imaginaires dans les énoncés des théorémes.

POINTS ET DROITES IMAGINAIRES.

270 —Un systéme de valeurs réelles dea:et de y détermine
un point du plan; par analogie, nous appellerons point imagi-
naire un systéeme de valeurs imaginaires attribuées hxety.
Si deux systemes de valeurs imaginaires sont de la forme
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X = a-t- bi, y= c-f-dietx=a — bi, y= c— di, nous dirons
gue les deux points imaginaires sont conjugués.

Une équation du premier dégré Ax + By -+ C= o0 a coeffi-
cients réels est vérifiée par les coordonnées d’une infinité de
points réels, dont le lieu est une ligne droite; mais elle est
vérifiée aussi par une infinité de systemes de valeurs imagi-
naires attribuées a x et a y; car, sil’'on attribue a x une valeur
imaginaire quelconque, on en déduira pour y une valeur
imaginaire correspondante ; si I'on donne a x deux valeurs
imaginaires conjuguées, les deux valeurs correspondantesdey
seront aussi conjuguées.

Par analogie, nous appellerons droite imaginaire I'ensemble
des solutions d’'une équation du premier degré a coefficients
imaginaires. Il esta remarquer qu’une droite imaginaire passe
par un point réel. Soit, en effet,

(A'+ A"i)x+ (B"+B"i) y-\- (C/-+-C*i)=0,

ou (A;x -4-B?y + CO+ i(A"x -+~B"y+ C")= o,
une droite imaginaire. Cette équation sera vérifiée par les
coordonnées du point d’intersection des deux droites réelles

A'z+B'y-t-C”™o, M'x-r'B"y-\-C— o.

L’équation générale du premier degré, renfermant trois co-
efficients et par suite deux parameétres arbitraires, deux points,
réels ou imaginaires, détermineront la droite. Si lI'on appelle
N >y- x", y" les coordonnées des deux points donnés, la droite
qui passe par ces deux points aura pour équation

X—Xx'_y—yl
X"—x[~ y"—yr

La droite qui passe par deux points imaginaires conjugués
est réelle. Soient, en effet, x'=a-{-bi, t/=c-hdi, x"=a— bhi,
y"— c— di; I'’équation de la droite se réduit a

X—a_y—c¢

b ~d
Le point qui a pour coordonnées
X' f-x" T
X. ~ ____{_____> y , = X----Z'
1 2 2

Sera dit le milieu de la droite qui joint les deux points donnés;
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si les deux points sont imaginaires conjugués, le milieu sera
un point réel.

Une équation algébrique f (x, y)= o a coefficients réels est
vérifiée en général par les coordonnées d'une infinité de points
réels formant une courbe ; elle est vérifiée aussi par les coor-
données d’une infinité de points imaginaires, conjugués deux
a deux. Si les coefficients sont imaginaires, I’équation admet
toujours une infinité de solutions imaginaires, mais seulement
un nombre limité de solutions réelles ; I’ensemble de ces solu-
tions formera ce que nous appellerons une courbe imaginaire.

Deux équations, I'une du premier degré, I'autre du second
degré en x et y, admettent deux systémes de solutions. On
dira donc qu’une droite rencontre une courbe du second
degré en deux points, réels ou imaginaires. Une droite réelle
rencontre une courbe du second degré réelle en deux points,
qui sont réels ou imaginaires conjugués. Ceci permet d’ex-
pliquer un fait qui s’est présenté déja plusieurs fois; quand on
cherche, par exemple, le lieu des milieux d’'une série de cordes
paralleles dans I'ellipse, on irouve par le calcul une droite in-
définie, et cependant le lieu, tel qu’il est défini géométrique-
ment, ne se compose que de la partie du diameétre intérieure
a I'ellipse ; les sécantes extérieures rencontrent I'ellipse en deux
points imaginaires conjugués, le milieu de la corde est encore

un point réel, et le diameétre se prolonge ainsi en dehors de la
courbe.

INTERSECTION DE DEUX COURBES DU SECOND DEGRE.

271.— Nous remarquerons d’abord que si les deux courbes
coincident, c’est-a-dire si les deux équations sont vérifiées par
les mémes systémes de valeurs des variables x ety, les coeffi-
cients sont proportionnels. En effet, les équations
D Cy* 4- (Ba: -t-E)y -+ (Ax1l-+ Mx -+F) =0,

)] Cy+-(Wx-+-E"Y)y+(A'&@M- D'a+ F)=o,
admettant les mémes racines pour une méme valeur de x,

on a
C_Be+t E___ Ax'+De+F
C~~Wx+E!~-TiT+F'c+F "’
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et, comme ceci doit avoir lieu quelle que soit x, on en conclut
C_PL—E_A_D F
C7 B' E' A’ D7+ F"

La réciproque est vraie : lorsque les coefficients sont propor-
tionnels, les deux équations sont évidemment identiques, et les
deux courbes coincident.

Nous supposerons dans ce qui suit les courbes différentes,
c est-a-dire les coefficients non proportionnels. Considérons
d abord le cas ou les coefficients C et C' sont différents de zéro ;
si I’on retranche les équations membre a membre, aprés les
avoir multipliées respectivement par C7et C, on élimine y* et
I'on obtient une équation de la forme
® (BjX-i-E)Y/ +(Ax' -f-D,x-4-F,)= o,
4ui>avec I'équation (i), forme un systéme équivalant au sys-
téme des deux équations proposées (i) et (2). Les cing coeffi-
cients B,, E, Aj, D, Ft ne peuvent étre nuls a la fois; car si
cela avait lieu, les coefficients des deux équations (1) et (2) se-
raient proportionnels. Si les deux coefficients B, et E, étaient
nuls, I'équation (3) deviendrait AjX’' -i-DjX+F, =0 ; elle don-
nerait pour x deux valeurs; a chacune d’elles, d'apres I'équa-
tion (1), correspondraient deux valeurs de y, en tout quatre
solutions. Supposons que les deux coefficients B, et E, ne soient

R . . E .
Pas nuls a la fois; en général, la valeur x = — ~ qui annule

le coefficient de y dans I’équation (3) n'annule pas le polynéme
At~+D ™+ F,; dans ce cas, laquantité B~N-f-E, étant diffé-
rente de zéro pour toutes les solutions de I'équation (3), on
Peut mettre cette équation sous la forme
A#*-1-D.ic+F.

y= — B.S+E
en portant cette valeur de y dans I'équation (1), on obtient une
équation du quatriéme degré

@) akk+ a,x5+ + a.0;+ a4= o,

gui, jointe a I'équation (3), forme un systeme équivalant au
systeme des deux équations (i) et (3), et, par conséquent, au
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systeme proposé. Les cing coefficients de I'équation (4) ne peu-
vent étre nuls a la fois ; car, si cela avait lieu, I’équation (4) de-
venant une identité, les deux équations proposées admettraient
les mémes solutions. L'équation (4) donne quatre valeurs de a;;
a chacune d’elle correspond, d’aprés I’équation (3), une valeur
de y, ce qui fait quatre solutions du systéme proposé.

E
Si la valeur x = — ~ annulait le polynéme A~H-D .x-f- F,
I’équation (3) se mettrait sous la forme
(Blic-t-E)(y+ma:+jO=o,

et se décomposerait en deux équations distinctes, 1™x-I-E,— o,
y+ mx-i-n — 0; la premiére donne la valeur x = — -Ei, a
laquelle, dapres I’équation (i), correspondent deux valeurs de
y ; de la seconde on déduity =: — mx — n, et, remplagant y
par cette valeur dans I’équation(i), on obtient une équation du
second degré en x, qui fournit deux nouvelles solutions ; en
tout quatre solutions. Cependant il peut arriver que celte der-
niere équation du second degré en x se réduise a une identité ;
dans ce cas, les coordonnées de tous les points de la droite
y + m x-hn=o vérifient les deux équations proposées, qui re-
présentent alors des Gouples de droites, dont deux coincident.

Si un seul des coefficients C ou C' était nul, I’'une des équa-
tions proposées serait de la forme (3), et on répéterait ce qui
vient d’étre dit.

Considérons maintenant le cas ou les deux coefficients Cet C

. e E" . ..
sontnuls a la fois. Si lavaleur x = — 4 qui annule le coefficient

de ydansl’équation (2) n’annule pas le polynéme Ak sH-D/a:-t-F/,
on déduira de cette équation

A'X* +bx F7
y—~ B'a;-)-E'

et, substituant dans I’équation (1), Oll arrivera a une équation

du troisieme degré en x, ce qui donne trois solutions. Si la

E7
valeur & = — g7 annule le polyndme AV-f-D'ar-i-F', I’équa-
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tion (2) se met sous la forme

(B'e+ E') (y-+mXx-+-«)= o0,
et représente deux droites Bb;-+-E/= 0, y-hm x-j-n=o0, qui
coupent la courbe (1), la premiére en un point, la seconde en
deux points. Il peutarriver que Tune de ces droites appartienne
a la ligne (1); dans ce cas, les équations proposées représentent
des couples de droites, dont deux coincident.

On conclut de ce qui précede, que deux lignes du second
degré nepeuvent avoir plus de quatre points communs, a moins
gue ces lignes ne soient des couples de droites, dont deux coin-
cident. Lorsque les deux équations proposées ont leurs coeffi-
cients réels, les quatre points communs sont réels ou imagi-
naires conjugués.

2172 — 1l est facile de former I’équation (4) qui donne les
abscisses des quatre points communs a deux courbes du second
degré. Soient Ay’ + A,y + As= o, A'ty%+ A\y + A' = o,
les deux équations proposées, dans lesquelles AOet A', dési-
gnent des constantes, A, et A't des polynémes du premier degré
ena;, A2etA’', des polyndmes du second degré. Enretranchant
ces équations membre a membre, aprés les avoir multipliées
respectivement par A'Oet AQ on a

(AQA',— A'Q\ )y + (AA ,— A"AJ=0.
En multipliant par A, et A',, retranchant et supprimant le fac-
teur y, on a de méme
(A 2— A'ADy-t- (A, A'j— A",AD= o.
L’élimination de y entre ces deux dernieres équations conduit
a I’équation du quatrieme degré
(AR't-A-"Aj(AA,- ALA)- (AAS- A'AA) = o.

273 — corotraire. Une équation du second degré a coeffi-
cients imaginaires ne peut admettre plus de quatre solutions
réelles. En effet, le premier membre de I’équation est de la
forme S-M S, SetsS, désignant des polyndmes réels du se-
cond degré; si I'équation est vérifiée par des valeurs réelles
attribuées a a: et ay, on aura séparément S= o, Si=0 ; les

points réels du lieu sont les points communs aux deux courbes
GOMANAM. 16
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réelles S— o0, St— o, qui sont en général au nombre de
quatre.

Il n'y a.exception que lorsque ces lignes sont des couples
de droites dont deux coincident; dans ce cas, I’équation du se-
cond degré représente elle-méme deux droites, dont une est
réelle. Enfin, si les deux lignes S= o0, S'= o0 coincidaieut, le
premier membre de I'équation proposée serait divisible par
un facteur constant imaginaire, et les coefficients de I'équa-
tion deviendraient réels.

THEOREME 1.

274 — Par cing points donnés, on peut faire passer une
courbe du second degré, et on n’en peut faire passer qu’une.

Soit Ax,-(-Ba:i/-I-Cy,-f-Da;+Ey4-F = o I'équation géné-
rale des courbes du second degré; si I'on désigne par xlety'
les coordonnées de I'un des points, on aura cing relations de

la forme
Axn-I-YiXy" Cyn-+Da/-+Eyl F= o,

entre les rapports de cing coefficients au sixieme. Les équa-
tions, étant du premier degré, admettent en général une solu-
tion et une seule ; cependant il faudrait examiner s'il n'y a pas
des cas d’'impossibilité. La méthode que nous suivrons nous
permettra d’éviter cette discussion compliquée.

Supposons d’abord que, parmi les cing points donnés a, b,
c, d, e, trois ne soient pas en ligne droite (fig. 168). Les quatre
premiers points sontles sommets d’un quadrilatere abcd. Dési-
gnons, pour abréger, par a— o, [3= o les équations de deux
cotés opposés ab et cd; par y = o, U— o celles des deux autres
cOtés bc et da et considérons I'équation

® ap— Ay£=o,

qui renferme un parametre arbitraire k. Les lettres a, p,y, a
désignant des polyndmes du premier degré en x ety, Il'équa-
tion est du second degré ; les coordonnées du point a, inter-
section des droites ab et ad, annulent les deux polyndmes a



DETERMINATION DES SECTIONS CONIQUES. 243

et et, par conséquent, vérifient I’équation (5); il en est de
méme des trois autres points b, c,

d. Ainsi la courbe représentée par

I’équation (5) passe par les quatre

points a, b, ¢, d. On peut déterminer

le parametre k de maniére que la

courbe passe par le cinquieme pointe.

Appelons en effeta’, les valeurs

des polynémes a, @ f, <§ quand ony

Fig. 168. remplace x ety par les coordonnéesx '

et y' du point e; on devra avoir a'(3— ky'el= o; d’ou k=

En attribuantak cette valeur, on obtient une courbe du second
degré passant par les cinq points donnés.

Nous avons trouvé une courbe du second degré passant par
les cing points donnés. Il n’en existe pas d’autre ; en effet, des
cing points donnés, trois n’étant pas en ligne droite, une ligne
du second degré passant par ces cing points ne pourra se
réduire a deux droites; mais nous avons vu que deux courbes
du second degré non formées de lignes droites ont au plus
quatre points communs.

Si les cing points donnés sont réels, I’équation (5) a tous ses
coefficients réels ; d’autre part on sait, d’aprés la discussion
faite au chapitre I du livre Ill, que si une équation du second
degré a coefficients réels admet plus d’une solution réelle, elle
en admet une infinité formant une ligne continue; donc par
les cing points passe une courbe réelle du second degré.

Supposons que, parmi les cing points donnés, trois c, d, e
soient en ligne droite; la droite cde, ayant trois points com-
muns avec le lieu, appartiendra au lieu qui se composera alors
de la droite cde et d’'une seconde droite passant par les deux
autres points aetb. L’équation du lieu seraa(2= o; on |'obtient
en faisant k= o dans I’équation précédente.

Lorsque, parmi les cing points donnés, quatre sont situés
sur une méme droite, il y a indétermination. Le lieu se com-
posera de cette droite, et d’une droite quelconque passant par
le cinquiéme point.
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275 — corottaire |I. L’équation a(i— k"S— o. dans la-
quelle k désigne un paramétre arbitraire, représente toutes
les courbes du second degré qui passent par les quatre points
a,b,c,d; carun cinquiéme point déterminerait la courbe, et Ol1
peut toujours donner au parametre k une valeur telle que la
courbe passe par ce cinquiéme point.

Considérons une courbe réelle passant par quatre points réels
donnés; comme on peut supposer que les lettres a, p,y, a dési-
gnent les distances d'un point quelconque réel ayant pour coor-

(KA
données x et y aux cOtés du quadrilatére, I’équation k

signifie que le produit des distances d'un point quelconque
d’'une section conique a deux cotés opposés d'un quadrilatere
inscrit est au produit des distances de ce méme point aux deux
autres cotés dans un rapport constant.

En général, si I'on désigne par S=o0 etS,= o les équations
de deux courbes du second degré, I’équation S— AS, = o, dans
laquelle k est un paramétre arbitraire, représentera toutes les
courbes du second degré passant par les quatre points communs
aux deux premieres.

276 —corotraire Il. Proposons-nous maintenant de déter-
miner une parabole passant par quatre points réels donnés
a, b, ¢, d. Si I'on joint ces points deux a deux par deux droites
ab, cd qui se coupent et que I'on prenne ces droites pour axes
des coordonnées, I'équation générale des courbes du second
degré qui passent par les quatre points est

(T+'-"X? +s—)-**»=°;

a et b étant les abscisses des points aet b, cet d les ordonnées
des points c et d. Pour que le lieu soit une parabole, il fautque
le paramétre k satisfasse a la condition

ad bc) abcd '

Lorsque le produit abcd est négatif, on trouve pour k deux
valeurs imaginaires, et il est impossible de faire passer une
parabole réelle par les quatre points. Lorsque le produit est
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positif, ce qui revient a dire que I’'on peut former un quadrila-
tére convexe ayant pour sommets les quatre points, on obtient
pour k deux valeurs réelles différentes, et, par conséquent,
deux lignes réelles du genre parabole passant par les quatre
points. Si I'on pouvait réunir les points deux a deux par des
droites paralléles, chaque couple de droites paralleles consti-
tuerait une solution.

277 —corollaire Ill. Il est facile de former I'équation gé-
nérale des courbes du second degré qui passent par trois points
donnés a, b, c. Si I’'on désigne para=0, 3= o,y =0 leséqua-
tions des trois droites bc, ca, ab, on voit que I’équation
6) afjy -+ 6ya -+ ca[i= o
représente une courbe du second degré passant par les trois
points donnés. Cette équation renferme deux paramétres arbi-
traires, les rapports de deux des coefficients a, b, c au troisieme,
et I'on pourra disposer de ces deux parametres de maniere a

faire passer la courbe par deux autres points pris a volonté
dans le plan.

THEOREME 1.

278 — On peut mener une courbedu second degré tangente
a deux droites données en deux points donnés et passant par un
outre point donné.

Soient a=o0, (b=0 les équations des deux tangentes pa, pb,
Y= o celle de la droite qui passe par les deux points de con-
tact a et 6 (fig. 169). Considérons I’équation

(7) ap— kf = o,

dans laquelle le parameétre k est arbitraire. Si I'on y faita=0,
onay* = o, dou I'on conclut que la
droite pa rencontre la courbe en
deux points qui coincident, et, par
conséquent, est tangente en a. De
méme, la droite pb est tangente en
b. On déterminera ensuite le para-
meétre k de maniére que la courbe
passe par un autre point donné. Il
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n’existe qu’une courbe du second degré satisfaisant a ces con-

ditions; car, si deux courbes du second degré ont les mémes
tangentes en deux points Aet b I’équation (4), qui donne les
abscisses des points communs, aura deux racines doubles; les
deux courbes ne peuvent donc avoir un autre point commun.

279 —coronaire. L’équation (7) est I’éguation générale

des courbes du second degré tangentes a deux droites données
en deux points donnés; elle signifie que bpchtdstla}
@& dun ertqdcrrqe dure ssfionarige adixtay
gisdaiaed laddae ¢ e prt alacackds

ariadsdasunrgqotasiat
En général, si I’on désigne par S= ol’équation d’une courbe
du second degré, I’équation S— =0 représentera toutes

les courbes du second degré tangentes a la premiére en deux
points situés sur la droite y= o.

280 —On peutdéterminer le parametre kpar la condition
que la courbe soit une parabole. Si I'on prend les deux tan-
gentes pour axes des coordonnées, I’équation (7) devient

(F+7 - 1) - Yter="-
Pour que la courbe soit une parabole, il faut que la condition

(k ——"j — o soit vérifiée ; ce qui donne les deux so-

lutionsk=0, k=-~; & la premiére correspond la droite Eb
a la seconde une parabole dont I’équation peut étre mise sous

la forme 1=0.

CONDITIONS MULTIPLES.

2 8 1 — Reprenons I’examen des conditions géométriques
par lesquelles on peut définir une courbe du second degré.
Jusqu’ici nous n’avons parlé que des conditions simples,
comme les points et les tangentes. Le centre équivaut a deux
conditions; car si I’on prend le centre pour origine des coor-
données, I’équation du second degré, étant privée des termes
du premier degré, ne contient plus que trois parametres arbi-
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traires; ainsi la courbe est définie par son centre et trois
points.

Un diameétre avec la direction des cordes équivaut a deux con-
ditions; car si I’'on prend le diameétre pour axe des x et une pa-
rallele aux cordes pour axe des y, I’équation, étant privée des
deux termes du premier degré en y, ne contient plus que trois
paramétres arbitraires.

Un systéme de diameétres conjugués équivaut a trois condi-
tions; car si on les prend pour axes des coordonnées, I'équa-
tion, devant se réduire a la forme axt-\-byi-j-c= o, ne
contient plus que deux paramétres arbitraires. En général,
soient a=o0, @=o0, les équations de deux diametres conju-
gués, les distances a et p de chaque point aux deux diamétres
conjugués étant proportionnelles aux coordonnées de ce point
relatives a ces diamétres, la courbe sera représentée par I'é-

quation

®) aal-t- 6ps-4-c= o,

avec deux parametres arbitraires.
L’équation

9) a’-f-ap = 0

est I’équation générale des paraboles dont la droite a— o est
un diameétre, et la droite (3= o la tangente a I'extrémité de ce
diamétre.

On sait que I'’équation de I’'hyperbole, rapportée a ses deux
asymptotes, est xy— Ic. En général, soient a=o0, 3= o, les
équations des deux asymptotes, I'hyperbole sera représentée
par une équation de la forme
(10) aji— k= o
ne renfermant qu’un parametre arbitraire k. Ainsi les deux
asymptotes équivalent a quatre conditions, et la courbe est
déterminée par les deux asymptotes et un point ou une tan-
gente. Si I'on ne donnait qu’une asymptote a= o, I'équation
(i=0 de l'autre asymptote étant indéterminée, I’équation (10)
contiendrait trois paramétres arbitraires, de sorte qu’une
asymptote équivaut a deux conditions.

Nous avons vu que toute courbe du second degré a un foyer
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et une directrice ; il en résulte que I'équation
(n) (x—a)*4-(y— & — [mx+ ny+ h* -o, -

par laquelle on exprime la propriété du foyer, et qui renferme
les cinqg parametres arbitraires a, b, m, n, h, représente toutes
les courbes du second degré. Un foyer équivaut a deux condi-
tions ; car, si 1on donne un foyer, ses coordonnées a et b étant
connues, 1équation (ii) ne contient plus que trois parametres
arbitraires. De méme, une directrice équivaut a deux condi-
tions; car, en donnant I’équation de la directrice, on déter-
mine les rapports de deux des parameétres m, n. h au troisieme.

On peut se rendre compte d’une autre maniere des résultats
gue nous venons d’obtenir. Il est clair que .les deux coordon-
nées d un point remarquable d’une courbe du second degré,
comme le centre, un foyer, un sommet, etc., sont déterminées
lorsqu’on connait les coefficients de I’équation du second degré
et, par conséquent, qu’il existe deux équations entre ces coor-
données et les coefficients; si donc on donne un pareil point,
on aura deux relations entre les coefficients. Il en est de méme
des deux paramétres d’une droite remarquable, comme la
directrice ou un axe, etc. ; si celte droite est donnée, on aura
encore deux relations entre les coefficients.

Ainsi, par exemple, si f[x,y)=o0 est|’équation de la courbe,
on exprimera qu’un point donné est centre en écrivant que ses
coordonnées vérifient les deux équations th= o, ff,= o. Pour
exprimer qu’un point donné est un sommet, il suffit d’écrire
que ses coordonnées vérifient I’équation de la courbe et que la
normale en ce point passe par le centre.

282 — Il esta remarquer que les formes précédentes,sous
lesquelles nous avons mis I’équation du second degré, rentrent
dans la forme ap— Ays= o0, composée de trois polyndmes du
premier degré a, p, y qui se rapportent, les deux premiers aux
tangentes menées d’un point arbitraire p du plan, le troisieme
a la corde des contacts. Lorsque le point p coincide avec le
centre de I’hyperbole, les tangentes a et p sont les asymptotes;
la droite des contacts s’éloignant a I'infini, le polyndme y
se réduit a une constante, et I’équation ap— Ay’ = o devient
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afi— k = o. L’équation (8), mise sous laforme

(aVa+PV—& (aVa—PV—6)+c=0,

se rameéne a l’équation (10). L’équation (n), mise sous la
forme

[(y— b)—i(x— a)\[(y— b)-+-i(x—a) ]-(m x-d-ny-[-hy=o0,
rentre aussi dans Péquation a(3— ky*= o; les tangentes ima-
ginaires menées du foyer ont pour coefficients angulaires + i;
la directrice est la corde des contacts. Les deux foyers imagi-

naires de I'ellipse ou de I'hyperbole jouissent de cette pro-
priété, comme les deux foyers réels.

RECHERCHE DES SECANTES COMMUNES A DEUX COURBES
DU SECOND DEGRE.

283 — Nousavons vu que deux courbes du second degré,
S=o0, Sf=o0, ont en général quatre points communs; par
ces quatre points, on peut faire passer trois couples de droites.
Lorsque les courbes sont réelles, les points communs sont
réels ou imaginaires conjugués deux a deux. Il y a trois cas a
considérer : i° si les quatre points communs a, b, ¢, d sont
ré*els, les trois couples de sécantes communes sont évidemment
réelles ; a” si deux points a et &sont réels, les deux autres c et
d imaginaires conjugués, la droite ab est réelle, ainsi que la
droite cd qui passe par les deux points imaginaires conjugués;
on a donc une couple de sécantes communes réelles ab et cd.
Les quatre autres sécantes communes sont imaginaires; car, si
la sécante ac, par exemple, était réelle, le point d’intersection ¢
des droites réelles ac et cd serait reel; 3°lorsque les deux points
a et 6 sont imaginaires conjugués, ainsi que les points ¢ et d,
les droites ab et cd sont réelles, les quatre autres imaginaires.
On conclut de la que deux courbes réelles du second degré ad-
mettent au moins deux sécantes communes réelles.

On peut distinguer les deux derniers cas de la maniere sui-
vante : dans le troisieme cas, les deux droites ac et bd, étant
imaginaires conjuguées, se coupent en un pointréel, etde méme
les deux droites ad et 6¢; lescentres des trois couples de sécantes



250 LIVRE Ill, CHAPITRE IX.

communes sont donc réels. Dans le second cas, le point d’'in-
tersection des droites ac et bd est imaginaire ; car, si ce point
était réel, chacune des droites ac et bd, passant par deux points
réels (le point a ou b et ce point d'intersection), serait réelle;
des trois centres, un seul est donc réel.

284 — Pour montrer une application de ce qui précéde,
considérons deux ellipses ayant un foyer commun. Ces deux
ellipses ne peuvent se couper en plus de deux points réels;
car, d’aprés ce que nous avons dit au n° 260, deux ellipses qui
ont un foyer commun et trois points communs coincident;
elles admettent donc seulement deux sécantes communes
réelles.

Soient x— af-\-(y— 6)*~ k ~ — o,

(x-af-+-[y — b*~ Fy*=0,
les équations desdeuxellipses;; les deux sécantescommunes réel-
les Ay— passent par
le point d’intersection | des
directrices DI, DA(fig. 170),
et il est facile de les déter-
miner géométriquement.
Supposons que les deux
ellipses se coupent en deux
points réels A et B; l'une
des sécantes communes
réelles est la droite AB qui
passe par ces deux points: l'autre IL ne rencontre pas les
courbes. Pour déterminer cette seconde droite, joignons le
point A au foyer F et abaissoys de ce point des perpendicu-

laires AE, AE' sur les directrices; on a kl — et,

f/
par suite, . Prolongeons la perpendiculaire AE d’une

longueur EH égale a elle-méme; par le point H menons une
parallele HL a la premiére directrice, et par le point A une
paralléle AL a la seconde directrice; le point d’intersection L
de ces deux paralléles appartiendra a la seconde sécante com-
mune réelle IL.
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285 — Larecherche des points d’intersection de deux
courbes du second degré dépend en général de la résolution
d une équation du quatrieme degré ; mais on peut ramener la
qguestion a la résolution d’'une équation du troisiéme degré.
L équation S— /AS,=0, dans laquelle le parameétre k est arbi-
traire, représentant toutes les lignes du second degré qui pas-
sent par les points communs aux deux premiéres, on peut
déterminer le paramétre k de maniére que cette équation re-
présente deux droites; les deux courbes admettant trois cou-
ples de sécantes communes, lavaleur de k sera donnée par une
équation du troisieme degré.

Soient Az’'+ Bxy~\-Cy*+ Dx -f-E j/-bF = o,

\'xi-+B'xy -t-C7/*H-Das -f-E -+F'= o,

les équations des deux courbes proposées. L'équation nouvelle
sera

(A— kA)xt-\-(B— kB)xy-{-___ = o;
pour abréger, nous la représenterons par
axl1-t- bxy -+ Cy*-1-dx + ey-t-/= o.
Cette équation, résolue par rapport a y, devient

[ g J -

y ~ ————-— "MV (&2— 4«c)x!+ 2 (be— 2cd)x-+-(e*— /icf).

Pour que cette équation représente deux droites, réelles ou
imaginaires, il est nécessaire que le polyndne placé sous le
radical soit un carré parfait, ce qui exige que la condition
(be— 2cd)%— (6!'— Aac) (e2— \cf) = o
soit remplie. Cette relation, aprés la suppression du facteur4c,
s'écrit
ae*-4cd2— bde-h(b'— 4ac)f= o;

si I'on remplace les lettres o, b, ... . par leurs valeurs A— A:A
B— AB',... on arrive a une équation du troisieme degré en k.
Il suffira de calculer I'une des racines de cette équation avec
une certaine approximation, pour avoir une couple de sécantes
communes; cherchant ensuite les points d’intersection de
chacune de ces droites et de I'une des courbes proposées, a
I'aide d’une équation du second degré, on obtiendra les coor-
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données des quatre points d'intersection. On pourrait aussi
calculer deux racines de I'équation en Kk, afin d’avoir deux
couples de droites dont on chercherait ensuite les points d’in-
tersection.

28®© — Une racine réelle donnera deux droites réelles,
si elle rend positive la quantité b'— 4ac, et deux droites imagi-
naires conjuguées, si elle rend négative cette quantité. Une ra-
cine imaginaire donne toujours deux droites imaginaires ; car
si I’équation S— kSt=o0, dans laquelle k est imaginaire et les
polyndénes S et S, réels, représentait deux droites réelles, les
coordonnées de chacun des points de ces droites vérifieraient
séparément les deux équations S= o, S,=0, qui représente-
raientainsi le méme systémede droites; mais alors I’équation du
troisiéme degré en k a une racine triple qui annule les divers
coefficients de I'équation S— AS,=0. Cela posé, il y a plusieurs
cas a considérer : i° Si I’équation du troisieme degré en k a ses
trois racines réelles, et si deux racines rendent positive la
quantité 6*— 4 fIC>ces deux racines donneront deux couples de
droites réelles, d’ou I'on déduira quatre solutions réelles ; les
deux courbes se coupant en quatre points réels et admettant
trois couples de sécantes réelles, la troisieme racine rendra
aussi positive la quantité 62— 4 ac. 2°Si I’équation du troisiéme
degré a ses trois racines réelles, et qu’une seule rende positive
la quantité &— 4ac, les deux courbes n'admettent qu'une
couple de sécantes réelles. Les deux sécantes données par une
valeur de k sont représentées par les équations

bx-+-e , V&— Aac ( be— 2cd\

==e—nrzx-~~ - (T+R 5ij1
leur point d’intersection a pour coordonnées
___be—2cd . bx-\-et
X 6*— 4ac’ vy 2 '

puisque les trois valeurs de Asont réelles, les trois centres sont
réels; onen conclut que les deux courbes se coupent en quatre
points imaginaires. 3° Si I'équation du troisieme degré n’a
gu’une racine réelle, cette racine rendra nécessairement posi-
tive la quantité 6*— 4ac et donnera deux droites réelles; les
deux racines imaginaires conjuguées donneront deux couples



DETERMINATION DES SECTIONS CONIQUES. 253

de droites imaginaires telles que les deux droites de I'un des
systemes seront respectivement conjuguées des droitesde I'au-
tre systeme; des quatre points ou les droites de I'un des sys-
témes couperont celles de Il'autre, deux seront réels; on en
conclut que les deux courbes se coupent en deux points réels
et en deux points imaginaires conjugués.

887 — Lorsque deux hyperboles ont une asymptote pa-
rallele, I'un des points d’intersection s’éloigne a I'infini, et
1équation résultant de I’élimination de I'une des coordonnées
entre les deux équations se réduit au troisieme degré. Soient,
Par exemple, les deux hyperboles

Xy —y*— x =0, y*—xl— i— o,
qui ont chacune une asymptote parallele a la droite y— x; si,
dans la seconde, on substitue la valeur de x, tirée de la pre-

miére, on obtient I’équation du troisieme degré yl— y -f-i = o,

4ui a une racine réelle et deux imaginaires. Les deux hyper-
boles ne se coupent qu’en un point réel ; elles admettent deux
sécantes communes réelles; I'une, passant par ce point et le
Point situé a I'infini, est parallele a la droite y — x; l'autre
passe par les deux points imaginaires conjugués.

888 — Supposons que, dans les deux équations, les coeffi-
cients des termes du second degré soient proportionnels, et
rien n'empéche alors de les supposer égaux; si I'on retranche
ces deux équations

Ax2-f-Bay+Cy2-t-Dx+ Ey+F =0,
Aa’-t-Bay-I-Cy’-t-D'x+E & + F7= o,
membre a membre, on obtient I’équation du premier degré
(D— DOx +m(E— E")y-t-F— F'= o,
et I’élimination de y conduit a une équation du second degré
en x. Les deux courbes ne se coupent plus qu’en deux points
réels ou imaginaires conjugués; les deux autres points se sont
éloignés a I'infini. L’une des sécantes communes réelles passe
par les deux points d’intersection; I'autre s’est éloignée a I'in-
fini. Cette circonstance se présente lorsque lescourbes sont des
hyperboles ayant leurs asymptotes respectivement paralleles; et
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en général, comme nous le verrons plus tard, lorsque les deux
courbes sont semblables et semblablement placées.

2 8 ®— Lorsqu’'un méme diamétre divise en deux parties
égales les cordes paralléles dans les deux courbes, si, par une
transformation de coordonnées, on rapporte les courbes a ce
diameétre commun pris pour axe des a; et a une paralléle aux
cordes pour axe desy, les deux équations ne contiendront plus
I'inconnue y qu’a la seconde puissance; I’élimination de y*don-
nera une équation du second degré en x.

Si les deux courbes sont des hyperboles ayant une asym-
ptote commune, en les rapportant a cette asymptote prise pour
axe des x et a une droite quelconque pour axe des y, on ades
équations dans lesquelles le terme en xy contient seul la
lettre x-, en éliminant ce terme, on obtient une équation du
second degré eny.

Lorsque les deux courbes ont le méme centre, si on les
rapporte a ce centre commun pris pour origine des coordon-
nées, les deux équations ne contenant plus de termes du premier
degré, I’élimination dey donnera une équation bicarrée en x.

290 — Un cercle coupe en quatre points réels ou imagi-
naires une courbe du second degré; soit

(x— a)*-t-(y— by— o}
I’équation du cercle, a=o0, et £=0 celles d’'une couple de
sécantes communes réelles, I’équation de la courbe du second
degré pourra toujours étre mise sous la forme
1x —a)sd-(y —E—r’=/a(3.

Le premier membre représente le carré de la longueur de la
tangente menée d’un point quelconque de la courbe au cercle;
il en résulte ce théoréme : un cercle étant placé d'une maniere
guelconque dans le plan d'une courbe du second degré, la tan-
gente menée de tout point de la courbe au cercle esta la moyenne
proportionnelle entre les distances de ce point a deux sécantes
communes réelles dans un rapport constant.

Supposons que le cercle soit tangent a la courbe en deux
points réels ou imaginaires conjugués, la droite des contacts
sera réelle, et I’équation de la courbe prendra la forme

(x—a)d+ (y —by—r‘=Aa*.



DETERMINATION DES SECTIONS CONIQUES. 255

Ainsi, lorsqu’un cercle est doublement tangent a une courbe du
second degré, la tangente menée d'un point quelconque de la
courbe au cercle est a la distance de ce point a la corde des
contacts dans un rapport constant.

Le foyer d’'une courbe du second degré peut étre considéré
comme un cercle d’'un rayon nul ayant avec la courbe un
double contact imaginaire; la directrice est la corde des
contacts.

291 — A l'aide de la théorie précédente on détermine d’une maniere
tres-simple le nombre des normales que I’'on peut mener d’un point donné
a une courbe du second degré. Soit, par exemple, I'ellipse déiinie par
I"équation
(O 6V + «y = aV,
et P un point dont les coordonnées sont:)™ ety, (fig. 171). Désignons par X
et y les coordonnées du pied M de I'une des normales ; ces inconnues devront
vérifier I’équation (1) et aussi I’équation

@ yi— y= B;(te — *)  ou CXy-Hbiylx—a”y = o,

qui exprime que la normale au point M passe par le point P. 1l résulte de
la que le point M est déterminé
par la rencontre de I'ellipse (1) et
de I'hyperbole équilatere définie
par I'équation (a) ; I'une des bran-
ches de I'hyperbole passant au
centre de I'ellipse, lesdeux courbes

i ont au moins deux points réels
communs. L’équation du troisieme
degré, de laguelle dépend la re-
cherche des sécantes communes
aux deux courbes, est
3) 4aw 4-(@'xS+b'y'—e"k
Fig. 171. n == 0.

Si I'équation (3) n'admet qu’une racine réelle, nous avons vu (n° 286) que les

courbes (i) et (a) n'ont que deux points réels communs; si I’équation (3)

a ses trois racines réelles, les courbes (1) et (a), ayant au moins deux points

réels communs, se coupent en quatre points réels. On doit avoir, dans le

premier cas,

IG) (cthix* by*—c)+ la'b&x'y*> o,
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et dans le second cas,

5) (aV +il/-c*)*-1-a7aW ilV < °-
Si les coordonnées x,, vy, Vérifient la relation

(6) (av  + 6*yi* — c4 + 37a~Vatjv = o,
les racines de I’équation (3) sont encore réelles, mais il y a une racine
double, et 1onne peut mener du point P que trois normales distinctes. Les
points P qui satisfont a cette condition forment une courbe CDC'D' qui pré-
sente quatre points de rebroussement en C, C', D, D'. L’équation (6) prend
la forme plus simple
1 o* 22 1

a3x,34-63y,3= c3;
on voit aisément que pour tout point intérieur a cette courbe la relation (5)
est Vérifiée, c’est-a-dire que par ce poirn ou peut mener quatre normales
réelles, tandis que I’on ne peut mener que deux normales réelles par tout
point extérieur ala méme courbe.

EXERCICES.

1° Construire une courbe du second degré, connaissant la directrice et
trois points.

a» Construire une parabole, connaissant le foyer et deux points, ou uu
point et uue tangente.

3* Construire une parabole, connaissant la directrice et deux points.

4° Construire une hyperbole, connaissant trois points et les directions
des asymptotes.

5% Construire une hyperbole, connaissant une asymptote, un sommet et
un point.

6" Trouver le lieu du sommet d'une parabole ayant un foyer donné et
tangente a une droite donnée.

7° Trouver le lieu du foyer d'une parabole ayant son sommet en un point
donné et tangente a une droite donnée.

8° Trouver le lieu des foyers des courbes du second degré inscrites dans
un parallélogramme donné.

g» Une corde tourne autour de I'un des loyers d'une courbe du second
degré ; trouver le lieu du point de rencontre des normales menées a la
courbe par ses deux extrémités.

io» Deux courbes du second degré ayant un foyer commun, un angle de
grandeur constante tourne autour de sou sommet situé au foyer commun;
trouver le lieu du point de rencontre des tangentes menées respectivement
aux deux courbes aux points ou elles sont coupées par les cotés de I'augle.
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n° Trouver le lieudu point de rencontre des droites menées parallele-
ment & deux directions fixées par les extrémités d'une corde de lougueur
donnée inscrite dans une circonférence donnée.

1»° Trouver le lieu du centre d’'une hyperbole équilatere circonscrite a
un triangle donné.

<3° Trouver le lieu des foyers ou des sommets d'une hyperbole, ayant
une asymptote et une directrice données.

14° Trouver le lieu des centres des courbes du second degré qui passent
par les quatre points d’intersection de deux coniques données. Ce lieu ne
change pas quand chacune des coniques varie en restant semblable et con-
centrique S elle-méme.

~5¢:Un cercle variable touche une ellipse donnée en un point donné;
trouver le lieu du point de rencontre des tangentes communes aux deux
courbes.

1* Trouver le lieu du centre d’une hyperbole qui a un foyer donné et qui
coupe en un point donné une droite donnée paralléle a I’'une des asymptotes.

17° Trouver le lieu du foyer d'une parabole qui touche deux droites
données, I'une en un point fixe, I'autre en un point variable.

180 Trouver le lieu du point de rencontre de deux paraboles, qui ad-
mellent pour foyer un point donné, qui touchent une droite donnée et qui
se coupent sous un angle donné.

19° Eiant donnés trois points A, B, C et une droite indéfinie, on prend
sur celte droite un segment variable MN, vu du point A sous un angle con-
stant; trouver le lieu du point d'intersection des deux droites BM et CN.

200 Deux angles de grandeurs constantes tournent autour de leurs som-
mets placés aux extrémités du grand axe d’une ellipse, le point de rencontre
de deux des cotés décrit I'ellipse ; trouver le lieu du point de rencontre des
deux autres cotés.

ai» Trouver le lieu des sommets d'une hyperbole équilatere passant en un
point donné et ayant pour asymptote une droite donnée.

aa» Etant donnés un systéme de coniques ayant pour foyers F et P7, et
une droite fixe passant par le foyer F ; les tangentes a ces diverses coniques,
aux points ou chacune d’elles est coupée par cette droite, sont tangentes a
une méme parabole, qui a pour foyer le point F', et pour directrice la
sécante.

La partie de chaque tangente comprise entre la conique et la parabole
est vue du foyer F' sous un angle droit.

GKOM. ANALYT. 17
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CHAPITRE X

Théorie des pAles et des polaires.

TANGENTES AUX COURBES ALGEBRIQUES.
2 9 2 — Considérons une équation algébrique du degré m,
(M flx, y1= o,
mise sous forme entiére. La tangente, au point dont les coor-
données sont x ety, est représentée par Téquation
(X— x) /i-f- (Y — y) fl— o,

ou XAE-hYfy- (xfL+yfl) = o.
Cette équation renferme aussi les coordonnées du point de
contact au degré m; mais on peut, au moyen de la relation (i),
faire disparaitre les termes du degré m. On opeére aisément
cette réduction a I'aide d’'une notation particuliere, que nous
ferons connaitre. Concevons que dans I’équation (i) on rem-

cc Lo
place x ety par - ety, et que I'on multiplie tous les termes
z z

par zm le polyndme f(x, y) se transforme en un polynéme
homogeéene et du degré m entre les trois lettres x, y, z, polv-
ndmeque nous représenterons par f[x, y, z). Il est évident que,
si dans ce dernier polynéme on fait z = i, on reproduit le poly-
ndéme proposé f(x, y). On sait que si une fonction f[x, y, z) est
homogéne et du degré m par rapport aux trois lettres x, vy, z,
on a identiquement

on en déjciuit Xf'x-+-yfi+zft= mf(x,y, z).

xfL+yf'y = mf[x, y, z)— zfL

Lavaleur du second membre, quand on y fait z— i, est égale
a la quantité xfi+yfy, telle qu’elle entre dans I’équation de la
tangente: mais le point de contact étant sur la courbe, le pre-
mier terme se réduit a zéro; I'expression xfl-hyf!, est donc
égale a lavaleur que prend — zft, quand on fait z — i.On peut
ainsi mettre I’équation de la tangente sous la forme

X/1-t-Y/-'+z£ = o.
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Pour plus de symétrie, on écrira
X*+ Y/;-4-Z/F=o0.
Quand on aura pris les trois dérivées partielles de la fonction
homogene f (x, y, z), on remplacera z et Z par I'unité dans
I’équation (2).

2 9 3 —Proposons-nous maintenant de mener par un point
donné p, ayant pour coordonnées &, et yt, des tangentes a la
courbe donnée. Appelons x et y les coordonnées de I'un des
points de contact; la tangente en ce point devant passer par le
point p, I’équation (2) sera vérifiée par les coordonnées xlet yt
du point p, ce qui donne la relation

xf*-+-ylft + Zf*=o0,
que, pour plus de symétrie, on mettra sous la forme
@) Xjr+yji+zjn o,
en convenant de remplacer z et z, par lI'unité. Les points de
contact seront déterminés par les deux équations simultanées
(0 et (3). Ces deux équations étant, I'une du degré m, l'autre
du degré m— 1, le nombre des solutions sera au plus m(m— 1).
Ainsi par un point p on peut au plus mener m(m— 1) tangentes,
réelles ou imaginaires, a une courbe du degré m.

Lorsque la courbe est du second degré, I’équation (3) est du
premier degré, et I’on a deux solutions, réelles ou imaginaires
conjuguées. Quand les deux solutions sont réelles, on peut me-
ner du point p a la courbe deux tangentes réelles. Quand les
deux solutions sont imaginaires conjuguées, les deux tangentes

sont imaginaires conjuguées, mais la droite des contacts (3)
reste réelle.

PROPORTION HARMONIQUE.

294 —cttant donnés deux points A et B, on sait qu'il existe

a o C b d sur la droite AB deux
fk *72 points C et D tels que le

rapport de leurs distances aux deux points A et R est égal a un
rapport donné (fig. 172). Ces deux points C et D sont dits conju-
yués harmoniques par rapport aux deux points AetB. D’aprés
cela, il y a une infinité de systémes de points conjugués har-
moniques de deux points donnés; on peut prendre |'un deg
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points a volonté. Lorsque le point C se rapproche du milieu 0
de la droite AB, le point conjugué Ds'éloigne a I'infini, et réci-
proquement.

Si I'on regarde comme positives les longueurs parcourues
sur la droite dans un sens, et comme négatives les longueurs
parcourues en sens contraires, on a la relation

AC AD

14) BC— BD"

Cette relation pouvant étre mise sous la forme
CA__ CB
DA DB’

on voit que, réciproquement, les deux points A et B sont conj i-
gués harmoniques par rapport aux deux points C et D.

Si I'on détermine les positions relatives des quatre points par
les distances de I'un d’eux A aux trois autres, la relation pré-
cédente devient

2 a8~ Ac Lap

En comptant les distances a partir du point O, milieu de AB,
on a
(6) 0c.0D= OB2-

THEOREME |I.

395 —Etant donnée une section conique, si par un point p
du plan on mene une sécante quelconque mm7 (fig. 173), le lieu
du point p7conjugué harmonique du point p par rapport aux
deux points d'intersection m et m' de la sécante et de la courbe
est une ligne droite.

Le point pl, sur chaque sécante, est déterminé par la relation

iL= L1 i

pp pm  pm
Il est évident, d’aprés cela, que le lieu est algébrique et que sur
chaque sécante se trouve un seul point du lieu; d'ailleurs le
point p n’appartient pas au lieu, le lieu cherché est donc une
ligne algébrique qui n’est coupée qu’en un seul point par cha-
cune des droites menées par le point p; c’est donc une ligne du
premier degré, c’est-a-dire une ligne droite P. Il est facile de
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citerminer cette droite par ceux de ses points ; par le point p
OnPeut mener deux tangentes pa €t pb ; lorsoue lasecantecoin
ack avec la tangente pa, les deux points dintersection met»)'

se confondent avec le point de contact a etlma—:-— dau

=pa, etmrwBeQHmlepump]sewfqd lUi-rrénre
avecle point a ; ainsi les deux points de contact a et b aopar-
tiennent au liew. Qhenconclut ue ladraite P niest autre dose
OLE la droite des contacts relative au point p. Gatte droite P
sapdle laporaire dupointp, et réciproouenent le point pest
lepsie ck ladroite P.
H est bon de chercher directement par I'analyse «I'équation du lieu. Soit
f(X,y) —Ax + Bxy-~ Dx+EyH-F =0
I’équation de la courbe, &, et Y, les coordon-
nées du point p; une sécante quelconque me-
née par le point p pourra étre représentée par
les équations
(D

dans lesquelles a et bdésignent deux con-
stantes, et p la distance du point p a un
Point quelconque de la droite; on en déduit X= XI -+, y=y,-t-6p.
En portant ces valeurs dans I’équation de la courbe, on obtient une équation

du second degré en p,

AN+ ap, y,+6p) =0,
qui donne les distances du point p aux deux points met . L’équation dé
veloppée devient

A hab+ChD)p, -h(al"ii-\ebiyl) p 9NH=o,
ou, si I'on prend pour mcounue T
f(x>) +W*i+ bfli) sH(A0*+ Ba6+C6")= 0.

Appelons p et p'les deux racines de cette équation, et p, la distance du
point P au point conjugué harmonique p'. D'aprés la relation (5), on doit

.2 X b = .
avoir —= -,H— Mhison a

PP
1+ 1= "/"'i:*' ftfri .
P (i)
on en Hetuit 2 _______ﬁll_-u_____bﬂ-
Pi t(xi> Vi)

ou “PEI4-6p,/», + »E£ (*,»,) = »e
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Le point p' appartenant a la droite pmm’, ses coordonnées X et y vérifient
les équations (7) de cette droite , c’est-a-dire que I'on a x — x, = ap,
y— Vi= bp,; en remplacant ap, et &2, par ces valeurs dans I'équation pré-

cédente, on élimine les paramétres variables a et 6 et on obtient lequation
du lieu

(8) ix —~ xi) /*it(y—wmrvi+ ~f(*,y,)= o0,
qui est du premier degré. Si I'on effectue les calculs, on voit que le terme
constant 2 f[xt, y,) — */£, — y/yl se réduit a D ff,+Ey,+ aF, et I'équa-
tion précédente devient
AArid-y/y,+ (De,+ Ey,-f- 2F) = o.
Mais on peut effectuer cette réduction d'une autre maniére ; imaginons,
comme précédemment, que dans le polynéme f (x, y) on remplace x ety par

X L. ~
—et 4 , et que I'on multiplie tous les termes par *2 ce polyndéme se chan-

gera en un polyndme homogene et du second degré, que nous représen-
terons par f (x,y, s). Ona identiqguement, d’aprés la propriété des fonctions
homogénes que nous avons rappelée (n” 292),
xf'x+yfy + zfi = tf{x,y,z)-,
on en déduit 2t (X, y, 2) — &/i— yfy= ZzZ,
ou bien, en remplagant x, y, z par xlty,, s,,
21 (<Y, *)—*/*, —yfyl = z/zt.
On peut donc écrire I'égquation (8) sous la forme
xfxi+yfyi+zif't — >
ou, pour plus de symétrie,
(©)) x f*i mmvfyi + 2/*i= °>
en convenant de remplacer, apreés les dérivations, z et z, par I'unité.
Si I’on développe cette équation, on voit qu’elle ne change pas quand on
y permute les lettres x etxv y ety,, z et z,, et on obtient ainsi I'équation (3)
de la corde des contacts.

896_ Examinons les positions relatives du pole et de la po-
laire. Par le point p menons une
sécante mm' (fig. 174) paralléele
aux cordes que le diametre pas-
sant par le point p divise en deux
parties égales; le point p étant
au milieu de mml, le point con-
jugué harmonique est a I'infini
sur cette sécante, on en conclut
que la polaire P est parallele a
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la corde mm’, c’est-a-dire a la direction conjuguée du diame-
tre passant par le point p.
Soit 0 le centre de la courbe et p:le point de la polaire situé
sur le diamétre op, c’est-a-dire le point conjugué harmonique

u point p par rapport aux deux extrémités c et ¢' du diametre,
onaop.op'=oc'.Si I’'on fait mouvoir le pole p sur le diamétre oc,
la polaire P se meut paralléelement a elle-mé&me. Quand le pble
vade oen c, la polaire, d’abord située a I'infini, se rapproche de
plus en plus de la courbe etdevienttangente en c. Si le pdle sort
de la courbe et s’éloigne indéfiniment, la polaire coupe la courbe
en deux points réels et se rapproche du centre de plus en plus.

Lorsque la courbe est une parabole, le point ¢’ étant situé a
linfini, le point c est le milieu de pp".

On voit aisément que, réciproquement, toute droite admet
un pble et un seul, excepté dans le cas de la parabole, lorsque
la droite est paralléle a I'axe. La courbe étant rapportée a des
axes quelconques, pour déterminer les coordonnées a;, ety, du
pble p d’'une droite donnée mx+ny-+-p=o, il suffira d’iden-
tifier cette équation avec I’équation (9) qui représente la polaire
du point p, ce qui donne les deux relations
(1°) fx1

m n p

THEOREME II.

297 — Lespolaires de tous lespoints d 'une droitepassentpar le
pble de celle droite, et, réciproquement,
les pOles de toutes les droites qui passent
par un méme point sont situés sur la
polaire de ce point.

Sur la droite P, dont le pole estp,

prenons un pointquelconque q (fig. 175);

la droite pg coupe la conique en deux

points m et ml\ les deux points p et g

étant conjugués harmoniques par rap-

port aux deux points met m', la polaire

du point g passe par le point p.

Réciproquement, soit q 16 pole d'une droite quelconque Q
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pessant parle point p; les deux points q et p étant conjuguss
hamronioUES [par rgoport alx ceuX points m et m - ol la droite
pq coupe la.conique, le point o appertient a la polaire P ol
paint p

THEOREME 1II.

2 9 8 — Etant donnée une section conique, si par unpoint Pon
meéne deux sécantes quelconques
mTTT, Frnl,qui coupent la courbe
en mm', n,N' (ﬁg.l76,lespoints
d’intersection q etql des droites
mu, Mn' ou ran’, NN .appartien-
nent a la polaire du point p

Nous remarquorns daboord e
le théorene | suksiste lorsoue
le lieu du seoond degré se rédlit
ausysterre de deux droites, Imeis
alors lapolaire du point p pese
par le somet ce 'angle; car,

I'on corsicére la sécante qui pese far le sonmet, les ceux
poirts m et m Jooincicent avec ce poirt, ce ée oLe le poirt
' conjugué hammonigue du point p
Qda posé, corsidérors le systeme des deux droites mn,

mn 10U se coupent en q. La droite pmmy' coUpe la section
CONiCLE et les cBux 00tés de I’angle mqm JaLx méres poirts
m etm; le point p1, conjugué harmronique du point p, est le
méme sur la sécante pmm-, lorsgu’on regarce cette Sante
come goparterent ala section conigue ou al’angle. Le point
" conjugué harmonioue du pointp, seraaLssi le e, cars
les deux cas, sur la sécante pnn-. Les polaires du point p, par
ragport a la section conigue et al’'angle, ayant deux points
communs p' e t @5 coincident; nais on sait que la polaire rela
tive a I'agle pesse par le somet o;  dorc le point 4 gopar-
tient ala. polaire i point p par rapport a lacourte. Par la
Meme raison, le point o gopartient a cette méne polaire.

Corollaire. La(ﬂlrtﬁéta']ttraﬁe, ondéduit de cethéorene

le moyen ce corstruire la polaire du point p. On merera par
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le point p deux sécantes pmml, pnnla I'aide desquelles on dé-
terminera deux points g et g7 de la polaire.

Si le point p est extérieur, la polaire coupe la courbe en
deux points qui sont les points de contact des tangentes me-
nées du point p.

FIGURES POLAIRES RECIPROQUES.

899 — Etant donnée dans un plan une figure composée de
points a, b, c,.... et
de droites A, R, C,...
si I'on prend les po-
laires A', B7,C7,... des
points, et les poles al,
b', cl,... des droites
par rapport a une
section conique dé-
terminée,on formera
une seconde figure
composée comme la
premiére de droites
et de points. En opé-
rant de la méme maniere sur la seconde figure, c’est-a-dire en
prenant les péles des droites et les polaires des points, on re-
trouve la premiere. Ces deux figures ont été nommeées pour
cette raison figures polaires réciproques (fig. 177).
La droite ab, qui joint deux points aet bde I'une des figures,
a pour pble le pointd’intersection des droites A' et B7de l'autre
figure; et réciproqguement le point d’intersection de deux
droites A7et B7de I'une des figures a pour polaire la droite ab
de I'autre figure. Si plusieurs points a, b, c,... sont en ligne
droite dans I'une des figures, les droites A7 B7, C7... de l'autre
figure passent par un méme point qui est le pdle de la droite.
Réciproquement, si plusieurs droites A, B, C,... passent par un
méme point dans I'une des figures, les points al, b', c7,... de
I'autre figure sont en ligne droite.
Etant donnée une courbe, plane S, menons une tangente A
a cette courbe et prenons le pdle a7de cette tangente (fig. 178).
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Si I'on fait rouler la tangente A sur la courbe S, le p6le ai dé-
crira une autre courbe S'.
Soient A et B deux tangentes
voisines & la courbe S, alet
blleurs pdles;le point d’'inter-
section IMHes deux droites A
et B est le pble de la droite
a 'b si la tangente B se rap-
proche indéfiniment de la
tangente A, le point m tend
vers le point de contact a de
la tangente A; en méme temps la sécante a'bl tourne autour
du point a' et devient tangente a la courbe S;au point a'; ainsi
réciproguement la courbe S est le lieu du péle a d’une tan-
gente mobile k! a la courbe S'. On voit que les points a et alse
correspondent de telle sorte que la tangente en I'un de ces
points est la polaire de lI'autre. Les deux courbes S et S' sont
dites polaires réciproques.
Soit (u) F(x,y)=o0
I’équation d’une courbe algébrique S du degré m; la tangente
A au point a dont les coordonnées sont x et y est représentée
par I’équation
(12) XFE+YF/+ZF/ = a
Appelons a;, et y, les coordonnées du péle a' de la droite A pat-
rapport a une courbe directrice du second degré f{x, y)= o,
I’équation de la polaire du point a' est

(13) X/v,+Y/ii+i/lll= o.

Les deux équations (12) et (i3), qui représentent la méme
droite, doivent étre identiques, et I'on a les relations

1*4; cv n/ p
1x 1y 1

Si, entre les trois équations (n) et (14), on élimine x et y, on
obtient I'équation de la courbe S', lieu du point al.
Cherchons, par exemple, la courbe polaire réciproque de la section

conique Aar*-4-Bi/*— 1= 0, par rapport au cercle directeur x1+ yt— 1= 0.
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Si I'on remplace X et ypari et > ces deux équations prennent la forme
homogéne A~ + By'—Z*=0, XI + yt—z*=o0, et les équations (i4) de-
viennent=~ = A. = LI; on en déduit, en faisant2=3,= i, V= {TI'

Az éy & A ﬂl’
en portant ces valeurs dans I'équation de la courbe proposée, on obtient
1équation N ----1—0. La courbe polaire réciproque est une nouvelle

section conique.

300 — Nous avons appelé degré ou ordre d’une courbe al-
gébrique le degré de I’équation qui la représente en coordon-
dées rectilignes, ou le nombre des points réels ou imaginaires
suivant lesquels la courbe est coupée par une droite quelcon-
gue. On appelle de méme classe de la courbe le nombre des
tangentes réelles ou imaginaires que I’on peut mener a la courbe
par un point quelconque du plan. On sait que I’'on peut mener
d’un point quelconque deux tangentes a une courbe du second
ordre; les courbes du second ordre appartiennent donc a la se-
conde classe.

1 estaisé de voir que deux courbes polaires réciproques S
et S' (fig. 179) sont telles que I'ordre de l'une est égal a la

classe de l'autre.

Une droite quel-

conque P coupe

la courbe S en

m points a, b,

Chvenrnnn ; a ces

m points corres-

pondent m droi-

tes A', B', C', ...

Fig. 179. tangentes a la

courbe S; et passant par le point p', p6le de la droite P, et ré-
ciproquement, a chaque tangente A' menée du point/ ala
courbe S’ correspond un point a appartenant a la courbe S et
situé sur la droite P; ainsi le nombre des tangentes que I’'on
peut mener du point pla la courbe S7est égal au nombre des
points d’intersection de la courbe S par la droite P, et, par
conséquent, la classe de la courbe S' est égale a I'ordre de la



268 ! LIVRE IIlI, CHAPITRE X.

courte S, Demére, I'ordre ce la courte S; est &l ala dase
e lacourte S
Ure courbe du second ordre étant ce la seconce dasse, il en
résulte que la courte polaire réciprooue d'ure courle du se-
condoroire est aussi du second ordire,
llest mérre facile dars ce cas ce détermirer I'espéce ckla
courle. Sle centre o ke la
courte directrice est situé en
cehors de la courle S an
peut de ce point merer deux
reclles Aet Ba la
oourle S (fig 180); les pdles
e oss tanpentes s'éloignant a
Pirfini, on en conclut aLe la
oourbe S7a des brandnes infi-
nies dars deux directiors différentes; c’est donc une hyper-
bole. Solent a et b les points ck contact ks tangentes Aet B;
les polaires Aet B de ces deux points sont les tangentes ala
courbe S7aux points situes a Pinfini; ce sont, par conséquent,
les asyntotes. Lonmeleoentreocblaau‘oe directrice est
situe sur lacourte S, les points a et b coincident avec le point
o, lapdaire de ce point, ou I'asynyatote, est rejetée al’infin,
et lacourle S7est une pardodle. Enfin 9 le centre o ¢k la
courte directrice est sitté a lintérieur ce lacourte S, lacourte
S; est ure ellipse. Adeux points aet &k la conique S et ax
Aet Ben ¢es points correspondent deux tangentes
AetB alacniqe s et leurs points e contat ar et v AU
paint dintersection ¢ des droites Aet B correspond ladroite
a' b e aladroite ab le point dintersection ¢’ des droites A* et
B Airsl aun point c et asa polaire an dars la preniere figure
cgr&pomlert cars la seooncke figure ure droite a'v et son
ed
301 —Lanméthode des polaires réciprogues a ure grancke
inportance dars Iétude des sectiors conigues; elle peret,
guand on a troné ure propriété ce ces courbes, den &
auire inmediaterrent une propriété corrélative. Nous avors
denmontré, par exenple, au n° 274, que parcing points donnés
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°n peut faire passer une section conique et qu'on n’en peut
faire passer qu’'une; on en déduit que l'on peut mener une
section conique tangente a cing droites données et qu'on n’en
Peut mener qu'une. Concevons, en effet, que I'on ait tracé dans
le plan une section conique quelconque pour servir de courbe
directrice, et que, par rapport a cette section conique, on ait
marqué les pbles a', V, d, d!, e' des cing droites données A, B,
C, D, E; par les cinq points a’, b’, c¢’,d’, ¢ on peut faire passer
une section conique S7; la courbe polaire réciproque de la
courbe S'sera une section conique S tangente aux cing droites
données. Réciproquement, a toute section conique tangente
aux cing droites correspond une section conique passant par
ees cing points; comme on ne peut faire passer qu’'une section
conique par les cing points, il n’existe qu’une section conique
tangente aux cinq droites.

Considérons les polaires d’'un méme point P par rapport aux diverses
coniques qui passent par quatre points donnés; si f{X,y)=o, et F(x,y)=0
sont les équations de deux d'entre elles, I'équation f+KF —o, dans la-
quelle k désigne un paramétre arbitraire, représentera I’ensemble de ces
coniques. La polaire du point p, dont les coordonnées sont xl ety,, apour
équation

XXX+ kP04 -y, [fy-hfcFp-t- Zi(/i+*F£) = o,
ou (*if'x+ Wfr+ zJz)+ L(*, Fi+ViF'4-*tF')= O;
toutes les polaires passent par le point de rencontre p! des deux droites,

*i/;+ylr;+*./;= 0> «iFi+v.f~+z.f 0.

Il est claire que, réciproquement, les polaires du point p' par rapport aux
diverses coniques, passent toutes par le point .

Si I'on transforme la figure par la méthode des polaires réciproques, oii
en conclut que te lieu des poles d'une méme droite P par rapport aux
diverses coniques tangentes a quatre droites données est une droite. Si la
droite P s’éloigne a I'infini dans une direction arbitraire, son pdle par rap-
port a chacune des coniques est le centre de cette conique ; ainsi le lieu des
centres des coniques tangentes a quatre droites données est une droite.
Chacune des diagonales du quadrilatére formé par les quatre droites, pou-
vant étre regardée comme une ellipse ou une hyperbole infiniment aplatie
tangente aux quatre droites, les milieux des trois diagonales appartiennent
au lieu et déterminent cette droite (n* 73).
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THEOREME IV,

309 — Etant données deux coniques dans un plan : i° les
points d'intersection des trois couples de sécantes déterminent
un triangle dont chaque sommetapour polaire, par rapport a
chacune des coniques, le coté opposé; 1° les points d’intersection
des quatre tangentes communes aux deux conigques sont situés
deux & deux sur les cotés de ce triangle.

Soient a, b, ¢, d (fig. 181) les quatre points communs aux
deux coniques ; les points de concoursm, n, p des trois couples

de sécantes communes forment un triangle mnp, dont chaque
sommet, d’apres le théoréme Ill, a pour polaire, par rapport a
chacune des deux coniques, le coté opposé. Remarquons que
ces trois points sont les seuls qui jouissent de la propriété d’'a-
voir méme polaire par rapport aux deux coniques. Soit, en
.effet, m' un'point ayant méme polaire par rapport aux deux
coniques; la droite m'a coupe cette polaire en un certain point
g, et chacune des coniques en un nouveau point qui est le con-
jugué harmonique de a par rapport aux deux points m'et o,
ces deux nouveaux points devant coincider, la droite m'a passe
par I'un des points communs b, ¢, d, par exemple par le point
b. Alors la droite mlc passera par le pointd, etle point mlcoin-
cidera avec le point m.

Imaginons maintenant que I'on transforme la figure précé-
dente par la méthode des polaires réciproques. Aux deux coni-
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ques correspondent deux autres coniques; aux pointsa, b, c, d
communs aux deux premiéres des tangentes A', R', C', D'com-
muns aux deux autres, ce qui montre que deux coniques ad-
mettent quatre tangentes communes.

Considérons I'une de ces tangentes communes qui touche lea
coniques en g et g1, et qui rencontre la droite np au point e;
les droites mg, mgl coupent les coniques en deux autres points
Aet h'; le point m, ayant méme polaire np par rapportaux deux
coniques, les tangentes en h et hl passent par le point e; la
droite np étant aussi la polaire du point m par rapport aux
deux angles geh, glehl, les deux droites eh, eh! coincident, et
la droite ehh' est une seconde tangente commune. Par la méme
raison, le point de rencontre f de I'une des autres tangentes
communes avec la droite np appartient ala quatriéme tangente.
Ainsi les six points d’intersection des quatre tangentes com-
munes sont situés deux a deux sur les cotés du triangle mnp.

Il résulte en outre de ce qui précéde que les cordes de con-
tact passent quatre a quatre par les points m, n, p.

303 — Examinons en particulier le cas ou la courbe directrice est un

cercle de rayon r; la polaire A'd’un point
a est perpendiculaire & 02 et a une dis-

.
tance du centre égale a %@ Les droites qui

joignent le centre & deux points a et b font
entre elles un angle NOD égal & celui des
polaires A" et B' de ces points (fig. 182).

Par le centre o menons des paralléles
aux droites A' et B/; des points a et b
abaissons des perpendiculaires sur ces
droites; les triangles rectangles 0ae, obf

sont semblables et donnent la proportion

oa_ad daC+ ce_nc+ OJ

o bf~~bd+df bd-\-oh’
on en déduit 0a [bd+ oh) = db(ac+ ag); mais on a 0a.0h=0b.og= r*
. . 0oa ac
il en résulte 0a.bd = ob.ac, ou= = =.

Ainsi les distances de deux points au centre sont propprtionnelles aux
distances de chacun d'eux a la polaire de l'autre.
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Cherchons la courbe polaire réciproque d’'un cercle de rayon r' par rap-
port au cercle o. Soit O la polaire du
centre ¢ du cercle proposé (fig. i83); me-
nons a ce cercle une tangente quelconque
A et prenons le pble a' de cette droite ;
d'aprés la propriété précédente , on a
oa' ard oal oc
it N U le rapport des
distances de chacun des points a' du lieu
au point o et a la droite fixe C' est con-
stant ; donc ce lieu est une courbe du se-

cond degré dont le point o est 'un des foyers et la droite C' la directrice
correspondante.

A laide de cette transformation, on peut déduire immédiatement des
propriétés du cercle la plupart des propriétés focales des courbes du second
degré. Ainsi, par exemple, deux tangentes A et B au cercle ¢ font des an-
gles égaux avec la corde des contacts ab; aux droites A et B correspondent
deux points a' et 6' de la section conique ; aux deux points a et 6 du cercle
les tangentes A'et B' a cette section conique en a' et 6'; a la droite ab ou
M le point d’intersection m'des droites A' et B'. Les rayons menés du foyer
0 aux points o', b', m' faisant entre eux des angles égaux a ceux de leurs
polaires A, B, M, on en conclut que la droite om' est bissectrice de I'angle
a'ob’ (n» a55).

Le lieu du sommet m d’'un angle constant circonscrit au cercle c est un
cercle concentrique. Aux deux tangentes A et B menées du point m au
cercle c correspondent deux points a' et b' de la conique, et au pointm la
droite a'b'; I'angle a'ob', étant égal a celui des droites A et B, est aussi
constant; le point m décrivant un cercle dont le centre est c, sa polaire a’'b’
enveloppe une section conique, donc le point o est I'un des foyers et la po-
laire du centre ¢ la directrice. Ainsi la corde vue du foyer d'une section
conique sous un angle constant enveloppe une section conique qui a méme
foyer et méme directrice. La corde ab du cercle enveloppe un cercle
concentrique ; donc le point de concours des tangentes a la section conique
en a' et b' décrit une section conique qui a aussi méme foyer et méme
directrice.

COURBES ENVELOPPES.

304 — Dans ce qui précéde, nous avons été amenés a con-
sidérer les courbes tangentes a des séries de droites; lorsqu’un
point décrit une courbe, sa polaire reste tangente a une autre
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courbe. On appelle, en général, enveloppe d’une ligne mobile
une courbe a laquelle cette ligne reste ‘constamment tan -
gente.

Soit
(0 f(x,y,a)= 0
une équation renfermant un parameétre variable a. A chaque
valeur de a correspond une ligne déterminée. Donnons au
parametre deux valeurs voisines a et a+ h; la ligne (i) et la
ligne
() f(x,y,a-hh)=0
se coupent en un point M (fig. 184) dont les coordonnées véri-
fient a la fois les équations (i) et (2). Le systétme de ces deux
équations peut étre remplacé par le suivant

f[x ,a)= o,

qui, lorsque h tend vers zéro, se réduit a
3) f(x,y,a)=o, fa{x,y,a)= o.

Or,quand/itend vers
zéro, le point M se
déplace sur la ligne
(1) et tend vers une
position limite M;

c’est ce point limite qui est représenté par le systéme (3). Cha-
cune des lignes (1) contient un point limite ; on obtient le lieu
de ces points, c’est-a-dire le lieu des intersections successives
des lignes représentées par I'équation (1), en éliminant a entre
les équations (3).

Considérons de nouveau le systeme des équations (1) et (2),
dans lesquelles nous regardons a comme une variable et h
comme une constante; ce systéme représente le lieu des points
suivant lesquels chaque ligne (a) estcoupée parlaligne {a-h h).
Deux de ces points se trouvent sur la ligne (a), savoir : le point
d’intersection M des lignes (a) et (a-f-/t),le point d’intersection
M’ des lignes (a—h) et (a). Quand h tend vers zéro, les deux
points M et M' tendent vers la méme position limite M, et le
lieu devient tangent a la ligne (a) au point M. Ainsi le lieu des

GOV ANALYT, 18
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[ ?’EIE]C]EBJ‘ESFH’lEqHIG] i)

a'ﬂ'g]’tad’mfe&@ IJES A cause de cette propriété,

on (lit que le lieu est |mm:mdes lignes (i) qui portent le
dandqqaes

nom
305 — Supposons maintenant que la ligne mobile soit re-
présentée par une équation

(49 f{x,y,a,b)=o0,
contenant deux paramétres variables Qet biés par la relation
(0) <p(a,6)=o

Si I'on appelle b' la dérivée de tkonsidérée comme une fonc-
tion de adonnée par I'équation (5), on a g™+ a,j6'= o; d'ou

b::— -V. Mais si I'on égalé a zéro la dérivee de la fonction

f(X)/, abpar rapport aa, eny regardante comme une fonction
de aon a [E-t- = o0;on en déduitla relation

6

0) fa ~fl -

et pour trouver I'équation de I’enveloppe, on éliminera les deux
paramétres a et &entre les trois équations @), (), (6).

3 0 6 —Comme exemple, cherchons I'enveloppe des normales a une pa-
-meiole La normale a la parabole Y2— UPX= o, au point M (fig. i85) dont
les coordonnées sont a; et y, a pour équation p (Y— y) + YX— X) —0;

yl

si I'on remplace X par sa valeur <=, cette équation devient

0] pY-)-y (X —p)— — = o;

elle renferme un paramétre arbitraire y; il faut prendre la dérivée par rap-
port &'y,

(8) X -p-" =0

et éliminer;/entre les équations (7) et(8). En remplagant dans I’équation (7)
yi par sa valeur tirée de I'équation (8), onay= -------  portant

a(x— p)’
celte valeur de Y dans I'équation (8), on obtient I'équation de I'enveloppe

Yi  8(X-p)»
arpP
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Cetle courbe a la forme indiquée dans la figure ;elle présente un rebrous-
sement en G; car la tangente en ce point;
étant normale a la parabole au sommet A,
coincide avec I'axe AX. Quand le point M
décrit la branche AB de la parabole, la
normale roule sur la branche CD de I'en-
veloppe; et de méme, quand le point M
décrit la branche AB' de la parabole, la
normale roule sur la branche CD' de I'en-
velo ppe.

Si I’on veut mener des normales ala pa-
rabole par un point donné P, il suffira de
regarder dans I’égquation (7) X et Y comme
les coordonnées du point P et I’'ordonnée
y du pied M de la normale comme I'incon-

nue; on peut mener du point P trois normales a la parabole ou une seule
suivant que cette équation du troisiéme degré en Y admet trois racines
réelles ou une seule. Cette question revient évidemment a mener des tan-
gentes a I’enveloppe par le point P ; ainsi I’enveloppe, qui est du troisieme
degré, est aussi de la troisieme classe. Lorsque le point P est situé entre
les deux branches de I'enveloppe, on peut mener de ce point trois tangentes
4 I'enveloppe, et, par conséquent, trois normales a la parabole; mais,lors-
que le point est situé en P' a I’extérieur, on ne peut mener qu’'une seule
tangente a I’enveloppe, et, par conséquent, une seule normale a la parabole.
3 0 7 —Cherchons encore I'enveloppe des normales a I'ellipse
x2 y2
al 6

I’équation de la normale au point (X, y)
a*X  bh"l

(lo> (a2- 6 =0,

renferme deux paramétres variables X et Y liés par la relation

oe* ¥
(11) 2 + 1 - a-

D'aprés la formule (6) du n» 305, Qlla

X VA
a2 62 1
X2 y*

Qll a obtenu le troisiéme rapport en ajoutant les numérateurs et les déno-
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minateurs, aprés avoir multiplié les deux termes du premier par X, les deux
termes du second par Yy, et tenant compte des équations (10) et (i i) ; on en
déduit

3 «*X s Y
portant ces valeurs dans I'équation (ii), on obtient I'équation de Il'en-

veloppe

i /a;s\j , Im *
12) K?) +b) -1
Cette courbe présente quatre points de rebroussement (fig. 186). Quand
le pied M de la normale décrit I'arc
ABde I'ellipse, la normale roule sur
Iarc CD de I'enveloppe. Sil'on veut
mener des normales a I'ellipse par
un point donné P, ayant pour coor-
données X et Y, les deux équations
simultanées (io) et (n) donneront
les coordonnées x et y du pied de
chacune des normales; les pieds
des normales sontles pointsd’inter-
section de I'ellipse proposée (ii) et
d'une hyperbole (io) ; il y a quatre
solutions. Mais cette question revient a mener des tangentes a I'enveloppe
par le point P; on en conclut que I'enveloppe, qui est du sixiéeme degré,
est de la quatrieme classe. Lorsque le point P est situé a I'intérieur de
I'enveloppe, on peut mener de ce point quatre tangentes a l'enveloppe,
et, par conséquent, quatre normales réelles a I'ellipse; mais lorsque le
point est situé a I'extérieur, par exemple en P'jjon ne peut plus mener que
deux tangentes réelles al'enveloppe, et, par conséquent, deux normales a
I'ellipse ; on retrouve ainsi les résultats obtenus au n" 291.

L’enveloppe des normales a I'iiyperbole a pour équation

COORDONNEES TANUENTIELLES.

3 M8 — Un peut regarder une courbe, soit comme le lieu d’un point, soit
comme l'enveloppe d’une droite mobile. A ce dernier ;oint de vue, nous

représenterons la droite par une équation de la forme

(14) px+qy— 1=0,



THEORIE DES POLES ET DES POLAIRES. 277

nous dirons, par analogie, que les valeurs des deux parametres p et q,
qui “terminent sa position, sont les coordonnées de la droite.

Si 1on donne une équation

- ¢(p.g)= o
entre ces deux parametres, et que I’on fasse varier I'un d’eux d’une ma-
niére continue, l'autre variera aussi en général d’une maniere continue, et
‘a droite se mouvra dans le plan, enveloppant une courbe. On peut con-
cevoir que I'équation (i5) représente la courbe par la suite de ses tangentes,
a laide d’un nouveau systeme de coordonnées p et q, auxquelles il convient
de donner le nom de coordonnées tangentielles.
I’our avoir I'équation de celte courbe en coordonnées linéaires, il suffit,
d apres ce que nous avons dit au n» 305, d’éliminer p et g entre les équa-
tions (14), (15) et
(*6> — =JL.
M i
1 équation (i5) est algébrique, I'équation en X ety, a laquelle on a
éra, sera aussi algébrique. Le degré de I’équation (i5), mise sous forme
entiére, indique la classe de la courbe. En effet, si xOet yO sont les coor-
données d’un pointquelconque du plan, chaque systémede valeurs depelq,

vérifiant les deux équations

pxo-hgy«— 1= °, ?2(p.g) = o,
donnera une tangente, réelle ou imaginaire, passant par le point considéré.
l.orsque l'équation (i5) est du second degré, la courbe étant de la seconde
classe, est aussi du second ordre.
Une équation du premier degré
(*7) Ap -f- B¢ -f- C= o,

en coordonnées tangentielles, représente un point, le point qui admet les

coordonnées linéaires .ro= — y0= — ?; car cette équation, mise sous

la forme
/ pa?04-9!/o— i =0,
indique que la droite mobile passe constamment par le point fixe (x,, y0);
I’enveloppe se réduit donc a un point.
Les propriétés de I'équaiion du premier degré en coordonnées linéaires,
que nous avons étudiées dans le livre 11, se reproduisent ici, avec cette
modification que les points sont remplacés par des droites et les droites

par des points. Ainsi I’équation
a—q'= a(p — p>),

dans laquelle le parametre a est arbitraire (n* 04), est I’équation générait

rri-
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des points situés sur la droite (p', q'). L’équation (n° 66)
(18) 9_9'=9"i"(p_ p)

représente le point d’intersection des deux droites (p’, q‘), ", 9).
Considérons deux tangentes voisines de la courbe (i5), et supposons que

la seconde se rapproche de plus en plus de la premiére, leur point ~inter-

section, représenté par I'équation (18), aura pour limite le point de contact

de cette premiére tangente ; le point de contact est donc représenté par
I’équation (n» 89)

v if
ou

(r9) (p—p) + =
F.t remplagant petg par ? etj , afin de rendre I'équation homogene (n° 39a),

on réduit cette équation et on la met sous la forme
(20) P2V +?22V+r?2V=o.

309 Il est bon de remarquer que la recherche de I'enveloppe d’une
droite mobile peut étre ramenée a la théorie des polaires réciproques.
Car cette courbe enveloppe S est la courbe polaire réciproque de la courbe
S décrite par le pole de la droite, relativement a une conique donnée. Si
I’'on prend comme courbe directrice le cercle jc! -f- y-—1= o. la droite
XX\ Wy— 1=0, polaire du point (XII y,), coincidera avec la droite mo-
bile (14), si I'on fait Xt= P, yI —(; ainsi la courbe S’ a pour équation,
en coordonnées linéaires, ?(x,, y,) = o.

exemple l. Trouver I'enveloppe d’une droite telle que le produit de ses
distances a deux points fixes F et F' soit égal a une quantité donnée. En
prenant pour axes des X la droite FF' et pour axe des Yy une perpendicu-
laire sur le milieu de cette droite, appelant ac la distance FF', 6 le pro-
duit constant, et représentant la droite mobile par une équation de la forme

pxqy i=o0, on a entre les deux paramétres variables pet (, la
relation

(c*+ fs)p’ + 65F — 1= 0;
il faut prendre le signe -f- ou le signe — suivant que la droite laisse les

deux points d’'un méme coté ou passe entre les deux. La courbe S'ayant
pour équation

{cr+ 6%)x\ = tPy*— x= o,
I’équation de la courbe cherchée S, ou de la polaire réciproque (n» 399), est

X yt
cs+ > 1 o
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C est une ellipse ou une hyperbole dont les points F et F' sont les foyers.
Ce théoréme est la réciproque d'un théoréme démontré noaag.

£xemmie Il Etant donné un quadrilatére abed , trouver I’enveloppe
d une droite telle que le produit de ses distances a deux sommets opposés
soit au produit de ses distances aux deux autres sommets dans un rapport
constant. Appelons x, et t/,, cr, ety,, srset )G Xtet Y les coordonnées
des quatre sommets, et représentons la droite mobile par I’éguation
VJ'+Qy— i = o; on aura entre les deux paramétres Pet (] la relation

Pri+ Wi—i) (pX,+ qy3—i)—* [pxt-—+qyt—i) &+ dijt—)=u;
celte relation étant du second degré, on en conclut que I’enveloppe est une
courbe de la seconde classe ou du second ordre. L’équation précédente est
‘érifiée quand la droite mobile coincide avec I'un des cotés du quadrilatére,
puisque dans chaque terme un facteur s'annule. Ainsi la courbe est in-
scrite dans le quadrilatére et on peut donner au rapport fcune valeur telle
que la courbe soit tangente a une cinquieme droite quelconque. Il en ré-
sulte cette propriété générale des sections coniques : un quadrilatére étant
ciroonscrit a ure section conioue, le produit des distances d'ure tangente
queloonoue & deux somrets opposés du quadrilatere est au produit des dis-
tanoes de cette mén'e tangente aux deux autres somets dans un rapport
corstant

CHAPITRE XI

Propriétés générale» de* sections coniques.

SYSTEMES HOMOGRAPIIQUES.

310 —Lorsqu’on a sur deux droites deux systemes de points tels qu’a
un point de chaque systéme cor-
responde un point et un seul de
I'antre, et que les positions des
points correspondants soient dé-
terminées par une équation algé-
brique, on dit que les deux syste-
mes de points Sonlhomographigues.

Si I'on appelle ie tx ' les distances de deux points fixes pris sur les droites
a deux points correspondants ou hom)long la relation algébrique, que
I'on suppose exister entre X et X', devant &tre du premier degré par rap-



280 LIVRE I11l, CHAPITRE XI.
port a chacune de ces deux variables, sera nécessairement de la forme
(i) fced-Aa;+A'a’-1-B = o.

Elle renferme trois coefficients arbitraires A, A', B; a trois points pris a
volonté sur la premiere droite, on peut donc faire correspondre trois points
pris a volonté sur la seconde, et le mode de division homographique se
trouve ainsi déterming.

Lorsque le point N1 de la seconde droite s'éloigne & I'infini, le point
homologue mde la premiere tend vers une position limite i donnée par la
formule X —— A'. De méme, lorsque le point m de la premiere droite
s'éloigne a I'infini, le point homologue m' de la seconde tend \ers une
position limite j donnée par la formule X?—— A.

Si I’'on compte les distances sur les deux droites, a partir des points tel;’,
la relation (i) se simplifie et devient
@ XX‘-4-B= o.

1 est évident qu'un faisceau de droites, passant par un méme point,
détermine sur deux sécantes quelconques deux systémes de points liomo-
graphiques ; car, d’apres la nature de la question, la relation entre les lon-
gueurs qui déterminent les points homologues est algébrique, et a un point
de I'une des sécantes correspond un seul point de I'autre.

On peut se servir de cette propriété pour construire les points homo-
logues, lorsque le mode de division homographique sur deux droites est
défini par trois couples de points homologues (a, a'), (6, 6"),(c, C'). On dé-
placera la seconde droite de maniére & faire coincider les points aet a‘
(lig. 187); les droites 66', cc', se coupent en un point O; la droite qui joint
le point 0 a un point quelconque M de la premiére droite déterminera le
point homologue m' sur la seconde droite. Une parallele Oj‘ a la premiére
droite donnera le point;' de la seconde droite homologue de I'infini sur
la premiére, et de méme, une paralléle Oi & la seconde droite donnera le
point » de la premiére droite homologue de I'infini sur la seconde.

311— Lorsqu'on a deux faisceaux de droites passant les unes par un
pointo. les autres par un point 0', et que leurs positions dépendent de para-
meétres liés par une équation algébrique, de maniére qu'a une droite de
chaque faisceau corresponde une seule droite de l'autre, on dit que les
deux faisceaux sont homographique! .

1 est évident que si I'on joint deux points fixes Oet O' aux mémes points
d’une droite, ou aux points homologues de deux divisions homographiques
sur deux droites différentes, on formera deux faisceau* homographiques ;
car, d'apres la nature de la question, la relation entre les parameétres est
algébrique, et a une droite correspond une seule droite.
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Inversement, deux faisceaux homographiques déterminent sur deux
droites quelconques deux systémes de points homographiques.

312 —Quand on a sur deux droites différentes deux systémes de poinls
liomographiques, et qu’on applique ces deux droites I'une sur l'autre, on
obtient sur une méme droite deux systemes de points homographiques. Si
le mode de division est défini par trois couples de points homologues

(b, b‘), (c, "), pour construire deux points homologues quelconques,
°n imaginera la droite dédoublée, on amenera le point a' au point a en
faisant faire a la seconde droite un certain angle avec la premiére, et on
‘achévera la construction indiquée dans la figure 187.

Lorsgu’on a sur une méme droite deux systemes de points homogra-
phiques, il existe sur la droite deux points doubles, c’est-a-dire deux points
tels que chacun d'eux, considéré comme appartenant a I'un des systemes,
coincide avec son homologue dans I'autre systéme. En effet, si I’'on compte
les distances sur la droite, & partir d’'un méme point, et qu'on fasse X'—X,
on a, en vertu de la relation (1), une équation du second degré
€)) X% (A-t-Adal-|-B = o,
dont chague racine donne un point double. Les deux points doubles sont
réels ou imaginaires.

Supposons que I’on ait construit, comme nous I'avons expliqué, les deux
Points i etj' homologues de I'infini ; si I’on compte les distances a partir
du point ¢, milieu de I’équation (1) devient
@) XX 4-A (X— r)+ B=o.

L équation (3), qui donne les points doubles, se réduit a

5) Xi-+~B= o.

Appelons c' le point du second systtme homologue du point o du
premier, I'équation (4) devant étre‘vérifiée pour X = o et X—CC", on a

AXcc'=—c/'Xcc', et I'équation (5) prend la forme

(fi) X1—j* X cc'.

f os poinlsdoubles sont réels quand les deux longueurs Cj‘ et OC' sont portées
dans le méme sens; pour les construire
dans ce cas, on décrira un cercle sur
CJ' comme diamétre (fig. 188); QI
meénera du point ¢ une tangente a ce
cercle; rabattant la tangente sur la
droite, Ol obtiendra les deux points

doubles € et f,qui sont situés a égale distance de part et d’autre du pointe.

313 —Deux faisceaux homographiques ayant méme sommet admettent
de méme deux droites doubles, réelles ou imaginaires; Q1 les obtiendra
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en joignant le sommet aux deux points doubles de la division homogra-
pliique déterminée par le faisceau sur une sécante quelconque.

Lorsgu’on fait tourner un angle constant autour de son sommet, les

deux cotés forment deux faisceaux homographiques autour du méme point ;

les diverses positions de I'un des cotés

constituent le premier faisceau,celles de

I'autre coté le second faisceau. 11 est évi-

dent que les deux droites doubles sont

imaginaires, et ce gu’'il y ade remarqua-

ble, c’est que leurs équations sont indé-

pendantes de la grandeur de I'angle. Menons en effet une sécante quelcon-

que, et du sommet abaissons une perpendiculaire OC sur la sécante (fig. 189);

les deux positions a'0i, j'oa, ou I'un des cotés est paralléle a la sécante,

donnent les points i etj la position C'0C donne le point C* homologue du

point c. Les angles C'CC, j"0a étant égaux, I'angle C'J" est droit, on a

c;'X 8"= — 0C*, et I'équation (6) devient X*—— oc5; d'oli X = rfcoc.t.

Ainsi la position des points doubles sur la sécante, et par conséquent celle

des droites doubles, est indépendante de la grandeur de I'angle. Si I'on

prend pour origine des coordonnées le point 0, pour axe des X la droite oc,

pour axe des Y la droite 0a, les droites doubles ont pour équation - = * j;

I’ensemble est représenté par I'équation xs—i—y1= 0, ce sont les asympto-
tes d'un cercle an-t- y' = rs, décrit du point O comme centre.

Réciproquement, lorsque les points doubles de deux systémes de points
homographiques sur une méme droite sont imaginaires, on peut obtenir
ces deux systémes de points par la rotation d'un angle constant autour de
son sommet. Le mode de division est défini par les trois couples de points
(c, &), (i, @), (@, j"), le point ¢ étant le milieu de ij'; la perpendiculaire
00h la droite rencontre le cercle décrit sur Cjlcomme diamétre en un point
o; l'angle C'OC, en tournant autour du point O, donnera la division homogrn-
phique proposée.

INVOLUTION.

3 14 — Considérons deux systémes de points homographiques sur une
méme droite et supposons que deux points homologues a et @' soient ré-
ciprogues, c’est-a-dire que, si au point a du premier systeme correspond
le point @' dans le second, réciproquement au point & considéré comme
appartenant au premier systeme correspond le point o dans le second. Il
faudra que I'équation (1) reste vérifiée quand on permute les valeurs parti-
culiéres de X et de X' qui se rapportent & ces deux points, ce qui exige que
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lon ait A=A"; mais alors tous les points homologues sont réciproques

deux a deux, et Fondit dans ce cas que les points sont en imnvolution.
L’équation

) XX'+A X+X")-f-B= o

ne contenant que deux coefficients arbitraires A et B, il suffit de deux
couples de points CONJURUES (3, @), (b,07),[pour définir I'involution. Les deux
points i etj‘ coincident, et si I’on compte les distances a partir de ce point
Kréquation (7) se réduit a

] a;®@’-|-B=o;

on appelle ce point le CANtre de I'involution. 1l y a deux points doubles € et
A réels ou imaginaires, donnés par I'éguation as*+B = o.

L'équation (8) devient ainsi XX‘ = te’ ; onen conclut que les deux points
doubles € et f sont conjugués harmoniques par rapport a deux points con-
jugués quelconques.

Les cercles menés par deux points fixes p et (déterminent sur une droite
une involution (fig. 190). Prenons sur la
droite un point quelconque a; par ce
point et les deux points P €t ( passe une
seule circonférence de cercle. Cette cir-
conférence coupe la droite en un second
point & ; de cette maniére on fait cor-
respondre au point o un seul point a";

dailleurs, la relation est algébrique et il y a réciprocité; donc ces couples
de points forment une involution. Le point » ou la droite 0 coupe la
droite donnée, est le centre d'involution et les points doubles sont les points
de contact des cercles tangents.

Les points doubles sont réels ou imaginaires, suivant que le point i est
stué en dehors des points @ et @' ou entre ces deux points. Dans le premier
cas, on obtient les points doubles en menant du point I une tangente a I'un
des cercles et rabattant cette tangente.

Lorsqu’on définit I"involution sur une droite par deux couples de points
conjugués (a, &°), (b, b"), on peut aisément construire deux points conjugués
quelconques; par les deux points @ et @ menons un cercle, par les deux
Points D et b' et un point arbitraire p du premier menons un second cercle;
ces deux cercles se coupent en un second point (; le cercle qui passe par
les deux points p et g et un point Mde la droite déterminera le point con-
jugué m'.

315 — Considérons de méme deux faisceaux homographiques ayant
méme sommet et tels que deux droites homologues soient réciproques; ces
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droites déterminent sur une sécante quelconque des points en involution ;
toutes les droites homologues sont donc réciproques deux a deux, et I'on
dit que les droites sont en involution. 11y a deux droites doubles réelles ou
imaginaires; mais il n'existe rien d’analogue au centre d involution.

Nous avons dit (n» 313) que, lorsqu’un angle constant tourne autour de
son sommet, les deux cotés forment deux faisceaux homographiques.
Quand I'angle est droit, il y a réciprocité, et par conséguent involution ;
les droites doubles, comme nous I'avons remarqué, sont les asymptotes
d’un cercle.

Réciproquement, lorsque sur une droite les points doubles d'une involu-
tion sont imaginaires, on peut obtenir
les couples de points conjugués par la
rotation d’un angle droit autour de
son sommet. L’involution est définie
par les deux couples de points con-
jugués (i, o), (a, a') ; suraa’ comme
diamétre décrivons un cercle (fig. 191)

et au point » élevons sur la droite une perpendiculaire qui coupera le cercle
en deux points p et <, un cercle passant par les deux points/) et (] déter-
minera deux points conjugués m et M, et I’angle NPT est droit.

THEOREME .

316 — Etant donnés deux faisceaux homographicues, le lieu o point
il"intersection d: deux droites hormologues est une conique passant par les som:
ets des deux faisceaux.

Cherchons combien de points du lien sont situés sur une droite quel-
conque D; les deux faisceaux homogra-
phiques O et O' (fig. 192) déterminent sur
cette droite deux systémes de points ho-
mographiques («,“")> P> P)» (Y, T")>-—;
deux droites homologues O, 0’8, qui se
coupent sur la droite D, donnent un point
double €; comme il n'existe sur la droite 1)
que deux points doubles € et f, on en con-

clut que cette droite ne rencontre le lieu qu’en deux points réels ou ima-
ginaires ; ainsi le lieu est du second ordre.

A la droite 0'o du second faisceau correspond une certaine droite op dans
le premier; le point d'intersection vient en O, et la droite op est tangente
en ce point. De méme, la courbe passe par le point O' et elle est tangente
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en ce poiiu & la droite 0'C] du second faisceau homologue de la droite 00"
du premier.

corottaire. Ceci Nous permet de trouver les points ol une droite don-
née D coupe une conique définie par cing points 0, o', 4, b, c; si I’on joint
deux des points o et o' aux trois autres, on a trois couples de droites (oa,
°'«), (06, 0'h),(0c, o'c) déterminant deux faisceaux homograpliiques O et
le lieu du point d’intersection des droites homologues est la conique pas-
sant par les cing points donnés; les trois couples de poinls (a, a'), (@ 1),
(y>Yy") définissent la division homographique sur la droite 1); on trouvera
les deux points doubles € et T par le procédé indiqué au n» 3ia.

Si la droite passe par I’'un des points donnés, o par exemple, il suffit de
construire la droite homologue dans le second faisceau. De méme, comme
nous l'avons dit déja, on obtiendra la tangente en 0, en menant la droite g>
du premier faisceau homologue de la droite 0'0 du second. Ou déterminera
ainsi autant de poinls que I’'on voudra de la conique cherchée et autant de
tangentes.

Remarque. Lorsque la droite oo®qui passe par les sommets se correspond
a elle-méme dans les deux faisceaux, elle fait évidemment partie du lieu qui
alors se compose de deux droites ; dans ce cas, le lieu du point d'intersec-
tion des droites homologues est, a proprement parler, une ligne droite.

THEOREME 1II.
- #19 — Etant donnés deux systenes de points hormogruphiaues sur deux
droites fixes A et A*, la droite aa' qui joint deux points honologues quel-
congues enveloppe, Ure coniigue tangente aux deux droites fixes.

Cherchons combien de tangentes a I’enveloppe passent par un point arbi-

Fig. 193.
traire p du plan (fig. 193); les droites P&, Pa', qui joignent le point P & deux
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points homologues, forment autour du point P deux faisceaux homographi-
ques: lorsque ladroite mobile 83", dans une de ses positions mm', passe par
le point p, elle devient une droite double des deux faisceaux; comme il
n'existe que deux droites doubles M N, on en conclut que parle point p
on ne peut mener que deux tangentes réelles ou imaginaires a la courbe
enveloppe ; cette courbe est donc de la seconde classe, et par conséquent
du second ordre.

Au point d’intersection o des deux droites fixes A et A', considéré comme
appartenant & la seconde droite, correspond sur la premiére un point A; la
droite mobile vient en Oh et la courbe est tangente a la droite A au point A
Db méme, lacourbe est tangente & la droite A' au point g' de celte droite
homologue du point o de la droite A.

Corottaire. Ceci Nnous permet de mener par un point donné p des tan-
gentes a la conique définie par cing tangentes ; si I’on joint au point p les
points ou deux des tangentes A et A' sont coupées par les trois autres B,
c, D, on a trois couples de droites déterminant deux faisceaux homogra-
phiques, dont les droites doubles sont les tangentes demandées.

Si le point p est situé sur I'une des tangentes données, A par exemple,
les points oii les tangentes A et A' sont coupées par les trois autres B, C,
U, définissent sur ces deux premiéres tangentes deux systémes de points
homographiques; on cherchera sur la droite A' le point p' homologue du
point p sur X; la droite HJ' sera tangente a la conique.

Le point de contact de la tangente A est, comme nous I'avons dit, le
point de cette droite homologue du point o de A.

Remarque. Ce théoréme pourrait étre déduit du précédent par la mé-
thode des polaires réciproques ; deux systémes de points situés sur deux
droites fixes se transforment dans I'autre figure en deux faisceaux de droites
passant par deux points fixes; si & un point correspond un seul point, & une
droite correspondra une seule droite ; deux systémes de points homogra-
phiques se changent donc en deux faisceaux homographiques et réciproque-
ment. Le lieu du point d’intersection de deux droites homologues étant une
conique, I'enveloppe de la droite qui joint deux points homologues est aussi
une conique.

Lorsque le point d'intersection o des deux droites fixes se correspond a
lui-méme sur les deux droites, la droite des sommets se correspond a elle-
méme dans les deux faisceaux; le lieu se réduisant dansce cas a une droite*
I’enveloppe se réduit a un point ; donc toutes les droites, telles que aa ,
passent par un méme point.

318 — Les deux théorémes précédents donnent naissance a un grand
nombre de propriétés remarquables. Nous en indiquerons quelques-unes.
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I'ar exemple, si deux angles constants tournent autour de leurs som-
mets, de maniére que le point d’intersection de deux c6tés décrive une
droite fixe, il est clair, d’aprés la construction méme, que les deux autres
cotés formerout deux faisceaux homographiques, et, par conséquent, que

le lieu de leur point d'intersection sera une conique passant par les deux
sommets fixes.

De méme si, sur deux droites fixes, a partir des points ou elles sont ren-
contrées par une sécante mobile menée par un point fixe, on porte, dans
un sens déterminé, deux longueurs constantes, il est évident que les extré-
mités de ces longueurs formeront deux systemes de points homographiques,
et par conséquent que la droite qui les joint enveloppera une conique tan-
gente aux deux droites fixes.

Considérons un triangle MBA", dont les trois cotés tournent autour de
trois points fixes o, 0', P (fig. 194), tandis
gue deux sommetsaeta’ glissent sur deux
droites fixes A et A'; les faisceaux O et p
sont homographiques, de méme p et 0",
donc les faisceaux o et 0 sont homogra-
phiques, et le point m, troisieme sommet

a du triangle, décrit une conique passant

Fjj. 1%4. par les deux points Oet o< |l est aisé de

‘oir que le point d'intersection c des droites A et A’ et les deux points

et €, ol ces droites sont coupées par les droites pO' et |00, appar-

tiennent au lieu; de cette maniére, la conique est définie par cing
points.

Lorsque les trois points fixes O, O, p sont en ligne droite, la droite 00 se
correspond a elle-méme dans les deux faisceaux, et le lieu du sommet M
est une ligne droite ; c’est le probléme que nous avons traité au n“ 104.

Considérons de méme un triangle mobile aba’ (fig. tg5) dont les trois
sommets glissent sur trois droites fixes A,
A', B, tandis que deux cotés 60, ba’ tour-
nent autour de deux points fixes 0 et 0'; le
faisceau 0 détermine sur les droites A et B
deux systemes de points o et 6 homogra-
phigues; de méme le faisceau o' détermine
deux systémes de points homographiques

Fig. 195. let @";donc les deux systémes a et a' sont
homographiques, et le troisiéme coté a2 du triangle enveloppe une conique
tangente aux deux droites A et A'. On verra aisément que la droite 00" et
les deux droites 0°C et 0d, qui joignent les points o et >aux points ot la
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droite B coupe les droites A et A', touchent la conique; de cette maniére
la conique sera définie par cing tangentes.

Lorsque les trois droites A, A', B passent par un méme point, le poin
d’intersection des droites A et A" se correspond a lui-méme, et I'enveloppe
se réduit & un point ; donc la droite 83" passe par un point fixe.

Ce mode de démonstration s’applique a des polygones d’'un nombre quel-
conque de cotés. Ainsi lorsque les N cotés d’un polygone tournent autour
de Npoints fixes et que N— i sommets décrivent des droites, le dernier
sommet décrit une conique. Lorsque les N sommets d’un polygone décri-
vent des droites, et que N— i cOtés tournent autour de points fixes, le der-
nier coté enveloppe une conique.

Les théoremes | et Il permettent, n o ie nous I’avons vu, de construire
une conique définie par cing points ou par cing tangentes; mais les théo-
rémes suivants donneront des constructions plus simples.

THEOREME I11.

319 — Lorsque trois sectiors coniques ont deux points conrurs, les
trois droites qui joignent les autres points d'intersection des courbes deux a
deux passertt par un e point.

Soit S = o I’équation de I’'une des sections coniques, a=o0 I’équation de
la droite qui passe par les deux points communs, les équations des deux
autres sections coniques seront de la forme S— fcab=0, S— /c'aY=o.
Les trois droites qui passent par les deux autres points d’intersection des
courbes considérées deux a deux sont p= o, y= o, —k'y=o0;0n
voit que la troisiéme passe par le point d'intersection des deux premieres.

THEOREME IV.

320 — Unh hexagore étant inscrit dans ure section conique, les points
de rencorttre ces 00tes opposés sont
enligre droite.

Ce théoréme, que I'on doit a

Pascal, est une conséquence du

théoreme précédé!». Soit abcokef

(fig. 196) un hexagone inscrit

dans une section conique; la

courbe et les deux couples de

droites ab et od, af et de, peu-

vent étre regardées comme trois

sections coniques ayant deux

196. points communs a et d. La droite
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h:joint les deux autres points d’intersection 6 et ¢ de la courbe et des deux
droites ab et cd ; la droite efjoint les deux autres points d'intersection c
et (de la courbe et des deux droites af et de; dailleurs les deux couples de
droites se coupent en m et p; le? trois droites bc, ef, TP passent par un
méme point n; donc les trois points d’intersection m, n, p des cotés
opposés de I’hexagone inscrit sont en ligne droite.

Ce théoreme ne s'applique pas seulement & un hexagone convexe, mais
encore a un hexagone fermé quelconque. On
forme un hexagone inscrit en tracant six cordes
consécutives dans un sens ou dans l'autre, de
maniére a revenir finalement au point de départ.
Si I'on numérote les cotés dans I'ordre suivant
lequel on les a obtenus, les trois points d'inter-
section des cotés (i, 4), (», 5), (3, 6) sont en
ligne droite (fig. 197).

321 — coronaire l. Lorsqu’on définit une

section conique par cing points o, b, C, d, & le

théoréme précédent permet de construire autant de points de la courbe que

I'on veut. Par le point a tragons une droite quelconque af et cherchons le

pointf ou cette droite coupe la courbe (fig. 196); on marquera le point

d'intersection m des droites ab et d%, le point d'intersection P des droites

od et af\la droite b ira rencontrer la droite mp en un point N; le point/",
ol la droite ne rencontre af, appartient a la courbe.

On peut aussi construire la tangente en I’'un des points. Quand deux som-
mets de I'hexagone inscrit, par exem-
pled et f, se confondent, le coté inter-
meédiaire af devient la tangente a la
courbe au point @; si I'on applique le
théoréme de [I'hexagone inscris, en
compiant cette tangente comme un
coté, on a encore trois points en ligne
droite. On marquera donc le point d’in-
terseciion m des cotés abet de(fig.ig8),
le point dintersection n des colés ke
et a8 ; la’droite 0 rencontrera la droite

mn en un point p; la droite op sera la tangente en a.

coronaire 1. Un quadrilatere abcd élant inscrit dans ure section
conique, les points de rencontre des o0lés opposés, et les points de rencorttre
ks tangentes aux SomTEts opposés, sont en ligredroite. Si, avec les tan-
gentes en a et C, on compléte I’hexagone inscrit, on aura trois points ni, n,

GEOM. ANALIT. 19
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P en ligne droite (fig. 199). En complétant I'hexagone avec les tangentes

méme trois points M
», ( en ligne droite.
Donc les quatre points
m,N, p, g sont en ligne
droite.

Corollaire Il L.h
triangle étant inscrit
dans ure section coni-
que, lespoints d'inter-

section des o0tEs et des tangentes aux sommets opposés sont en ligne droite.
Gai' les trois tangentes complétent I’hexagone inscrit.

322 — Remarques. NOUS avons vu que par cing points &, b, C, d, C,
tels que trois d’entre eux ne soient pas en ligne droite, passe une section
conique et une seule. On peut obtenir les éléments de cette courbe de la
maniére suivante: on commence par déterminer les tangentes A, B, C en
trois des points donnés a, b, C. Dans toute courbe du second degré les tan-
gentes aux extrémités d'une corde se coupent sur le diamétre conjugué a
cette corde; par conséquent, la ligne qui joint le point, de rencontre p des
droites A et B au point milieu { de la droite a0 est le diamétre des cordes
paralléles a &>, de méme la ligne qui joint le point de rencontre ( des
droites B et C au milieu hde bCest le diamétre des cordes paralléles a k.
Supposons d'abord que les deux diamétres g, qh se coupent en un point O;
dans ce cas, la courbe est une courbe & centre et le centre est le point O.
La droite 0 et la droite 0ok paralléle a ab forment un systéme de diamétres
conjugués. Si I'on appelle @ la longueur du demi-diameétre dirigé suivant
op, onad = I/op. (g\on obtient de méme la longueur b' du demi-dia-
meftee dirigé suivant OK. Nous avons expliqué (ncs 175 et 195) comment on
détermine les axes, quand on connait un systéme de diametres conjugués
a et

323 — Siles deux diamétres sont paralléles, la courbe est une para-
bole. Dans ce cas, on méne les diamétres qui passent en a et b, puis des
droites faisant avec les tangentes les mémes angles que les diamétres; ces
deux droites se coupent au foyer de la parabole. En abaissant du foyer des
perpendiculaires sur les tangentes A et B, et prolongeant chacune des per-
pendiculaires d'une longueur égale a elle-méme, on a deux points de la
directrice.

Lorsque I’on donne trois points et les tangentes en deux de ces points,
on détermine la tangente au troisieme point a I’aide de la propriété du



PROPRIETES GENERALES DES SECTIONS CONIQUES. 291

triangle inscrit, puis on opére comme précédemment. La construction rela-
tive hla parabole peut évidemment étre employée quand on connait deux
tangentes a la courbe et les points de contact.

Supposons enfin que I’on veuille trouver les éléments d’une parabole

déterminée par quatre points a, b, ¢, d. Si I'on prend pour axes des coor-

données les deux droites ab, cd, les équations des paraboles passant

par les points donnés sont(n» 276)

Xy 29 Vg

a. .- Oe
“b Y abcd crf

lcd
Les coefficients angulaires des axes des paraboles étant+ il —, onencon-

clut que ces axes sont paralleles aux diagonales d’un parallélogramme formé
sur les axes des coordonnées et
dont les cOtés auraient pour lon-
gueurs les moyennes proportion-
nelles entre a et b, c etd. Con-
naissant la direction de I'axe,
le théoréme sur le pentagone in-
scrit donnera, en supposant que
le point e s’éloigne indéfiniment,
c’est-a-dire que les droites ra«et
de, par exemple, deviennent pa-
ralleles a I’axe (fig. 198), la tan-
gente en I'un des points. Lors-
que l'on aura déterminé deux
tangentes, on sera ramené au

cas précédent.

THEOIIEME V.

324

circonscrita une section conique,
les trois droites quijoignent les sommets opposes passent par un méme point.
Ce théoréme, connu sous le nom de théoréme de Bbianchon, se déduit du
précédent par la méthode des polaires réciproques. Soit abcdef (fig. 200),

un hexagone circonscrit & une section conique ; 1hexagone inscrit, qui
pour sommets les points de contact, est la figure corrélative de I'liexagone
circonscrit par rapport a la section conique proposée; car les sommets a,

b, c,... de I’hexagone circonscrit sont les pdoles des cotés A, B, C e

I’hexagone inscrit. La diagonale ad de I'nexagone circonscrit est la polaire

du point d’intersection rr,’ des cOtés opposés A' et I) de 1hexagone inscrit,
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de méme la diagonale ke est la polaire du point d’intersection Nl des cAtés
B' et E' et la diagonale Cf la polaire du point d'intersection Pl des cotés
C' et F'. Puisque les trois points m< '+, p' sont en ligne droite, les trois
droites ad, ke, ef passent par un méme point 0, pole de cette droite.

Nous ferons ici une remarque analogue acelle qui a été faite a propos
du théoréme de pascar. Il n'est pas nécessaire que I'hexagone circonscrit
soit convexe, il suffit qu’il soit fermé. Supposons qu’on ait tracé six tan-
gentes & une section conique; pour former I’hexagone, partant du point
d’intersection de deux tangentes, on s'avancera sur I'une delles jusqu’a la
rencontre d’'une autre tangente; puis sur cette seconde tangente, dans un

sens ou dans l'autre, jusqu'a la rencontre d'une troisiéme tangente, et
ainsi de suite, de maniere a revenir au point de départ aprés avoir marché
sur toutes les tangentes sans discontinuité. La ligne brisée ainsi formée
est un hexagone circonscrit. Si I’'on numérote les sommets dans I'ordre sui-
vant lequel on les a obtenus, les trois diagonales qui joignent les sommels
(i, 4), (» 5), (3, 6) passent par un méme point (fig. qoi).

corottaire. Quand on définit une section conique par cing tangentes, ou
peut, a I'aide du théoréme précédent, construire autant de tangentes que
I'on veut. Soient les cing tangentes ab, bc, cd, de, ef (fig. j00) ; cherchons la
seconde tangente qui passe par un point @ pris arbitrairement sur I’ une des
tangentes données ; on prendra le point d’intersection O des diagonales ad
et be; on meénera la droite co et onjoindra le point @ au point f ot 1a droite
CO rencontre la tangente ef.

On peut aussi déterminer le point de contact de chacune des tangentes.
Quand deux colés de I'hexagone circonscrit, par exemple les cotés ab et
b, coincident, le sommet intermédiaire b devient le point de contact; pour
trouver ce point de contact, on joindra le sommet € au point d'intersection O
des diagonales ad et cf (fig. aoa).
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Lorsqu'on a déterminé les points de con-
tact de trois tangentes, on obtient les élé-
ments de la courbe par le procédé que nous
avons indiqué au n» 3ia.

On pourrait aussi obtenir immédiatement
le centre & l'aide d'un théoréme démontré
au n°3oi.

Du théoréme de B rianchon, ON déduit les
corollaires suivants : Un quadrilatére étant

circonscrit a ure section conigue, les deux diagonales et les deux droites qui
joigrent les points de contact des ootés opposés passent par un Mene point.

Ul triangle étant circonscrit a ure section conique, les droites qui joi-
gent les somrels aux points de contact des oGS opposés passertt par Ln
néne point. Il suffit de compléter I'hexagone circonscrit, dans le premier
cas avec les points de contact de deux cOtés opposés, dans le second cas
avec les trois points de contact.

THEOREME VI.

*25 — Lesconiques qui pessent par quatre points fixes déterminent sur
ure droite des points en involution.

Sur la droite D prenons un point quelconque M (fig. ao3), par ce point
et les quatre points
donnés @, 6, ¢, d, on
peut faire passer une
conique et une seule;
cette conique coupe b
droite D en un second
pointm’'; de cette ma-
niere au point m cor-

respond un seul point M’; d’ailleurs, la relation est algébrique et il y a
réciprocité ; donc les couples de points (m, m') forment une involutioD.

Corottaire. Lesdeux systemes de droites (oc, tII) et (ab, cd), passant par
les quatre points, donneront deux couples de points conjugués (@ a'), P, P>
définissant I’involution.

Les points doubles sont les points de contact des conigues passant par
les quatre points a, b, c det tangentes a la droite D; comme il y a deux
points doubles, on en conclut qu'il Y & CeUX coniques, reelles ou imegi-
naires, passant par quatre points donnés et tangentes a ure droite donnée.
On déterminera ces points doubles comme nous I'avons dit au n° 3i4, et
alors chacune des deux coniques sera définie par cing points.
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THEOREME VU.

326 — Les tangentes menées d'un point fixe p aux coniques tangentes
a quatre droites données sont en involution.

Ce théoreme est le corrélatif du théoréme précédent, qui est di a Desar-
gues. On le démontre de la méme maniere : par le point p tragons une
droite quelconque PM (tig. 204); il n'existe qu'une conique tangente aux
quatre droites données et a la droite PM; menons par le point p une se-
conde tangente P & cette conique; de cette maniére, & la droite PMcor-
respond une seule droite pm'; d’ailleurs, la relation est algébrique et il y
a réciprocité; donc, ces tangentes forment une involution.

Corontaire. Les quatre droites données forment
un quadrilatére; la diagonale aa" peut étre consi-
dérée comme la limite d’'une ellipse tangente aux
quatre droites et dont le petit axe devient nul ; les
tangentes menées du point p a cette ellipse réduite
a son grand axe oa'sont paetpa'. 11 en est de
méme de la diagonale bb’. On a ainsi deux couples
de droites conjuguées (pa,po”), (pb, pb") définissant
I'involulion. Lorsque la conique passe par le
point p, les deux tangentes pm, P coinci-
dent et forment une droite double ; comme il y a
deux droites doubles dans I'involution, on en con-
clut quii y a deux coniques, réelles ou imaginaires,
touchant quatre droites données et passant par un
point donré.  En menant une sécante & travers le

faisceau, et déterminant les points doubles sur la sécante, on obtiendra les
droites doubles et chacune des deux coniques sera définie par cing tangentes.

THEOREME VIII.

327 — Les ooniques tangentes a deux droites données en deux points
donnes déterminent sur une sécante queloongue ure involution, dont I'un
des points doubles est situé sur la corde des contacts.

Ce théoréme est un cas particulier du théoreme dej)esargues (n° 3a5).
Supposons que les points a et c coincident, ainsi que les points betd
(fig. a03); les deux droites aC et bdseront tangentes en a et en b; les deux
droites ab et 0dse confondant, les deux points conjugués p et P' se réunis-
sent en I'un des points doubles de I'involulion & laquelle appartiennent les
couples de points (m, m'), (a, a).

corottaire. Ceci nous donne le moyen de construire une conique pas-
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saut par trois points donnés a, b; C, et touchant deux droites données A et
A' (fig. ao5).

Sur la sécante 06 déterminons les deux points doubles € et f de I'involu-
tion définie parles deux couples de points (0, b), (a, a'). Sur la sécante ac
déterminons de méme les deux points doubles e, et f, de I'involution défi-
nie par les deux couples de points (a, ¢), (ah a*). La corde des contacts,
devant passer par I'un des deux points € et fet par I'un des deux points €,

et ft, coincidera avec I'une des quatre droites que I’'on obtient en joignant
cespoints deux a deux de toutes les maniéres possibles. Je dis que I'une
quelconque de ces quatre droites, par exemple ce,, donnera une solution du
probleme : cette droite €€, rencontre les deux droites données A et A' en
deux puints m et m'; on peut mener U'E conique passant par le point @,
et tangente aux droites A et A" aux points met M (n« 278); cette conique,
devant couper la sécante aa' en un second point conjugué du point a dans
linvolution définie par le point double € et le couple de points (a, a') passera
par le point 6; on démontrera de méme qu’elle passe par le point C. Ainsi
'Ly a quatre coniques, réelles ou imaginaires, passant par trois points
donnés et touchant deux droites données.

THEOREME IX.

328 — Les tangentes menées d'unpoint fixe aux diverses conigues qui
ouchent deux droites dornées en deux points donnés, fonrent ure involu-
tion dont ure droite double passe par le point de rencontre des deux droites
connées.

Ce théoreme est un cas particulier du théoréme VII. Supposons que les
deux tangentes ab et ab’ coincident (fig. 204), ainsi que abetabl; les
deux points b et b* se confondant, les deux droites pb et porse réunissent
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sur I'une des droites doubles de I'involution a laquelle appartiennent les
deux couples de droites (pm, pm"), (pa, pa])

Corollaire. On en déduit le moyen de construire une conique passant
par deux points donnés a et b et touchant trois droites données mn, pMmel
PN (fig. ao6). Le point de rencontre o des tangentes en a et b, devant étre
situé sur I'une des deux droites doubles de I'involulion définie par les deux
couples de droites (pa, p6), (pm, p»), et sur 'une des deux droites dou-
bles de Iinvolution définie par les deux couples de droites (Mg, Nh),

jtnn, mp), coincidera avec I'un des quatre

0 points d’intersection de ces droites doubles

deux a deux. Je dis que I'un quelconque de

ces quatre points, par exemple le point o,

donnera une soluliou du probléme; on peut

décrire UE conique tangente aux deux

droites 0a et 00 aux points @ et bet a la

droite pm; la seconde tangente que l'on

peut mener du point p a cette conique, de-

vant étre conjuguée de la droite pm dans

I'involution définie par la droite double po

et le couple de droites (g, ph), coincidera

avecp»; on démontrera de méme que la

droite Mest tangente & la conique. Ainsi, il Yaquatre coniques, réelles ou

imaginaires, passant par deux points donnés et touchant trois droites
données.

329 — Remarque. Nous avons dit (m»282) que I'on peut regarder un
foyer comme le point d’intersection de deux tangentes paralléles aux direc-
tions -4-1 et — », c’est-a-dire paralléles aux asymptotes d'un cercle ; don-
ner un foyer, c’est donc donner deux tangentes a la conique ; ainsi, parmi
les coniques qui ont un foyer donné , il y en a U'E tangente a trois données
(n* »6a), deux tangentes a deux droites données et passant par un point
donné, quatre (dont deux réelles et deux imaginaires) tangentes & une droite
donnée et passant par deux points donnés, et enfin quUAtre passant par
trois points donnés (n° 260).

Nous avons appris a construire une conique satisfaisant a cing condi-
tions élémentaires, points de la courbe ou tangentes ; quatre conditions
suffisent pour la détermination d’une parabole, et I'on peut ramener la
question a I'une des précédentes par une transformation al’aide de la mé-
thode des polaires réciproques. Nous savons, en effet (n» 300), que, lors-
que le centre O de la courbe directrice est situé sur une conique, la courbe
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polaire réciprogue est une parabole, et que, réciproquement, la courbe
polaire réciprogue d'une parabole est une conique passant par le centre o
de la courbe directrice. Dans la transformation, la condition que la courbe
cherchée est une parabole est donc remplacée par le point o, les points
par des droites, les droites par des points. La consiruction d’une parabole
tangente & quatre droites données est ainsi ramenée a la construction d'une
conique passant par cing points donnés ; il y a Ue solution et une seule.
De méme, il y a deux paraboles passant par quatre points donnés, ou pas-
sant par un point et touchant trois droites données ; quatre paraboles pas-
sant par trois points et touchant une droite, ou passant par deux points
et touchant deux droites données. En tracant la tangente en o a la courbe
polaire réciproque et menant le diametre conjugué dans la courbe direc-
trice, on aura la direction des diametres de la parabole, ce qui permettra
d appliquer immédiatement aux données les théoremes précédents.

M. Chastes a imaginé une méthode ingénieuse pour étudier les proprié-
tés d’'un systeme de coniques satisfaisant a quatre conditions données, et
* a fait voir que ces propriétés dépendent de deux nombres entiers qu’il
appelle les caractéristiqlﬁ du systeme; ce sont les nombres des coniques
du systeme qui passent par un point donné ou qui touchent une droite
donnée. Par exemple, les deux caractéristiques du systéme des coniques
lui passent par quatre points donnés sont i et i ;celles du systeme des
coniques qui touchent quatre droites données sont a et i ; celles du systeme
des coniques qui passent par trois points et qui touchent une droite sont
2et 4, celles du systtme des coniques qui passent par un point et qui
touchent trois droites, sont 4 et a; enfin celles du systéme des coniques
qui passent par deux points et qui touchent deux droites sont 4 et 4.

NOUVELLES COORDONNEES.

3 * 0 — Tragons dans le plan trois droites fixes formant un triangle ABC
(fig. 207), et, pour abréger, représentons ces
droites par «= 0, p=0, Yy=0, a p, Y
étant des polynémes du premier degré en
X et Y. On peut déterminer la position d'un
point quelconque M du plan par I'intersection
de deux droites AM et BM passant par deux
des sommets du triangle ABC ; ces deux droites
ont des équations de la forme

()] « = ay, p= 6y,
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elles dépendent des valeurs attribuées aux deux parameétres a et b, que
I’'on regardera comme constituant un nouveau mode de coordonnées du
point M.

. a S .
Puisquon a a = -, &= -, lesnouvelles coordonnées a et b sont des

fractions rationnelles du premier degré en X et y, ayant méme dénomina-
teur ; en résolvant les équations (i) par rapport a Xety, on verra que
réciprogquement les coordonnées primitives X er sont des fractions de la
méme forme en a et b. 11 eu résulte que toute équation algébrique et en-
tiére par rapport a I'un des systémes de coordonnées se transforme en une
équation entiére du méme degré dans l'autre systéme.

Quoique deux coordonnées o et 6 suffisent, il convient cependant, pour
rendre homogénes les équations, de conserver les trois lettres a, p, y.

* Cim i Ot 6
Si dans I'équation f (a, b): 0 nous remplagons a et b par —et -,

nous obtiendrons, en effet, une éguation homogéne fia, p,y)=0 du méme
degré. Ainsi toute droite est représentée par une équation homogéne du
premier degré Aa -+ Bp-+Cy = 0, et de méme toute section conique
par une équation homogéne du second degré

Aa2-f- A'ps-I- AV 4- aBpy «+ ?B'ya-+- 2B"ap =0.

Ces nouvelles coordonnées ont une signification géométrique trés-simple.
Les lettres @, p, y représentant, a des facteurs constants pres, les distances
du point M aux trois c6tés du triangle ABC, les deux coordonnées a et b
désignent les rapports de deux de ces distances a la troisieme. On pourrait
méme, si I'on voulait, supposer que a, p,y sont les distances du point M
aux trois cotés du triangle, distances affectées de signes convenables.

331 —L’équation générale des droites qui passent par un point donné

(@, b) est
b— b= m@—a),
m étant un paramétre arbitraire.

De méme la droite qui passe par deux points donnés (@, bY), @) B) a
pour équation

b— &=7 —al(a —a).

Si I'on suppose que ces deux points soient deux points voisins d'une
courbe f(«, b) = 0, et que le second point se rapproche indéfiniment du
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premier, on voit que la tangente en ce point est représentée par I'équation
6— &= —j¢(a —a"),
(o8] «fr+l>ft-W + &M= o.

Si I'on remplace a et b par - et - , a'etb'par -. et afin de rendre
Y Y Y T

1équation homogene, I'équation de latangente devient (m»> 292)
*ai+ Pp+ Y -= o

Lorsque la courbe est du second degré, I'égquation précédente ne change
pas quand on'y permute les lettres a et a', p et @, y et y Si P, y dé-
Ygnent les coordonnées d’'un point quelconque du plan, la corde des con-
tacts des tangentes menées de ce point, c’est-a-dire la polaire de ce point
par rapport a la conique, a pour équation

«Ti+ P'C+Jr'eo ou <,+ fy,-f-Y/-',= b

Nous avons déja employé plusieurs fois le systeme de coordonnées dont
nous venons de parler. En voici de nouvelles applications.

532_ ¢ «empie 1. Considérons deux triangles polaires réciproques par
rapport a une conique donnée ; afin de simplifier, prenons les c6tés de I'un
des triangles comme lignes de repere servant a la définition des nouvelles
coordonnées, et soit

/'<*,P>Y)=i(Aa*+A'ps4-AY -1-2BPY+2B'Ya4 -2B"ap) = o
u:m
I'équation de la conique. La polaire d'un point quelconque (a' p', Y) a pour
équation a'/”~p'/g + y/~= o. En particulier, les polaires des trois

sommets (p'= 0, Y=0), (y' = °i al= °)> (“,= °j Pl= °) du triangle sont
représentées par les équations

fa=Aa+B'"p+B'Y=0, fp=A/p+BY-(-B"a=0, /Y=A"Y-|-B'a4-Bp=o.

Ces polaires sont les cotés du second triangle. Les coordonnées du point
d'intersection des deux c6tés correspondants a = o, f,, = o Vérifient les

2 . 3 Y -
éguationsa = 0, B'P+B'y= o, oua= 0,j].+ G,= 0; ce point est donc

a t Y
situé sur la droite b-f- T + v} = o, et il en est,de méme des deux autres.
Ainsi les trois points de rencontre des ot correspondants de deux triar-
gles polaires réciproques sont en ligre droite.
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Un sommet du second triangle
esl donné par les deux éguations
4 ="°’ fp="°"ladroi,e B\A= %
passe parce point; comme I'équa-
tion ne contient plus la lettre Y,
cette droite passe évidemment par
le sommet (a= o, p= 0) du pre-
mier triangle. Les droites qui
joignent les sommets correspon-
dants étant représentées par les
équations onen
conclut que CS trois droites pas-
sert par un mMéne point.

333 - exemors Il Untriangle alc est inscrit dans une conique; deux
de ses cotés ab et aC tournent autour de deux points fixes p et q (fig. ao8),
trouver I'enveloppe du troisieme coté bC. Soient Y= o I'’équation de la
droite P, a= 0 «t €= o celles des tangentes aux points d et e ou cette
droite rencontre la courbe ; I’éguation de la conique sera de la forme
op—ys= 0. On peut regarder les points p et  comme les points ou la
droite y = o est coupée par deux droites a+pP = o, a+ gP= o, qui pas-
sent par le point d'intersection o des tangentes en dete un point quel-
conque a de la courbe peut étre déterminé par I'intersection de deux

droites «— ay =0, p—éz 0 passant par les points dete, aétant un

parametre arbitraire qui définit la position du point sur la courbe. En attri-
buant 1 ce paramétre une autre valeur b, on obtient un autre point b. Une
droite quelconque passant par le point @ a une équation de la forme

a-.r+fc(p -1) = 0; pour guelle passe par le point bqui est repré-

senté par les deux équations a— By=0, p— - = 0, il faut faire k=-ab;

ainsi la droile qui joint deux points quelconques a et b de 1a courbe a pour
équation a+ ab?—(a+ 6)y=0.

Cela posé, soient @, b, Cles valeurs du parametre >our les trois sommets
a, b, C du triangle ; le coté ab passant par le pointp, jn aab= p; lecoté
aC passant par le point §, ou a de méme aC = ( ; le coté bca pour équa-
tion a+ 6cp— (b-i- c)y= o; si I'on remplace betc par leurs valeurs

E et ?, I’équation devient
a a

a'a+ PP —(p-+-g)a¥Y=o.
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Si, entre cette équation et I'équation

aes—(p4-g)y =°,
que lon obtient en égalant & zéro la dérivée par rapport & a, on élimine
le paramétre variable a, on obtient I'¢équation de I'enveloppe de la droite 6¢

4pq
Cette enveloppe est une conique qui touche la premiére aux points dete.
Si 1on meéne des tangentes a la conique proposée aux points a, b, C, on
forme un triangle circonscrit a'b'c’, dont les deux sommets b et ¢’ glissent
sur deux droites fixes P et Q, polaires des points p et q ; la courbe décrite
par le sommet o', pdle de la droite bc, est la polaire réciproque de I'enve-

loppe ; c'est donc aussi une conique doublement tangente a la premiére
suivant la ligne .

EXERCICES.

i° Les huit points de contact des tangentes communs a deux coniques
données sont situés sur une méme conique.

a° Un triangle est inscrit dans une conique, deux cOtés passent par
deux points fixes ou roulent sur deux coniques doublement tangentes a la

premiére, I'enveloppe du troisiéme coté est une conique. — Théoreme
corrélatif.

3» Un polygone de n cotés est inscrit dans une conique; n — i cotés
roulent sur des coniques doublement tangentes a la premiére ; I'enveloppe
du ¥ coté est une conique. — Théoréme corrélatif.

4* Etant données deux coniques S et'S', et deux tangentes & la conique
S', les six droites qui joignent deux a deux les quatre points ou ces tan-
gentes coupent la conique S, sont deux a deux tangentes a une méme
conique passant par les points d’intersection des coniques S et S'.— Théo-
reme corrélatif.

5» Etant données trois coniques ayant quatre points communs, un
triangle inscrit dans I'une d'elles a deux de ses cotés tangents respective-
ment aux deux autres, le troisieme coté enveloppe une conique. — Théo-
reme corrélatif.

6» Etant données n-coniques ayant quatre points communs, un poly-
gone de N cotés inscrit dans I'une d’elles a n — i de ses cotés tangents
respectivement aux autres, le n” c6té enveloppe une conique.— Théoréme
corrélatif.

7“ Un polygone, dans une de ses positions, est inscrit & une conique et
circonscrit & une autre conique ; si I'on fait mouvoir les sommets sur la
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premiére conique, de maniere que N— i cotés restent tangents a la se-
conde, le n" c6té restera constamment tangent a cette seconde conique.

Dans les théorémes 4, 5, 6 et 7, on peut remplacer les coniques qui
ont quatre points communs par des coniques homothétiques ayant deux
points communs, et en particulier par des cercles ayant deux a deux le
méme axe radical.

8° L enveloppe des droites qui coupent deux coniques données suivant
quatre points en proportion harmonique est une conique.

9° On sait que les polaires d’'un point p par rapport a toutes les coniques
ayant quatre points communs passent par un méme point  ; si le point p
décrit une droite, le point (] décrit une conique. — Théoréme corrélatif.

io» Lorsque deux cotés d’'un triangle inscrit dans une conique roulent
sur deux courbes quelconques données, le troisiéme coté enveloppe une
troisiéme courbe ; démontrer que les droites qui joignent les sommets du
triangle aux points de contact des cOtés opposés passent par un méme point.
— Théoréme corrélatif.

u" Etant donné un hexagone inscrit dans une conique, on prend les
points d'intersection des cotés opposés, puis les points d'intersection de
chacune des trois diagonales avec les deux cotés opposés, les neuf points
ainsi obtenus sont situés sur Irois droites passant par un méme point.

la» Etant donnée une conique S, on méne une conique variable s* qui
coupe la premiére en deux points tixes et qui louche deux droites fixes dont
le point de rencontre est situé sur la conique S ; I'enveloppe de la droite
qui passe par les deux autres points d’intersection des coniques S et S' est
une conique. — Théoréme corrélatif.

i3° Un quadrilatére étant circonscrit a une conique, si on méne une
tangente quelconque a la conique, on sait que le rapport du produit des
distances de cette tangente h deux sommets opposés du quadrilatére au
produit des distances de celte méme tangente a deux autres sommets op-
posés est constant ; démontrer que ce rapport est égal au produit des dis-
tances des deux premiers sommets a I'un des foyers divisé par le produit
des distances des deux autres sommets au méme foyer.

i4° Les six cOtés de deux triangles quelconques inscrits dans une méme
conique sont tangents & une autre conique. — Théoreme corrélatif.

15» Trois points sont dits conjugués par rapport a une conique, lorsque
la polaire de I'un d’eux est la droite qui joint les deux autres. Démontrer
gue deux systemes de trois points conjugués par rapport a une conique sont
situés sur une autre conique. — Théoreme corrélatif.
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THEORIE CiEiVERALE DEM COURBES.

CHAPITRE .
Construction des courbe» en coordonnées rectilignes.

3*4 — La construction d’une courbe n’est autre chose que
la représentation graphique de la marche d’une fonction réelle
d’une seule variable, lorsqu’on fait varier d’'une maniere conti-
nue cette variable. Si Ton acalculé les valeurs de y qui répon-
dent a diverses valeurs de x, on connaft un certain nombre de
points de la courbe a construire. Mais ces points ne peuvent
suffire, méme pour un tracé grossier de la courbe, car on peut
les réunir de bien des manieres différentes; et, d’ailleurs, il
peut arriver qu’entre deux ordonnées, méme trés-rapprochées,
la courbe ait des branches infinies. 11 est donc indispensable
de connaitre préalablement, d'une maniere générale, la marche
de la fonction dont la courbe doit représenter les variations.

Lorsque I’équation est résolue par rapport a Tune des va-
riables, y par exemple, on considére chacune des détermina-
tions de y en particulier, et on examine entre quelles limites
doit Aarier x pour que y reste réelle; soienta et d deux limites.
Si la valeur de y reste finie dans cet intervalle, elle donne une
branche finie de courbe; si la valeur de y devient infinie pour
une ou plusieurs valeurs intermédiaires b, c,... de la variable,
on a diverses branches infinies asymptotes aux droites qui cor
respondent aux valeurs de x qui rendenty infinie ; on subdivise
alors I'intervalle de a a d en plusieurs autres: un premier de
a ab. etc.,, de maniére que dans chacun d’eux I'ordonnée ne
devienne pas infinie. On examinera ensuite comment varie y
dans chacun des intervalles, par exemple quand x croit de a
a 6. Quelquefois, on apergoit immédiatement, d’aprés I’expres-



304 LIVRE IV, CHAPITRE I

sion de y, comment varie cette quantité ; mais le plus souvent
il n’en est pas ainsi ; dans ce cas, on a recours a la dérivée. Oa
sait, en effet, que la variable x croissant & partir d’une certaine
valeur, si la fonction reste finie, elle varie dans le méme sens,
tant que la dérivée conserve le méme signe ; elle croft, si la dé-
rivée est positive ; elle décroft, si la dérivée est négative. Soient
a, p, Yy, **» les valeurs successives de x comprises entre a et b,
pour lesquelles la dérivée change de signe. La variable a; crois-
sant de a & a, la dérivée conserve le méme signe, par exemple
le signe -+-, la fonction croft; de a a ji, la dérivée est négative et
la fonction décrofit, etc. Nous avonsdémontré que le coefficient
angulaire de la tangente en un point quelconque de la courbe
est égal a la valeur de la dérivée en ce point. Ainsi le sens dans
lequel varie I’'ordonnée de la courbe est indiqué par le coeffi-
cient angulaire de la tangente.

Lorsque la dérivée change de signe, de positive devenant
négative, I'ordonnée cesse de croitre pour décroitre ensuite ;
elle passe donc par une valeur maximum. Si, au contraire, la
dérivée de négative devient positive, I'ordonnée cesse de dé-
croitre pour croitre ensuite ; elle passe donc par une valeur
minimum. Il faut remarquer que ces mots maximum et mini-
mum ne doivent pas étre pris avec leur sens absolu ; ils indi-
quent seulement la comparaison d’une valeur particuliére de
I'ordonnée avec les ordonnées voisines.

En général, la dérivée, restant finie et continue, change de
signe en passant par zéro, et, par conséquent,les tangentes aux
points dont les ordonnées ont des valeurs maxima et minima
sont paralleles a I'axe OX. Il faut remarquer que toute valeur
de x qui annule la dérivée ne donne pas nécessairement un
maximum ou un minimum de I'ordonnée; on devra examiner
si la dérivée change effectivement de signe: mais, dans tous les
cas, la tangente est paralléle al’axe OX.

33.» —Exempte 1. La strophoide déiinie au n»3i a pour équation

y=dr<a /3w

Quand X varie de 0 a — @, la valeur numérique de Y augmente constam-
ment de o a I'intini ; on obtient de la sorte les deux branches intimes ON,
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ON' asymptotes a la droite HH' (fig. a3). Quand X varie de o aa, I'ordonnée
Vpart de o pour revenir a o, en conservant des valeurs finies ; elle com-
mence donc par croitre pour décroitre ensuite, et, par conséquent, elle
passe par un maximum ; mais on ne voit pas si dans I'intervalle la fonction
» éprouve pas plusieurs alternatives de croissance et de décroissance. La
vaieur positive de Yapour dérivée

Le numérateur s’annule pour deux valeurs de X, |'une positive XV I'autre
négative a;,. Quand X varie de o a Xt, la dérivée est positive, la fonction
croit ; de x, a @ la dérivée est négative, la fonction décroit ; I'ordonnée

AC__i

est maximum pour la valeur x, = a— ! , égale au plus grand segment de
la ligne a divisée en moyenne et extréme raison.

336 — Ondétermine souvent la tangente en certains points
de la courbe, ou, ce qui est la méme chose, certaines valeurs
particulieres de la dérivée, sans avoir recours a l’expression
générale de cette dérivée. Considérons, par exemple, le point 0
de la strophoide; joignons ce point a un point voisin M, ayant
pour coordonnées x ety; le coefficient angulaire de la sécante

OM est égal au rapport - ; on aura le coefficient angulaire de
cc

la tangente au point O, en cherchant la limite de ce rapport
lorsqu’on fait tendre x vers zéro. Or, on a

* = * JE * -
X V a+x
quand x tend vers zéro, ce rapport a pour limite £ i. Les

deux branches qui passent au point O ont pour tangentes en ce
point les bissectrices des angles des axes. On obtiendrait la

tangente au point A en considérant le rapport - 2 x ', ce rap-

port augmentant indéfiniment lorsque x tend vers a, la tan-
gente au point A est paralléle a Taxe OY.

337 —cexempie Il. Proposons-nous d'éludier les courbes représentées
par I'égquation ts = Ax3+ Bx5-~Ce D; ou démontre que ces courbes
peuvent reproduire par la perspective toutes les courbes du troisieme degré.
Ou supposera le coefficient A positif, sans quoi on changerait le sens de
I'axe des x. 1y aplusieurs cas a considérer : i° le polyndme du troisieme

UKOM, ANALYT. 20
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degré a ses trois racines réelles el inégales ; appelons @, 6, C, C&S racines
rangées par ordre de grandenr croissante ; on a

y*= A(X—a) (X— 6) (Xx—¢).
L ordonnée est imaginaire quand X \arie de — coa a ; reelle quand X varie
de a ab; imaginaire quand X varie de 6ac; réelle quand * varie de
ca-~» . La courbe se compose d’une boucle fermée et d'une branche
infinie (fig. aog). a° Lorsque les deux racines a et b deviennent égales, la

boucle se réduit a un point a (fig. 210). 3° Lorsque les deux racines 6 et ¢
sont égales, la boucle se joint a la branche infinie en b (fig. 211). 40 Lors-
que les trois racines a, b, ¢, sont égales, la courbe présente un point de re-
broussement en a (fig. 212). 5»Enfin, si le polyndme du troisieme degré
n'a qu'une racine réelle a, la courbe a la forme indiquée dans la figure 2i3.
Le coefficient angulaire de la tangente est donné par la formule
3A-r9H-2B&-t-C 3Aas*+ aBx-1-C
2\/Ax*-|-Bt'+ O + D
Dans le premier cas, le numérateur, qui est la dérivée du polynéme du
troisieme degré, s'annule pour une valeur a! comprise entre a et b, et pour
une valeur b’ comprise entre 6 etc; a la premiere correspond le maximum
de I'ordonnée sur la boucle. Dans le troisiéme cas, le humérateur s'annule
pour la racine double b; le dénominateur s'annulant aussi, la formule se

présente sous la forme - et ne détermine plus les taugentes au point double

b on les obtiendra en cherchant la limite VA (b——a) du rapport
quand X tend vers b.



COURBES EN COORDONNEES RECTILIGNES. 307

3,i& Lorsque I’équation supposée algébrique n’est pas ré-
solue, soit parce que cette résolution n’est pas possible, soit
P'itce que lon juge inutile de I'’effectuer, on peut quelquefois,
en sappuyant sur les théoremes concernant les racines des
équations, construire la courbe.

On apergoit immédiatement certaines propriétés de la courbe
I linspection de I'équation; lorsque I'équation ne renferme
que des termes qui sont tous de degrés pairs, ou tous de degrés
nnpairs, il est clair que, si elle est -vérifiée par x — o, y=fi,
«Hé sera aussi vérifiée par x— — a, y = — |i; or, les deux
Points (a, P), (— a, — p) sont placés symétriqguement par rap-
port a l'origine; donc ce point est centre de la courbe. Si I'é-
qguation ne contient que des puissances paires de I'une des va-
lables, y par exemple, les valeurs réelles de y, qui correspon-
dent a une méme valeur de x, sont deux a deux égales et de
signes contraires; lorsque les axes sont rectangulaires, on en
conclut que les points du lieu sont placés symétriquement par
rapport a la droite OX, qui est un axe de la courbe.

Lorsque I'équation de la courbe ne change pas par le chan-
gement de x eny etdey en x, si I’équation est vérifiée par

y=3$, elle sera vérifiée également para?= (3 y=a.; les
deux points correspondants sont placés symétriquement par
rapport a la bissectrice de I'angle YOX, qui est, dans ce cas,
»n axe de la courbe. On voit de méme que, si I’équation ne
change pas parle changement de x en —y etdey en—x, la
bissectrice de I'angle YOX' est un axe.

Soit f(x, y)— o I'équation de la courbe ; on sait que la dé-

rivée y' est donnée par la formule y'=— L’expres-
f(vxiy)
sion de yl contient a la fois les deux variables x ety, elle
donne le coefficient angulaire de la tangente en tout point
dont on connait les deux coordonnées, excepté aux points ou
les deux dérivées partielles s'annulent a la fois.
— Exempte 111. Corstruire le lieu des points tels que le produit ce
leurs distances a deux points fixes F, F, soit égal a un nombre donré.
Prenons pour origine le milieu O de la droite FF', cette droite pour axe
des X, une perpendiculaire pour axe des Y; appelons ac la distance FF ,



m LIVRE IV, CHAPITRE 1
a' le produit constant, |'équation du lieu est
<i) gr-t- *(X' -t-e") y*-t-(as* — &) — a» = 0.
Cette équation, ne renfermant que des puissances paires de chacune des
variables, chacun des axes est un axe de symétrie de la courbe, et I'origine
est un centre. En considérant ys comme l'inconnue, I'équation (i) est du
second degré, le bindme B2— 4AC se réduit ici a 4(4clx, H-av), quantité
essentiellement positive, les racines sont donc toujours réelles. Lorsque le
dernier terme (x2—cly —avest positif, les valeurs de y2 ont le méme signe,
et comme leur somme — a(xs-4-c2) est toujours négative, les deux valeurs
de y4sont négatives et les quatre valeurs de y imaginaires. Pour que I'égua-
tion (i) ait des racines réelles, il faut donc que I'on ait
(x2—cy—a*<o, ou (x2—c—at)(Xi—e2+ad<o,

et, par conséquent,

X‘<aZz2-t-c2 et x2>c2— a~
Alors une des valeurs de y* est positive, I'autre négative.

Prenons OA = OA'= "as-t-cs; la courbe est comprise entre les paral-
leles & I'axe des y menées par les points A et A'. La seconde condition
exige que I'on distingue plusieurs cas.

i° a< c. Prenons OB = OB' = Sjc"—al, et par les points Bet B’ menons
des paralleles a OY
(fig. ai4), la courbe se
compose de deux par-
ties comprises , I'une
entre les paralleles me-
nées par les points B et
A, l'autre entre les pa-
ralleles menées par les
points B' et A'. Quand
on donne & X I'une des
valeurs OB ou OA, I'une
des valeurs de y2 est
nulle, I'autre négative;
X croissant de OB a
OA, |j valeur de y1, qui d'abord est nulle, devient positive et s annule de
nouveau; on obtient ainsi une courbe fermée BCAU. Les valeurs négatives
de X donnent une seconde courbe B'C'A’l)", égale a la précédente.
Le coellicient angulaire de la tangente est déterminé par la formule
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Aux points A et B, y est nulle et y' infinie, la tangente est paralléle a
laxeOY. Le numératenr de y' devient nul, quand on a o -j-y* = c'.
Du point O comme centre, avec OF pour rayon, décrivons un cercle. Ce
cercle coupe la courbe en quatre points C, D, C7, D7, donnés par les
formules
4c*—a* , ar
e=-7"" y = 47"

Comme I’arc BC est intérieur au cercle, en I'un quelconque des points de

cet arc, la fonction xx4-y' — ¢’ a une valeur négative et y' est positive,

"‘our les points de l'arc CA, le facteur x1-f- y*— ¢’ est positif et y' néga-

I‘ve. Ainsi, de B en C, l'ordonnée croit, et de C en A elle décrofit; I’or-
donnée du point C est maximum.

»® 0= c. La seconde condition est satisfaite, quelle que soit X ; X peut

varier de — c\}j a cVa. Quand x varie de o a c¢sji, la valeur positive de y5

part de zéro et re-

devient nulle; on a

une courbe fermée

OCADO (Gg. ai5)

qui passe a l'ori-

gine: les valeurs

négatives de X don-

nent une courbe sy-

métrique de la pré-

cédente par rapport

a OY. Le cercle de

rayon OF coupe la

courbe en quatre

points, dont les or-

données ont une valeur numérique »# maximum, l’abscisse de ces points a

(VAN
pour valeur absolue -i—. Celte courbe se nomme lemniscate.
a

A l'origine, la valeur dey' se présente sous la forme-j; il est facile de

concevoir qu’il en est ainsi aux points multiples d’une courbe algébrique
quelconque. En effet, la valeur de yl est donnée par la formule
Mke»
y r* (*.» *
Or, /m(x, y) étanl un polyndme entier par rapport aux variables x et y, les
dérivées partielles fx (x,y), fy(a;, y) sont aussi des polyndme» entiers par
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rapport aux mémes variables. Si ces polyndmes ne devenaient pas nuls,
lorsqu’on y remplace X et y par les coordonnées du point multiple, y‘ au-
rait en ce point une valeur unique, tandis gu’elle doit avoir autant de va-
leurs différentes qu’il y a de branches qui passent au point multiple. Dans
le cas actuel, I'équation étant bicarrée peut étre résolue par rapport ay,
a chaque valeur de Y correspond une dérivée qui a une valeur déterminée,
quand on y remplace X par zéro. Cette valeur de la dérivée est, ainsi que

nous l'avons remarqué au n° 336, la limite du rapport -, lorsque X tend

d

vers zéro. On peut obtenir plus simplement la limite de ce rapport sans

résoudre I'équation. Posons ~= 1, ou y=ix; en substituant dans I'équa-
tion (i), il vient

XH+ 2 (@H-Qil+ as— 06®= o.
Lorsque X est trés-petit, I'une des valeurs de t%est voisine de I'unité,
I'autre est négative et trés-grande ; eu se bornant aux valeurs réelles deY,

onalim| = £ i.Les tangentes au point O sont les bissectrices des angles

des axes.

3° a> c. La seconde condition est encore satisfaite, quelle que soit X ;
X peut donc varier de —Vcst+ ua
a +Yca-f-a*. Pour x = o, la va-
leur positive de y3est a2— cs.
Prenons sur l'axe des y

OB= OB'= Vas-c J,

la courbe passe aux points B et
B'. Si I'on fait varier a de o a

Ver+al, y*part de a2—C' et
devient nul; le lieu est une
courbe fermée qui a pour som-
mets les points A, A', B, B'. Pour
que le cercle coupe la courbe,

il faut que l'on ait o<c\”.
Lorsque cette condition est sa-
tisfaite, I’ordonnée croitde BenC
et diminue de Gen A; I'ordonnée
du point B est minimum, celle
du point C maximum (fig. aifi).

Si, au contraire, on a
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le cercle est intérieur a la courbe, dont I'ordonnée diminue de B en A

I ordonnée du point B est maximum. Dans ce cas on donne a la courbe le
nom d ovale de Cassini. La figure 217 suppose que o est égal a c\Ji.

— Exemple 1V. Construire la courbe
(r) 2y5 — 5xy* -f-x5= o.

Cette équation, étant du cinquiéme degré par rapport a chacune des
variables, 1le peut étre résolue par rapport a aucune d’elles; elle ne ren-
lerme que des termes de degrés impairs ; donc l'origine est centre de la
courbe. Examinons combien I’équation, dans laquelle on considere y
comme l'inconnue, a de racines réelles pour les diverses valeurs attri-
buées a x.

Supposons d’abord X positive, I’équation (1) aura au plus deux racines
rcelles positives, puisque son premier membre n’a que deux variations.
La dérivée du premier membre par rapport &y est ioy(ya—e). Cette dé-
rivée est négative depuis y= o jusqu’ay = \ x t positive depuis celte
valeur jusqu’a I'infini. Le premier membre qui est positif pour y = o, dé-
croft, lorsque y varie de o & ~ , et croft ensuite indéfiniment. L’équation

a donc deux racines positives, ou elle n’en a pas, suivant que la valeur
v
/= Vx rend le premier membre négatif ou positif, c’est-a-dire suivant

que l'on a ai10< 27, ou &10> 27. Si l'on changeyen — vy, le premier
membre présente une variation et une seule ; donc I’équation a une racine
négative et une seule.

Pour ac = o, lescing racines de I'équation (1) sout nulles ; X croissant

10/—
oe oa V27 ,1équation a deux racines positives et une racine négative ;

lorsque X atteint la valeur \/ 27, les deux racines positives deviennent

égales, puisqu’elles annulent la dérivée. Quand X dépasse *” 27, I'équation
n’a plus qu’uneracine réelle qui est néga-
tive. Les deux racines positives donnent
une boucle OABO (fig. 218), comprise
dansl’angle YO X, et la racine négative une
branche infinie OC placée dans I'angle
Y-OX. Aux valeurs négativesde x corres.
pondentune boucle OA'BO'etune branche
infinie OC', symétriques des précédentes

par rapportau centre. La valeur maximum de I’abscisse pour la boucle OABO
10— m
est V27, elle correspond a un point A pour lequel la tangente est parallele

a 0Y, puisque les coordonnées de cc point annulent fy(x, y). En considé-
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ranty comme variable arbitraire, on trouve que le maximum dey pour la
méme boucle est y¥; ce maximum donne un point B, pour lequel la tan-
gente est paralléle a OX.

La méthode précédente de discussion est applicable toutes les fois que
I’équation ne contient que trois termes; car on sait toujours déterminer le
nombre des racines réelles d’une équation trindbme a une seule inconnue.

EMPLOI D'UNE VARIABLE AUXILIAIRE.

341 —Lorsouil est impossible ok résoudre I’éguation par
raoport & ’'ure des variables x ouy, onpeut dars certairs cas
expriner les deux coordonnéss a l'aice d'ure variadle auxi-
liaire «; et, ensuivant lesvariations simultanées degety, lors-
OLe t Varie entre les limites gui rendent ces quantites réelles,
tracer la courte.

S I'on corsicBrey conmre ure foctionce x , et x commre
une fonction ce t, on a, en prenant la dérivée de «fjoar rgoport
at, daores le théoreme des forctiors de fonctiors

D(y— 1vi/i  Dtx ,

on en déduit la formrule

qui donre le coefficient angulaire ck la tangente au point oul
correspond a ure valeur queloonqueck «. Les valeurs ce «qui
annulent o«v donnent les points pour lesuels la tangente est
parallele 20X et les valeurs gui annulent D, les points pour
lesquels latangente est parallele a OY.
342 —Exempre V. COMSIUIre 1a COUME y4— yo + x1— ix"j—o.
Sil'on pose Y=1X, onai = ot y~' “ "y

construit la courbe en faisant varier f de — » S+ ®. Pour suivre les va-

Ipour désigner la dérivée d’une fonction, on emploie fréquemment la
lettre D, initiale du mot CBrivée , et on indique la variable par rapport a
laquelle on prend la dérivée en écrivant celte variable comme un indice au-
dessous de la lettre D et un peu B>droite. Ainsi Diee, et D(y indiquent les
dérivées des fonctions X ety par rapport & la variable t, DXy la dérivée de
Y par rapport K X.
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dations de x et de Y, prenons les dérivées
Dg= —g zi8«+3 Dy= _ 4t,-.9+ I.

es numérateurs, ne s'annulant pour aucune valeur réelle de t, ne clianyent
pas de signe. Les valeurs de X et de

Ydeviennent nulles pour infinies

pour t=0, out= i. Si I'on fait varier
T de — 0 a0, X est négatif et décroit
de o0a— m, Yest positif et croit de o
a I'infini ; on obtient ainsi la branche
infinie OA (fig. Nj). La variable |

allant de 0 a - , X et Y deviennent po-

sitifs et décroissent de coa o, ce qui

donne la branche infinie BO. La variable tallant de - a i, X ety font

négatifs et décroissent de oa — @, on a la branche infinie OC. Le coefficient

angulaire de la tangente en O a la branche BOC est  Enfin, si i varie

a

de i 200, X et Ydeviennent positifs et décroissent de oo a o, on obtient la
branche infinie DO.

Lorsque I'éguation entre x ety ne renferme que deux groupes de termes,

lun du degré M I'autre du degré m—i, si I'on prend, comme nous venons

de le faire, pour variable auxiliaire le rapport ~ = 1, les coordonnées x et

I/sont des fonctions rationnelles de cette variable. Lorsque I'équation con-
tient trois groupes de termes, le premier du degré M le second du degré
m— i, le troisiéme du degré m— a, en conservant la méme variable auxi-
liaire, les coordonnées s obtiennent par la résolution d’'une équation du se-
cond degré, et on peut encore suivre leurs variations simultanées.

343 — exempre VI. Corstruire la courbe x5#— Xy — X— a= o.

§ il<on pose Xy —t, ona X — I.:Ei_? y= —155: Examinons comment

varient X etY, lorsqu’on fait varier la variable auxiliaire / de — ma-f-00 .
Pour cela prenons les dérivées des deux fonctions, on a

n_ 3t*4- 8&3\+—1' n 4151 lor—a
br WE=AT ;

La valeur de Dtx sannule pour deux valeurs a et bdetcomprises, la

. 8 .
premiére entre — ~et — a, la seconde entre — i et 0. La valeur D)y
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s'annule pour trois valeurs e, d edet, comprises, la premiére entre
5

3 et — a, la seconde entre — a et o et la troisieme entre o et i . On re-

connait facilement, en outre, que 'onaa< ¢, d< 6.
Gela posé, considérons la suite des quantités

—w,a,¢C —a —i, dbe + i, o,

rangées par ordre de grandeur. Si I'on fait varier (de — » & @, x est
négatif, part de o et décroit; y
est positif, part de I'infini et dé-
croit également; on a la branche
AB asymptote al’axeQY (fig.aao).
La variable tallantde a ac, x est
négatif et croissant, Y positif et
décroissant; branche BC. La va-
leur tallant de ca —a, X est né-
gatif et croft jusqu’'a o, Y est po-
sitif et croit jusqu'a [Iinlini;
branche CL La variable t allant
de—aa—i, x croitdeo a ®,
Y croit de — oo a o; double branche infinie DE, asymptote a OY' et & OX.
La variable tallant de—i ad, x partde — oo et croit, Y part de o et croit;
branche infinie FG, asymptote a OX. La variable tallant de da btX conti-
nue a croitre, et Y décroft en restant positif; branche GH. La variable t
allant de Da ., X et y décroissent ; branche HK, qui coupe OX' en un point
dont I'abscisse — a correspond & t= o. La variable t allant de ea + i, X
décroit, Y augmente ; branche infinie KL, asymptote a OX'. Enfin, I variant
de -f-i a— oo, X décroit de o a o, ety croit de o a oo; double branche
infinie MN, asymptote a OX etOY.
Les tangentes aux points C, G, K, qui correspondent aux valeurs c, de
de t(pii annulent D(y, sont paralléles 4 OX ; les tangentes aux points 1 et Il
sont paralleles a I'axe QY. N
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CHAPITRE I

Convexité et Concavité.

*4 4 —Soit AB unarc de courtee correspondant a une déter-
miretioncey, et aux valeurs dex comprises entre aetb; NOLS
SupPosaNs OLe dars cet intervalle la dérivée seooncke yde y ar
sgooort ax consene le méne signe, par exerrple, reste posi-
tive. Mors la tangente RS en un point quelconoue Mk cet
arc, ayant pour absaiseex O désignons pary Ola valeur ce la
cérivée en e paint, ou le coefficient angulaire ck la tangente,

et par Y/l'ordonnée dfun point queloor+

OLe e cette droite; la differencey — v

sannule pour x=x0, et il enest ce

mée ce sa dérivée v —v' oy ¢

(fig 22r). Lamsdsex croissant ik a en

b, et la cérivée,- dela cifférencey 1 yi

éant positive, la fonction y—y¢ Vaen

croissant; comme elle samule pour

*=«( elle est négptive ok adx et positive dex G, Corsics-
rors meintenant la forctiony — v, qui adet pour cérivée
y'— y'a) quandg varie ck aaxo ladérivée étant négative, la
forction céerait ; commre elle S'anule pour x = x o €lle était
positive aLparavant ; x variant cex Q. b, ladérivée est positive
et la fonction arait ; commre elle Samnule pourx = x a elle est
assi positive de xUab. 1l en résuite que la différencey — v
reste positive dars lintervalle de a an. On conclut ¢k la gue
I"arcce courte ABest situe tout entier d'un mérre o6té de cha
oure cesestangentes ; clest UnarCeonvexe. llenseraitce méne
9 ladérivée seconck restait négative; nrais la différencey — v
étant négative, l'arc serait Situé tout entier de l'autre oté ¢k la
. Il est fadile de distinguer ces ceux oBtés; par le point
Mrrenons ure pardiéle MY, al’axe OY; et dars la directiondes
y jpositifs ; dars le prermier cas, I'arc est situé du mée odté ce
la tangente que lademi-droite MYY;; dars le second cas, il est
e l'autre oOté. Dars le premier css, ondit oue l'arc ABtoume
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sa concavité dans la direction MY, ; dans le second cas, dans la
direction opposée.

On sait que le signe de y"indique le sens de la variation de y1
guand x croft. Si donc on imagine que le point M parcoure I'arc
AB, le coefficient angulaire ira en croissant, si y" est positive,
et, au contraire, en décroissant, si y" est négative.

345— 0n appelle points d’inflexion les points ol la concavité
change de sens, c’est-a-dire les points ou la dérivée seconde
change de signe. En général, la quantité y", étant finie et con-
tinue, change de signe en passant par zéro. Supposons que y"

change de signe pour x=x<> en pas-
sant par zéro, on verra facilement que
la dérivée premiére y'— y. ne change
pas de signe, mais que la fonction
y— Y change de signe ; de sorte qu'en
ce point la courbe passe d'un cOté a
I’autre de la tangente.

Si par le point d’inflexion M(fig. 222)
on mene une sécante voisine de la tangente MT, cette sécante
coupera la courbe en deux points M7et M'voisins de M; la
tangente MT et la limite d’'une sécante passant par trois points
voisins M", M, M', quand les deux points M'et M'tendent vers
le point M.

*4 6 —Exempre |. SINUSSOICE. Construire la courbe y = sin X. Quand
a froit de o & TT, I'ordonnée est positive ; elle part de 0 pour revenir a o,

ce qui donne I'arc OAC (fig. aa3) symétrique par rapport a I'ordonnée qui

correspond i i = -. Quand X croitde rch an, Y devient négatif, et I'on
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obtient I'arc CBO;, égal au premier. De at a 4”» I’ordonnée reprend les
mémes valeurs que de o a arc, de méme de 4" a 6tc, etc. Ainsi la courbe
se compose d'une infinité d’ondulations égales.

Le coefficient angulaire de la tangente est y'=cosx ; a l'origine, y'=i>
la tangente est la bissectrice de I'angle YOX. Au point C, y‘ = — >la

tangente est paralléle al’autre bissectrice. Pour X—, la dérivée s’annule

et de positive devient négative ; I'ordonnée du point A est maximum. Pour

* —

= 3 ~, la dérivée s’annule également, de négative devenant positive ;

I'ordonnée du point B est minimum.

Quand & varie de 0 an, la dérivée seconde y"= — sin X est négative et
la courbe tourne sa concavité vers les Y négatifs ; de Naan, la dérivée se-
conde est positive et la courbe tourne sa concavité vers les Y positifs ; le
point C est uu point d inflexion.

1l est a remarquer que cette courbe a une infinité de centres, situés k
égale distance les uns des autres sur I'axe X'X, les points O, C, O',. m
dont les abscisses sont les multiples de n. Chacun d’eux est un point
d'inflexion.

349 — Exempte Il. Corstruire la courte (y— —o6=o0, ou
£
y = Xtxxt.

Les valeurs de y ne sont réelles que lorsque X est positif. Prenons d’a-
s

bord le signe -f- devant le radical ; la fonction y = X14- a;s augmente de
5 ~
0 a l'infini, quand x varie de 0 & oo . La dérivée y'= ax-+- - je* part de

zéro et augmente aussi constamment ; 01 a donc
une brandie infinie OD tangente en O a I'axe
OX et qui tourne sa concavité vers lesy posi-
tifs (fig. 324). Prenons maintenant le signe —
devant le radical ; la valeur de y est positive
de 0 & 1, et négative au dela. Portons sur OX
une longueur OA égale a I'unité, la courbe

R 5 . .

passe en A. La dérivée y'= aa;— —as% nulle au point O, est positive tant
que X reste moindre que et négative quand X dépasse ce nombre ; I'or-
donnée MP qui correspond a ~ est maximum, et la tangente en M est

15 4 ,
parallele aOX. La dérivée seconde a— —*r reste positive depuis 0 jusqu a
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—~elle est négative au deld; le point N, qui correspond a I'abscisse

est un point d'inflexion ; de O en N, la concavité est tournée vers les Y posi-
tifs; au dela, elle est tournée vers les y négatifs.

Deux branches de la courbe sont tangentes au point O a la droite'OX,
sans étre la continuation I'une de I'autre ; les points qui offrent celle par-
ticularité se nomment points de rebroussement. Dans cette courbe, les deux
branches sont du méme c6té de la tangente. En considérant la courbe
(y—xsy*—as=0, on aurait deux branches situées de part et d'autre de la
langenle; la cissoide présente a son sommet A (fig. ai) un rebroussement
de cette sorte.

348 — Exempie 111. Soit la courbe 7= 2 |/_ o+e _Ta\)- On suppose
gue a désigne une longueur donnée ; alors I’'égualion est homogene et définit
une courbe, a laquelle on a donné le nom de chalnette, parce que c'est la
courbe que forme un fil flexible pesant, dont les extrémités sont attachées
a deux points fixes.

L'équalion donne des valeurs de Y égales pour deux valeurs de X égales
et de signes contraires, la droite OY estun axe de la courbe. Quand x

X X

varie de 0 @ @, le terme ea augmente, mais le terme e “ diminue ; pour
savoir comment varie y, prenons la dérivée. On a

_x\

Cette Wg[ivée est positive pour toutes les va-
leurs positives de X ; donc quand X croit de o
ace, la valeur de Y augmente constamment
de aa o, ce qui donne une branche infinie
BC (fig. aa5); on obtient la branche BC' sy-
métrique par rapport a OY en donnant a X des
valeurs négatives.

La dérivée seconde restant positive quand X

varie de — 0 & + @, la courbe tourne sa CONCAVItE vers les Y positifs.
i

349 —  &.omsie IV. Construire la courbe y= ex. Donnons & X une va-
leur positive trés-petite, Y est positif et trés-grand ; Xcroissant de 0 a-H» ,
Y décroit constamment de o a i, ce qui donne une branche AC (fig. 226)
asymptote d’une part a0YT, d'autre part a la droite G'G menée paralléle-
ment a OX et a une distance de cette droite égale a I’unité. Quand on donne
a X une valeur négative trés-petite numériquement, Y est positif et trés-
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peut; X variant de 0 a — « , y croit constamment de 0 a i; on aainsi une
branche OD partant de [I'origine et
asymptote a la droite GG'.

Cette courbe présente une particula-
rité que nous n’avons pas encore rencon-
trée ; la branche DO s'arréte brusque-
ment au point O ; on donne aux points
de cette espéce le nom de points d"arrét.

Pour avoir le sens de la concavité,
prenons d'abord la dérivée premiére ;

onay'=-— Lorsque x varie de 0 a @, les deux facteurs — et ex
diminuent; a cause du signe—, y' augmente ; la concavité de la branche

AC est tournée vers les y positifs; x variant de — o a o, le facteur —,
X
1

augmente, le facteur €X diminue; on ne voit pas immédiatement comment
4

varie y'; la dérivée seconde va nous I'apprendre. On a y"= 1eXe
Quand X varie de — ®a — -, la dérivée seconde est négative ; prenons
OP égale a - et soit Mle point correspondant de la courbe ; I'arc DM a sa
concavité dirigée vers les y négatifs ; X croissant de — - a0, y"est posi-

tive, I'arc MO tourne sa concavité vers les y positifs et le point M est un
point d'inflexion.

350—cConsidérons les cas ol I'équation de la courbe
@ f(x,y)= o
n’est résolue par rapport & aucune des variables X et y ; la dé-
rivée ylest donnée par I'équation
@ (x,y)+fy{x,y)yl— o.
Puisque y et y' sont deux fonctions de x , le premier membre

de I’équation (2) est une fonction composée de la variable indé-
pendante de a:; cette fonction a pour dérivée

[ommofryv' + f'ly —+-(yy>

comme elle est constamment nulle, sa dérivée est aussi nulle,
et I'on a I'équation

©)) [EEAe26xyy1l+  y* mr;y"= O,
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qui donne la valeur de y". Si I'on remplace dans cette équation
y' par savaleur tirée de I’équation (2), il vient

yrt - (fsy "fxyf‘xfy-lf'yj'x)l

\% OvY
C’est a I'aide de cette formule que I'on détermine le sens de la
concavité, ainsi que les points d'inflexion.

351 — Appliquons cette formule a la courbe définie n»33g. L’équa-
tion de celte courbe peut se mettre sous la forme

(0 f(x,y) = } [(xs4- y2%4-e9*— 4cV —as]= o.

Onen déduit  FX=X[X%-y*— %), ty=y(xU-y4-c*),
fL= (m4-ya—cs)4-axs, fiy=axs, fWo=(e 4-y'4-c')4-ay’.
Si I'on substitue ces valeurs dans la formule précédente, on obtient, apres
avoir réduit en tenant compte de I’équation (1),
_ fM38(ya X*) (@ o]
y '
Pour chaque portion de la courbc comprise dans I'un des angles des
axes des coordonnées, le dénominateur conserve le méme signe ; la valeur
dey ne peut donc changer de signe que lorsque le numérateur passe par

zéro. Les coordonnées des points d'inflexion doivent donc vérifier a la luis
I’équation (i) et I'équation

w VR g2 a0
on en déduit
©)] y4-a¥ ,="a ~ 6x

Dans le premier cas, lorsque a est plus petit que C, les valeurs de x et
de y données par les équations (i) et (3) étant imaginaires, le numérateur
de Y ale méme signe pour tous les points de I'arc BA ; on Vérifie aisément
qu il est négatif prés des points B et A ; la concavité de cet arc est dirigée
vers lest/ négatifs (fig. al4). Dans le second cas, @ —¢, le numérateur devient
nul au point 0 seulement;il est positif de 0 en A, et la concavité de I'arcOA
est dirigée vers les y négatifs (fig. ai5); I'arc A'D'OCA présente au point 0
un point d'inflexion. Dans le troisiéme cas, on a a>c; pour que les valeurs
de * et de Y soient réelles, on doit avoir en méme temps a < cfi. Lors-
que a est plus grand que cfi, le numérateur est négatif en tous les points
del’arc BA, et la concavité tournée versles y négatifs(lig. 317) ; sia est plus
peut que c”a, le numérateur s'annule pour un certain point G (fig. al6)
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situé entre B et C; de B en G, il ale méme signe gu'au point B, il est
positif et la concavité est tournée vers les Y positifs ; de Gen A le numé-
rateur a le méme signe qu’au point A; il est négatif, et la concavité diri-
gée du Coté des y-négalifs. Le point G est un point d’inflexion.

REMARQUES SUR LES COURBES ALGEBRIQUES.

352 —Soit f(x,y)— oune équation algébrique et entiére du
degré neny ;achaque valeur de x correspondent n valeurs de
V qui, en général, sont différentes les unes des autres ; on dé-
montre que, quand# varie d’'une maniere continue, chacune de
ces valeurs varieaussi d’'une maniére continue; nousadmettrons
ce théoreme comme nous l'avons fait jusqu’a présent. Lorsque
lequation estirréductible,ellen’admet de racinesmultiplesque
pour un nombre limité de valeurs de a;; parmices valeurs de#,
considérons seulement celles qui sont réelles et supposons-les
rangées par ordre de grandeur. Soient a et b deux valeurs con-
sécutives ; quand x variera de a a 6,le nombre des valeurs réel-
les dey restera le méme ;car si une racine imaginaire devenait
réelle, la racine conjuguée deviendrait aussi réelle, et, au mo-
ment de la transition, les deux racines seraient égales; on ob-
tient ainsi, dans I’intervalle considéré, un certain nombre de
branches réelles distinctes et n’ayant aucun point commun.
Quand x passe par la valeur a, il peut arriver qu’une couple de
racines, de réelles, deviennent imaginaires ou inversement ;
au point qui correspond & la valeur a et a la racine double
réelle, commencent ou finissent dans ce cas deux branches de
courbes.

Parmi les valeurs réelles de y qui correspondent a une méme
valeur xt de x, considérons-cn une y, qui soit racine simple ;
si I'on fait varierx de x t— h Axt+/t, /tétant suffisamment pe-
tit, cette valeur de y restera réelle sans devenir égale a une
autre et donnera naissance a une branche réelle. Ainsi, lorsque
pour une valeur x, attribuée a x, I'équation admet une racine
simple v, par le point dont les coordonnées sont x, ety, passe
une branche réelle, et une seule.

Considérons maintenant une valeur x — b a laquelle corres-
ponde une valeur multiple y, d’ordre p ; marquons le pointM

m/]ANALYT. 21
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dont les coordonnées sonta?=:&, y=y,; parmilesp valeurs de
y qui deviennent égales a yl pour x = b, il y en a un certain
nombre qui restent réelles, quand x varie de aet b, et un cer-
tain nombre qui restent imaginaires; le nombre de ces dernié-
res étant pair, le nombre des racines réelles est p — zqg (g pou-
vant étre nul). De méme, quand x varie de b a c, le nombre
des valeurs réelles dey qui partent de la valeur ylpour x— b est
p — 2¢-, de sorte que le nombre total des branches de courbe
qui partent du point Mdansun sensou dans l'autre est le nom-
bre pair ap— 29— iq".

353 — Déterminons actuellement les tangentes au point M;
transportons en ce point I'orfgine des coordonnées, et posons
ensuite y = tx; nous aurons une équation <p(x, t)=o0, qui don-
nera les coefficients angulaires des sécantes menées du point M
aux pointsou la courbe est coupée par une parallele a I'axe des
y. Supposons que pour e =oon ait une racine réelle <= <;
cette racine déterminera une droite, et, en répétant les mémes
raisonnements que dans le paragraphe* précédent, on recon-
nait que le nombre total des branches réelles partant du point
M et tangentes aux deux directions de la droite est pair.

Il résulte de ce qui précédé qu’'une courbe algébrique e
peut pas présenter de point d'arrét (n°349). Elle ne peut pas
présenter non plus de point saillant ou anguleux ; on nomme
point anguleux un point d’ou partent deux branches tangentes
a deux droites différentes.

354 — Lorsquon transporte l'origine des coordonnées
en un point M d’'une courbe algébrique, I’'équation prend la
forme
o) (AEBMCN-DAEH-E)*-. . — o,
ou, en coordonnées polaires,

(2) (Acosw+Csin(i)p+(Ccossw-t-Dsintocosto+Esintw)ps+ ...= 0.
Supposons d’abord que I'un au moins des deux coefficients A
et B soit différent de zéro ; si par le point M on méne une sé-
cante quelconque, I’équation (2) donnera les points ou cette sé-

cante rencontre la courbe ; une seule valeur de p étant nulle>
quelle que soit w, on dit que le point Mest un pointsimple. Pour
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la valeur de wdonnée par I'équation Acosw+B sinw=o0, une
seconde racine est nulle, et la sécante devient tangente.

Lorsque les deux coefficients A et B sont nuls, sans que les
trois suivants le soient, deux valeurs de p sont nulles, et Ton
dit que le point Mest un point double. Il y a plusieurs sortes
de points doubles : i° Si les deux valeurs de tang wdéduites de
I’6quation Ccos2w-t-D sinwcosto+Esin’w ~o sont réelles et
inégales, on a deux branches qui se croisent au point double
et qui sont tangentes a des droites différentes (fig. 211) ; 2»si
cette équation ases deux racines imaginaires, le point Mest un
point isolé (fig. 210).

Remarquons que l'on obtient I'équation qui définit les di-
verses tangentes au point multiple, en égalant & zéro le groupe
des termes du degré le moins élevé dans I’équalion (1).

CHAPITRE Il

Asymptotes.

355— Lorsqu’une courbe aune branche infinieMN (fig. 227),
il peut arriver que la dis-
tance MH d’un point M de
cette courbe a une droite
CD tende vers zéro, lorsque
le point M s’éloigne indé-
finiment; dans ce cas, la
droite CD est dite asymptote
de la branche de courbe.

Considérons la différence

MR entre les ordonnées de

la courbe et de la droite,

qui correspondent & une méme abscisse, et désignons par [i

I’angle de la droite CDavec I’axe des y, on a MR= on voit

que, si lI'une des quantités MH et MR tend vers zéro, il en est
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de méme de la seconde. On peut donc définir I'asymptote une
droite telle que la différence des ordonnées de la courbe et de la
droite ait pour limite zéro quand x augmente indéfiniment.

On ne peut pas transformer ainsi la défi-
nition lorsque I'angle Best nul, c’est-a-dire
quand l'asymptote est paralléle a I'axe des
y. Dans ce cas, si I'on méne la droite MR
(fig. 228) paralleéle a I'axe OX, la droite MR
tend vers zéro, quand I'ordonnée crofit indé-

Fig. 228, Animent. Si I'on appelle a I'abscisse de la
droite CD, I'abscisse d’'un point M de la branche MN tend vers
a quand y augmente indéfiniment, ou inversement y croit au-
dela de toute limite, lorsque x tend vers a.

ASYMPTOTES PARALLELES A L’AXE DES .

s 56 — D’apreés ce qui précéde, on obtiendra les asymptotes
de cette espece en cherchant les valeurs finies de x qui rendent
y infinie. Lorsque I’équation de la courbe est résolue par rap-
port &'y, on apercoit en général immédiatement ces valeurs a
I'inspection de la valeur dey ; nous pouvons citer comme
exemples lacissoide et la strophoide, construites aux n°s24et 27.
Quand I'équation de la courbe est algébrique, mais non résolue
par rapport a y, on procede de la maniére suivante. Soit m le
degré de I’équation, nie plus hautexposant de y; on peut écrire
I’équation sous la forme

PEY" -+ 4 (@) yn'-t- x (BAyn-2-h...= 0,
7> F) X>eee désignant des polyndmes en x, de degrés au plus
égauxam —n, m-n-+-i,m—n + 2,... et, apres avoir divisé
par y",
(0 20K )GeX(@)gT4---wir()jjo="-
Si, lorsque y augmente indéfiniment, une des valeurs de x tend
vers une limite finie a, pour une couple de valeurs dans la-
quelle?/est trés-grand et# voisin de a, tous les termes, a partir du
second, étant trés-petits, on en conclut que I'abscisse a doit an-

nuler le premier terme. Ainsi, les asymptotes paralléles a I'axe
des y sont données par les racines réelles de I'équation o[x)— o.
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357 —Appelons al'une de ces racines; pour#=a, I'une au
moins des n valeurs de ”~ données par I’équation (i) est nulle ;
en vertu de la continuité, quand x tend vers a en croissant ou

en décroissant, I’'une au moins des n valeurs de i tend vers o.
y

Si la quantité a n’annule pas (x), une seule des valeurs de i

tend vers zéro, et cette valeur est nécessairement réelle; caries
racines imaginaires étant conjuguées deux a deux, quand I'une
d’elles tend vers zéro, la racine conjuguée tend aussi vers zéro.
On a ainsi deux branches infinies réelles, asymptotes ala méme
droite x — a, et données, I'une par les valeurs de a; plus petites
que a, l'autre par les valeurs plus grandes; ces deux branches
sont donc situées de part et d’autre de I'asymptote. Pour ache-
ver de déterminer leur position, faisonsvarier a;de a— hha+h,
h étant assez petit pour que, dans cet intervalle, I'équation
<f(x)=o0 n’ait que la racine a et que le polynéme ne s'an-

nule pas ; on peut supposer en outre h et par suite -assez pe-

tits en valeur absolue, pour que, quand on attribue ax etay les
valeurs simultanées qui correspondent a un point de I'une des
branches infinies, la valeur du polynéme

«

+(*) I+ XF)Jir+ eeee+ ()N
ait] constamment le signe de son premier terme 4»{x) -+ Mais,

d’aprés|’équation (i), lavaleur de ce polyndme estégale a — <p@);

on en conclut que les deux quantités iY[x) ™ et—<p(aj)ontle méme

signe et par suite que i a le signe de Quand x varie de

a— haa-t-h, le dénominateur ~{x) conserve le méme signe ;
si a est racine simple, ou plus généralement racine d’ordre
impair, de I'’équation <p[x)= o0, le numérateur <f(x) change de
signe pour x = a; la valeur de y change elle-méme de signe
et les deux branches sont dirigées, I'une vers une extrémité de



326 LIVRE 1V, CHAPITRE IIlI.
I'asyrptote, I’autre vers I'autreextrémité (fig 229), conmrecela
alieu dars I'Mypertbole. LorsoLe a est racine dordre pair, lenu-

nerateur consene le méessigne airsi Lk, lescdeuxbrandies
sont dirigges vers la ménre extrénité ce I'asynytote (fig. 230).

Nous avorns SUppose jusqu'a présent oLk lagquantitéa n'annule
pes(a) Qudona (@)= o, plusieursvaleurs de”tendent
\ers zero; i leur nombreest i, il peut arriver quielles soient
toutes imeginaires, et alorsaucune branche rédlle nest asynp-
toe a la droite x — a. MiS, lorsoLe a est racire sinple ce
Iéquation tp (x)=o, il existetoujours deux branches réelles infi-

nies, asynptotes acelte droite; en effet, quand  tendverszero

par cks valeurs positives ou des valeurs négatives, une seule des
valeurs correspondantes dex, données par I’éguation (1), terd
vers & cette valeur est dorc réelle, et I'ona deux brandhes
infinies dingées vers les deux extrémites cke 'asynmtate. S la
valeur cex — a change cesigneavecy, les ceux brandhes sort
Situées ck part et dautre ¢k I'asynptote, conmredars lafigure
229; mais si la valeur de#t—a ne change jpes ce signe avecy,
les deux branches sont placées d’'un ménre odté ce 'asynptote,
conmre cela a lieu dars la cissaide (I 24) et la stropnoicke
(r° 27),

35S -Kxemi'lr 1. Soit la courbe définie par I'équation

*V o+ (x*—4)(y—a)*=o0,
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qui, ordonnée, s’écrit
(«M -x5—4)y * _4a;(al— 4)t/*_(-6<c*(@s*— 4) y*— 2) o f-4-xx(«x— 4y = °

L équation bicarrée
?2(x)= x*4-x*— 4= 0

a deux racines réelles simples et de signes contraires,
x=xy/& Li==fl

emomme ces valeurs de x n’annulent pas® (x), chacune des droitesx = + a
est asymptote a deux branches réelles, situées départ et d’autre de la
droite et dirigées vers les deux extrémités.

Exemple Il. Soit la courbe (x—i),y’+ 4 — x1=o0. L’équation o (x)=o0
devient (x — i)*= 0. Cette équation admet la racine double x = i ;
ori quand x s’approche de l'unité , les deux valeurs de y sont imagi-

naires ; la droite X = i n’est donc asymptote a aucune branche réelle.

ASYMPTOTES NON PARALLELES A L'AXE DES \l.

359—cConsidérons une branche de courbe infinie ayantune
asymptote non paralléle & I'axe des y; une pareille asymptote
a pour équation

yi=cx+-d,

c et d étant deux constantes inconnues qu'il s'agit de détermi-
ner. Représentons par y et y, les ordonnées de la branche de
courbe et de la droite qui correspondent a une méme abscisse,
par a la différence y—y,; d’apres la définition, & est une fonc-
tion de x qui a pour limite zéro quand x augmente indéfini-
ment. La branche de courbe infinie que nous considérons est
donc représentée par I'équation

2 yt-f- ex -f-d -f-

Quelquefois on peut mettre facilement I’équation de la
branche de courbe sous la forme précédente, et alors on a de
suite I’asymptote. Soit, par exemple, I’équation dans

laquelle f (x) et F (x) représentent deux polynémes entiers en
X, le premier du degré m, le second au plus du degré m + 1<A
chaque racine de I’équation f(x)= 0 correspondentdeux bran-
ches réelles infinies, asymptotes a une méme droite paralléle a
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I'axe des vy, situées de part et d’autre de la droite, et dirigées
vers les deux extrémités opposées ou vers la méme extrémité,
suivant que la racine a est d’'ordre impair ou pair. Il y a, en
outre, deux autres branches infinies que I’'on obtient en don-
nant a x des valeurs trés-grandes, positives ou négatives. Si
I'on effectue la division en ordonnant par rapport aux puis-
sances décroissantes de x, on obtient un quotient entiercx+d,
qui est au plus du premier degré, et lI'on a

Y=o+ & 4 f[x),

<p(x) étant un polynéme entier d’un degré inférieur a m; cette
derniere fraction tendant vers zéro, quand x augmente indéfi-
niment, on voit que la droite yx=cx+ d est asymptote aux
deux branches que nous considérons.

Nous citerons encore,'comme exemple, lacourbe transcen-
dante
* ex
qui a une branche infinie dans I'angle YOX asymptote a la
droite y=x.
360—  Eri général, on n'obtient pas aussi facilement les
asymptotes. Revenons a I’équation (2). On en déduit

c=1-d=+x
X X

Puisque d a une valeur finie et que & tend vers zéro quand x
augmente indéfiniment, on a

(€) c= limite de;(—

Le coefficient angulaire de I'asymptote est égal a la limite

vers laquelle tend le rapport”, quand x augmente indéfiniment.
La méme équation (2) donned=y ~cx— d'ou

4 d=limde(y— ex).

L'ordonnée a l'origine de.l'asymptote est égale a la limite de la
différence y — ex, quand x augmente indéfiniment.



ASYMPTOTES. 329

Ces deux propriétés servent a déterminer les asymptotes non
paralléles & l’axe des y.

Supposons d’abord I’équation résolue par rapport ay, et
considérons une détermination de y qui donne une branche
réelle infinie. Quand x augmente indéfiniment, on prend, pour

cette branche, le rapport —eSi ce rapport ne tend pas vers une
oc

limite finie, la branche n’a pas d’asymptote. Si le rapport tend
vers une limite finie c, on considere la différence y — ex ; lors-
gue cette différence ne tend pas vers une limite finie, labranche
n'a pas d’asymptote ; si, au contraire, elle tend vers une limite
a, on aura y— cx=d-h”, 8 tendant vers zéro quand x aug-
mente indéfiniment; donc la droite ?,=cx-t-d sera asymptote
de la branche que I'on étudie.
361 — c.ensi. 1. Corstruire la courte

==+*4/— |
y==% \4}/ - i,
rapportée a des axes de coordonnées rectangulaires. L’axe OX est axe de la
courbe.[Lorsque X varie de o al'unité, y reste
finie; elle est d’abord nulle et redevient égale
a zéro; on a ainsi la boucle OAO (fig. a3l).
Pour les valeurs de X comprises entre let o,
y est imaginaire. Quand X dépasse 2 d’une pe-
tite quantité, Y est réelle et trés-grande; si
donc on prend OB égale a 2 et que I’on mene
G'G parallele & OY, cette droite sera asymp-
tote de deux branches de la courbe.

Si I'on fait croftre X & partir de 2, y com-
mence par diminuer et redevient tres-grande
quand X est grande; on obtient ainsi les deu>
branches CND, C'N'D'. Lorsque X est néga-
tive, yest toujours réelle; X variant de o i
— @, la valeur numérique de y varie égale-

mentde o a @, et I'on a les deux branches OE, OF’.

Considérons I'une des branches infinies, NI) par exemple; on I'oblien
en prenant le signe -h dJUs I’équation et en supposnnt X positive et tres-
grande. On a

kv
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la limite de - est I'unité. On a ensuite

y—X=X Capx=t I\H(---\-(--X-:--I_V X:--z
VV X—a  / I/x---2
et, en multipliant les deux termes par la somme des radicaux,
X

N \/X— a(I"X— 1+1/ X— a)
1a limite est-; donc la droitey = X est asymptote de la branche con-
sidérée. En divisant par X les deux termes dela fraction, on voit que la
différence Y— X est plus grande que -> et, par conséquent, que I'ordonnée

de lacourbe est plus grande que celle de I'asymptote; on en conclut que
la branche ND est située au-dessus de I'asymptote. On verrait de méme
que la branche OE' a pour asymptote la méme droite et qu'elle est placée
au dessous. Les deux branches N'D' et OE admettent pour asymptote une
droite symétrique de la précédente.

365! _ Exempi.. Considérons la courbe y*— y3x+ X3 ax’y=o,
construite au n° 34?. Nous avons exprimé les deux coordonnées x ety

a I'aide de la variable auxiliaire t—-+ Les deux branches OA et OB, que

I'on obtient en faisant tendre t vers zéro, n'ont pas d’asymptote, puisque Y
devient infinie. On obtientles deux branches infinies OC et OD, quand ttend

*
vers I'unité. Pour ces branches, on a Iim))/zz i ; cherchons si la différence

Y—ii une limite. Les formules, parlesquelles on exprime x ety au moyen
de I, donnent
al —
y—a&e= (J— i)x = — (
cette différence tend vers I'unité, quand t tend vers i. Il en résulte que
les deux branches considérées ont pour asymptote la droite y = x-f- i.

i— —i -
La différence 8 a pour valeur 8=, —( ——————— g R )— ; quand i varie de i

a 4 », la différence 6 est négative et la branche OD est située au-dessous

_i-i-l7z,
de I'asymptote. Le polyndme I*-t-t —i admet pour racines t'= == -—".

t'= _ ! quand t varie de - & T, 8 est négative et I'arc OE est au-

dessous de I'asymptote; t variant de tla i, 8devient positive, et I'arc EC
passe de l'autre coté de I'asymptote. L’autre racine t* donne le point F
ou la branche OA coupe I'asymptote.
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36 3 — Considérons maintenant le cas ou I’équation, sup-
posée algébrique et entiére, n’est pas résolue par rapport a la
variable y. Réunissons les termes du méme degré ; représen-
tons par @® y) I'’ensemble des termes du degré le plus élevé

par t*(x, y) I'ensemble des termes du degré m— i, par
Xix >y) les termes du degrém— 2, I’équation s’écrira

W f(x, y)3<?(«>y)"<!<(<§ y) ~+/5x >y) Ele, —O.
Désignons par u le rapport et dans I’équation (5) rempla-

¢ons y par ux; le polyndme <p(x, y), homogéne et du degré m
en x ety, renfermera le facteur xmcommun a tous ses termes,
et I'on aura <p[x, y)= xnmxp(i, u), ou, pour abréger, «(x,y)

= x nm(f(u). De méme, les polynémes y), Y(X, ¥),... devien-
dront x m-'<\i(u), xm~*yju),... L’équation entre a: et u sera donc
X mpU) \-xm='7 (W) 4-...= 0;

et, si I’'on divise par xm

6) <P(W)-JYU (1)4- giX(U) + = °-

Cette équation est, par rapport a u, du méme degré que |'é-
quation (5) par rapport a y; elle donne pour chaque valeur de

# les diverses valeurs du rapport(-i Quand la valeur numéri-

que de# augmente indéfiniment, si I'une des valeurs de u tend
vers une limite finie ¢, pour une couple de valeurs, dans la-
quelle x est trées-grand et u voisin de c, tous les termes de
I’équation (6), a partir du second, étant trés-petits, on en con-
clut que le nombre ¢ doit annuler le polyndme <p(u). Ainsi les
coefficients angulaires des asymptotes sont les racines réelles
de Véquation
@) <p(tt)=o.

Soit ¢ I'une des racines réelles de cette équation. Posons

y—cx=v, dou u=-=c+ % Si, dans I'équation (6), on

remplace u par cette valeur, on obtient I'équation qui donne
les valeurs de v pour chaque valeur de x. Apres avoir fait la
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substitution, développons chaque terme, I’équation devient

S

Mais on a <p(c)=o ; multiplions tous les termes par x, I'’équa-
tion prendra la forme

9) Mp/(c)-1-3/(c)] + Ai+ BA2+...=o0.

Quand x augmente indéfiniment, si I'une des valeurs de v tend
vers une limite finie d, comme une couple de valeurs dans
laquelle x est tres-grand et u voisin de d rend tous les termes
a partir du second trés-petits, on en conclut que le nombre d
doit satisfaire a I'équation d¢/(c)+”(c)=o0; si la quantité
P (©) est différente de zéro, on en déduit pour d la valeur

() d=~W>’

Ainsi, dans ce cas, lorsque x augmente indéfiniment, une des
valeurs de v et une seule tend une limite finie d; le raisonne-
ment du n» 3*7 montre que cette valeur de v est réelle poul-
ies valeurs de x trés-grandes, positives ou négatives, et qu’elle
donne naissance & deux branches de courbe asymptotes a la
droite y=cx-\-d.

304 — Lorsque la valeur de cannule /() sans annuler ~(c),
aucune des valeurs dev ne tend vers une limite finie, quand x
augmente indéfiniment. Si une valeur de ¢ annule en méme
temps<p/(c)etd'(c),réquation(9),multipliée para:,prend laforme

Dans ce cas, en général, deux valeurs de v tendent vers des
limites finies, lorsque x augmente indéfiniment et ces limites
sont les racines de I’équation

(u) N d ,++/c)d+x(«)=0-
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Lorsque cette équation a deux racines d' et d" réelles et diffé-
rentes, une seule valeur de v tend
vers dlquand x augmente indéfini-
ment, et donne naissance a deux
branches réelles asymptotes a la
droite y=cx-hd"'; deux autres bran-
ches réelles sont de méme asympto-
tes a la droite paralléle y = cx-{-d".

Si, par l'origine, on meéne une
droite OC' ayant pour coefficient angulaire c (fig. 232), la lettre

« désigne la longueur MQ pour les diverses branches de la
courbe.

Exemple. Soit la courbe YI—Yy&X+ X3— 2x% = o, construite au

34j. On a (f(u) = u* — u3— u3(u—1). L’éguation s (U) = 0 a une
racine triple égale & zéro et une racine simple égalea 1. La racine simple,
a laquelle correspond une valeur d égale a r, donne une droite y= x + r
asymptote & deux branches réelles. La racine triple ne pourrait donner
que des asymptotes paralléles a OX; mais il est évident, d'aprés I’équation
dela courbe, qu'aucune des valeurs de y ne tend vers une limite finie,
quand x augmente indéfiniment.

365 —I1lest facile de ramener I’étude des branches infinies
d’une courbe algébrique a celle des branches finiesd’une courbe
algébrique du méme degré. Soient x et y les coordonnées d’un
point quelconque Md’une premiere figure; ace point Mfaisons
correspondre le point M, dont les coordonnées x' ety' sont
données par les relations

.—J" /':_
==Y

desquelles on déduit inversement

1 Yy
Tl YT xd
Si le point Mdécrit une droite Ax -t-By+ C= o, le point M
décrit une droite correspondante Cx/+ By7+ A =o0, le coeffi-
cient angulaire de I'une des droites étant égal & I'ordonnée a
I'origine de I'autre. Plus généralement, si le point Mdécrit une
courbe du degré m, le point M; décrit une courbe correspon-
dante du méme degré ; a une sécante passant par deux points
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voisins de I’'une des courbes correspond une sécante passant par
deux points voisins de I'autre courbe, et, par conséquent, a une
tangente correspond une tangente. Nouspouvons supposer quela
premiere courbe est rapportée a des axes tels que I’équation ren -
ferme un terme en y™; alors on n’obtient des branches infinies
gu’en faisantaugmenter a; indéfiniment, et toutes les valeurs du

rapport ~ tendent vers des limites finies. D’apres cela, si le

point M décrit une branche infinie

de la premiere courbe, comme x' tend

vers zéro et y' vers une valeur finie c,

le point M'décrira une branche abou-

tissant sur I'axe des y & un point A’

dont l'ordonnée est c (fig. 233). On

raméne de la sorte I'étude des bran-

ches infinies de la premiére courbe a

celle des branches de la seconde courbe dans le voisinage des
points situés sur I'axe desy.

Soit A" un point ou la seconde courbe coupe I'axe desy; appe-

lons d le coefficientangulaire de la tangente en ce point; pour un

pointM'voisin de A'on aura”™— & tendant vers zéro

aveca;7, labranche A'M' de la seconde courbe estdonc représen-
tée par I’équation y,=c-\-dx,-\-<Sx ; a cette branche correspond
une branche infinie de lapremiere courbe ayant pour équation
y— cx+-d-i-b, &tendant vers zéro quand x augmente indéfini-
ment; ala tangente y'=c-+- dxlala seconde courbe correspond
I’asymptote y=cx-\-d ala premiéere. On saitque du pointA7par-
tent toujours un nombre pair de branches ayant la méme tan-
gente (n° 352) ; la premiére courbe admet donc un nombre pair
de branches infinies ayant la méme asymptote. La tangente en
A' étant la limite de la tangente en M/, il en résulte que I'asymp-
tote est la limite de la tangente au point M, quand ce point
s'éloigne a I'infini.

Supposons, par exemple, quele point A' soit un point simple
ordinaire, comme I'indique la fig. 233; on voit qu’a la branche
A;M correspond une branche infinie M située au-dessus de



ASYMPTOTES. 335

I’'asymptote vers la droite,et a la branche AW une deuxieme
branche infinie N située au-dessous
de l’asymptote vers la gauche. S’il
y avait inflexion en Al (fig. 234), les
deux branches infinies seraient si-
tuées toutes deux d’'un méme coté de
I'asymptote, I'une vers la droite, I'autre
vers la gauche. Dans le second cas,
on dit que la courbe a un point d'in-

tlexion a I'infini.

Si le point A" est un point double avec deux tangentes diffé-
rentes, on a deux asymptotes paralleles, & chacune desquelles
correspondent deux branches infinies ayant I'une des disposi-
tions précédentes. Lorsque le point double A'est un point de
rebroussement, on a deux branches asymptotes a la méme
droite, mais vers une méme extrémité.

Nous avons supposé jusqu’'a présent que la tangente en Al ne
coincide pas avec l'axe des y, lorsque cette circonstance se pré-
sente, aux branches qui partentdu point A’ correspondent dans
la premiere figure des branches infinies dépourvues d’asymp-
tote. La direction de la tangente au point Mtend vers la direc-
tion déterminée par le coefficient angulaire c; maiselle s’éloigne
a I'infini. On donne a ces branches infinies le nom de branches
paraboliques. Si le point Al est un point simple ordinaire, les
deux branches infinies sontdirigées dans le méme sens, comme
cela a lieu dans la parabole ordinaire. S’il y a inflexion en Al
les deux branches sont dirigées dans des sens contraires.

La courbe représentée par I'équation yl= x offre cette dispo-
sition ; elle se compose de deux branches infinies dépourvues
d’asymptote et dirigées, I'une vers les x positifs, I'autre vers les
X négatifs.

3 0 0 — Puisqu’a chaque valeur de x correspondent au plus
m valeurs réelles de y, la premiére courbe admet au plus m
branches infinies du c6té des x positives et m branches infinies
du cOté des x négatives ; ceci résulte d’ailleurs de ce que la
seconde courbe est coupée au plus en m points par I'axe desy.
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Le nonbre des tangentes ala seconcke courte en ces points
d’intersection étant au plus égal am la preniere courte admet
auplus m asynrptotes.

Les droites menées par le point A&e trarsforrent en droites
paralleles a l'asymptote. S le point A est un point sinple
(M®354), une scante menée par ce point coue la seconde
courte enm—i autres points; donc toute parallele a l'asymp-
tote coupe la premiere courte en m—i points. La tangente
en A e coue la seconce courlee qu’en m —2 altres points,
et, par corsequent, ’asyrptote ne coupe la premiére courte
quen m—2 points; on dit que deux points dintersection sont
alinfini. Silyainfledon en A, come la tangente coue la

seconck courteen

trois points qui ¢

confoncknt en A

(P 345), 'asyn-

toe ara trois

points dintersec-

tion a I'infini, et,

per - consequent,

re rencontrera la

premiere  courie

quenm-—3points.

_ . _367—latras

formration que nous avors effectuée revient aprendre la per-

goective ck lafigure sur unplan. Gorsickrors, en effet, deux

figures placées, I’une dars Ln plan horizontal, 'autredars un

plan vertical coupart le plan horizontal suivart la ligne LT

(fig. 235), et telles que I'une sait la perspective ck l'autre, 1'0al

etant placd au pointdontles projections sont oet o' Testvisible

oLk, lorsgu’un point Meéloigne alinfini dars le planvertical,

sa perspective Mivient sur ladroite oy parallele a laligre ce

terre ; I’étude des brandhes infinies ce lacourte située darsle

planvertical estainsi ramenée al’atuce e I'autre courte dars
le voisinage des points situés sur la droite o'y 1

S I'on rgoporte 'ure des courtes aux ceux axes ox €t oy,
I"autre aUx CRUXaXES o'x! etey', onales formrules de trarsfor-
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mation — - y'— ’)‘( 1 dans lesquelles a et 6 désignent les

distances ao' etao. Ces formules sont précisément celles que nous
avons employées précédemment, quand on faita=b = i.

Soit Alun point ou la seconde courbe coupe la droiteo'yl; la
tangente A B en ce point a pour perspective la droite A A; aux
deux branches M' et N', qui partent du point A', correspondent
deux branches infinies M et N asymptotes a la droite AA,.

Lorsque la tangente en A’ coincide avec la droite 0'y', comme
cela a lieu au point C', lI'asymptote est rejetée a I'infini et les
deux branches P'et Q' donnent naissance a deux branches para-
boliques infinies P et Q ; la droite menée du point o a un point
de Tune des branches P et Q tend vers la direction limite oC,.

368 — Les courbes transcendantes peuvent couper leurs
asymptotes en une infinité de points.

Par exemple, la courbe Y= oscille indéfiniment de part et d'autre

de la droite OX a laquelle elle est asymptote, puisque la valeur dey a
pour limite zéro (fig. a36). Les oscillations ont d'ailleurs une amplitude
constante et égale a N.

La courbe Yy = — 7— oscille indéfiniment de part et d'autre de son

asymptote OXv ««ris ici I'amplitude des oscillations va en diminuant
(fig. *37).

369-11 amwe quelguefols que deux branches infinies
nont pes dasynpiote rectiligne, et que mpendant la

GKOM. ANALTT.
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différence de leurs ordonnées tend vers zéro; dans ce cas,
on dit que les deux courbes sont
asymptotes I'une de l'autre ; sil’une
d’elles est une courbe simple bien
connue, on pourra s’en servir pour
tracer I'autre. Reprenons I'équation

et supposons que le degré
I ()

du numérateur surpasse de plus
d’'une unité le degré du dénomina-

teur; le rapport ~ croissant indéfi-

niment avec x , les branches qui

correspondent aux valeurs trés-
grandes de x, positives ou négatives, n‘ont par d’asymptote
rectiligne. Si I'on effectue la division, on a

y = axn-+bxm'+ ... H k- 2(%) ,

et les deux branches considérées sont asymptotes a la courbe
y = axnd-bxn-'4-... -t- k.

Quand n = 2, cette seconde courbe est une parabole. Parexem-
ple, la courbe

est asymptote a la parabole y = x* (fig. 238).

CHAPITRE IV

Construction des courbe» en coordonnée!* polaires.

37 0 —Nous avons défini les coordonnées polaires au n° 3 ;
dans ce systéme un point quelconque, pris isolément dans le
plan, peut étre déterminé par une valeur de oc>comprise entre
o et 2tc, et par une valeur positive de p; cependant, on est
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conduit a faire varier chacune des coordonnées <vet p de — o
a+ 00.

Nous avons vu (n° 263) que, I'un des foyers de I'hyperbole
«tant pris pour pole, les deux branches sont représentées par
deux équations distinctes, quand on se borne aux rayons vec-
teurs positifs ; mais que I'une des équations suffit, si I'on admet
les rayons vecteurs négatifs, en convenant de porter la valeur
absolue de chacun d’eux dans la direction opposée a celle qu’in-
dique la valeur deo>. Nous avons vu aussi que cette convention
permet de représenter le limagon de Pascal par une seule équa-
tion (n° 3i).

371 — Spirale d’Archiméde. Un point M se meut d’'uu
mouvement uniforme et dans le sens G'G sur une droite indé-
finie G'OG, qui tourne elle-méme d’'un mouvement uniforme
autour de I'un de ses points 0, la courbe décrite par le point M
est la spirale d’Archiméde (fig. 23g).

Prenons pour axe polaire la position OX, occupée par la droite
OG lorsque le mobile M passe en 0, et comptons les angles po-
laires positivement dans le sens du mouvement de la droite ;
soit a la longueur dontle mobile s’avance sur la droite, pendant
que celle-ci fait une révolution entiére. Si I’'on considere le mo-
bile dans I'une quelconque de ses positions aprés son passage
en 0, en appelant ©l’angle dont a tourné la direction OX pour
venir sur OG, et p la distance du mobile au point O, on a, en

osant — = b,
P 270

n (0

P ©
£= 7’ U ?F a—= bl

Considérons le mobile avant son passage en O ; appelons o3
la valeur absolue de I’angle dont il faut faire tourner la direc-
tion OX pour I'amener sur OG ; le point M étant placé sur la
direction opposée OG', le rayon vecteur doit étre considéré

comme négatif, etl’'on a—a 2ir Si I'on convient de re%arder

comme négatifs les angles polaires comptés dans un sens op-
posé au premier, on aura u = — w,, et la relation précédente
coincide avec I'équation (i) qui représente alors la courbe in-
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définie. Les valeurs de woonrises entre oet 2r, Aitet4it,. ..,
oet—2T..  donent les spires sucoessives. S I'on e bor-
nait aux valeurs positives ke pet aux valeurs ce W cononses

entre o et 2r, il faudrait une equation particuliére pour repré-
serter chaoure ks spires,

p=fri>, p=a-nhb(o,.... p— a—nbu =za—ba>,....
Lasplrale dAn:hrrmb ®
oonpoe e deux  parties
BDAB.. etOBEDFB...
symétriques I'ure ce l'autre
~par ragport a la perpendic
Iaire Oy a I'ae pdlaire. e
partie conprend ure in-
ﬁrltedesplres etles portiors
d'uredroitequelconoernenée
parle pdle et conrise entre
deux spires consécutives ont toutes pour longueur a.
u372—Ramargee | Lhiméne point Mblu plan peut étre dé-
fini par une INfinité de couples
Ce valeurs e petce@ S'on
prelle al’angle positif moin-
re oLe 2oLk faitladirection
Makc I'ae OXet a la dis-
tance M (fig 240), on peut prendre pour coordonréss du
point Mles couples de valeurs
»(—diuta,a), (Ar+a,a), (aa). (2—-+aa), (4irtaa)....
cars lesopelles le rayon vecteur est positif, ou les couples
*..(—3M4a—s), (cta,—a), (t-a—a),
(3ir+a,—a), (5ir-ha,—a),...
dars lesquelles le rayon vecteur est neggatif. Lorsoe le pointM
gopartient a une courbe définie par ure éguetion + (WP= o,
Ses coordonnées ne peuventt étre indiquées ala.seule inspec-
tim'glajpdrt; il faut, pour les dotenir, suivre le trace ce la
cou
373 —Remarque Il. Dars lesformules de trarsformation

o Q
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établies au livre I, chapitre iv, nous avons supposé le point M
déterminé par un rayon vecteur positif et par un angle polaire
compris entre o et air. Conservant d’abord le rayon vecteur
positif, on peut prendre pour angle polaire I'un quelconque
des angles que forme la direction OM avec I'axe OX (fig. 241);
en convenant d’affecter I’angle du signe
-f- ou du signe — , suivant qu’une droite
partant de la direction OX pour arriver
a la direction OM tourne de OX vers
OY, ou dans le sens opposé. Ceci re-
vienta augmenter ou adiminuer I’'angle
désigné primitivement par «, d’'un mul-
tiple de 2ir; le sinus et le cosinus ne changeant pas, les for-
mules restent les mémes. Supposons maintenant le point M
défini par un rayon vecteur négatif ; I'angle w sera I'un des an-
gles formés par la direction OM' avec OX. La projection de OM
sur OX est (— p) X cos (c+ u) ou pcosw; ainsi on a encore
X=p cos (d, et de méme y = psinw. Donc les formules sont
générales.

Lorsque I'axe polaire OX' ne coincide
pas avec OX, on définit la position de cet
axe par l'angle a qu’il fait avec OX. Si,
dans les formules a:=pcosw, 1/=psinw,
gui se rapportent a l'axe polaire OX,
on remplace w par w'-f-a, il vient

x=p cos (w'-f-a), y= psin(o)'+a). Supposons les axes des
coordonnées obliques, et prenons OX pour axe polaire
(fig. 242), on obtientles formules de transformation en proje-
tant les deux chemins OM et OPM successivement sur une per-
pendiculaire a OX et sur une perpendiculaire aOY, ce qui
donne

psin (0— w) __psinco
* e sitd * VvV~ sin9’
374 — Remarque lIl. Dans le cas ou I'on obtient toute la

courbe en faisant varier w de o & 2tc, on reconnaft la symétrie
par rapport a lI'axe polaire OX, quand les valeurs a et 2ir a
attribuées & o>reproduisent la méme valeur de p, ou quand les
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valeurs a et ir— a donnent des valeurs de p égales et de signes
contraires. On reconnait de méme la symétrie par rapport a la
perpendiculaire OY, quand les angles a et v — a donnent la
méme valeur de p, ou les angles a et 2tc— a des valeurs égales
et de signes contraires. Enfin, on reconnait la symétrie par
rapport au pdle, quand les anglesaetir+a donnentla méme
valeur de p.

Mais lorsque, pour avoir toute la courbe, il est nécessaire de
faire varierwau-dela de 2tc, la symétrie peut se présenter d’'une
autre maniere. Par exemple, s’il est nécessaire de faire varier w
de 0 a 4tc, la symétrie par rapport a I’axe polaire aura lieu si
les angles aet2ir— a, ou aet4”~— a, donnentdes valeurs égales
pour p, ou si les angles a etir— a, ou a et 3tt— a, donnent des
valeurs de p égales et de signes contraires. Si les limites de
to sont plus étendues, le nombre des comparaisons a faire aug-
mente.

Considérons, par exemple, la courbe définie par I'équation p= cos--

Quand w augmente de deux fois a*, la

direction du rayon redevient la méme;
d’ailleurs, ~augmentant de ait, preprend

la méme valeur et I'on retrouve un point
déja obtenu antérieurement; il suffit donc
de faire varier <>de 0 a 4r— Si l'on aug-

mente <o de arc, le rayon revient a la
méme direction; mais - augmentant
1

seulement de n, p conserve la méme valeur numérique en changeant de
signe; on en conclut que la portion du lieu donnée par les valeurs de
u comprises entre ait et 4* est symétrique par rapport au pole de la
partie donnée par les valeurs de w comprises entre o et ajr; en
d’autres termes, le pole estcentre dela courbe. Pour io= act(o=a” — a,
les valeurs de p sont égales et de signes contraires; on a, de la sorte, deux
points placés symétriquement par rapport a la perpendiculaire OY a I'axe
polaire (fig. a43); cette droite OY est un axe de la courbe. La variable B>
allant de 0 a n, pdiminue de i a o, et I'on a I'arc ABO tangent au point O
a la droite OX'. Les valeurs de smcomprises entre ir et air donnent I'arc
(il'A" symétrique du premier par rapport a OY, et les valeurs de <o com-
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prises entre arc, et 411 la courbe A'BOIZA symétrique de ABOBAL par
rapport au pole. La courbe est formée de quatre arcs égaux. L’axe polaire
est aussi un axe de la courbe, ce gu'on voit directement en remarquant

que 1on a des valeurs égales de p pour les valeurs a et 4 — a attribuées
a.

TANGENTE.

5 —On détermine la direction MT de la tangente au point
Mpar I'angle V qu’elle fait avec
le prolongement MA du rayon
vecteur.

Soient pet w les coordonnées du

point M, p+ Ap et w+ A m celles

d’'un point voisin M' (fig. 244);

menons la sécante MM, et du podle

comme centre, avec OM pour

rayon, décrivons l'arc de cercle

FHe- 244 MN; I'angle MOM7 est l'accrois-

sement Aa>de I’'angle polaire, NM; est l'accroissement Ap du
rayon vecteur. Le triangle NMM' donne

sinQM'M__corde MN___corde MN  arc MN___corde MN~_pAu
sinNMM' MN ~ arcMN X MN ~ arcMN X_An"

Si I'on fait tourner la sécante autour du pointM,de maniére que
le point M' se rapproche indéfiniment du point M, la sécante
MM a pour limite la tangente MT, la corde MN a pour limite la
tangente a I'arc de cercle, et, par suite, la perpendiculaire au
rayon OA; on a donc

lim OM'M=0MT/=V,

lim NMM'=£—V;

on sait, d’ailleurs, que la limite du rapport d’'un arc de cercle
asacorde est I'unité ; Téquation précédente devient ainsi
sin V . A p _p
COsV= f Ta’ ou tan8V= 'II' v ""T7
r i

p' désignant la dérivée de pconsidéré comme fonction de tu.
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On a supposé dans la figure précédente que le rayon vecteur
croft avec I'anglew ; s’il décroft, le triangle NMM' (fig. 245) donne

sin OM'M cordeMN arcMN _ corde MN  pAo
— sin NMM' arcMN — MN arcMN X "Ap"’

les angles OM'M, NMM' ayant pour li-
mites V et V— on retrouve en-

core la méme formule.
Quand « croft, on s’avance sur
la courbe dans un certain sens; V
désigne l'angle que fait la tangente
menée dans le sens du mouvement
avec la direction déterminée par I'angle w. On voit aussi que
la méme formule convient au cas ou le rayon vecteur est
négatif.
376 — Remarque. Lorsque le rayon vecteur s'annule pour
une valeur particuliéere u4 de a, on
a une branche de courbe OC passant
au poéle, et la tangente a cette branche
au pole est précisément la droite OA
donnée par I'angle wQ En effet, si I'on
.prend un point voisin M, et si I'on fait
tourner la sécante OM de maniere que
le point M se rapproche du point O,
p s'annule et la sécante tend vers la direction OA.

377 — Exempte |. Spirale d"Archimede. L’équation de cette courbe
étant p= 6 t«(n* 371), on en déduit p/=6, d'ou

tangV = B= 2 =w.

Si le point M part du pdle et s'avance sur la courbe, I'angle V, d'abord
nul, augmente constamment et tend vers un angle droit.

Exempre 11. Spirale logarithmique. — on appelle spirale logarithmique
la courbe dont I'équation polaire est p= ae"" , @ désignant une ligne donnée
et m un nombre. Supposons la constante m positive ; si I'on fait croitre 9de
o i Iinfini, p va constamment en croissant de a a I'infini, ce qui donne une
branche indéfinie ABC..., faisautune infinité de circonvolutions autour du
pole. Si I'on fait ensuite varier mde o @ — 0o, p diminue constamment et
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tend vers zéro, on obtient une seconde branche indéfinie AB'C'... qui fait une
infinité de circonvolutions autour du pole,
en se rapprochant constamment de ce
point. Si la constante M était négative,
les valeurs positives de w donneraient la
branche qui se rapproche du pdle, et les
valeurs négativescelle qui s'en éloigne.On

aicip'=maema=mp,d’outangV= m On

en conclut que la tangente a la courbe fait
un angle constant avec le rayon vecteur.

378 — Exempte IlI. Epicycloide. Lorsqu'un cercle mobile roule,
sans glisser, sur un cercle fixe, un point du cercle mobile décrit dans le
plan une courbe & laquelle on a donné le nom t\Epicyclaick.

Bornons-nous au cas ou les deux cercles sont égaux. Soit C le cercle
fixe, Clla position initiale du cercle mobile, o le rayon ; supposons que ce

soit le point de contact A
qui, dans le mouvement
du cercle C', engendre
I'épicycloide (fig. 248).
Lorsque le cercle mobile
est venu dans la position
C", le point A est en M
les deux arcs EA, EM
étant égaux. Prenons le
point A pour pole, le pro-
longement de CA pour axe
polaire: ladroite AM, per-
pendiculaire a la tangente
commune AN aux deux cercles, est paralléle & CE; I'angle AEN est la
moitié de ACE, et, par conséquent, la moitié de <G, le triangle rectangle

ANE donne AN = AE sin (-a) mais AE = *asin (-Z ; on adonc

.,
P= 4o sin. =ia (1 — cosw).

Cette courbe est un cas particulier du limagon de Pascal (n° 30). On a

ici Y = lasim», d'ou tang V = tang(-o« et, par suite, V= Ze 1l est aisé
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de voir que la normale a I'épicycloide en un point quelconque M passe au
point de contact E du cercle moliile avec le cercle fixe; car I'angle MEN

étant égal & et par suite &V, la droite EM est perpendiculaire & MT

379 — Exemple IV. Construction de la courbe p= 4+ cos5w.

Le rayon vecteur p reste tou-
jourscompris entre 3et 5 ; décri-
vons donc du pdle comme centre
deux cerclesavec les rayons 3et 5,
la courbe sera tout entiére située
entre les deux circonférences
(fig. 249). Quand u varie de 0 a

p diminue de 5 a 3, ce qui
donne I'arc AB. Quand <O varie
Z | 27C N
de : a -g-’ paugmente de 3 a 5,

ce qui donne I'arc BA’ symétrique
du premier par rapport a la ligne OB. L’angle 5<aa varié de la sorte de o0 a

2c. Si I'on fait varier UPde ~ 5~ * I'angle 5u variera de ait a 4ir, et les

mémes valeurs de p se reproduiront dans le méme ordre; on obtiendra donc
un second arc A'B’A" égal au premier, puis un troisieme, et ainsi de suite.
Aprés le cinquiéme arc, on reviendra au point de départ.

0
En prenant la dérivée, on trouve tangV = — 5s;n5a™ ~ux POnts A

Z
etBonasin 5«= o, et, par suite, V= -.

380 — Exempre V. SCArabe. Les extrémités d'une droite de lon-
gueur constante glissent sur deux droites rectangulaires OX, OY; d'un
point fixe I, situé sur la bissectrice, on abaisse une perpendiculaire sur la
droite mobile; trouver le lieu du pied de cette perpendiculaire (rig. a50).

1 est évident que le lieu sera symétrique par rapport a la bissectrice 01.
Placons d’abord la droite mobile dans la position PQ perpendiculaire a la
bissectrice, on a le point A du lieu. Faisons glisser la droite de maniére
que I'extrémité Q descende sur I'axe des Y; dans une certaine position P'Q’,
la droite passera par le point I, qui appartient au lieu; on a ainsi I'arc
AEl,donl la tangente en 1 est perpendiculaire a P'Q'. L'extrémité Q'conti-
nuant a descendre, la droite vient s’appliquer sur OX, et I'on a I'arc IFC
qui passe au point C, pied de la perpendiculaire abaissée du point | sur
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OX. L’extrémité Q glisse ensuite sur OY", et la courbe passe au-dessous de
OX; la droite arrive dans une position P'Q" telle que I'angle IP"Q" est
droit, ce qui donne le point P” du lieu; on a ainsi I'arc CGP". Si I'extré-
mité Q" continue a descendre, la courbe revient au-dessus deOX; bientét,
dans la position P"'Q™, la droite prolongée passe en I, on a ainsi I'arc Pl
dont la tangente en | est perpendiculaire a P"Q™. L’extrémité P"'conti-
nuant a se rapprocher du point O, la droite s'applique sur OY" et I'on
obtient I'arc 1HD, qui passe par le point D, pied de la perpendiculaire

abaissée du point | sur OY. L’extrémilé P™ glisse ensuite sur OX7, et la
droite arrive daus une position P"Q", telle que I'angle IP"Q" est droit; le
point P" appartient au lieu, et I'on a l'arc DP". Enfin la droite, dans la
position Q'P', devient perpendiculaire a la bissectrice OB, ce qui donne
I'arc P"B. Si, revenant a la position primitive PQ, on fait mouvoir la droite
en sens inverse jusgu’a la position finale P'Q', il est clair qu’on obtiendra
une courbe symétrique de la précédente par rapport a la droite AB.
Prenons pour pole le point | et pour axe polaire la bissectrice BA; ap-
pelons c la distance 01 et aa la longueur de la droite mobile PQ; la droile
qui joint le point 0 au milieu de I'hypoténuse PQ du triangle rectangle
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POQ est égale a a; l'angle que cette droite fait avec la perpendiculaire h
abaissée du point O sur I'hypoténuse est égal a on a, d’ailleurs,

h= ccos u-(- p, on en déduit I'équation de lacourbe p= @Acos 2to— ccos».

CONCAVITE ET CONVEXITE.

3 8 1 — Considérons sur un arc de courbe un point M, ayant
pour coordonnées wOet pO; la tangente en ce point sera repré-

sentée par Téquation r = — si I'on appelle g la lon-
SOS= p) ppetie 8

gueur de la perpendiculaire abaissée du péle sur la tangente et
(Bl'angle que fait cette perpendiculaireavec Taxe polaire (n°82).
La position de la courbe par rapport a la tangente, dans le voi-
sinage du point M, dépend du signe de la différence r — p des
rayons vecteurs pour une méme valeur de a ou de la diffé-

rence i — i , si ces rayons vecteurs sont positifs, ce que nous

supposerons. Appelonsz cette derniére différence;la valeur de
z est évidemment nulle au point M, sa premiére dérivée

est aussi nulle; car on a, au point M (n° 3y5),

() = —pi=— sinK — @ = cosV, g= PsinV.

La seconde dérivée,

acquiert au point Mune valeur égale a celle de I'expression
1 /i\"

—ot- . En répétant ici le raisonnement du n° 344, °n verra
gue, si cette quantité est positive, la différence z est elle-méme
positive dans le voisinage du point M, et par conséquent la
courbe est placée du coté de la tangente ou est le pdle, et que,
si au contraire cette quantité est négative, la différence z est
négative, et la courbe placée de lI'autre coté de la tangente.

Il y aura inflexion quand la quantité - + changera de

signe.
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ASYMPTOTES.

— Considérons une branche infinie, asymptote a la
droite CD (fig. 25i); si l'on joint le
pble a un point M de la courbe, et si
I'on suppose que le point Ms’éloigne
indéfiniment sur la courbe, la direc-
tion OM aura pour limite la direc-
tion OL de I’'asymptote. Ainsi, lors-
que le rayon vecteur p devient infini
pour une valeur particuliére a de t», si
labranche ainsi obtenue a une asymp-
tote-, cette asymptote est parallele a la

direction déterminée par I'angle a qui rend pinfini.

Pour avoir la distance OC de I'asymptote a la droite OL, du
point M de la courbe abaissons une perpendiculaire MK sur cette
droite; le triangle MOK donne

M K= OMsin KOM= psin (a— to).

Si le produit psin (a— s ne tend vers aucune limite, la branche
infinie n’a pas d’asymptote. Si, au contraire, ce produit tend
vers une limite finie d, la branche de courbe admet pour
asymptote la droite CD, située a la distance d du rayon OL ; car
la distance MK ayant pour limite d, la distance MH aura pour
limite zéro.

Lorsgu’on obtient la branche infinie en faisant croitre wvers

il est évident que, si cette branche a une asymptote, I’'asymp-
tote sera placée par rapport a OL, comme l’'indique la figure.
Si I’on obtenait la branche infinie en faisant diminuer « vers a,
I’'asymptote serait placée de I'autre c6té de OL, et sa distance a
OL serait la limite du produit psin (w— a).

Nous avons supposé la branche de courbe donnée par un
rayon vecteur positif; si elle était donnée parun rayon vecteur
négatif, on aurait, dans le premier cas, M K=— psin (a— w),
dans le second cas, M K=— psin(oj— a).

383 — Exemple V. H/p&l’me. L’équation polaire de cette courbe



350 LIVRE 1V, CHAPITRE IV.

est (N° a63) p= m P A , dans laquelle € est plus grand que i. Soit a

I"angle dont le cosinus est —  quand

<ocroit de o aa, pcroitde aco, et
1+0

I’on a la branche infinie AE; BPvariant
de a & 7, pdevient négatif et varie de

— - — —, ce /qui donne la

branche infinie E'A’. Les valeurs de w,
comprises entre it et ait, donnent deux
branches symétriques des précédentes
par rapport a I’axe polaire.

La distance MK d'un point de I’'une des branches-AE, A'E' a la droite OL

est
N psin(a—«)__ psin(a—to) _ psin(a— <
i + ecosto /1 \ e(cosu— cosa) ’
e 1- +cosw 1

transformant en un produit la différence cosw — cosa, remplagant sin (a—w)

a— W a—<Q .. .- ifh. oa—",
par a sin------- cos —----» et supprimant le facteur commun sin— -—
on a

a— -to

p COS----—-----
MK = -=-mmeee- —

, at o

€ sin-------

Cette distance a pour limite OC = ssina’ et I'on obtient ainsi I'asymptote

CD. L’asymptote des deux autres branches est placée symétriquement par
rapport a I'axe polaire.
L'exces de la distance MK sur sa limite a pour expression

a— b> \ L a— to .at w
COS------—- \ a sin a.c0s=-----------—- a sin ---------
b N N J =272X .
a+ 0 TSimal e . . a-f-ea r
SiN-------- / 2 sin a sin-------—-
\ 2 J
si Ton remplace le produit asinacos~ ~ Par la somme
3a—to a-f-w
Sin---m-memeeee hsin-------- ,
2
il vient
3a—w a -4-to
SN - sin-------—-
S= EX =mmmmmm 4

H . a-4-
2sinasin —
2
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s>I'on transforme ensuite le numérateur en un produit, ou a finalement

a— <0— a
psin --—--—--—-— cosa psin ----—--—-—--
i Lat w— . . to-f-a
esinasin-----—-- e sina sin----—--—-
2 2

Quand to varie de o a a, la différence 6 est négative; ainsi la branche AE
est comprise entre les paralleles OL et CD. Mais, quand to varie de a an,
la différence 8 est positive, et la branche E'A" est située en dehors des
paralleles.

384 _— Exempie VI. Slrophaiide oblique. Dans la construction de la
strophoide droite, telle que nous l'avons donnée au n» 27, nous suppo-
sions les droites OX et OY rectangulaires; supposons maintenant que ces
droites fassent entre elles un angle 6 (fig. 253); par le point fixe A placé
sur I'une d’elles, on mene une sécante quelconque AD, sur laquelle on
prend, & partir du point D, des longueurs DM et DN égales a DO, et on
cherche le lieu des points M et N.

Quand la sécante tourne dans I'angle obtis XOY jusqu’a devenir paralléle
a OY, le point M décrit I'arc OMB, terminé au point B sur la perpendi-
culaire OB a OY ; le point N décrit la branche infinie ON. Si I'on prend
Ul>e distance OG égale a OA, et que par le point G on mene une parallele

H'Il @ OY, on a l'asymptote de la
branche ON; car I'oblique NF
égale a AM ayant pour limite AB,
la distance du point N a la droite
a pour limite zéro.

Faisons maintenant tourner la
sécante dans Il'angle aigu XOY"';
la perpendiculaire élevée sur le
milieu de OA coupe OY'en un
point C, tel que I'on a CA = CO;
quand la sécante occupe la posi-
tion AC, l'un des points vient en
A et l'autre en E ; ainsi, la sécante
tournant de la position AO a la
position AC, on a l'arc OM'A tan-
gent en A a la droite AC, et l'arc
OE. La sécante continuant son
mouvement, la droite OD' devient
plus grande que AD'ou que D'F",

etle point N'est situé au-dela de I'asymptote; on obtient la branche infinie

EN'et I'arc AM"B qui se raccorde en B avec I’arc OMB. 1llest aisé de voir
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que les tangentes au point O sont les bissectrices des angles formés par les
droites OX et OY.

Si I'on prend le point O pour pdle, la droite OX pour axe polaire, que
I’on appelle a la distance OA et Ol'angle YOX, les angles DOM et DMO étant
égaux a6— w, et 'angle OAD a 6— a<qg le triangle OMA donne la relation

asin O— aw)
(O] P~ "sin(0o—a) *
On retrouve facilement, a I'aide de I’équation, les propriétés que nous
avons déduites de la définition géométrique de la courbe.

Quand on prend la droite OY pour axe polaire, I'éguation de la courbe

devient

) asin (am+ 0)
(a) p= =mmeeme- Semmmmmemame -

S85 — Exempte VII. Trouver le lieu des points de contact des tan-
gentes merées d'unpoint donré P aux di-
verses courbes du second degré ayant pour
foyers deux points donnés F et F1

Prenons pour axe la droite F'F (fig. a54),
et la perpendiculaire élevée a cette droite
en son milieu ; I’égquation générale des co-
nigues ayant pour foyers les pointsF et F'est
, ax s
) t?+ IF~?=1"

c désignant la distance OF et & un para-

meétre variable; lorsque a est plus grand
que c, la courbe est une ellipse ; lorsque a est plus petit que c, c’est une
hyperbole. Soienta, & les coordonnées du point donné P; I’équation ce
la corde des contacts des tangentes menées du point P a la conique (i) est
(a ax Bu s
' a a—c
On obtient I'éguation du lieu en éliminant le paramétre a entre les

équations (i) et (a). Sil’on retranche ces équations membre a membre, il
vient
X=—aX , y*—py

ai= c'jx*— ax) . _ — cl (y»— fty)  _
as* a X —opy’ e+ y —aas — |3y’
en substituant dans I’éguation (a), on obtient I’équation du lieu

(3) (aD*+y*— a X — py) {px— ay) + c*(x— a) (y — /3)= o.
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Le lieu est du troisieme degré, il passe par le point donné P, par les
foyers F et F', et par les projections du point P sur les droites OX,0Y.

Si lon transporte les axes parallélement a eux-mémes au point P, I'é-

quation du lieu devient
M (*'+ y'+ a@& + sy) (px — ay)-\-c*xy= o.
Si lon transforme celle-ci en coordonnées polaires en prenant pour péle le

point P et pour axe polaire la droite PX ', on a

(5) _ (ca—3*— a*) sinat + actftcosato
a (a sin w— y5cos to)

wv laide des angles auxiliaires 9 et 9, déterminés par les formules

B 3

tang,='a. tangTI= c,+ tt,

cette équation prend la forme

(9) _ dsin (a(j-+-?)
n sin (0>— 9)

la lettre d désignant la quantité

aVv

Si I'on fait tourner I’axe polaire de I'angle 9, I'équation (6) devient identi-
que a I'équation (a) de la strophoi'de oblique (n° 385).

L'angle 9 étant égal a POA, I'asymptote est parallele & la droite OP.
Parmi les courbes bomofocales considérées se trouvent une hyperbole et
une ellipse passant par le point P; on en conclut que le point P appar-
tient au lieu etque les tangentes en ce point sont les bissectrices PQ, PQ'des
angles formés par les droites PF et PF'. La strophoide est définie par deux
droites PE, Pl et un pointl sur I'une d’elles. Nous connaissons la droite
PE; on obtiendra la droite PL en remarquant que la tangente PQ est bis-
sectrice de I’angle EP1; on obtiendra le point 1 & I’aide de I'un des points
du lieu, par exemple du point A ; la droite IA doit étre telle que l'on ait
KA = KP; le point K est donc le point milieu de la diagonale OP.

La courbe précédente est aussi le lieu des pieds des normales menées
du point P aux courbes du second degré qui ont pour foyers les points F
et F'; car une ellipse et une hyperbole bomofocales se coupant a angle
droit, la tangente a I'une est normale a l'autre.

386 — e xempie VIII. Construire la courbe donnée par I'équation

GEOM. ANALVT. 23
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La valeur de ps’annule pour w= o, et devient infinie pour m = - ; me-

nons par le pole la droite L'L, qui

fait avec I'axe polaire I'angle dont

la mesure est - (fig. a5b5). Lors-

que u varie deo a p estnégatif et
2

varie deoa— « ,on aune branche
infinie OA'B', tangente a l’axe po-

laire etcomprisedansl’angleX'OL".

Quand w dépasse — et croft de - a » , pdevient positif et décroit de «
2 2

a a, on obtientune branche infinie BA qui fait une infinité de circonvo-
lutions autour du cercle décrit du pdle comme centre, avec a pour rayon,
en se rapprochant constamment du cercle. Quand w varie de o a — » ,
p reste positif et va en croissant de o & o, ce qui donne la branche OE" in-
térieure au cercle ; cette branche fait uneinfinité de circonvolutions en se
rapprochant aussi constamment du cercle.

Considérons I'une des branches infinies A'B', AB; la distance MP d’un

point de l'une de ces branches a la droite L'L a pour expression

sin(m— 7
p sin | <>-——- ) = AU - i s i

A . (0====
a

la limite de cette quantité, lorsque 6> tend vers-, est Lesdeuxbran-
2 2

ches A'B1, AB ont donc pour asymptote la droite CD, distante de L'L

de®.
1
Si I'on pose u = -+ to ‘, I'excés de la distance MP sur sa limite est
a
8:;7 r[{t+ ial)sin to'— w'].
a to
La parenthése s’annule pour <*= o,; sa dérivée premiére s’'annule

aussi, mais sadérivée seconde a une valeur positive ; si I'on fait croitre w’ a
partir de zéro, on en conclut que la dérivée premiére commence par
croftre, et, par suite, est positive, et de méme la parenthese; ainsi la dif-
férence 8 est positive pour des valeurs positives de u' suffisamment pe-
tites. On reconnaft de la méme maniere que la différence 8 est négative
pour des valeurs négatives tres-petites de w', ce qu’on voit d'ailleurs di-

rectement; ainsi les deux branches infinies sont situées par rapport a l'a-
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symptote, comme I'indique la figure; il est évident, en outre, que cette
asymptote est coupée parla courbe en un nombre infini de points.
— Exempte IX. Construire la courbe

P=izxzi/ 2»inM- 1.
sin to

Le rayon vecteur reprenant la méme valeur quand w augmente de as,

il suffit de faire varier u de o a > «. Pour que le rayon vecteur soit réel, il

faut que la fraction placée sous le radical soit positive. Le numérateur
change de signe pour les valeurs”~, ~ attribuées a u, le dénominateur

pour les valeurs o et n; en rangeant ces angles par ordre de grandeur

7z 9z
6+ -6-- s

Oil voit que la quantité placée sous le radical est négative de o a | , posi-

v 3 N
tive de - a — , négative de -~p an,
positive de » a 2tt; on obtiendra

donc toute la courbe, en faisant va-
rier to de ™ a et de it a air. On
o o

remarque d’ailleurs que, les valeurs
supplémentaires de toreproduisant
les mémes valeurs de [J, la courbe
est symétrique par rapport a la
perpendiculaire OY & I’'axe polaire
0 X (fig. a56).
Du pole comme centre, avec un rayon égal a l'unité, décrivons un cer-

cle, ce cercle divisera en deux parties égales chacune des cordes qui pas-
sent par le centre; quand to varie de ~ a ~,la valeur duradical, que nous

désignerons par p,, en posant p= 7+ p,, croit de o & i, ce qui donne les

deux arcs AB et AO, qui se raccordent au point A, tangentiellement a la

droite OA; I’'arc AO est tangent au point 0 a la droite OY. En faisant va-
5 7T

rier to de - & — , on obtiendra I'arc BA'O symétrique de BAO, par rapport

a la droite OY.

Quand to varie de na — ; p( décroitde» a "3; ce qui donne les deux

3
branches infinies EF et CD; en faisant varier to de — ™ air,on obtiendra les
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deux branches FE', DC', symétriques des précédentes; ces branches infi-
nies sont asymptotes a I'axe polaire.

388 — Remarque. La distance variable MK d'un point M
d’une branche infinie (fig. 2S1) a la direction OL, pour laquelle
p devient infini, a pour expression

rh psin (10— a);
quand g s'approche de a, le premier facteur croft indéfiniment
et le second tend vers zéro. Dans les exemples précédents , on
a pu découvrir sans peine ce que devient ce produit pour des
valeurs de « voisines de a; lorsque la difficulté est plus grande,
on a recours a une autre méthode.

Appelons g la perpendiculaire abaissée du pdle sur I'asymp-
tote, on a, abstraction faite du signe,

/= limpsin(w— ),
et, par suite,
q lim sm(w — a) % war
La limite du premier rapport est égale a I'unité. Si I’on consi-
dere i comme une fonction de w, le numérateur du second rap-

port est I'accroissement qu’éprouve cette fraction quand I'angle
polaire passe de la valeura a la valeurw; la limite de ce second

rapport est donc ia dérivée doy et l'ona
|=Q'peur’«= «.
Ordinairement la valeur de p se présente sous la forme

p= le dénominateur s’annulant pour w=a, tandis que le

numérateur conserve une valeur finie différente de zéro. Onen
déduit la dérivée

/iV. FMMf(M-fN F (M

woo F'H
qui se réduit pour w= a. On arrive ainsi a la formule
W FW
g=m

qui est tres-commode dans la pratique.
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EXERCICES.

i° Trouver le lieu du sommet d'une parabole variable qui a un foyer fixe
et qui touche une conique du méme foyer (limagon de Pascal).

2° Le sommet O d'un triangle variable AOB est fixe, le sommet B glisse
sur une droite OX; on demande le lieu décrit par le point de rencontre de
AB avec la perpendiculaire élevée au point O au c6té OA.

3» On donne un point fixe O et une droite fixe OP; on demande le lieu
du sommet Md'un triangle variable MON qui remplit les conditions sui-

vantes : le coté ON a une longueur constante a, le coté NM= a” i enfin
les angles vérifient la relation cos (MON— aOMN)=cosMOP (lemniscate) ;
démontrer que la tangente en un point quelconque M du lieu passe au
centre du cercle circonscrit au triangle qui a donné ce point.

4° Etant donné un triangle "M)B rectangle en O, on circonscrit il ce
triangle une conique variable telle que les normales aux trois points A, O,
B passent par uiwnéme point; on demande un lieu de ce point.

5° Trouver le lieu des foyers des paraboles qui ont une corde commune
et une tangente commune paralléle & celte corde.

6> Trouver le lieu des sommets ou des foyers d'une hyperbole équila-
lére, dont le centre est fixe et qui passe en un point fixe.

7° Trouver le lieu du centre d’'une hyperbole équilatére donnée, as-
sujettie a passer par deux points fixes.

8° On donne un angle droit YOX, et un point fixe P sur la bissectrice
de cet angle ; on demande le lieu du pied de la perpendiculaire abaissée
du point P sur une sécante variable qui intercepte dans I'angle un triangle
dont l'aire est constante.

9° En un point quelconque M d’une parabole on mene la normale que
I'on prolonge jusqu’au point N ou elle rencontre I'axe; on demande le lieu
du point de rencontre de la tangente en Ma la courbe avec la perpendicu-
laire & I'axe au point N.

io° On remplace la parabole du probléme précédent par une hyper-
bole ; ou prend le point N sur I'un des deux axes de la courbe ; trouver
le lieu.

ii* Une parabole tourne autour de son foyer; on demande le lieu des
points de contact des tangentes menées parallélement a une droite donnée.

1a0 Trouver le lieu du point milieu d’'une corde normale a une hyper-
bole donnée.

i3° Etant donnée une ellipse, le centre d’'un cercle de rayon constant
parcourt un diametre de I'ellipse; trouver le lieu des points de concours
des sécantes communes au cercle et a I'ellipse.
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j4° Etant donnée une hyperbole équilatére, le centre d'un cercle, qui
passe constamment par le centre de I'hyperbole, décrit une asymptote;
trouver le Heu des points de concours des sécantes communes.

i 5° Lieu des points de contact des tangentes menées d'un point donné
aux cercles qui touchent une droite donnée en un point donné.

i6° Lieu des points de contact des tangentes menées d'un point donné

aux cercles qui passent par un point donné et 'qui touchent une droite
donnée.

170 Trouver le lieu des milieux des cordes inscrites dans une hyperbole
donnée et tangentes a un cercle concentrique a I’hyperbole.
18* Construire les lieux représentés par les égquations

y4—a* 4- aax*!/ — o, on-t-y4d— aay— ibxy = o,
(X" +y*)*— 60oxyd— aga:3-+~ 2aIXiNP, Y= a 6 (X— c)m
x4+ yA— 3a3— 4% = °, X3Bf-y— X=0,
y4— x1— ThXyl-|- 2a23= o, y* — XK— X*Y*mmix—a,
y4— @4— 93asya+ iooaXr= o, IXP— y3t-(y—x)!=;0.
19° Construire les courbes représentées par les équations
. S - - 1
2siny—sinaj=o, sinxsiny=-,
a° sin X*
y~x"' V==~1T" y==xX’ xV=yXx-
ao» Construire les courbes représentées par les équations

sinto ) /sin 310
acosto— 1 y costo’

p*cos to— ap sin -(- 08'UE—0, prcosto— 4psin « — tang a—-o,

li— 2cos10
p=COStox 4V/ ...................

sinto

CHAPITRE V

De la similitude.

38 ®— Nous rappellerons d’abord la définition de deux
figures homothétiques.
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Soit un systéme quelconque de points A, B, C,... (fig. 257),
situés dans un plan; ces
points pouvant étre isolés
les uns des autres, ou for-
mer des lignes continues:
d’'un point O, pris arbi-
trairement dans le plan,
menons aux différents
points du systéme des
rayons OA, OB, OC,... et
prenons sur ces rayons des
points A/,B',G/,... tels que
I'on ait
OA_OB_OC_ ...
OA'" O0B' O0C7 '
systeme des points ainsi
obtenus est dit semblable
au systéme proposé et sera-

blablement placé.

Si les points A', B;, C',... étaient pris sur les prolongements
des rayons vecteurs en sens inverse, les deux systémes seraient
semblables et inversement placés. Par une rotation de 180 degrés
autour du point O, le second systéme coincidera avec.un des
systemes semblables et semblablement placés (fig. 258).

Pour abréger le langage, M. Cliasles a désigné cette simi-
litude de forme et de position par le nom A’homothétie, directe
dans le premier cas, inverse dans le second. Le point O est dit
centre de similitude ou d’homothétie des deux systemes, le
nombre Iest le rapport de similitude, et on appelle points ho-
mologues les points A et A’ placés sur un méme rayon. Si I'on
fait varier le rapport k de o a0 et aussi la position du centre
O de similitude, on obtient tous les systemes homothétiques
au systéme proposé.

Un systeme est semblable a un systeme donné, lorsqu’il est
égal a I'un des systemes homothétiques au systeme donné.

3 90— Onsaitque I'on obtient toutes les courbes homothé-
tiques a une courbe donnée S avec un seul centre de similitude
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0, pris a volonté dans son plan. Considérons maintenant quel-
ques exemples :
i° Lacourbe Sestun cercle. Sil’'on prend le centre du cercle
pour centre de similitude, la seconde courbe sera un cercle,
dont le rayon pourra avoir telle grandeur que I’'on voudra.
2° Lacourbe Sest une parabole (fig. 25g). La courbe étant
rapportée a son axe et a la tangente au
sommet, les coordonnées x et y d'un point
quelconque M de cette courbe vérifient I'é-
quation y*-=2px. Si I'on prend le sommet
pour centre de similitude et que I'on appelle
x let y/ les coordonnées du point homothétique
M', on aura X Y = 'anr].: K, d’od x —Kx",
X'y oM
y = la courbe homothétique est représentée par I’équation

yll= ~ x'; c’est une parabole, dont le paramétre peut avoir

telle grandeur que I'on voudra, a cause du rapport arbitraire

k; on en conclut que deux paraboles quelconques sont sem-
blables.

3° Lacourbe Sest I'ellipse — -+p = i.Sil'on prend le cen-

tre de la com be pour centre de similitude, la courbe homotlié-
tique, représentée par I'équation

X2 5 i

A

o,t+
est une ellipse, dont les axes peuvent avoir des valeurs quel-
conques proportionnelles a celles des axes de la premiere el-
lipse. On en conclut que deux ellipses sont semblables lorsque
leurs axes sont proportionnels.
Le méme théoréme alieu pour I’hyperbole.
4° La courbeS est la spirale logarithmique p=aenf. Quand
on prend le p6le pour centre de similitude, les courbes homo-
thétiques ont pour équation p= T/b-) ; si I’on pose kz=ent, celle
équation devient p=:aenfu_ai; elle représente la spirale pro-
posée, que I'on a fait tourner de I'angle a autour du péle. Il en
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resuite qué la seule courbe semblable] a une spirale loga-
rithmique est cette spirale elle-méme; & un point M de la
courbe correspond un autre point M de la méme courbe, et
lon peut prendre ce point M a mvolonté, a cause du nombre
arbitraire k.

EQUATION DES COURBES HOMOTHETIQL’ES.

391 — Soit

0) f{x,y)=o

I’équation d'une courbe S. Prenons l'origine pour centre de
similitude et construisons avec le
rapport k une courbe S' homotbé-
tique a la premiere. Si I'on désigne
par x et y les coordonnées d’'un
point quelconque M de la premiére
courbe, par x' el ylcelles du point ho-
mologue M'de la seconde, les trian-
gles semblablesOPM, OTVM' donnent

X_y_ OM_,

x'" v OW
si I'on substitue dans I’équation (i), on al équation
@) f(kx', ky')=o,

qui représente toutes les courbes homolliéliques a la courbe
proposée et ayant l'origine pour centre d’homothétie. Dans
cette équation, on donnera & k une valeur positive lorsque I’ho-
mothétie sera directe, une valeur négative lorsque I’"homothé-
tie sera inverse.

Laissant fixe la courbe S, transportons la courbe S' dans le
plan, de maniére que Torigine Ovienne en O' (p, q), et que les
axes restent paralléles a leurs directions primitives; lacourbe
S' a pour équation, par rapport aux axes O'X'.et 0'Y7,

{{kx1, ky/)=o,
et, par rapport aux axes fixes OX et QY,
©) flk(x—p), k(y — a)]= o.

Dans cette nouvelle position, la courbe S'est homothétique
a lacourbe S ; car les rayons vecteurs menés des points O et O'
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sont paralléles et dars le rapport corstant k. Léquation (3)
represente donc toutes les courbes hormothétiques a lacourte
proposée, guelle ue soit la position ducentre ok similituck.
393 —En mére termps gue nous transportars 1'origine en
0", faisors tourmer les axes ce I'angle a; lacourte S cocupera
alorsure position gueloonoue dars le plan et serasinplenren
senrblable a la proposée. La courte S, rgpportée aux axes mo-
biles & x- et OY, a pour éguation f{kx, ky )= 0, al Noyen
0ks formules ok transformration,
oc/=(x— pP)ossa+ (y—g)sina,
y1 —x—p)sine+ (y—o 0053
les axes étant supposss rectangulaires, on dbtient ’éguation
e la courbe par raoport aux deux axes fixes OXet O, CGlte
équetion represente toutes les courbes senrblables a la pro-
ppose.
393 —Comre goplication, cherchors les condiitions pour
Oue deux courtes du second degre
kxi \-Bxy tG [hayx + BR+F =0,
AR Ry*t-cy ‘*‘W‘*‘Ey -+-F=0,
soient homothétiques. Léquation gérérale des courbes hormo-
thétioues ala premiére courte est (rf 300)
Akix,+Bkixi+Ckig— (Bkig+2\k‘p— Y)k)x— (M ,p-i-2Ckigq— Ek)y
+(\kipi+Bk,pq+Ck2i—ka—Ekq+¥) =0
En identifiant cette éguation avec la seconde, ona
A B C B</-2Ap+5 -Bp-2cCg+!
A B C D ~ E
A+ Ba-Qp—R- 5+
= Y
Lelimination dss trois paranetresp, q, k, entre cesang éoue
tions, donne deux éguiatiors de condition : or, les deux pre-
nieres éguatiors - = ne renfermant pes les parae-
tres a éliminer, sont précisénrent les deux éguations de condii-
tlm m’l‘.,pour que deux courbes du second degré soient homo-
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thétiques, il faut que les coefficients des termes du second degré
soient proportionnels.

394 — 1 reste a examiner si les valeurs des paramétres
P>q, k, sont réelles et finies; on évite cette discussion de la
maniére suivante. Puisque les coefficients des termes du
second degré sont proportionnels, on peut les rendre égaux en
multipliant tous les termes de I’une des équations par un facteur
convenable ; prenons donc les deux équations sous la forme
4) AE'2+ B xy-4-C22-1-D a?+Ey -H-F =0,

(5) Aar+BAE y-t-Cj/'+D"-I-E'y + FNo
Nous distinguerons plusieurs cas suivant le signe de la quantité
B2— 4AC.

i° B"—4AC=0. Les deux lieux sont du genre parabole; si
ces lieux sont effectivement deux paraboles, ils sont certaine-
mentsemblables, puisque toutes les paraboles sont semblables;
de plus, les axes des deux courbes, ayant le méme coefficient

angulaire — sont paralléles, et, par suite, les courbes sont

homothétiques.

2° B2—4AG<o. Les lieux sont du genre ellipse. Si, pour
chaque courbe, on transporte les axes parallelement a eux-
mémes au centre de la courbe, les équations (4) et (5) de-
viennent
®) A#1-f- Bxy -f-Cy*-f-F, = o,
) AX*-\-TSxy -+-Cy*-{-$[ = o.

Les axes des courbes, dont les directions sont déterminées

B

par I’équationt a n g 2 a " (n» 141), sont paralléles; si I’'on

fait tourner les axes des coordonnées de I'angle a, les équations
(6) et (7) se réduisent a la forme
8) Mx’ + Ny*-+-F4= o,
9 M#2-mlNy* + F{= o.
Les coefficients Met N, dont les valeurs sont données par les
relations
M+N = A-t-C, M—N=db"B2-f-(A—C)2
ont le méme signe; pour que les équations (8) et (9) représen-
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tent deux ellipses réelles, il faut que les quantités F,, F', soient
également de méme signe et que, de plus, ce signe soit contraire
au précédent. Lorsque cette condition est remplie, les axes des

deux ellipses ayant le méme rapporty/|p les ellipses sont
homothétiques.

3° B4— AAC>o0. Les deux lieux sont du genre hyperbole.
En faisant les mémes transformations que dans le cas précédent,
on arrive aux équations (8) et (9) dans lesquelles Met N ont des
signes contraires.-Lorsque les quantités F, et F{ sont diffé-
rentes de zéro, chacune des équations représente une hyper-
bole. Si F, et F, ont le méme signe, les axes réels des deux
courbes sont paralléles, et, comme le rapport des axes est le
méme, les courbes sont homothétiques. Lorsque F, et F/ ont
des signes contraires, I'une des hyperboles est semblable a la
conjuguée de l'autre. Dans tous les cas, les deux courbes ont
leurs asymptotes paralléles.

On conclut de ce qui précéde que, lorsque deux équations du
second degré ont les coefficients des termes du second degré pro-
portionnels et représentent deux courbes réelles, ces courbes sont
homothétiques; cependant, quand les courbes sont des hyper-
boles, il peut arriver que I'une soit homothétique a la conjuguée
de l'autre.

EQUATION GENERALE n’UNE ESPECE DE COURBES.

SO S — On appelle courbes de méme espéce les courbes com-
prises dans une méme définition géométrique, et qui ne diffe-
rent les unes des autres que par les valeurs attribuées aux
parametres qui entrent dans la définition générale. L’équation
générale des courbes de I'espéce considérée est une équation
qui, dans un systeme de coordonnées, donne toutes ces cour-
bes, quelle que soit leur position dans le plan, quand on attri-
bue diverses valeurs aux parametres variables qu’elle renferme.
Ainsi, lorsque les axes fixes sont rectangulaires, I’'équation
générale de I'espéce cercle est (x — a)'-h (y— b)*=ri. Cette
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équation renferme trois parametres variables, savoir le rayon r

les deux coordonnées du centre a et b.

Souvent on cherche d’abord I’équation de lacourbe par rap-
port a des axes particuliers que I'on choisit de maniere a sim-
plifier le calcul; alors, pour obtenir I’équation générale, on la
rapporte ades axes fixes par une transformation de coordonnées.

On a défini la lemniscate le lieu des points lels que le produit des dis-
tances de chacun d’eux a deux points F et F' soit égal au carré de la moitié
‘le la droite F F (fig. a6i). Si I'on prend pour origine le milieu 0' de la
droite FF, pour axes des coordonnées O'F et une perpendiculaire a O'F,
et si I'on désigne par -iCla dislance F F, la courbe, rapportée & ces axes
paiticuliers variables, est représentée par I'éguation (n» 339)

(X"*—2y )*~4- 305[y'l— x,]) = o.
On rapporle ensuite la courbe
aux axes fixes rectangulaires OX,
OY, au moyen des formules de
transformation
x'= (x —a)cosa+ (j/— 6)sina,
y'=—(x—a)sinat+{y'—6)cosa.
dans lesquelles a et 6 désignent
les coordonnées du point 0' par
rapport aux axes fixes et a de I'angle de la droite O'F avec OX. On arrivera
ainsi & une équation
F (X,y,C,a, b,a) =o
renfermant quatre parametres arbitraires, et qui représente toutes les lem-
niscates ; c’est I'équation générale de I'espéce.

L’équation générale d'une espéce de courbes, par rapporta
des axes fixes, contient trois parameétres de plus que I'équation
des mémes courbes rapportées a des axes liés aux courbes
d’'une maniéere déterminée. Soit n le nombre total des para-
métres, on pourra toujours remplacer ce systéme de parameétres
par un autre systéme, tel que les variations de trois d’entre
eux ne fassent que déplacer la courbe dans son plan, tandis
gue les variations des n—3 antres changent sa forme ou ses
dimensions.

396 — Le nombre des points, et, en général, le nombre des
conditions nécessaires pour déterminer complétement une
courbe d’espece donnée, est égal au nombre des parametres
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arbitraires que renferme I'éouation gérérale de I'espece. Les
remarques faites, a propos ces courbes du second cegre
(P 281), sur les condiitions ultiples, sont ici gpplicables. Tou
tefois, il inorte ck s'assurer préalablenrent oLe les paraetres
oui entrent dars I’équition ne peuvent étre réduits aun nonore
moindre.

Considérons, par exemple, le lieu des points tels que le rapport de leurs
distances & deux points fixes, dont nous désignerons les coordonnées par
(a, b), (@, b"), soit constant et égal a k. Ce lieu, qui a pour équation
(1) @—a)+ (X—6)—Jr[a—a’)t4-(y—6]= 0,
est une circonférence de cercle. L’équation (1) renferme cing paramétres ;
mais si I'on développe et si I’on ordonne, elle devient

e a—ka  bkV  a+ b—K\a,+b")

Trois des coefficients seulement renferment les parameétres ; si on les re-
présente par A, B, C, I'’équation (a) prend la forme

3) yafAzxe+By+C —o.

Trois points suffisent pour déterminer les coefficients A, B, C, et, par
conséquent, la circonférence. Si I'on veut ensuite obtenir @ b, &', B\K,
on aura un systéme de trois équations a cing inconnues ; il y aura indéter-
mination, et deux des inconnues pourront étre prises a volonté ; ceci signi-
fie que, jpour une méme circonférence, on peut trouver une infinité de
couples de deux points tels que le rapport des distances de chacun des
points de la circonférence a ces deux points fixes soit constant.

307 —Ladéfinition géonrétrigue d’une espéce de courtes
indioue elle-ménre le nonbre des paraetres arbitraires ge
renfermre son équation gérérale. LadEfinition du cercle exige
la comnaissance du centre, dont la position est déterminée par
Ses deux coordonnés, et celle du rayon, entout trois constantes
ou pararretres arbitraires. La définition ce la lenmiscate exige
la comaissance de deux points fixes, ce qui fait quetre con-
stantes; pour I’ellipse, conmre il faut conneitre en outre la
son'e ks rayors vecteurs, la courte dépend ce cing para
netres. Dars la définition ce la spirale d’/Archinede entrent
Lhpdle, ce qui fait deux constantes, la position ce la droite a
I'irstant ol le nobile pesse au pdle, et un ragpont, en tout
quetre constantes.
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398 —Uhpolyndne entier du degré ni par rapport aux
ceux variades x et y contient (m+1HMt+ £) termes; onen

condlut quril faut i OUm(™ 2 points pour

définir une courte algébrique dudegré m Parexenyle, il faut
9 points pour cEfinir ure courloe dutroisiene degré, 14 points
pour cEfinir une courtee du quiatriene cegré.

Dapres cela, onvoit gue toute éguation du troisieme degré
peut s rettre sous la forme
(4) ata2a3— kfi-y=o,
avaxe®  disignant des forctions entieres et du premier
degré, et « un paranetre arbitraire ; car cette équation contient
orze paranetres arbitraires ; on peut méne prendre a volonté
I'une des cing forctions linéaires, puisqu'il reste encore neuf
paranttres. Les trois droites at=0, =0, a,=0 sont tan+
gentes a la.courtoe aux points o elles sont coupées par la droite
P=0; et les points ou ces tangentes sont coupées par ladroite
Y=0 gppartierentass alacourte. Enprenant pavolonte,
onalethéorarme suivant : sil’on coupe une courte du troisiee
degré par ure droite gueloongue ¢=0, quiaux trois points
dintersection onnmere les tangentes ala couroe, chacune des
tangentes coye la courbe en un nouveal poirt, et ces trois
fpoints sont en ligne droite. En prenanty a volonté, on a cet
autre théoreme - si I’on coupe Une: courte du troisiene degré
[ar ure droitey—o, S par diecun des points diintersection
on mere destangentes ala courte, les points de contact ck ces

sont trois a trois en ligne droite.

Suposors queladroite G=d séloigne al'infini, les trois tan-
gentes 8= 0, 8 =0, a3=o awot pour limites les trois
asynptotes ok la courbe; dhacune de ces asynmptates coue la
oourte en unseul poirt, et ces trais points sonten ligne droite.

Léquation
6) ada—{E=o,
qui renferme neuf pararetres arbitraires, represente touteS res
courbes du troisiéne degré. Les trois points ol ladroite =0
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rencontre la courte sont dks paints dinflexion; les tangentes
en css points sontles droites a,=0, a=0, a=o0.

Qn peut encore représenter toutes les courtoes du troisiene
degré par I’éguation
(6) a@— ay) (a— 6y)—
oui renferme aussi neuf paranetres arbitraires. La droite y=0
est latangente au point dinflexion (a=0, y = o), les trois tar+
geNntes a— o, a—ay=0, a—by=o0 aK points ou la droite
6=0 ocoue la courbe, pessent par ce point dinfledon. En
prerant la perspective sur un plan on peut rejeter a linfini
telle droite gue I'on veut, par exenyle la tangente y =0 au
point dinflexion; il suffit de faire y=i dars I"équation qui s
réoLiit & la formre a(a—a)(a—v)—«s3 o ; si F'on prend pour
ae dsx ladroite =0 et pour e desy la droite a=0, an
obt;{ec’rmsgré?cpatiavqezx(a;—a)(x— b) OLE NOLS avors étuciiée
au :

39|9—Ta1eé(113tideq,atriérre Cegré peut étre mise
sos la
9 désignant un polyndre du second degré ; car cette éouation
contient 16 paraetres; on peut méne prendre p a volonté,
puisauil reste 14paranetres. Airsi, guand on coupe une courte
du quetrierre degré par ure droite quelcongue P=o0, quiaux
Quetre points d'intersection on Mene des tangentes, et gu'on
prend les deux autres points ol chague tangente rencontre la
courbe, on a huit points Situés sur une conigue 9= o.

Ure courbe du quatrieme degré a guatre asyntotes ; cha-
cure delles coupe la courle en deux points; les huit points
SOt SUr UNe ConigLE.

CONDITIONS DE SIMILITUDE DE DEUX FIGURES.
m400 —Corsicirons une rie de courtes e méne espece,
cbrs ladifinition desquelles il nentre qu'un paraetre lingaire
A dont nous désignerorns la mesure par a, et soit
(1) f(x,y,a)—o
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I'équation qui représente toutes ces courbes, abstraction faite
de leur position dans le plan. Si I'équation (i) a été obtenue
sans spécifier I'unité linéaire, elle est nécessairement homogéne
par rapport a x, y, a. Quand on change le parametre linéaire
A, ce qui revient, I'unité restant la méme, a faire varier le
nombre a, I'équation (i) définit une série de courbes homothé-
tiques. En effet, soit AOun parameétre ayant pour mesure a0; a
ce parametre correspond la courbe particuliere

(&) f[x,y,aQ=o.

Les courbes homothétiques & la courbe (2), I'origine étant le
centre d’homothétie et k un rapport arbitraire, sont représen-
tées par I’équation (n° 3¢)i)

) f(kx,ky,aQ = o.

Désignons par At un second parameétre ayant pour mesure un
nombre a, tel que 7= k, I'équation (3) pourra s’écrire
i

f{kx, ky, kal) =k nf(x,y, at)=0.

@) ou f(x,y, at)=0,
ce qui signifie que les courbes homothétiques a la courbe (2)
sont les diverses courbes que I'on obtient en faisant varier le
parameétre A.

401 — En général, supposons qu’il faille n paramétres li-
néaires A, B,... pour définir toutes les courbes d’une méme
espece, abstraction faite de leur position dans le plan ; désignons

par a, 6, c,... les mesures de ces parameétres au moyen d’'une
unité arbitraire ; I’équation des courbes de I’'espéce
® f(x,y,a6,.)=0

sera homogéne par rapport a x, y, a,b... Les courbes définies
par I’équation (5) et qui correspondent a deux séries de para-
metres proportionnels AQ BQ... et A, B,... sont homothéti-
ques; car, si I’on désigne par k le rapport des parameétres

- = A

® M
les courbes homothétiques a la courbe

f(x, y,aQ...bg...)=o0
GEOM. AHALYT. 24
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sont représentées par I'équation

f(kx,ky, kat,kb,,...)=fr>f{x,y, «,&,...)=0,
ou f(x,y,ai,bi,...)=z0.

Il résulte e ce qui précece e, lorsaue la courbe, astrac-
tion faite de sa position dars le plan, est définie par une seule
longueur, toutes les courtoes de 'espece sont serblables. Airsi,
le cercle étant d&fini par son rayon, la paraole par ladistance
dufoer a la directrice, la lenmiscate par la distance des
foyers, la spirale dArchinrede par la longueur que parcourt le
nohile sur la droite pendant une r&volution ck cette droite,
toutes les circonférences sont senblables, et ce méne toutes
les paraoles, toutes les lermiscates, etc.

Lellipse étant définie par les deux axes, la condition ce si-
milituce de deux ellipses est que 0es axes soient proportion:
rels, comme nous 'avons ddjareconnu au m»30. Il enest ce
rrérrecbobw(mperbda

CHAPITRE VI
Résolution graphique des équations.

4 0 2 —Corsickrons deux éguations a deux INCoNNUES x ety
(]) <f(x,y)=o, (Z) ~x,y)=o0;
chacure dielles céfinit ure courte. Au systarre de aes deux
equations, on peult sutstitLer ure infinité ce systenes éouiver
lents ; prenons en particulier un systerre
®) yS«y)=o, O] f(x)=o
dars lequel I’'ure des équiations ne contienre plus lavariadley,
systerre gue I'on datient en éliminant y entre les deux équar
tions proposées. Lesracines rédlles ce I’équiation (4) sont les abos-
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cissesdes points communs aux courbes (i) et (2). Cependant, si
le systtme des équations (3) et (4) était vérifié par une couple
de valeurs de la forme x=a, y=p+Y*\ dans lesquelles les
quantités a, p, y sont réelles, cesvaleurs vérifieraient le systéme
des équations (1) et (2) ; mais la quantité a ne serait pas I'ab-
scisse d’'un point réel commun aux deux courbes. L’exception
que nous venons de signaler neseprésente jamais lorsque I'équa-
I'onX (x>y)=o0 est une équation algébrique ne renfermant la
variable y qu’au premier degré.

Lorsqu’on veut résoudre une équation f (xX) = o a une seule
inconnue, on peutchoisir d’'une infinité de maniéres différentes
les courbes déterminées par les équations (1) et (2). La seule
condition a remplir, c’est que I’élimination de y entre les équa-
tions (1) et (2) donne I'équation proposée. Une premieére com-
binaison esly=f(x),y=0, ce qui revient a considérer les va-
leurs de I'inconnue comme les abscisses des points de rencontre
de la courbe y = f (x) et de I'axe des x. Cette combinaison est
rarementlaplus simple. On démontre en algébre que sil’on éli-
mine une inconnue y entre deux équations algébriques a deux
inconnues dont les degrés sont metn, I’équation en a; est géné-
ralement du degré mn. Par conséquent, sil’équation proposée
est algébrique et que I'on veuille obtenir ses racines par des
intersections de courbes algébriques, le produit des degrés des
équations des deux courbes devra étre égal au degré de I'équa-
tion a résoudre.Appliquons cette méthode ala résolution de I'é-
quation du quatriéeme degré.

403 — L’équation du quatrieme degré se raméne aisément
a la forme

®5) X', -+-pxi-hgx-}-r=o0;

on peut la considérer comme provenant de I’élimination de y
entre les deux équations du second degré

6) xt— my= o, (7) mty'-\-pmy-i-gx-hr=o0)
qui définissent chacune une parabole. L’équation (6) ne ren-

fermant y qu’au premier degré, toutes les racines réelles de

I’équation () sont des abscisses des points réels communs aux
deux courbes.
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On peut remplacer la parabole (7) par une autre courbe du
second degré passant par les points communs aux courbes
(6) et (7). L’équation générale des courbes du second degré sa-
tisfaisant a cette condition (n° 275) est

® kx't-\-miyl+gx+m {p—k)y+r=o,

/cétant un parameétre arbitraire. Sil’on prend k=m'i, la courbe
(8) ne pourra étre qu’une circonférence de cercle; on obtient les
coordonnées a et &du centre et le rayon R de cette circonfé-
rence par les formules

(©) a=-4guf’ AN R*=a'+62- -.

Lorsque la valeur de R* est positive, I'équation (8) représente
un cercle réel, et les racines réelles de I’équation (5) sont les
abscisses des points de rencontre de ce cercle et de la parabole
(6). Lorsque la valeur de R* est négative, I'équation (8) n’ayant
pas de solutions réelles (M®85), il en est de méme du systéme
des équations (6) et (7), ou du systeme équivalent des équations
(5) et (6); les quatre racines de I’équation proposée sont ima-
ginaires.

4 0 4 —Considérons maintenant I’équation du troisieme de-
gré ramenée a la forme

X3-+-pX+ gq= o.

Si I’on multiplie par x, ce qui introduit la racine x — o, dont
on ne tiendra pas compte, on obtient I’équation du quatriéme
degré x',-+-px2hgx=o0, a laquelle ou appliquera la méthode
précédente. La valeur de R’ étant ici égale a a2-1-6* est toujours
positive. Le cercle et la parabole passent a I'origine des coor-
données ; I’abscisse de ce point est la racine x — 0, que I'on doit
écarter.

La méme parabole x1—m y =0 peut servir pour la résolu-
tion de toutes les équations du troisieme ou du quatriéme
degré; le cercle seul change suivant lesvaleurs des coefficients
de I’équation proposée. Cette méthode ne peut étre employée
avec avantage que lorsque I'on doit résoudre successivement
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Ui grand nombre d’équations; alors on trace avec beaucoup de
soinune parabole ayant un parametre arbitraire; et, dans cha-

que exemple particulier , il ne reste plus qu’a déterminer le
cercle.
405 — Lorsque l'inconnue x est une ligne, et que I'unité

n a pas été spécifiée, I’équation f(x) = o est une équation ho-
uiogene entre I'inconnue x et diverses lignes connues. Dans le
cas ou I’équation est du quatrieme degré, si les coefficients p,

f sont des fonctions rationnelles , ou des fonctions irration-
nelles du second degré des longueurs données, en prenant
pour le parametre m de la parabole une longueur arbitraire,
on pourra construire, avec la regle et le compas, les coordon-
nées du centre et le rayon du cercle.

Mais si I'’équation est une équation numeérique, c’est-a-
dire si les coefficients sont des nombres donnés, on pren-
dra pour m un nombre déterminé; on fera, par exemple,
i» =i, etl'on construira la parabole et le cercle a lI’'aide d'une
échelle arbitraire; I’abscisse de |'un des points de rencontre,
évaluée a la méme échelle, donnera la valeur du nombre in-
connu Xx.

On sait que la résolution de deux équations du second degré
a deux inconnues x et?/,ou la recherche des points «'intersec-
tion de deux courbes du second degré, se ramene a la résolu-
tion d’une équation du quatriéme degré a une inconnue. Cette
résolution pourra donc étre effectuée a I'aide d’une parabole
déterminée et d’un cercle. Cependant, si I'une des courbes du
second degré est déja tracée, on pourra I'employer avec le
cercle.

406 —exempie I. Mener une normale aune parabole;/2— ipX == O par
un point donné P dont les coordonnées sont X, et y,. Les coordonnées
X et y du pied de la normale sont déterminées par le systétme de deux
équations

y*—aP*= °> xy— (Xi—p)y —pyi= o.

Si I'on multiplie tous les termes de la derniére par y, et si I'on rem-
. ) Y.
place y* par ipX, on a une nouvelle parabole X* — (X,—p)X-—--——= o ;

en ajoutant membre @ membre les équations des deux paraboles, on obtient
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le cercle x*+y’ (**+ ?) X ~~~ —o0. Les points ou ce cercle coupe
la parabole proposée sont les pieds des normales (n» 306).

407 — Exemple Il. Résoudre I'équation numérique x3— ae —5=o .
Au moyen d’une échelle
bien faite construisons
la parabole x2=y; dé-
crivons 1é cercle dont le
centre C a pour coor-
données a= -» b= ->

2 a
et qui passe a l'origine ;
ce cercle coupe la para-
bole en un seul point M,
donc I’ équation proposée
n’a qu'une racine réelle,
I’abscisse OP du point M.

En mesurant cette longueur au moyen de I'échelle employée, on trouve

X= a,09.
Exemple 1ll. Résoudre I'équation x’'— 5x + i=o0 . Décrivons le cercle

dont le centre C a pour coordonnées o= — \ » b= 3, et qui passe par I'o-

rigine;cecerclecoupe la
parabole, en troispoints;
on en conclut que I'é-
quation asestroisracines
réelles; en mesurant les
abscisses, on trouve que
les deux racines positives
sont o, ao et a, i3 a un
centiéme pres.
408 — Exemple IV.
Considérons I'équation
transcendante ®etanga=i.
Celte équation résulte
de I'élimination de Yy
entre les deux équations y=tangx, Xy =1i. La premiére représente
une courbe composée d’'une infinité de branches égales’qui ont des asymp-
totes perpendiculaires & I’axe des X; la seconde une hyperbole équilatére.

Il est évident que la branche de droite de I'"hyperbole rencontre au moms
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me fois chacune des branches OA, B'A"',... de la courbe transcendante;
d ailleurs, il n'y a sur chaque branche qu’un seul point de rencontre ;
car lorsque x varie, les ordonnées des deux courbes varient en sens
contraires : si ces ordonnées sont égales pour une certaine valeur de X,
elles sont nécessairement inégales pour toute valeur différente. Les racines
de 1équation sont deux a deux égales et de signes contraires; il y a une

37T
premiére racine positive comprise entre o e t-, une seconde entre n

une troisiéme (ane a* et—l ,etc.,... ; le nombre des racines est infini. En

appelant xn le niim* racine, la différence entre xn et (n — i)n est trés-petite
lorsque n est trés-grand. La courbe donne, pour valeur de la premiére

racine 0,86, a un centiéme pres.

On pourrait aussi se servir des deux équations t/= tang »* — xj, y=X,

et, en posant® — x = x‘, y= tangx', y =" — xf. L’hyperbole serait
remplacée par une ligne droite.

4009 — Remarques. LESprocédés graphiques que nous v
nons d’'indiquer ne donnent pas les valeurs des inconnues
avec une bien grande précision; on ne doit pas espérer une
approximation plus grande que un centieme de la racine.

On se sert quelquefois de deux courbes tracées grossiére-
ment pour déterminer le nombre des racines réelles d'une
équation. Or, tant que I'on n’a pas étudié avec soin la forme
des deux courbes, on ne peut déduire aucune conclusion ri-
goureuse de cette construction. En général, la discussion des
courbes etla détermination de leurs points de rencontre pré-
sentent les mémes difficultés que la question proposée.

FIN DE LA GEOMETRIE PLANE.



GEOMETRIE DANS L’ESPACE

LIVRE V

CHAPITRE |1

Des coordonnées.

On détermine la position d’'un point dans I’espace au moyen
de (rois quantités que I’'on nomme les coordonnées du point.

COORDONNEES  RECTILIGNES.

410 — Soient XOY, YOZ, ZOX (fig. 264) trois plans fixes,
qui se coupent deux a deux suivant les droites X7X, Y'Y, D1
trois plans mobiles MD, ME,

MF, paralléles a ces plans fixes,

déterminent par leur intersec-

tion un point M de I'espace ; la

position de chaque plan mobile

est donnée par sa distance au

plan fixe auquel il est paralléle,

distance comptée parallelement

a l'intersection des deux autres

plans fixes. Les trois distances

OD, OE, OF, qui déterminent la position des plans mo-
biles, distances affectées du signe -+~ ou du signe —, sui-
vant qu’elles sont portées dans les directions OX, 0¥, OZ, ou
dans les directions opposées OX7, OY7, OZ', sont les trois coor-
données rectilignes du point M; on les désigne ordinairement
par les lettres x, y, z. Par leurs rencontres mutuelles,les trois



DES COORDONNEES. 377

plans fixes forment huit angles triédres, et I’on obtient tous les
points de I’espace en faisant varier x, y, zde — <a -+« .

Les plans mobiles forment avec les plans fixes un paralléli-
pipéde ayant pour arétes des longueurs égales aux valeurs ab-
solues des coordonnées du point M; les points A,B, C sont les
projections du point M sur chacun des plans fixes, paralléle-
ment & l'intersection des deux autres; I'un d’eux, A par
exemple, a pour coordonnées, relativement aux axes OY, OZ,
deux des coordonnées y et z du point M. Les points D, E, F sont
les projections du point M sur chacun des trois axes OX, QOY,
OZ, parallélement au plan des deux autres; de sorte que les
lettres x, y, z désignent les projections du rayon OM (parcouru
de O en M) sur les axes des coordonnées, pourvu que I'on re-
garde les projections comme positives lorsqu’elles sontcomp-
tées sur les directions OX, OY, OZ, comme négatives dans le
cas contraire.

Ordinairement les trois plans fixes, et, par suite, les trois
axes, sont rectangulaires deux a deux; alors le parallélipipede
est rectangle, et les projections sont orthogonales.

COORDONNEES POLAIRES.

411 — Soient encore trois axes
rectangulaires OX, OY, OZ(fig. a65);
la position du point M pourrait étre
déterminée par la longueur p du
rayon vecteur OM, I'angle 0 que fait
ce rayon vecteur avec l'axe OZ, et
enfin I'angle  du plan ZOM avec
le plan fixe ZOX. Si ON est la pro-
jection de OMsur le plan XQOY, I'an-
gle XON mesure l'angle diédre

on le compte dans un sens convenu, par exemple, en tournant
de OX vers OY.

REPRESENTATION DES SURFACES PAR DES EQUATIONS.

412 — Considérons une surface quelconque dans I’eupace.
Par un point O, menons trois axes fixes OX, OY, OZ (fig. 266);
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dans le plan XOY prenons un point P arbitraire, et, par ce

point, menons une paralléle PM a I'axe OZ jusqu’a sa rencontre

avec la surface au point M; la

longueur de I'ordonnée PM est

parfaitement déterminée. Quand

le point P se déplace dans le plan

XOY, I'ordonnée PM varie; mais

puisque le point P se déplace

d’'une maniére arbitraire dans le

plan, ses coordonnées x et y sont

deux variables indépendantes ; il

en résulte que I'ordonnée z d'un

point Mde la surface est une fonction des deux autres coor-

données a; et y considérées comme deux variables indépen-

dantes. On congoit que I'on puisse, de la définition géométri-

qgue de la surface, déduire une équation entre x, y, z, servant

a définir la fonction z de a; et de y. Cette équation s’appelle I'é-
guation de la surface.

413 — Supposons réciproquement que I'on donne une

équation f (x, y, z) = o entre trois variables; chaque systéeme

de valeurs réelles qui satisfont a cette équation détermine un
point de I'espace; I'’ensemble de toutes les solutions réelles
constitue un systeme de points qui forme, en général, une sur-
face. En effet, considérons d’abord le cas ou I'équation, ne ren-
fermant qu’une seule des coordonnées, 2 par exemple, est de
la forme z = c. Puisque les coordonnées * ety sont arbitrai-
res, par un point P quelconque du plan XOY on ménera une
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ordonnée constante PM (fig. 267); le lieu des points Mest évi-
demment un plan paralléle au plan XOY. Supposons mainte-
nant que I'équation renferme deux coordonnées, a; ety par
exemple. L’équation f[x,y) =0, dans le plan XQOY, représente
en général une ligne AB (fig. 268). Par un point quelconque
de cette ligne, menons une parallele PM a Taxe OZ; puisque
I'ordonnée z, qui n'entre pas dans I'équation, est arbitraire,
les coordonnées de tous les points de la droite PM satisfont a
I’équation. Donc I’équation f [x,y) — o représente dans I'espace
un cylindre paralléle al’axe OZ. 1l peut arriver que I'équation
représente dans le plan un ou plusieurs points isolés; dans ce
cas, elle représentera dans I’espace une ou plusieurs droites.

Considérons enfin une équation f(x, y, z)=o0 entre les trois

coordonnées. A une distance
arbitraire OC = ¢, menons un
plan ACB paralléle au plan XOY
(fig. 269) ; les coordonnées x ety
de tous les points du lieu situés
dans ce plan doivent satisfaire a
I’équation f(x,y,c)=o0; or, celte
équation représente dans le plan
ACB une ligne AB. Si I’on donne
a z une valeur clvoisine de c,
on aura dans le plan A'C'B' une
seconde ligne A'B' qui différera trés-peu de la précédente. En
général, quand z varie d’une maniére continue entre certaines
limites, on a une série continue de lignes, lesquelles forment
une surface.

Par cette méthode, non-seulement on démontre I'existence
de la surface, mais encore on se fait une idée assez exacte de
sa forme, a l'aide d’'une série de coupes paralleles que I'on
représente par leurs projections sur I'un des plans des coor-
données.

REPRESENTATION DES LIGNES.

414 — une ligne dans l'espace peut étre regardée comme
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I'intersection de deux surfaces; on représentera donccette ligne
par un systeme de deux équations simultanées

(0 f[x,y,z)=o0, fl(x,y)z)=zo0.

Le systeme (i) peut étre remplacé par une infinité d’autres

équivalents, par exemple par le suivant

f=o, f— A/,=o0,
dans lequel k désigne une constante quelconque, c’est-a-dire
que la surface f — kf{— o passe, quelle que soit k, par la ligne
d’intersection des deux premiéres. Si, entre les deux équa-
tions (j), on élimine successivement x et y, on aura deux
équations
(a) ?2(*,*)=o, z)=o0
qui représentent les deux cylindres projetants de la ligne sur
le plan des xz, et sur celui desyz. Ces deux cylindres, par leur
intersection, déterminent la ligne, a la condition de combiner
entre eux d’une maniere convenable les points des deux
courbes planes, projections de la courbe proposée.

En effet, si I'on mene un plan X'O'X' paralléle au plan des
xy, les traces OX', O'Y' de ce plan coupent les courbes projec-
tions en plusieurs points; en combinant ces points deux a
deux d'une maniere quelconque, on n’a pas les projections
d’un point de la courbe de I’espace. Pour expliquer ceci par un
exemple bien simple, considérons une ellipse dans I’espace; ses
projections sur les deux plans XOZ, YOZ sont aussi des el-
lipses; les droites OX', 07" rencontrent chacune d’elles en
deux points, ce qui donne quatre combinaisons, dont deux
seulement sont admissibles, parce que le plan X O Y7 ne coupe
gu’en deux points I'ellipse proposée.

On se rend aisément compte de ce fait général. Lorsqu’on
élimine y entre les deux équations (1), on obtient un systéme
o(x, -)—o, F(x,y,z)=0, équivalent au systeme proposé; de
méme I'élimination de y entre les équations donne un nou-
veau systeme ~(y, z)= o, F,(x, y, z)= o équivalent au
systeme proposé; il n’en résulte pasen général que le systeme
des équations (a) soit équivalent au systeme des équa-
tions ().
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La représentation des figures dans I'espace par des symboles
algébriques permet d’étendre aux figures a trois dimensions
les méthodes analytiques employées dans I'étude des figures
planes.

DIRECTION d’'une DROITE.

415 — Pour déterminer dans I’espace une direction 01
(fig. 270), que I’'on peut supposer
appartenir a une droite passant
a l’origine, on donne les angles
a, @ y de cette direction avec les
trois directions OX, OY, OZ des
coordonnées positives. Deux de
ces angles ne suffisent pas; car
si I’on décrit autour de OX et de
OY deux demi-cbnes dont les
angles au sommet soient respec-
tivement a et @ ces deux cones

se coupent suivant deux génératrices placées symétriquement
par rapport au plan XOY ; la connaissance de y est donc indis-
pensable. Il est évident, d'ailleurs, que ces trois angles ne sont
pas tous arbitraires, et que, lorsque deux d’entre eux sont
connus, le troisieme ne peut avoir au plus que deux valeurs
distinctes. Au lieu des angles, on peut prendre leurs co-
sinus, puisque de o a tc il n'y a qu'un seul angle ayant un
cosinus donné. Les sinus, au contraire, laisseraient de I'ambi-
guité.

416 — Considérons d’abord le cas ol les coordonnées sont
rectangulaires. Désignons par x, y, z les coordonnées d'un
point quelconque M de la droite 01, et appelons | la distance
OM. Les coordonnées du point M sont les arétes OD,OE, OF du
parallélipipéde rectangle dont OM est la diagonale, affectées de
signes convenables; ce sont aussi les projections orthogonales
de la diagonale OM sur les axes; on a donc

x = lcosa, 2/=/cosji, 2=/cosy-

Mais on sait que le carré de la diagonale d’un parallélipipede
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rectangle est égal a la somme des carrés des trois arétes, ce qui
donne a;M-y*4-z*= J; remplacant x, y, z par leurs valeurs,
et supprimant le facteur /, on obtient la relation
1) cos*a 4- coslp4-cos*y= i, e
qui existe entre les cosinus des angles formés par une méme
direction avec les axes rectangulaires.

417 — Appelons a', (V,y' les angles que faitune seconde
direction OF avec les mémes axes, et cherchons I'angle V des

deux directions 01, 01'. Les projections de la droite OM et de la
ligne brisée ODCM sur la droite 01' étant égales, on a

1cosV=x coSa.+ ycos$4-zcosY,
ou, en remplacant x, y, z par leurs valeurs,
@ cos V=cos acos a-f-cos (I cos cos Y cos Y.

Deux directions 01, 01; sont perpendiculaires entre elles,
lorsque la condition suivante est vérifiée
A3) cos a cos al-\- cos (i cos (V-t-cosycos Y =o0.

418 — Supposons maintenant les coordonnées obliques et désignons
par X [i, v, les trois angles YOZ, ZOX, XOY, que font les axes deux &
deux. En projetant orthogonaiement sur chacun des trois axes la droite OM
et la ligne brisée ODCM, on a

| /cosa= X 4-ycosVv4-s cos i
lcosS= Xcosv4-Yy 4- 7 COS\,

| COSY = X COS [x4-ycos X4-z;

en projetant ces mémes lignes sur la droite 01, on a
®) = *cosad-y cos 34-zcosy.

Si, des équations (4), on tire les valeurs de X, v, s,
A A COSa(l— QS X4 -COSP(QOSXCOYI—COSV)+OOSY(COSXCOSV— A

1 ----COS*X-—-COS*|A-cus’'v4 -3 COSXCOS (1COSV

et qu'on les substitue dans I'équation (5), 0 obtient la relation
(7) cos*asin’X4-cos’psin’pH-cos’ysintv4-a cosa cos|3(cos Xcos |i— cos V)

4-100SpABY(@BEcosv— cosX 4-s cosy cos a (Cosvcos X— cos |l

= 1— cos’x — Q0B [3— cos'V4-TC0S XQB(i cos V,

entre les trois angle* formés par une direction quelconque avec les axes
obliques.
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Si, dans I'équation (5), on remplace cos &, cos p, cos y par leurs valeurs
lirées des équations (4), ou a la formule
(8) /= cos X-f- iZXcos axycosv,
qui donne la distance OM.
En projetant sur la droite 01’ la droite OM et la ligne brisée ODCM, on
a, comme précédemment,
/cos V=& cos a’ ycosp'+ s cosy';
en reniplacant x, y, s par leurs valeurs (6) on obtient la formule
i cosacosa'sin* X+cos pcos *sin’ (xk-l-cosy cosy’sin!lv )
(9) cosV= "+ (cosacospP-f-CQs ftcos ald (cos Xcos |l— cosv)-K .. S
I— cos’ X— cos’' n— COS5v+ 3COS X COS [XCOSV,
qui donne I'angle des deux directions 01 et O1".

Le dénominateur commun ou le déterminant des formules (6) peut étre

nus sous une forme remarquable qu’il est bon d»connaftre; on a
1— cos'"%- cosV — cos'v-f- 2 cos XCOS @dcosv
= (1— cos’ X) (1— cos* a) — cosl Xcosln— cos’' v—o{—1cos Xcos[dcosvV
= sin* Xsin® JJ.— (cos Xcos (i — cos v)*
= (sin Xsin |x— cos Xcos (i4-cos v) (sin X sin n+ cos Xcos J[a— cos V)
= [COSV— COSs (X -)] [COS (X — (i)— cos V]
i + v . r+v — X oovel-X— 110 X-l-u.—v
— 4sin sin n — -sin - EATm—— .
1 3 1 3

CHAPITRE I

Transformation des coordonnées.

DEPLACEMENT DE L’ORIGINE.

419 — On veut remplacer les trois axes OX, OY, OZ par
trois autres axesO'X', 0'Y’, 0'Z',
respectivement paralléles aux
premiersetdirigés dans le méme
sens (fig. 271). La position des
nouveaux axes sera déterminée
par lés coordonnées a, b, ¢ de
la nouveile origine Ol relative-
ment aux anciens axes. Appelons
X, Yy, z les coordonnées d'un
point quelconque M de I'espace
par rapport aux anciens axes,
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x*,y".z"\e S COOFdONNEeS cImée point par raoport aux nou-
VEALX axes; en projetant successiverTent sur checun cks trois
axes primitifs, paralélenent au plan des deux autres, ladroite
QVEt la ligre briste GOM on ales relations

(i) x=a+x\ y= b-hyl/, z=c+zl.

CHANGEMENT DE LA DIRECTION DES AXES.

420 — Cosidirors nainterant le cas ou 'on dhance la
direction des axes, I'origine derreurant la méme. Désignors
para, 6 Cles cosinus des angles que fait I'ae OX ac les
msaesO(O{(Zmrah Cletar, v o les quantités

analogues pour OY et (Z, et, enfin, par  [aVles ages
YO, Z0X XO¥ (fig 272). _

Soit Mun point guelconoue de 'espece; par le point Me-
nors ure pardléle MCa I'axe (7 et par le point G ol cette
droite perce le plan XOY, ure pardlele Mal’axe O les trois
longueurs (D BC QM) prises avec les signes convenables,
sont les coordonnées x, y, 2 du point Mpar ragoort aux an
ciers axes. Par le point Mmenors ure paralldle MO7a I'ae

X et par le point C ou elle perce
le plan XOY7 ure lde CDa
I'axe OY7, les trois longueurs OV,
DX CGMIprises avec les signes con
vereles; sont les coordonmées x-
y\ z7cupoint Mpar raooort ax
nouveauXx axes. En projetant les
deux lignes brisées XAV ADCM
successiverrent surdnecundes trois
axesOX OY, (¥ onobtient les trois
relations
I x +yCosv-+;scos[i=ax'-t-d'i/-+-a”z",
@ \Hcosv-f-y  wm0BI = bx FOFA-vZ7
(X cos y cos >.-4-S =cx" -t-c'y7-t-c"z",
desquelles on peut céduire pour x, y, - des expressions du
premier cegré enx>.y\ 2. Le déterminant de ces éguations
est le mérme que celui des équations du n°4i8.
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Il faut se rappeler que a, b, c ne sont pas arbitraires, mais
liées par une équation de condition ; il en est de méme de a’,
b, clet de a", b", ¢". Il y aurait entre ces mémes quantités
trois nouvelles relations, si I'on voulait que les nouveaux axes
fussent rectangulaires, ou, plus généralement, qu’ils fissent
deux a deux des angles donnés.

421 — Quand les axes primitifs sont rectangulaires,
on a

COSA= cos U— aos'= coézfzo,
les équations (2) se réduisent a
/X — ax'-+a'y'-+a"z',
©)) <y= bx' b'y'-~b"z,
[z —cx'-"N-dyl-f cV.
Alors les relations entre les cosinus sont

-a’ -+-c2= 1,
4 ) a/si-6/s-f-c/ = 1,
(a™~f-6"2 c"1— L
Si les nouveaux axes sont aussi rectangulaires (fig. 273), on
a en outre les relations
ia'a"-hb'b"-+-c'c" = o,
(5) Ja"a +b"b + c"c= o,
laa' + bb/ -hcc'=0,
Sil’on multiplie lesdeux mem-
bres des équations (3) par a, b, c,
puispar a', bl, o/, et a", b", c", et
qu’on ajoute, il vient, en ayant
égard aux relations (4) et (),
x'=ax -\-by -4-cz,
y alx -\-b'y 4-c'z,
I z'= a"x -mb"x-+-c"z.

On obtient ces formules directement en projetant les lignes
brisées ODCM, OD'C'M sur les axes OX', OY', OZ'.
Puisque les nouveaux axes sont rectangulaires, les quantités
(a, a', a"), (b, b', b"), (c, c\ c"), qui désignent les cosinus des
CH]\/I ANALYT. 25
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angles des directions OX, OY, OZ avec les nouveaux axes, doi-

vent satisfaire aux relations

(@x-4a/+a™ =i, Ibc -h Vd +b"c" =0,
(M 1o+ bn+ b's= 1, 8) |ca e~do!H-c"a"= o,
(2 d*-r-cra— 1, lab abl4-a'b'= o,

analogues aux relations (4) et (5).

422 — Des relations précédentes entre les neuf cosinus, ou en dé-
duit un grand nombre d’'autres parmi lesquelles nous citerons les suivantes,
qui sont particulierement utiles* Les deux premiéres des équations (5) dé-
terminent les rapports des quantités &', B, ¢"; 01l en déduit

a”’ g ¢ \Hi,+b"t+{-C"
bc'—eb'~cal ac—aV-ba'-~ -ba"y
Meais on a .
(bc— (ca— ac')'4- (b'— ha'Y
= (aM-fc2t-c’) — (@™ -\bb'+ec y = 1
Il en résulte
0 a" B* ¢’

bo'— & - ac ab’—ba

On prendra I'un ou I'autre signe suivant la disposition de I'angle triedre
OX’Y’'Z . Quand on fait coincider OX'avec OX, OY'avec OY,0Z’ prend la
direction OZ ou la direction opposée. Pour cette position particuliére, on a,
dans le premier cas, a= b'—c"=i, a'= a"'= b= 6"= c¢= ¢'= o, etil faut
prendre le signe+; dans le second cas, il faut prendre le signe— . Si I'angle
triédre se déplace d'une maniére continue, les angles, et par conséquent
leurs cosinus, variant d’une maniére continue, on doit conserver le méme
signe devant chacun des bindbmes, tant que ce bindme ne s’annule pas;
les trois bindmes ne pouvant devenir nuls & la fois, on en conclut que le
méme signe doit étre conservé, quelle que soit la position de I'angle triédre.

Si I'on forme le déterminant des équations (3) ou (6), on a, en vertu
des relations (g),

ab'c— ach'-+ca'h— ba‘c-\dca— d'a"
= (fcc—d¥) "+ (ca— ac’) =+ (ab'—ha’) c'==i.

FORMULES d’euLEIl.

4*83 — Les formules précédentes, pour passer d’un systéme rectan-

gulaire @ un autre également rectangulaire, offrent I’avantage d’étre symé-
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Lfiques par rapport aux angles; mais, quoique les angles soient au nombre
de neuf, il n'y en a réellement que trois qui soient arbitraires; c’est pour-
quoi il ne faut jamais perdre de vue les relations qui les lient. Cette dé-
pendance des neuf cosinus est, dans certains cas, un obstacle pour constater
I'identité de deux expressions. On a donc cherché des formules dans les-
quelles n'entrent que trois constantes ; le choix de celles-ci était naturelle-
ment indiqué dans plusieurs questions de mécanique et d’'astronomie, ou
I'on emploie de préférence les nouvelles formules.

On peut déterminer la position des nouveaux axes par I'angle ” que fait
avec OX la trace OA du plan X'OY"
sur le plan XOY, I'inclinaison O du
plan X'OY" sur le plan XQY, incli-
naison mesurée par l'angle ZOZ',
enfin I'angle 9de I'axe OX' avec la
trace OA (fig. 274).

Or, il est possible d’amener le
premier systeme sur le second, par
trois rotations successives. Faisons
tourner d’abord les axes primitifs de

I'angle ™ autour de OZ; tandis que I'axe OZ reste immobile, les axes OX
et OY tournent dans leur plan de I’angle 4% I'axe OX vient donc occuper
la position OA ou OX,, et OY une certaine position OY,. Remarguons
que I'axe OZ', perpendiculaire au plan X'OY"', et, par suite, ala trace OA,
est contenu dansleplan Y,0Z perpendiculaire a OA. Actuellement, faisons
tourner I'angle triedre OX,Y,Z de I'angle 6 autour de OA; tandis que I’axe
OX, reste immobile, les deux axes OY, et OZ tournent dans leur plan de
I’'angle 0; donc OZ vient occuper la position OZ’, et OY, une certaine posi*
tion OYj comprise dans le plan X'OY". Enfin, faisons tourner I'angle triédre
OXjYjZ'de I'angle f autour de OZ'; puisque les deux axes OX,, OY2tour-
nentdans leur plan de I'angle ¢, il en résulte que OX, vient se placer sur
OX', et OYssur OY'. Apres ces trois rotations successives, les axes primi-
tifs coincident avec les nouveaux axes.

Nous avons considéré quatre systémes d’axes, savoir : OXYZ, OX,Y,Z,
OX,YsZ', OX'Y'Z'. Deux systemes consécutifs ayant un axe commun, on
passera de I'un a l'autre par les formules de transformation employées
en Géométrie plane (m»> 50). On a ainsi, par des transformations succes-
sives,

&= a;,cosdl— ysin<|/, y,=y,e0s6— s'sinO, &”~&'cos?—y'sin?,

y =&tsin™-H/cosi}/, Z= yssinO+ s'eosO, vy, =a&'sin¢g-H/cos9.

L’élimination des quantités auxiliaires x,, y,, y, donne
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/x=x'(cos¢cos — sin9sin Ucos 6)-+-y' (—sin 9cos &—cos ¢si n«/as6)
\ + S sin «{sinQ,
(10) -y=x'(cosg¢sin«l-4-siP9COSil/cose)+V' (— sin<psin<l/+cos¢cos/cosO)
f +2z'(— cos Jsin0),
m=x< sin 9sin 0+ y ' coso sin9-4-s’ cos 6.
Telles sont les formules connues sous le nom de formules d'EILER.
La comparaison de ces formules, avec les formules (3) du n" 421, con-
duit aux relations suivantes :
a= cos9cosii— sin9sin  cosO,
b= cos9sin + sin9COS™cos 8
¢ = sin 9sin 0;
a'= — sin9cos M— cos9sini cos 6.
(11) &= — sin9sin ¥+ cos9coscos9,
c'= cos9 sin9;
a"= sin sin0,
&"=— cos>Vsin Q,
C"~—cos 0;

dou tang9=c— tanga= — 2.

434 — Remarque. Lorsqu’un corps tourne autour dun axe fixe, la
rotation peut s'effectuer dans deux sens dif-
férents qu'il importe de distinguer. Considé-
rons, par exemple, une rotation autour de
I'axe OZ ; en vertu de cette rotation un rayon
OA, perpendiculaire a OZ et mobile autour
du point O, tournera dans le plan XOY
(fig. 275). Imaginons qu’un observateur soit
placé sur I'axe OZ, les pieds en O, la téte en
Z; cet observateur verra le rayon mobile OA
tourner, soit de gauche a droite, soit de droite

a gauche, en passant devant lui. Dans la figure, si OA tourne de OX vers
OY dans le sens indiqué par la fleche, la rotation s'effectue de gauche a
droite.

Deux systémes daxes rectangulaires OXYZ, OX’Y'Z, ne sont pas toujours
susceptibles de coincider. Pour le reconnaitre, imaginons deux observa-
teurs placés I'un sur OZ, I'autre sur OZ'; le premier observant la rotation
de OX vers OY, le second celle de OX' vers OY'; si les deux rotations
s'effectuent dans le méme sens, par exemple de gauche a droite, comme
cela a lieu dans la fig. 273, les deux systemes d’axes peuvent coincider. En
effet, si I'on place OZ sur OZ', et si I’on fait tourner le second angle triedre
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autour de I'axe commun, de maniere & amener OX sur OX”, nécessaire-
ment OY coincidera avec OY'; car OY et OY' forment toiitftleux un angle
droit avecOX ou OX' dans le méme sens. Maif si les deux rotations étaient
de sens contraires, aprés avoir fait coincider OZ avec OZ’, OX avec OX',
on verrait OY se placer, non plus sur OY', mais sur son prolongement.

Dans les formules d'Euler, on suppose que les deux systemes d’ axes
rectangulaires offrent la méme disposition, c¢’est-a-dire sont susceptibles de
coincider. On aamené le systéme primitif sur le systeme nouveau par trois
rotations effectuées dans le méme sens. L’angle 1y de la rotation autour de
OZ varie de o a 2it; I'angle 8de la rotation autour de OA est compris entre
° et it, pourvu que sur I'intersection des plans XOY et X'OY' on choisisse
convenablement la direction OA ; la rotation 9autour de OZ' varie de 0 a 271

425 — Formutes gensrates. Lorsqu’on change a la fois
I'origine et la direction des axes, en menant par la nouvelle
origine O', dont les coordonnées, relativement a I'ancien sys-
téme sont a, b, c, trois axes OX,, OY,, 0Z, paralléles aux pre-
miers et de méme direction, on a x=a-i-xi) y=b-\-y,
z= c+z,; ensuite, j/,, z, s'expriment en x', y1, z' par I'un
des groupes d’équations écrites précédemment; il suffit donc,
pour avoir les formules générales, de remplacer dans ces équa-
tions x, y, z respectivement par .x— a, y— b, z—c.

CLASSIFICATION DES SURFACES.

42 © — On distingue les surfaces, comme les lignes pla-
nes, en surfaces algébriques et surfaces transcendantes, sui-
vant que leurs équations sont elles-mémes algébriques ou
transcendantes. Quand I'équation estalgébrique, elle peut tou-
jours se ramener a la forme entiére, et une transformation
d’axes rectilignes ne change pas son degré. Le nombre qui ex-
prime ce degré sert a classer les surfaces en ordres; ainsi, on
dit qu'une surface est du premier, du second, du troisiéme or-
dre, etc., lorsque son équation est du premier, du second, du
troisieme degré, etc.

Pour que I'équation f (x,y, z)=o0, algébrique et entiére du
degré m, représente réellement une surface de I'ordre m, il
faut que son premier membre ne puisse pas se décomposer en
un produit de deux fonctions entieres,ou qu’elle soit irréduc-
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tible. Deux équations irréductibles distinctes représentent deux
surfaces qui peuvent avoir une ou plusieurs lignes com-
munes, mais ces surfaces n'ont jamais d’éléments superficiels
communs; car pour avoir des solutions communes aux deux
équations, on ne peut pas prendre arbitrairement, méme entre
des limites trés-resserrées, deux des variables.

Un plan coupe une surface algébrique de I'ordre m suivant
une ligne algébrique dontl’ordre ne peut dépasser m; en effet,
si I’on rapporte cette surface a un systeme de trois plans coor-
donnés, dont fasse partie celui que I'on considéere, on obtient
I’équation de la ligne d’intersection, par rapport a deux des
axes coordonnées, en remplagant dans I’équation de la surface
I'une des coordonnées par zéro; le polynbme a deux variables
gui en résulte ne peut évidemment étre d’'un degré supérieur
a m. Une ligne droite rencontre une surface de I'ordre m en m
points au plus, ou bien elle est située tout entiere sur la
surface.

Une surface du premier ordre, étant coupée par un plan
quelconque suivant une ligne droite, estun plan.

Deux surfaces algébriques, dont les degrés sont m et m’, se
coupent suivant une courbe gauche qui est rencontrée par un
plan en mm.' points; car ce plan coupe les deux surfaces sui-
vant deux lignes planes d’ordres m et m', qui ont, par consé-
guent, mm7points communs. On dit que la courbe gauche est
de I'ordre mm,L

SECTION d’'une SURFACE PAR UN PLAN.

4 2 7 - Supposons d’abord que le plan passe par l'origine;
on déterminera sa position par
I’'angle que fait avec OX sa trace
OX' sur le plan XQOY, et par I'an-
gle G que faitavec OZ la normale
0Z'ac»plan (fig. 276).Par le point
O menons dans le plan une droite
OY' perpendiculaire a OX'; nous
rapporterons la courbe d’inter-
section aux deux axes rectangu-
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laires OX7et OY7situés dans son plan. Supposons d’abord que
I'on fasse tourner les axes primitifs autour de OZ d’'un angle
pour amener OX sur OX7; OY prendra dans le plan XOY une

position QY, perpendiculaire aOX'; la coordonnée z ne change
pas et I'on a

a;=a/cos<I>—y, sin<j/, y=as/sin(j/4-1/1cos<V/.
Les quatre droites OY,, OY', Oz, OZ', perpendiculaires a OX',
sont dans un méme plan perpendiculaire a cette droite ; faisons
tourner le second systeme d’axes autour de OX' de I'angle 9
pour amener OY, sur OY', et par suite OZ sur OZ'; la coor-
donnée x/ ne change pas, et I'on a

y Ny 1cosO— z'sinQ, z=Vy'sin0-t-z'cos9.

Si I’'on considére un point situé dans le plan X'OY", la coor-
donnée z' étant nulle, les derniéres formules se réduisent a
y,=y'cos0, z= y'sinG et I'on a ainsi

i &= ofcosi¥— y'sin*cosO,
(12) .y =xlsin™-t-i/cos”™cosO,
(z=y'sin9.

On peut déduire ces formules de celles d’'Euler en y faisant
9=0 et z1= 0. Si le plan sécant défini de la méme maniere
guant a sa direction, au lieu d’étre mené par l'origine, passait
par un point ayant pour coordonnées a, b, c,dans les formules
précédentes on mettrait x—a, y—b, z—c a la place de
X, Y, Z.

TRANSFORMATION DES COORDONNEES RECTILIGNES

EN COORDONNEES POLAIRES.

428 — Le systéme polaire défini au n» 411 étant assez fré-
quemment employé, il estbon d’indiquer comment on passedu
systeme rectiligne rectangulaire au systeme polaire, et récipro-
quement. Considérons le cas ou I'axe fixe est OZ, le plan XOZ
le plan fixe a partir duquel se compte I'angle ~ (fig. 277).
La projection de OM sur OZ est pcosQ, la projection OP de la
méme ligne sur le plan XOY est psind; enfin les projections
de OP sur les axes OX et OY sont psin9cos <, psin6sin<J/. Si
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donc on projette sur chacun des trois axes la droite OM et la
ligne brisée OPM, on obtient les relations

(13) a>=pcosi|/sin9, /= psin<j/sin6, z=pcos6.

On en déduit les formules inverses

(14) p= \Ix2y*-+-z\ tangh= ~, c0S8=----Z
X

Dans le systeme polaire,une direction

OM est completement déterminée par

les deux angles 6 et g/ on s’en sert

fréquemment a ce point de vue. En as-

tronomie, si la droite OZ est la verti-

cale d'un lieu, le plan ZOX le plan

méridien du lieu, et que le rayon OM

soit le rayon visuel d’'un astre, I'angle

6 sera la distance zénithale de cet astre

et I'angle $son azimut. En géogra-

phie, on prend pour OZ la ligne des péles, alors Gest le com-
plément de la latitude et ¢/ la longitude.

DISTANCE DE DEUX POINTS.

420 — Nous avons déja trouvé la distance de l'origine a
un point en coordonnées rectangulaires ou obliques. Soient
(x,yl,2), ", y", z1) les coordonnées de deux points M et M",
/ la distance IttM'7de ces deux points. Transportons les axes,
parallelement & eux-mémes, en M. Si les axes sont rectangu-
laires, on a (n° 4i6)

I — yjfe —v-\-fyn—j/ PNa+Z)2

Si les axes sont obliques, on a (n° 418)

IO )i X (Y'— Y') -Hz"—52z0a+, N y—VY") (z"—2Z") cos X
\/('I'Zg (x1+—Xx")cos [/. 'ilpdl— (yi—=W) cos .
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CHAPITRE 111

Un plan et de la ligne droite,

DU PLAN.

CONSTRUCTION DE i/EQUATION DU PREMIER DEGRE.

430 — L’équation générale du premier degré entre les va-
riables x, y, z est

0) Ax-HBy-HCz-(-D=o.

Nous avons vu (n° 426) que cette équation représente un plan ;
mais il est bon de démontrer directement cette proposition.
L’équation renferme trois parametres arbitraires qui sont les
rapports de trois des quantités A, 13 C, D a la quatriéeme. D'a-
bord, si deux des coefficients A, B, C sont nuls, I'équation se
réduit a la forme

Cz-t-D=o0, ou z=—

elle représente un plan qui est parallele au plan XQOY, et qui
coupe l'axe des z a une distance — j? de I'origine (n°4i3). Si

un seul des coefficients des variables, par exemple C, est nul,
on a |’équation
Ax -4-By D= o,

qui représente, dans le plan XOY, une droite, et dans I'espace
un plan parallele a OZ et mené par cette droite.

Supposons, enfin, qu’aucun des coefficients des variables ne
soit nul. On obtient les traces de la surface sur les trois plans
coordonnés XOY, YOZ, ZOX, en faisant dans I'équation pro-
posée z— 0, OU X — 0, OU y— 0, ce qui donne trois droites PQ,
QR, RP (fig- 278), ayant pour équations

Aas-f-By-+-D=0, By+Cz -t-D= o, Ax-t-Cz-t-D=o.
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Coupons les surfaces par un plan z=c, paralléle au plan XOY;
la projection de I'intersection sur le plan XOY a pour équalion

Ax -j-By-f-Ce+ D= o;

c’estune droite G"H7 paralléle a PQ. L’intersection elle-méme,
étant la ligne suivant la-
quelle le plan z — c, pa-
ralléle & XOY, rencon-
tre le plan projetant
mené par GII', est une
droite CH paralléle a
G'H7, et, par consé-
guent , parallele a PQ.
D’ailleurs, la droite GH
rencontre la droite PR
au point G. On peut
donc regarder la surface
comme décrite par une droite GH, qui se meut parallelement a

la droite PQ, en s’appuyant constamment sur une autre droite
PR; donc la surface est un plan.

431 — Réciproquement, tout plan est représenté par une
équation du premier degré entre les variables x, y, z. Car
lorsque le plan est paralléle a I'un des plans coordonnés, XOY
par exemple, si I'on appelle ¢ la coordonnée z du point ou il
rencontre I'axe OZ, son équation est z=c. En second lieu, si
le plan est seulement parallele a I'un des axes, OZ par
exemple, sa trace sur le plan XOY a une équation de la forme
AX-\- By-{- D= o; celle-ci représente, dans I'espace, le plan
donné.

Enfin, supposons que le plan ne soit parallele a aucun des
axes ; soient

z=ax~hy, z=by-|-y

les équations de ses traces PR et QR sur les plans XOZ et YOZ.
On peut disposer des coefficients de I'équation

(i) Ax By +<cjs-(- D

de maniere que le plan qu’elle représente coincide avec le plan
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proposé. En effet, les traces du plan représenté par I’équation

(O sur les plans XOZ et YQZ ont pour équations

A D B D
Cc X c’' z= [«

’

elles coincideront avec les traces PR, QR du plan proposé, si

I'on a
cA— a, E_ b, <I:)— Y,

01 A=—Ca, B= —Ch, D=—0Cy.
L équation (i), dans laquelle on substitue les valeurs précé-

dantes, devient, aprées la suppression du facteur C, '

z— aX— by—v=o.
CONDITIONS POUR QUE LES DEUX PLANS SOIENT PARALLELES.

4 32— Soient Aa;+By+Cz+D=0, A'Xx+B'y+C/-|-D/=0
les équations de deux plans. Pour que ces plans soient paral-
leles, il est nécessaire et il suffit que leurs traces sur deux des
plans coordonnés soient respectivement paralléles. Les traces
sur le plan XOZ ont pour équations

Aa:H-Cz-|-D=o0, A/E-t-C/z+D/=0;

ces deux droites seront paralléles, si elles ont le méme coeffi-

. . . L C Cl
cient angulaire, ce qui donne la condition —£= e ou

A C
j/=y' De méme les traces sur le plan YOZ seront paralleles,

B C
si 'on a g/==jy Ainsi, pour que les deux plans soient paral-
léles, il faut et il suffit que I'on ait
2) A_B_G

A’ B; C
c’est-a-dire que les coefficients des variables soient propor-
tionnels.

EQUATION GENERALE DES PLANS QUI PASSENT PAR UN POINT DONNE.

4 3 3 — L'équation générale du premier degré renfermant
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trois paramétres arbitraires, il faut trois conditions pour déter-
miner un plan.

Cherchons d’abord I'équation générale des plans qui passent
par un point donné M ayant pour coordonnées xy ', x!. Soit

(i) AX+ B/+Cz+D — o

I’équation d’'un plan quelconque. Pour que ce plan passe par

le point M, il faut que les coordonnées de ce point vérifient
I’équation du plan, ce qui donne I’équation de condition
3 Aa/-t-Bj//+Cz/+D =0,

gui déterminera I'un Ejes coefficients, par exemple le coeffi-
cient D. En remplag¢ant D par savaleur dans I’équation (i), Ol
obtient I’équation

@ A (a— a/)-+-B(y—y"')+C.{z— z")=0,
quirenferme deux paramétres arbitraires, les rapports de deux
des trois coefficients A, B, C au troisieme; c’est I’équation gé-
nérale des plans passant par le point M7.

Si I'on voulait mener par un point un plan paralléle a un plan
donné, I’équation du plan demandé étant de la forme (4), il suf-
firait de prendre les coefficients A, B, C proportionnels ou plus
simplement égaux aux coefficients de x, y, z dans I’équation
du plan donné.

PLAN PASSANT PAR TROIS POINTS DONNES.

434 — Pour qu'un plan AaH-By-)-C.s+ I)= o passe par

trois pointsdonnés (a/,y, z7?> (x4, y",z!), (x11 y'u,z""), il faut
(jiie les trois équations de condition

Ax' -+-Byl -f-Cz' -t-D= o,
Ax" + By" -+Cz" -hD= o,
Ax,n-+Byll-+Cz//-f-D= o

soient vérifiées. De ces équations du premier degré, on déduira
les rapports g» de trois coefficients au quatrieme.

Lorsque les trois points donnés sont situés sur les axes des
coordonnées, I'équation du plan prend une forme trés-simple.
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Appelons a, b, cles coordonnées des points P, Q, R, ou le plan
coupe les axes. On obtient le point P en faisant, dans I’équation

du plan, y=o0 et 2=0, ce qui donne a= — on a de
méme b = —’é et c= — g* Si I'on remplace les rapports
D’ D' D Par “eurs valeurs — —5’—  tirées des relations

précédentes, I’équation du plan se met sous la forme
6 at E:+Cl -« -
INTERSECTION DE TROIS PLANS.

435 _ Larecherche du point d’intersection de trois plans
revient a la résolution de trois équations du premier degré

A &-I-B y-t-C z-f-D =0,

A'®h-B'y +G/z-1-D/=o0,

A"a-+B"y H-C"*H-D"= o,
a trois inconnues x, Yy, z. Si les trois plans se coupent en un
seul point, les trois équations admettent une solution finie et
une seule. Si les trois plans n’ont pas de point commun, ce
qui arrive quand les plans se coupent deux a deux suivant des
droites paralléles entre elles, ou quand deux des plans sont
paralleles, les trois équations n’ont pas de solution. Si les trois
plans passent par une méme droite, ou se confondent, ily a
une infinité de solutions; dans le premier cas, on peut prendre
avolonté I'une des variables; dans le second cas, deux des va-
riables.

ANGLES DE LA NORMALE AU PLAN AVEC LES AXES.

430 — Jusqu’a présent nous n’'avons fait aucune hypothése
sur les coordonnées; dans ce qui suit, nous supposerons les
coordonnées rectangulaires. Soit Aa;-)-By-4-C*-1-D=0 le-
guation d’un plan; les coordonnées a, b, ¢ des points P, Q, R,
ou ce plan coupe les axes, sont données par les formules

D D _ P

a=-r éz-g’c— C

1
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De I'origine O abaissons une perpendiculaire OL sur le plan
(fig. 279), etjoignonslepied Lde
la perpendiculaire aux points P,
Q, R, de maniere a former trois
triangles rectangles OLP, OLQ,
OLR. La distance OL, que nous
désignerons par |, est la projec-
tion sur la droite OL des droi-
tes OP, OQ, OR; si I'on désigne
par a, @ y les angles que fait la
droite OL avec les axes, on a
izacosa=06cos(i= ccosY; et,
en remplacant a, b, ¢ par leurs valeurs,

I _cosa cosB cosy
() D "A- = _B~~ ~C

Chacun de ces rapports est égal au nouveau rapport

\/c°s*a-f- cos* @-4-cosy__ ~ 1

—  Vam”™FTc*
en vertu de la relation cos’a-)-coss(i-t-cos3 = 1. On en déduit

' cosa_ cos[3_cosy +1
A — B — C — D~ WA-t-R'+C*’

on prendra le signe de facon que la valeur de | soit positive.
Ces formules déterminent les angles que fait la normale au
plan avec les axes des coordonnées, et, par conséquent, les
angles que fait le plan avec les plans des coordonnées.

ANGLE DE DEUX PLANS.

437 — Soient Ax-f-By+Cz+D=0, A'x-hB 'y + G ' o
les équations des deux plans. L’angle cherché est égal a I'angle
des normales menées de I'origine aux deux plans donnés. Dési-
gnons par a, @ y les angles que fait avec les axes la premiére
normale, par a', @, y' les angles de la seconde normale, et par
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V I'angle cherché. Les axes étant supposés rectangulaires, on
a (m417)

cosV = cosacosal-+cos pcos (y-f-cosy cosy7,;

d’ou, en vertu des formules (7),

v AA'+ BB/+CC/
(0) CoSsV ~ - 4- A S

Va24-B2H-C2  + B2+ CR
Pour que les deux plans soient perpendiculaires entre eux,
il est nécessaire et il suffit que I'on ait

) AA'+BB'+CCy = o.

DISTANCE D’UN POINT A UN PLAN.

438 — Quand nous avons cherché les angles que la normale
OL au plan Aa;-t-By+Cz-t-D=o0 fait avec les axes (n°436),
nous avons désigné par | la longueur de cette normale, et nous
avons trouvé les rapports égaux

| _cosa__cosp__cosy +1
"D A~ ~TT™ C — JA,-t-B,+ C,*
U en résulte
+ D
(10) 1=, ~
y/A*_!_l\_)_/\

Cette formule donne la distance de I'origine au plan en coor-
données rectangulaires.

Il est facile d’en déduire la distance d’'un point quelconque
M ayant pour coordonnées a;,, ¥, z,. Si I'on transporte les axes
parallélement a eux-mémes au point M, I’équation du plan
devient
Aa/-t- Byl-f- Cz14- (Aa;, -t- By, -t-Cz,-t-D) =0.

En vertu de la formule (10), la distance du point M au plan
a pour expression

(1) L_% (Aa,+ By,+CZ -t-D)
Va*-+-b*+-c*

Si, dans I'’équation du plan, on remplaceJdes coefficients par
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les quantités proportionnelles données par les formules (6),
I’équation prend la forme

(12) /cosa4-ycos@+ 2cosy— I=o.

Le premier membre, dans lequel on regarde x, y, z comme
les coordonnées d’un point quelconque de I'espace, exprime la
distance de ce point au plan, affectée du signe -4- ou du signe
—, suivant que le point et I'origine sont situés départ et d’autre
du plan, ou du méme coté.

DE LA LIGNE DROITE.

PROJECTIONS D'UNE DROITE.

4 3 9 — La manieére la plus simple de définir une droite dans
I'espace est de la considérercomme I'intersection de deux plans.
Une droite sera donc représentée par le systéme de deux équa-
tions du premier degré

Aa;-4-By-t-Cz-(-D=o0, A'E+R'y-t-C'z-f-D”o.

Si I'on élimine youx entre les deux équations, on obtiendra
deux équations de la forme

@ x —az-hp, y= bz-\-q;

ce sont les équations des plans qui projettent la droite sur le
plan XOZ ou sur le plan YOZ. On peut aussi considérer chacune
de ces équations comme étant celle de la projection elle-méme
rapportée aux deux axes situés dans son plan.

Si, dans les équations (1), on fait z— o, on obtient les coor-
données x=p, y— g de la trace de la droite sur le plan XOY.

Quand deux droites sont paralléles, leurs projections étant
respectivement paralléles, les coefficients angulaires a et b sont
les mémes dans les équations de ces droites.

Les équations générales d’une droite renferment quatre pa-
rameétres arbitraires a, b, p, q.
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EQUATION GENERALE DES DROITES QUI PASSENT PAR UN POINT DONNE.

440 — Pour qu’une droite

(0 X—az+p, y=bz+q

passe par un point donné M, ayant pour coordonnées xf,y', z1,
il faut que les coordonnées de ce point vérifient les deux équa-
tions de la droite, ce qui donne deux relations xI= az' -\-p,
yl=bzf-\-q, servant a déterminer deux des parametres, par
exemple p etq. En remplacant p et g par leurs valeurs, on ob-
tient les équations

@ x—xf—a{z—1z2"), y—y'—b(z—17),
dans lesquelles les deux paramétres a et & sont arbitraires, et
gui représentent toutes les droites passant par le point donné.

DROITE PASSANT PAR DEUX POINTS DONNES.

441 — Les équations (2) représentent une droite quelconque
passant parle point M; cette droite passera par un second point
M ayant pour coordonnées x", y", z", si les conditions

x"—x'=a(z"—z/), y'—y/=b[z')—1zl)
sont vérifiées ; on en déduit
cd—x1 k y—y
a~ F~I7 b—2z"-z2"
et la droite cherchée a pour équations

(3) X—X'=—— y y— _ A\ h

ou plus simplement
X~x" y-y'- z—12'
W4 x"—x"  y'—y'  z"—zl
On obtient immédiatement les équations (2) et (3), en remar-
quant que, lorsqu’une droite passe par un point, les projections
de la droite passent par les projectionB du point.
GEOM ANALIT.
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INTERSECTION D’UNE DROITE ET D’UN PLAN.

442 — Les coordonnées du point de rencontre d'une droite
et d’un plan s’obtiennent, comme celles du point de rencontre
de trois plans, par la résolution de trois équations du premier
degré a trois inconnues. Si les équations de la droite sont

X— az-\-p, y=bz-\-q,
et celle du plan

A&+ By-HCa+ D= o,

en éliminant x et y, on obtient la coordonnée ; du point d’'in-
tersection

___Ap+Bgf-hD
Aa+B6-t-C’
Sil'on a
®) Aa-t-B&-)-C=o,

la valeur de z devenant infinie, le point de rencontre s’éloigne
a lI'infini et la droite est parallele au plan.
Si I’'on a en méme temps

(6) Aa+ B6+C=o0, Ap-t-Bg-f-D = o,

la valeur de z est indéterminée et la droite tout entiére est
située dans le plan. La premiéere des conditions (6) exprime que
la droite est paralléle au plan; la seconde, que la trace de la

droite sur le plan des xy, trace qui a pour coordonnées (p, g, 0),
est située dans le plan.

CONDITION POUR QUE DEUX DROITES SE RENCONTRENT.

443 — Deux droites placées arbitrairement dans |'espace ne

se rencontrent pas en général; pour qu’elles se rencontrent, il
faut que leurs équations

\x=az-+-p, jx=a'z+pl,
\y— bz+ q, \y=b'z-\-q",



DE LA LIGNE DROITE. 403

soient satisfaites par un méme systéme de valeurs de x, vy, z ;
ceci n'aura lieu que si la condition

Q) (a—a9y @— q)— (6—6) (p—p)= °,

obtenue par I'élimination de x, y, z, est remplie.

équation générale des plans qui passent par la droite

d’intersection de deux plans donnés.

444—soient Aa?-f-By-4-Cz-I-D=0, Ak-t-RA + (Ya+D F o
les équations de deux plans; I’équation
8) (A*+By+ Cz+mD)— k(A'*s-B'y-+C'z+ D)= o,
dans laquelle le parameétre k est arbitraire, représentera tous
les plans qui passent par la droite d’intersection des deux pre-
miers plans. Il est évident d’abord que, quelle que soit la valeur
attribuée au parametre k, le plan représenté par I’équation (8)
passera par la droite d’intersection des plans donnés ; car cette
équation est vérifiée par les coordonnées de chacun des points
communs aux deux plans. On voit ensuite que I’équation (8) re-
présente tous les plans qui passent par la droile d’intersection
des deux plans donnés; car |I'un quelconque de ces plans est
défini par la droite d’intersection, et un point [x1, y', z') pris
arbitrairement dans I’espace; or, on peut déterminer le para-
metre k, de maniére que le plan (8) passe par ce point, ce qui
donne la condition

(Ax1H-By'-+Cz'-1-D)m k (A'x'-t-B'yl+ C'a'+ D)= o;
d’'ou I'on déduit la valeur de k. Le plan cherché a pour équa-
tion
Ax-hBy +Cz -t-D__A/x + B'y + Cz -t-D'
Ax'+By'-t-Cz'+D ~ A'a;-t-BA'-+-C's'+D'*

PAR UNE DROITE MENER UN PLAN PERPENDICULAIRE A UN
PLAN DONNE.

445 —SoientAa;+By+Cz-t-D=0, A'x-t-B'y-+C'a+D'= 0,
les équations de la droite donnée, A’aM-B"y-t-C"z-4-D"=o0 celle
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du plan donné. Le plan cherché, passant par la droite, a une
équation de la forme

(Aa;-+-Ry+C;-t-D)— k(A!x-\-B'y-{-C'z -f-D":=0.
Ce plan sera perpendiculaire au plan donné, si la condition
A"(A— AA")-+-B'(B— kW) -f-C"(C— kO) = o

est vérifiée (N0 437), les axes étant supposés rectangulaires ; on
en déduit
., AA R"B-H C"C.
A/A"-+-BB"+C/LC™

et le plan cherché a pour équation
(10) (A’A"+B'B"+C'C")(Ax-i-Bj/+Cz+D)=(A."A+B"B+C"C)(AaH-B'y+C'i+D’).

Les trois plans donnés forment un angle triedre ; par I'une
des arétes nous avons mené un plan perpendiculaire a la face
opposée. Les plans menés par chacune des autres arétes per-
pendiculairement a la face opposée ont de méme pour équa-
tions

(A"A+B /B+C"C)(A'a;+B'y+CA+D")=(AA'+BB'+CC")(A"X+B y+C"z4-D"),
(AA'H-BB-+CC')(A"aH-B"y+C"a+D")=(A'A'+B'B"+C'C") (Ax+By+Cs+D).

En ajoutant les deux premiéres équations membre a membre,
on trouve la troisieme; on en conclut que les trois plans pas-
sent par une méme droite.

ANGLES d’rNE DROITE AVEC LES AXES.

4 4 6 — Dans les questions relatives a la ligne droite, que nous
avons traitées jusqu’a présent, excepté dans la question précé-
dente, nousn’avons fait aucune hypothése surles coordonnées;
dans tout ce qui suit, nous supposerons les coordonnées rectan-
gulaires.

Soient x = az-\-p, y=bz-\-q les équations d’une droite. La
parallele OL menée par l'origine (fig. 280) aura pour équa-
tions

X —az, y— bz w
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Désignons par a, p, y les angles que fait la droite OL avec les
axes. Prenons sur cette droite un
point M, situé aune distance /de I'o-
rigine. Les coordonnées x, y, z du
point M étant les projections orthogo-
nales de la droite OM sur les axes,
on a

x = lcosa, y=Ilcosfi, z= lcosy.

Si I’'on substitue ces valeurs dans les équations de la droite OL,
il vient
cosa=acosy, cosf8= &cosy,

et, par suite,
cosa_cos(3 cosy = * »
a b I NaMo+I

Le double signe se rapporte aux deux directions de la droite.

PAR UN POINT MENER UNE DROITE QUI FASSE AVEC LES AXES
DES ANGLES DONNES.

4 47 — Proposons-nous de mener par le point M, dont les
coordonnées sont x', y', z'. une droite qui fasse avec les axes
des coordonnées rectangulaires les angles a, @ y. La droite
cherchée est représentée par des équations de la forme

XxX—x'ma(z—12), y—y,=b(z— z);
mais on a

cosa . cos @.
cosy’ cosy’

on en déduit
x—xl_ y—y _ z—17
cosa cosfi cosy
On peut obtenir directement ces équations ; si l'on désigne
par x, y, z les coordonnées d’'un point quelconque Mde la
droite, et par pla distance MM, les différences x — x', y — y',
z — z1sont les projections de la longueur MM sur les axes des
coordonnées. D'un autre c60té, si la longueur MM est comptée
a partir du point M7dans la direction qui fait avec les axes les
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anglesa, @,y, ces projections sont égales a pcos a, pcos @ pcosy ;
si la longueur M'M est comptée dans la direction opposée, ces

projections sont égales a— pcosa, — pcos(3 — pcosy. On a donc
dans tous les cas,

X—a”pcosa, y—y'— pcos(3, z—z"peosy,
ou
X—X'_y—y' 3—121
cosa cos(3 cosy — N
en contenant de regarder la longueur p comme positive ou né-

gative, suivant qu’elle est parcourue dans la premiére direction
ou dans la direction opposée.

ANGLE DE DEUX DROITES.

448 — soient
'x=az-hp, ix=a'z-hp"',
\y = bz+ q, \y = blz+ ¢/,

les équations de deux droites. On déterminera les angles
(@, G y), (@, @, y) dechacune d’elles avec les axes, puis on
exprimera I'angle V qu’elles font entre elles par la formule
connue (n°4i7)- On a

cosa_ cos(3 cosy_ + i
a ~b~~~ + 1
cosa'__cosp7__cosy' + i
d’ou
o = , aa'tbb'+i
(13) cosV ==+ — ... r

Va*+6* 4-i Va/S-hb'M -i

Les droites sont perpendiculaires entre elles lorsque la
relation

(14 aa'+ bbf i=o

est satisfaite.

ANGLE d’une DROITE ET D'UN PLAN.

449 — soient x = az-h p, y=bz-\-q les équations de la
droite, Aa;-t-Ry+ Cz+ D =0 celle du plan. L’'angle V de la
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droite et du plan est complémentaire de Tangle que forme la
droite avec la normale au plan.

Si I'on appelle a, p, y les angles que fait la droite avec les
Mes, a', B, Y les angles que fait la normale au plan avec les
mémes axes, on a (nos446 et 436)

cosa_ cos|3__cosy + i
a b i
cosa'__cos(3__cosy' + i
~A~~ B —"C VA2B&Cs
et, par suite,
i5) sinV= .-"(Aa+ B&+C) -

V(AT +B1-f-C)(a, + 62+i)

CONDITIONS POUR QU UNE DROITE ET UN PLAN SOIENT
PERPENDICULAIRES.

450— Soient, comme précédemment, X%Z—\-p )FtZ"'q
les équations de la droite, A<r+ By+Cz-t-D =0 celle du plan.
En désignant par a, B y les angles de la droite avec les axes,
para', p',y'ceux de la perpendiculaire au plan avec les mémes
axes, nous avons

cosa__cos@_cosy
a b i
cosa' cos@ cosy'
c
Si la droite est perpendiculaire au plan, les angles a, p, y étant
respectivement égaux a a‘, @, y', ona, en divisant les rapports
précédents deux a deux,

A B C .
184 .
( a b i

Des relations (16) on déduit aisément ce théoréme dont on
se sert en géomeétrie descriptive : lorsqu’une droite est per-
pendiculaire a un plan, la projection de la droite sur un plan
guelconque est perpendiculaire a la trace du plan. La projec-
tion de la droite sur le plan XOZ a pour équation x = &Z-t-0;
I’équation de la trace du plan est a= + c z+ b = o ; la relation
a= " exprime que les deux droites sont rectangulaires. De

u
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e, larelation6= A exprime oL laprojection ck la craite
sur le plan MQZest perpendiculaire a la trace du plan

PAU UN POINT DONNE MENER UNE DROITE PERPENDICULAIRE A UN

PLAN DONNE

45(1/—Saetf1x y\Iz Iesooogrplmadjpurtotrrgbl\l/l
Aa-(-Bil+Cz-f-D= o I'éguation an Leséquatiors ¢k la
droite cherchée seront ck la formre

X —x'=ma{z—12"), y—y/=b(z—zl).
Ctte drroite sera perpendiculaire auplan donné, si les rdlations
AR C
a b i
sont \erifiées ; on en déduit
A . R
a= ¢’ 6= ¢ ;

et, parsuite, la droite cherchée a pour éguations

X—xf=~(z—12"), y—y'"Az—-72Y,
ou, plus sinplenent,
hn\ X—Xx'" y—y __z—7
w; A B (O

(nalatient immediatenrent ceséquiations, en remargLant oLe
les numerateurs sont proportionnels aux cosinus ks angles que
la droite fait avec les axes, tandis gLe les dénominateurs sont
proportionnels aux cosinus des angles que la nonrele au plan
fait avec les axes; ladroite coincidant avec lanonmale, oes deux
Sériés ck quantités sont proportionrelles.

45 3— Les cooroonnées cu pied dela perpendiculaire, Clest-
a-dire du point Pou la perpendiculaire perce le plan, seront
ob’ne&smrlesobw(eqﬂo's 17) jointes a l’équation cui plan
Qn peut rettre 1’éguation du plan sous lafonre

Ax—®+ Bly—y/)+ c(5—)= — (ys*+R/+ cz +D;

en gjoutant les nurmérateurs et les dénoninateurs des rgaoo s
éoai (17), aores avoir mutiplié les deux termes du prenrier
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par A, ceux du second par B, ceux du troisieme par C, on
forme un nouveau rapport égal a chacun des précédents
A{x—aO+R (y—y0+ C(*— 2" — (Aa'+B.y'+Cz'+ D).
A+ B+ C ! * A’ + B2+ C!
on a ainsi les équations
(181 x—x' y~V z~7z'" — (Aaj-H-Bi/H-Cz'+ D)
AV A A*4-B'+ C'
qui déterminent le pied de la perpendiculaire.
On obtiendra la longueur de la perpendiculaire en rempla-

cant les différences x — x', y— V', z— z' par leurs valeurs dans
laform ule

XY-+-[y—y')'+ (z— zD1,
ce qui donne
, d=(Aa/-hBy/+Cg/+ D)
~ VA +B’-t-C*
Onretrouve ainsi la formule a laquelle nous avons déja été con-
duits par une autre méthode (n°438).

PAR UN POINT DONNE MENER UN PLAN PERPENDICULAIRE A UNE
DROITE DONNEE.

453 — Soient x', y', z' les coordonnées du point donné M,
x=iaz-\-p, y= bz-t-q les équations dela droite. Le plan
cherché, passant par le point M, a une équation de la forme

A(*—x")+ B{y—y)+ C[z— z})=0.
Ce plan sera perpendiculaire a la droite, si les relations
A B _ C
a b 1
i A B
sont vérifiées. En remplacant les rapports - et par leurs
valeurs a et b, I’équation du plan cherché devient
(19) a{x — x')-\-b(y—y,)~h(z— zl)= o.

On obtient encore immeédiatement cette équation, en remar-

guant que les quantités a, b, 1 sont proportionnelles aux co-

sinus des angles que fait la droite donnée avec les axes, tandis
gue les quantités x — x', y—y', z—z' sont proportionnelles aux
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cosinus des angles que fait avec ces mémes axes la droite qui va
du point Ma un pointquelconque du plan; ces deux directions
étant rectangulaires, la somme des produits de ces quantités
deux a deux doit étre égale a zéro.

454 — 0On aura le point P ot le plan coupe la droite, en
joignant I’équation du plan aux deux équations de la droite ;
celles-ci étant mises sous la forme

X—x/=a(z —2')— (xX'— az'—p),
y—y'=b(z—2)—(y — bz'—q),
on en déduit, en remplacant#— x' ety—y par leurs valeurs
dans I’équation du plan
. a[xl— azl— p)-Jtb{yl— az'—-q)
Y a'+ 6+ i ’
A l'aide de ces formules, on calculerait aisément la distance MP

du point a la droite donnée; mais nous I'obtiendrons plus rapi-
dement par une autre méthode.

PAR UN POINT DONNE MENER UNE DROITE PERPENDICULAIRE A UNE
DROITE DONNEE. /

455 — soient x1, y, z! les coordonnées du point donné M,
x = az-hp, y— bz+ g les équations de la droite donnée. La
droite cherchée est I'intersection de deux plans, I'un mené par
le point et la droite donnés, l'autre mené par le point donné
perpendiculairement a la droite donnée. Le premier a pour
équation (n° 444)
X —az—p_y—bz—qg
xl—azl—p y—bz'—q
le second (no453)
a[x— xD+ b(y—y)\-(s— 2)=0 ;

cesdeux équations simultanées représentent la droite cherchée.

DISTANCE d’un POINT A UNE DROITE DONNEE.

450— Appelons toujours x1, y1, z1les coordonnées du point
donné M. Supposons d’abord que la droite donnée OL passe par
I'origine, et désignons par a, [,y, les angles qu’elle fait avec les
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axes des coordonnées rectangulaires. La perpendiculaire MP,
abaissée du point Msur la droite OL, étant un c6té d’un triangle
rectangle OMP (fig, 281), on a

/S=MPS= OM2— UP2.

La distance OM est connue ; elle est donnée par la formule
OMl= xn+ y'*4-2z/s.

Quant a la distance OP, c’est la pro-
jection de la droite OM sur la droite
OL ; en exprimant que la projection
de la droite OM est égale a celle de la
ligne brisée OABM , dont les cotés
sont les coordonnéesx1 y', z! du point
M, on a

OP=a/cosa-t-y/cosp+z/cosy.

Hvient de la sorte
(20) ke x It-\-yl,+ 2'— (xlcosa4-y'cos (34-z' cosy)*

On peut mettre cette formule sous une autre forme. Si I'on
multiplie la quantité x /4 -y/4-z/ par cos*a 4 -cos* [34- cos'y,
c’est-a-dire par I'unité, on a

I'= (x114 -y/i4-z'*) (cos*a 4 -cos» fi4 - cos’ y)
— (xlcosa+j/"cos(i4-z'cosy)8;
en effectuant les calculs et groupant convenablement lestermes,
on obtient la formule

(21) P = (y'cosY— z'cosP) 4- (z>cosa— x 1cosy)l
4-(0~ 08@- cosa)s

Supposons maintenant que la droite donnée ne passe pas par

I'origine, et soient
x=az-hp, y=bz-hq,

les équations de celte droite. Imaginons que I’on transporte les
axes parallelement a eux-mémes en un point de la droite, par
exemple au point (p,q,0) ou elle perce le plan XQOY; les coor-
données du point M relativement a ces nouveaux axes étant
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X'—p, yl—q, z1, on aura, en appliquant la formule (ai),
/= [(yl— g)cosy — s'cos P —+[(x'— p) cosy— z' cosa]*
-t- [[x1— p)cos p— (y'— g)cosa]’.
Si I’on remplace enfin cosa, cos@ cosy Par *eurs valeurs, on

arrive a la formule

(xf— az'— p)M- (yI— bz'— qy-Jr [b(x'— p)— a{y'— q)I'
122> 42-h6>-+-1

PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX DROITES.

457 — Soient x=az-hp, y=bz-f-g les équations de la
premiére droite AB, x=a'z-\-p,}
y=blz-hq' celles de la droite CD
(fig.282). On sait que la perpendicu-
laire commune MNa ces deux droites
mesure leur plus courte distance. On
sait aussi que la longueur | de cette
perpendiculaire commune MN est
égale a la distance d'un point quel-
conque de la droite CD au plan P

mené par la droite AB parallélement a CD. Cherchons d’abord
I’équation du plan P; tout plan mené par la droite AB a une
équation de la forme
(x—az— p)— k(y— bz—q)=o0;
ce plan sera parallele a CD, si la condition (n° 442)
al— kbl— (a— kb)= o

est remplie; on en déduit k = & ~-,< et, par suite, le plan P a
pour équation
(23) {b—b")(x— az—p) —(@— a)(y—bz—q)=o.
La distance a ce plan d’un point quelconque de la droite CD,
par exemple du point (pL q', 0'), ou elle perce le plan XQOY, a
pour expression (n* 438)
un , (6-6")(p—p)— (@—a’)(g-q').
V(a— -+(b— b'y-\-(ab'— bal)*

Telle est la plus courte distance des deux droites données.

458—s5si I'on demandait les équations de la perpendiculaire
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conmure WN il faudrait, par checune des droites données AB,
@ nerer un plan perpendiculaire au plan P; ces deuxplars,
par leur intersection, détermineraient la droite MN Lh plan
{x—az—p) — k(y— bz—q) = 0O, mené parladuteAB i
perpendiculaire au plan P representé par Iéquation (23), S la
concition (f 437)

(6—b,)-h-k(a—a’) —(a — kb)[abl— ba 0=0
est Vérifiée; onen céalit lavaleur cek, et le plan cherdé a
pour éguetion
@5) (a—a’)(x—az—p)+ (b—b)(y— bz—0)

+ (ab,— ba")[b(x— p)—a(y— q)]=o.
Le planmené par la droite (D) perpendiculairenent au planP,
ade méne équation
@  era)x—az—p)-+O—bh)y—bz—)
—~(a'b —b'a) [ kx—p")—a y—gjJ= o

Les deux équations sinuitanées (25 et (26) representent la per-

pendiculaire conmure

SPHERE.

459—asurface ¢k la sphére, étarnt le lieu des points dis-
tants du centre d’ure quantité constante égale au rayon, a pour
équation, en coordonnees rectangulaires,
(x— a),-h(y — b)t-\-[z— cy— rt.
S, a l’éguation d'ure sphere, on joint celle dun plan, on
aura les équetiors ck la ligne dintersection, Cest-a-dire dun
cercle dars I'espece.

EXERC 1CES.

1» Elanl donnés un systéme de trois axes rectangulaires et un point sur
cliacun des axes ; trouver en fonction des coordonnées des trois points :
« les coordonnées du centre du cercle circonscrit au triangle qui aurait
pour sommets les trois points; a» les coordonnées du centre du cercle in-
scrit dans le méme triangle.

a» Elanl donnée une conique , trouver dans Iespace le lieu des points
tels que la distance de chacun d'eux a I'un quelconque des points de la
conique soit une fonction rationuelle des coordonnées du poini de la
conique.
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La distance est aussi une fonction rationnelle des coordonnées du point
cherché.

Si I'on joint deux points fixes du lieu a un point quelconque de la conique,
la somme ou la différence des distances est constante.

3° Démontrer que, si par chacune des arétes d'un angle triedre et la bis-
sectrice de la face opposée, on fait passer un plan, les trois plans ainsi ob-
tenus se coupent suivant une méme droite.

4° Etant donnés uu triédre et une droite passant par son sommet, par
la droite fixe et chacune des arétes on fait passer un plan qui partage la
face opposée en deux angles ; démontrer que le produit des sinus de trois
segments non consécutifs est égal au produit des trois autres. (Réciproque.

5° Etant donné un trigdre, par le sommet on méne un plan quelconque
qui détermine sur chaque face deux segments; démontrer que le produit des
sinus de trois segments non consécutifs est égal et de signe contraire au
produit des trois autres. (Réciproque.)

6» Trouver I'aire d’ un triangle en fonction des coordonnées des sommets,
les axes étant rectangulaires.

7° Trouver le volume d’un tétraedre ayant I'un de ses sommets a l'origine
en fonction des coordonnées des trois autres sommets.

8» Démontrer que les trois droites qui joignent les milieux des cotés op-
posés d’un tétraédre passent par un méme point.

9“ Trouver I'éguation d’'un plan mené par un point de I'axe des X per-
pendiculairement a cet axe, les coordonnées étant obliques.

Application a la détermination du centre d'une sphére donnée par son
équation en coordonnées obliques, au moyen de plans perpendiculaires aux
axes.

lo°® Les six plans des cercles d’intersections de quatre sphéres prises
deux a deux se coupent en un méme point.

CHAPITRE IV.

Génération des surfaces.

460 —On définit quelquefois une surface par une propriété
commune a chacun de ses points; dans ce cas, on obtient I'é-
quation de la surface en traduisant analytiquement cette pro-
priété. Mais; en général, on définit une surface par le mouve-
tnent d’une ligne dans I'espace. Soient
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¥(x,y,z,a)=o0, F,(@sy,z,a)=0
les équations d’une ligne renfermant un paramétre arbitraire
a; sil'on faitvarier a d’'une maniére continue, la ligne se meut
dans I’espace et engendre une surface. On obtiendra I’équation
de cette surface en éliminant le parameétre a entre les deux
équations de la ligne mobile (n° 98).

Supposons que les équations de la ligne mobile
F(x,y,z,a,b)=0, FI(x,y,z,a,b)=0
renferment deux parameétres variables a et b, assujettis a véri-
fier la relation (a, b)=0.Vn seul de ces parametres sera arbi-
traire, et la ligne, dans son mouvement, engendrera encore
une surface, dont on obtiendra I’équation en éliminant les deux

parameétres a et b entre les trois équations précédentes.

En général, si les deux équations d’'une ligne mobile ren-
ferment n parametres variables, assujettis a vérifier n — 1
équations de condition, cette ligne engendrera une surface dont
on obtiendra I’équation en éliminant les n parameétres varia-
bles entre les deux équations de la ligne etles n— 1 équations
de condition.

On donne le nom de génératrice a la ligne mobile qui engen-
dre la surface. On définit ordinairement le mouvement de la
génératrice en I'assujettissant a glisser sur certaines lignes fixes,
gue I'on nomme directrices. Soient

f[x,y,z)=o0, fi(x,y,*)=:0

les équations d’une directrice; pour que la génératrice ren™
contre la directrice, il faut que les quatre équations de ces
deux lignes soient vérifiées par un méme systeme de valeurs
de x, y, z; si donc, entre ces quatre équations, on élimine x,
y, z, on obtiendra une équation de condition entre les para-
metres 0, b,... que renferment les équations de la génératrice.
Chaque directrice donnera aussi une équation de condition
entre les parametres variables. Ainsi, lorsque les équations de
la génératrice renferment n parametres variables, il faut assu-
jettir cette ligne mobile a glisser sur n — 1 directrices;

On appelle surfaces régtéei les Surfaces engendrées par le
mouvement d’une ligne droite. Les équations générales d’une
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ligne droite renfermant quatre paramétres variables, il faut
trois directrices pour définir le mouvement d’une ligne droite.
On distingue les surfaces réglées en deux grandes classes, les

surfaces développables et les surfaces non développables ou sur-
faces gauches; la surface est développable, lorsque toutes ses
génératrices sont tangentes aune méme courbe que I'on appelle
aréte de rebroussement de la surface. Parmi les surfaces dévelop-
pables, nous étudierons particulierement les surfaces cylindri-
ques et les surfaces coniques; nous donnerons ensuite quelques
exemples de surfaces réglées non développables.

SURFACES CYLINDRIQUES.

4 6 1 — On appelle surface cylindrique une surface engendrée
par une droite qui se meut en restant constamment parallele a
elle-méme.

La génératrice sera représentée par les équations

x=az-\-p, y— bz-\-q,

dans lesquelles les parametres a et 6 sont constants, et les deux
parametres p et g variables. On définira le mouvement de la
génératrice, en l'assujettissant a glisser sur une directrice don-
née, ce qui fournira une équation de condition (p, Q) =0
entre les deux parametres variables p et g. On obtiendra I’équa-
tion de la surface, en éliminant ces deux parametres entre les
deux équations de la génératrice et I'’équation de condition ; si
I'on remplace dans cette derniére p et q par leurs valeurs
x—az, y— bz, tirées des deux premieres, on a lI'équation de la
surface cylindrique

) PlEe— az, y— bz)=o.

4 6 2 —Plus généralement, la génératrice peut étre repré-

sentée par les deux équations

ax-\-by-\-cz-hd=a, dfa+b'y-hc'z-hd'=
dans lesquelles les deux parametres a et fi sont seuls variables;
car chacune de ces équations étant celle d’un plan qui se meut
parallélement a lui-méme, la droite d’intersection conserve
aussi la méme direction. Les deux parameétres a et p sont liés
par une équation de condition 9(a, ()= o ; I'élimination des
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deux parameétres a et ji donne I'équation de la surface cylin-
drique

2 9(ax+ by+cz+d, a'x-{-b'y-{-c,z+d/=o0.

Réciproquement, toute équation de la forme (2) ne peut re-
présenter qu’une surface cylindrique. Si I'on pose, en effet,

ax-hby-{-cz-\-d—a, a'x+b'y-hdz+d'zrzfi,

I’équation proposée devient 9 (a, @ = o; a tout systétme de
valeurs réelles de a et @, vérifiant cette équation, correspond
une droite ayant une direction déterminée; I’ensemble de ces
droites forme une surface cylindrique. Ainsi, I'éguation géné-
rale des surfaces cylindriques est une équation quelconque entre
deux polynémes du premier degré en x, y, z.

Il peut arriver que I'’équation 9 (a, P) = o n'admetle qu’un
nombre fini de solutions réelles;
dans ce cas, I’équation (2) repré-
sente un nombre limité de droi-
tes réelles.

463 — Supposons que la surface
ait pour directrice une courbe plane,
située dans le plan XOY (fig. a83), et
soit 9(X,Y)= o I'équation de cette
courbe rapportée aux axes OX et OY;
la trace G de la génératrice GlI

X=az+p, y=hz+q
sur le plan XOY a pour coordonnées
* = p, Y= (5 celle trace devant appartenir & la directrice, on aura I'’équa-
tion de condition ?(p, 9) = 0, et la surface cylindrique sera représentée
par I'équation f{X— az, y— »n2) = 0. On voit que, si la directrice plane
est algébrique et de I'ordre m, la surface cylindrique est aussi algébrique et
de I'ordre m,

SURFACES CONIQUES.

464 — On appelle surface conique une surface engendrée
par une droite qui tourne autour d’un point fixe.
Désignons par x 0 yO zOles coordonnées du point fixe, c’est,
ceom. ANALIT. an
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a-dire du sommet du cbne ; les équations de la génératrice
seront de la forme
X=Xg_ g Y~
z 20 a z  zo b
a et b étant deux parametres variables. On définira le mouve-
ment de la génératrice en I'assujettissant a glisser sur une
directrice donnée, ce qui fournira une équation de condition
(P (a, b— o entre les deux parameétres variables a et b. En éli-
minant a et b entre cette équation et les deux équations de la
génératrice, on obtiendra I'équation de la surface conique

(¥a
C'est une équation homogene entre les trois différences x — xt,
y—y,z—V

Réciproquement, toute équation homogeéene entre les trois
différences x — xQ y — yQ z — z0 ne peut représenter qu’une

surface conique. Car on pourra mettre cette équation sous la
forme (3); si l’on pose ensuite

I’équation proposée devient'® [a,b)= 0; a tout systéme de va-
leurs réelles de a etb, satisfaisant a cette équation, correspond
une droite passant par le point fixe (xQvy,, «,); I'’ensemble de
ces droites forme une surface conique.

Si I'équation <p(a,6)=0 n'avaitqu’un nombre limité de solu-
tions réelles, on aurait un nombre limité de droites réelles. Si
I’éguation n’avait aucune solution réelle, I'équation (3), sup-
posée algébrique et entiere, n’aurait qu’'une solution réelle, le
sommet.

Quand on place I'origine des coordonnées au sommetdu cone,
I’équation de la surface conique se réduit a la forme

) »(;. 0=0.

C'est une équation homogéne entre x, y, z.
Lasurface conique estdéveloppable ;I’aréte de rebroussement
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se réduita un point, le sommet. La surface cylindrique est aussi
développable; on peut la regarder comme la limite d’une sur-
face conique dont le sommet s’éloigne a I'infini.

465 — Considérons le cas ol la directrice
est une courbe plane. Prenons le sommet
du cone pour origine des coordonnées, et
supposons le plan XOY paralléle au plan de
la courbe (fig. 284).Soient z=cC, 9 (X, Y)= o
les équations de la directrice, X = azZ,
y=bz celles de la génératrice ; la trace de

J~la génératrice sur le plan de la directrice
ayanlpour coordonnées Z—C, x:ac,y:bc,
pour que ce point G appartienne a la direc-
trice, il faut que I'équation de condition

Fig. 284. 9(ac, bc)= 0 soit vérifiée. En éliminant et
bentre cette équation et celles de la génératrice, on obtient I'équation de

la surface conique

9/c c = o
\ 2 z)
On voit que, sila directrice plane est algébrique et de I'ordre m, la surface

conique est aussi algébrique et de I'ordre m.
SURFACES Cq OIDES.

4 6 0 —On appelle surface conoide une surface engendrée par
une droite qui se meut en restant constamment parallele a
un méme plan que I'on nomme plan directeur, et en glissant
sur une droite fixe appelée axe du conoide et sur une seconde
directrice quelconque.

Prenons la directrice rectiligne pour axe des z, et supposons
le plan XOY parallele au plan directeur. La génératrice sera
représentée par des équations de la forme

K —_
=, |=p.
La seconde directrice donnera une équation de condition

(a, @ = 0 entre les deux parametres variables a et 8. La sur-
face conoide aura pour équation

©) 22 ="
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A I'exception des cylindres, les surfaces réglées a plan direc-
teur ne sont pas développables. Nous avons dit, en effet, qu’une
surface développable est engendrée par une droite mobile tan-
gente a une courbe donnée ;la projection de la génératrice sur
un plan quelconque restera évidemmenttangente ala projection
de I'aréte de rebroussement ; or, quand la génératrice est pa-
rallele a un plan donné, sa projection sur un plan perpendicu*
laire au plan directeur reste paralléle a elle-méme et par con-
séquent n’est pas tangente a une courbe. 11 n’'y a exception que
pour la surface cylindrique.

— Supposons que I'axe OZ du conoide soit perpendiculaire au
plan directeur (fig.
28s), et queja direc-
trice soit un cercle
situé dans un plan
perpendiculaire au
plan directeur. Fai-
sons passer I'axe OX
par le centre C du
cercle et prenons le
plan YOZ paralléle
au plan du cercle; ce
cercle aura deséqua-
tions de la forme
X=a, i/-t-:*=r4

Pour que la génératrice GH sappuie sur le cercle, il faut que les
paramétres a et p satisfassent a la relation al?*+ = “#m Le conoide
estdonc représenté par I'équation du quatriéme degré X,z*+aiyi—rX,=0.
Si I'on coupe la surface par un plan paralléle au plan directeur, on obtient
évidemment deux génératrices GU, GH'; I'angle de ces deux génératrices
diminue & mesure que le plan sécant s’éleve ; enfin, le conoide se termine
par une aréte DB.

Coupons la surface par un plan EFE' paralléle au plan du cercle ; ce plan
a pour équation X= a'; la courbe d'interseclion —ra"=o
est une ellipse dont le demi-axe JF est constamment égal a r et dont I'autre
axe EE' diminue jusqu'a zéro, quand le plan sécant sc rapproche de I'axe
du conoide.

Comme second exemple de surface conoide, considérons la surface en-
gendrée par une droite qui se meut en restant parallele a la base d'un
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cylindre circulaire droit, et s'appuyant sur I'axe du cylindre et sur une hé-
lice tracée sur le cylindre. Prenons pour axe des Z I'axe du cylindre, pour
axes des X et des Y deux diamétres rectangulaires du cercle de base, et dont
1un, I'axe des X, rencontre I'hélice. Une génératrice de la surface se pro-
jette sur le plan de la base, suivant un rayon paralléle faisant avec I'axe
des X un angle variable Q Si I'on appelle hle pas de I'hélice, le point de
I'hélice a pour coordonnées

i
/E=rcosO, y=rsin0, Z=h-fd'

2t
ces trois équations & quatre variables O, X, Y, Z peuvent étre regardées
comme représentant I'hélice elle-méme. La génératrice a pour équations

8 Yy
s=ft— , <2 = tangO;
an X g
I'élimination de Odonnera I’équation de la surface hélicoi'de b plan directeur,

—h %
z 27_I_arc tang e
Cette équation, jointe & celle du cylindre X1-t-ys= I, représente aussi
I'hélice.

SURFACES DE REVOLUTION.

4 6 8 —ngopelle surface e révolution une surface engent
drée par la rotation d'ure ligne
autour dunaxe foe auquel elle
est invariableent lice. Ghegquo
point Mde la gérératrice déorit
uncerde dont le plan est par-
pendiiculaire al’axe et qui apour
centre le pied P ¢k laperpend-
culaire abaisée du point Msur
I'axe (fig as6). Lescercles dicrits
par les différents points ce la gé-
rératrice ont &é nommes lespa-
ralleles CB lasurface. Les sections

faites par des plas quil pessent par 1'axe sont égales entre

elles; e ot IS meridiens Ok la surface. reireTent

gﬁchoisit pour gerératrice e la surface ure courte néri-
enre.

Qnpeut aussi concavoir ure surface de rdvolution commre

engendrée par le mouvenrent dun cercle, ce rayon variadle,
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dont le centre parcourt une ligne droite, dont le plan reste
perpendiculaire a cette droite, et qui rencontre la génératrice
donnée.

Supposons d’abord que I'on prenne I'axe de rotation pour
axe des z , les coordonnées étant rectangulaires; un paralléle
de la surface sera représenté par des équations de la forme

gs+ ys= at, z=P;
en exprimant que ce cercle rencontre la génératrice donnée,
on obtiendra une équation de condition 9 (a, @ = o entre les
deux parametres variables aetp. Si I'on élimine a et p entre
cette équation et les deux équations du parallele, on aura
I’équation
6) 9 (Vx1-+Vy1 z)=o0
de la surface de révolution.

469 — Cherchons, par exemple, I'éguation de la surface engendrée
par une droite AB, tournant autour d’'un axe OZ
(fig. 287). Prenons l'axe de rotation pour axe
des Z, la perpendiculaire commune entre I'axe et
la droite AB dans une de ses positions pour axe
desy, et une perpendiculaire au plan YOZ pour
axe des X. La droite AB, dans cette position par-

ticuliére, aura pour équations

y=4a, X=ou,

a étant la plus courte distance OA, Mla tangente
trigonométrique de lI'angle ZOB' que fait I'axe OZ
avec la droite OB' paralléle b AB. Pour que le
cercle paralléle &, + y,=a,1 rencontre la droite AB,il faut que I'équa-
tion de condition 8"+mMtp*—a*, que I'on obtient en éliminante, y, centre les
équations de la droite et celles ducercle, soit vérifiée ; I’élimination des deux

parameétres variables a et p entre cette équation de condition et celles du
cercle, donne I'’équation de la surface de révolution

X*-t-y*— mz = 02
Si I'on faity=o0 dans cette équation, on obtient la trace de la surface sur
le plan XOZ ; c’est une hyperbole X%—MZ,= a\ ayant son axe transverse
OD dirigé suivant OX, et pour asymptotes les droites OB' et OC' également
inclinées de part et d’autre sur OZ. On peut considérer la surface comme
engendrée par cette hyperbole méridienne tournant autour de son axe
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imaginaire. C’est pourquoi on lui a donné le nom Athyperbolcice de révo-
lution a une nappe.

L’équation précédente ne renfermant le coefficient angulaire Mqu'au
carré, il est clair que la méme surface sera engendrée par les deux droites
AB et AC, toutes deux perpendiculaires a OA, et également inclinées de
part et d autre sur la droite AZ' paralléle a OZ.

47 0 — Considérons en particulier le cas ou lagénératrice est
la courbe méridienne ; cette courbe , que I’'on peut supposer
placée dans le planXOZ, est représentée par les équationsy =0,
41(x, Z)= o. Si I'on élimine x, y, Z entre ces deux équations et
celles du parallele x* + ys= a2 z— p, on obtient I’équation de
condition 41(«,P)= o. L’équation de la surface de révolution est
donc

0) #(V+y'>*)=0.
On l'obtient en remplagant x par yjx'+y* dans I'équation du
méridien.

Par exemple, si la courbe méridienne est I’nyperbole X%— NBs* = a»,
I'hyperboloide de révolution a wune nappe aura pour équation
X*+ y*— m2* = a2

Comme second exemple, considérons le 10re, c’est-a-dire la surface en-
gendrée par un cercle tournant autour d’un axe situé dans son plan et ne pas-
sant pas par le centre. Sil’on prend pour axe des Z I'axe de révolution, et
pour axe des X une perpendiculaire abaissée du centre du cercle sur 'axe,
I’équation du cercle dans le plan des XZ étant (X —a)2+ 3*= r2 celle
de la surface sera

(V*s+ ys— «)"-h*" = r*

4 7 1 — Supposons maintenant que I’axe de rotation OL passant

encore par I'origine ait une direction quelconque dans I’espace.

Soient A = ’é = p les équations de cette droite. Tout paral-

lele de la surface sera donné par l'inter-
section d’une sphere décrite de l'origine
comme centre et d’un plan perpendicu-
laire & I'axe ; ce cercle sera donc repré-
senté par deux équations de la forme

iC>-1_y2-1_z2==a2 ax+by+ cz+d—fi.

En exprimant que le parallele rencontre
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la génératrice donnée, on aura une équation de condition
9 (a, P) = o entre les deux paramétres variables a et p. L'éli-
mination de ces deux parametres entre I’équation de condi-
tion et les deux équations du cercle conduira a I’équation de
la surface de révolution

8 9 (\IXi-\-yt-+-2z', ax+bij-hcz+d)=o.
C’est une équation entre le polyndme du second degré
®*+y* + s* et un polyndme quelconque du premier degré.
Réciproquement, toute équation de cette forme représente
une surface de révolution autour d’une droite passant par I'ori-
gine. Considérons, en effet, la droite OL qui a pour équations
oc_ Yy
r=

z
-> et posons
a b c P

®-HyM-3*=a', ax+by+cz+d=%-,

I’équation proposée (8) devient 9 (a, P)=o0. A tout systéme
de valeurs réelles de a et de P vérifiant cette équation, corres-
pond un cercle donné par l'interseclion d'une sphére ayant
I'origine pour centre, et d’un plan perpendiculaire a la droite
OL ; le centre du cercle sera situé sur la droite OL, et le lieu
des cercles formera une surface de révolution autour de cette
droite.

Supposons enfin que I'axe de rotation ne passe pas par l'ori-
gine; prenons un point fixe (x0,yQ *,) sur cet axe dont les
équations seront

X~ X0_ Yy—Yy»_ ~0
a b c
Tout paralléle de la surface seradonné par I'intersection d’une
sphére (x— &) H-(y —yQ*+ (z— z~=za* ayant son centre au
point fixe, et d’'un plan ax-\-by+cz+d = ” perpendiculaire a
I'axe, I'équation de la surface de révolution sera donc de la
forme

©9) 9(V("— mm)s+(?/— 2 )4+ («—z0',ax+by-hcz-hd)=o0.
tangente a une courbe, et plan osculateur.

IW®— Les trois coordonnées x, y, z d’un point quelconque M
d’'tinecourbe peuventétre considéréescommedesfonctionsd’une
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méme variable auxiliaire t, prise pour variable indépendante.
Appelons \x, \y, \z les varialions de ces coordonnées, quand
on donne ala variable t un accroissement trés-petit A<, c’est-a-
dire quand on passe du point M a un point voisin M, sur la
courbe; la sécante MM, est représentée par les équations

X—x_Y—-Y Z— 1z

\ x A/ A;
M « «
Lorsqu’on fait tendre \t vers zéro, les rapports 77, LT

ont respectivement pour limites les dérivées cd, y z ' des fonc-
tions x, y, z par rapportat. Il enrésulte que la tangente au
point Mest représentée par les équations
X=—x_Y—y_ 7Z—12
~X \ z1
47 3 — Soient MT et M,T, les tangentes a une courbe gauche en deux
noints voisins M et M, (fig. 389) ; par le
point M menons une droite Mil paral-
lele a M, T, j quand le point M, se ment
sur la courbe, la droite Mil décrit une
surface conique; si le point M, serap-
proche indéfiniment du point M, le plan TMII tend vers une position limite,
qui est le plan tangent a la surface conique le long de I'aréte MT ; cette
position limite du plan TMII sappelle le plan oscillateur a la courbe au
point M.
Ce plan, passant par le point M, a une équation de la forme

() A(X—aj)-t-B\—y)+ C(Z—2z) = o.
Pour gu’il contienne les deux droites MT, MH, on doit avoir les relations
(a) AX'+By'+Cs' = o,

A(&e'4- A=)+ B(y'-t-Ay,)+ C(Z’+ As)= o;
la derniere peut étre remplacée par
N o+ +0N =0
At Af At
et se réduit a
®) A*"+By"+Cz"= o,
quand Mtend vers zéro, X', y", z" étant les dérivées secondes des fonc-
tions X, y, z par rapport £11. Des relations (a) et (3) on déduit
A B C

ij'z"—z'y" — z'x"— x'z X'y“—yHE
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et le plan oscillateur a pour équation
O @3- z7VHX= X)+(2'x"—=X's") (Y- y)
+ {x'y"—y'x")(Z- z) = o.
Lorsque la courbe est plane, le plan osculateur en chaque point est le
plan méme de la courbe.

PLAN TANGENT.

47 4 —Considérons la surface représentée par I'équation

(5) f{x,y,z)=0;
prenons sur la surface un point M ayant
pour coordonnées x, Yy, z, et par ce point
tragons sur la surface une courbe quel-
conque MA (fig. 290); quand un point
mobile décrit cette courbe, les deux coor-
données x et y sont des fonctions de z,
assujetties a vérifier la relation () ; leurs

dérivées x! et y' vérifient la relation

(6) AE'li+yY; + A = 0.

D’aprés ce que nous avons dit, la tangente a la courbe MA

est représentée par les équations

/X X—x _Y—y Z—1z

' X' yl 1

Quand la courbe MA tracée sur la surface par le point M

changé, les deux fonctions x ety changent, ainsi que leurs

dérivées. On obtiendra le lieu des tangentes a toutes les cour-

bes tracées sur la surface, en éliminant les deux parameétres

variables a:'ety' entre les équations (7) de la tangente et I’équa-

tion de condition (6). Ce lieu a pour équation

®) X—x)fi-h (Y—y) + (Z— 2)fi= o.

C’est un plan qu’on appelle le plan tangent a la surface au

point M.

La normale a la surface au point M est la perpendiculaire
menée par le point Mau plan tangent a la surface en ce point ;
quand les axes sont rectangulaires, les équations de la normale

sont
N\ x _Y—y Z—1z

X— 1
r n~n~~rr -
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Nous avons démontré qu’'en général les tangentes aux di-
verses courbes tracées sur une surface par un point M sont
dans un méme plan; il y a exception lorsque les trois déri-
vées partielles fx, f',,?. sont nulles au point M; car alors
I’équation de condition (6) devient une identité, et pour trou-
ver le lieu des tangentes, il faut recourir a un calcul plus com-
pliqué. Cette circonstance se présente au sommet d’'un cone ;
les tangentes aux diverses courbes tracées sur la surface par
ce point sont les arétes du cone, et le lieu des tangentes est
le cone lui-méme. Lorsqu’une surface a un point singulier de
cette sorte, le lieu des tangentes en ce point, au lieu d’étre un
Plan, est un cone.

47s — Considérons en particulier les surfaces du second
degré : soit
(o) f(x,y,z) = Aa2-f-A'y*+ AV -4-2Byz+ 2 B'za:

-1-2B"xy -t-aCe-f- 2C'y +m@.C'z-4 F = o

I’équation de la surface. On a

fx=2(A &-t-B"y+ B,1+ C ),

fi, — 2(B"x+ A'y -h B ~-+-C7),

fz— 2(B'e+ By-1-A"z -t-C"),

xfl-hyfr+2Zft
= 2(Aaji+ A /i/,-)-AV + 2Byz+2\i'zx -$B"xy -+-Ca5-4-C/y-t-C"*),
le point M étant sur la surface, ses coordonnées vérifient I’é-
quation (io), et I’expression précédente se réduit a
— 2(C&+C/(/+C",~-+-F).
L'équation (8) du plan tangent devient ainsi
(u)  (Aa;+B"I/-(-BR+C)X+(B"a:-4-Ak-t-B2-t-CHY
-f- (B%;-t-By-t-A z-t-C )Z-(-(C;r-|-C#-t-C z-|-Fj = o.

On remarque que les coordonnées du point de contact n’en-
trent qu’au premier degré dans cette équation. Comme on peut
mettre cette équation sous la forme
(la) (AX+ B"Y+ B'Z+C)a;+(B"X-+-A'Y-+-BZ-+-C/)2

+(B/X+BY+A"Z-+-C")z+ (CX+C/Y+C"Z-f-F)=0,
on remarque aussi qu’elle ne change pas, quand on permute
les lettres x et X, yetY, 2etZ
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47 6 —Proposons-nous maintenant de mener des plans tan-
gents a une surface du second degré par un point donné P,
non situé sur la surface et ayant pour coordonnées x {,
Prenons pour inconnues les coordonnées x, y, z de I'un des
points de contact M; ces coordonnées doivent vérifier I’équation
(10); d’autre part, le plan tangent en M devant passer par le
point P, les coordonnées de ce point vérifient I’équation (n)
ou I'équation (12), et I'on a

(13) (Ax,-f-R ytmB/z,-t-C)a;-+-(B'a5-+ A'yl+ Bz,+ C')y
-t- (BA;1+ Bi/,+ A"s,-+-C")»+ (Ce,+ C'y,-)-C'2,-1-F) =0.

Le lieu du point de contact est la courbe plane suivant laquelle
le plan (i3) coupe la surface du second degré. Considérons le
cbne qui a pour sommet le point P et pour directrice cette
courbe plane ; par un point quelconque Mde cette ligne passe
une aréte du cOne, laquelle estsituée dans le plan tangent en M
a la surface ; ce plan, contenant aussi la tangente en M a la
courbe directrice, n’est autre chose que le plan tangent au cone
suivant I’aréte PM; le cone est donc tangent a la surface du
second degré en tous le* points de la courbe directrice.

477 — Nous donnerons encore quelques propriétés du plan tangent il
une surface réglée. Soient G et G, deux positions voisinesde la génératrice,
PP, la perpendiculaire commune a ces deux droites (fig. 291); par le point
P menons PH parallele a P,G,; le plan mené par un point M de la droite G
perpendiculairement a cette droite détermine un triangle rectangle MQM ;

appelons r la perpendiculaire commune PPt, pla longueur
PM, ? I'angle GPH, O I'angle que fait le plan GMM, avec le
plan GPP,, qui est perpendiculaire au plan GPII; I'angle O
étant complémentaire de I'angle QM M, on a

MQ ptang 9 lang 9 P

Iarg” =MQ=T

Quand la génératrice G, se rapproche indéfiniment de G,
le point ,P tend vers une position limite |, que lI'on appelle
le point central surla génératrice G ; la droite PP, tend vers
une direction limite IL, perpendiculaire a la position limite
du plan GPH ;le plan GPP, devient tangent en let le plan

T
GMM, tangent en M ; si I'on appelle kla limite du rapport , I'équation
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précédente se réduit a

(19) tangO = | -
On déduit de cette équation plusieurs conséquences remarquables. Quand
le point M parcourt la droite G, P variant de — » a -4->», Ovarie de
»
j a + le plan tangent tourne de deux angles droits autour de la

droite G, toujours dans le méme sens. Tout plan mené par la droite G est
esangenl en un point de cette droite, et en un seul point.

Lorsque les génératrices de la surface réglée sont toutes paralléles a un
meéme plan, auquel on donne le nom de plan directeur, le plan GPH lui est
Paralléle et conserve par conséquent une direction invariable. Concevons
que I'on projette orlhogonalement toutes les génératrices sur le plan di-
recteur, et considérons I’enveloppe de ces projections ; le point P aura pour
projection le point d'intersection des deux tangentes, projection des droites
PG, P ~ ; il tendra donc vers une position limite I, ayant pour projection
le point o la projection de PG touche I'enveloppe.

4718 — Imaginons une seconde surface réglée ayant avec la premiére
une génératrice commune G. Le pointcentral I' ayant une autre position
sur la droite G, et le plan tangent GI'L' en ce point ne coincidant pas avec

GIL, le plan tangent a la seconde surface au point M est déterminé par

I’équation
(15) tang (0— @ = —r™’
K
dans laquelle pOdésigne la distance Il' ei O, I'angle des plans GIL, GI'L".

On obtiendra les points de la génératrice G ou les deux surlaces ont le
méme plan tangent en résolvant les deux équations (i4) et (i5) a deux in-
connues pet O; I|'élimination de Odonnant une équation du second degré
en p, on en conclut que les deux surfaces ont méme plan tangent en deux
points sur la génératrice commune. Si elles avaient méme plan tangent en
trois points, I'équalion du second degré devenant une identité, le plan tan-
gent serait le méme en chaque point, et l’on dirait que les deux surfaces se
raccordent suivant la génératrice commune.

Lorsque les deux surfaces réglées ont leurs génératrices paralleles !i un
méme plan directeur, l'angle Ooest nul et I'’équation s’abaisse au premier
degré* Ainsi, il n'existe en général sur la génératrice commune qu’un point
ol les deux surfaces ont méme plan tangent. Siles surfaces avaient méme
plan langent en deux points, elles se raccorderaient suivant la génératrice

commune. (

479 __ Hest facile de démontrer d’une maniére générale | existence

du point central I sur chaque génératrice, et d’en déterminer la position. On
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peut représenter la génératrice mobile G par des équations de la forme
(16) x=az + p, y= bz-hq,
dans lesquelles les quatre paramétres a, b, p, g sont des fonctions d’une
méme variable t, fonctions dont nous désignerons les dérivées par a‘, V,
p<, g'. Soient

x=aiz+pl, y=blz+ql
les équations d'une génératrice voisine G,. D'aprés I'équation (a6) du
m» 458, le plan G,P,P a pour équation

@ ok as- p)+ 6—by—63—49)
+ (ba,— ab)[6,(x — p)— a,(y—a.)] = o.
Cette équation, jointe aux deux équations (16), détermine le point P; on
en déduit
(@—0) (P.— P)*+(6.— b) (<2-g) + (ab—6a) [a, (ft— PJ

(0,-0~+(6,-6”™ + (ab,- 6a)*
Appelons Ao, Ab, Ap, Aq les variations des quatre parametres, quand t
éprouve la variation At, c’'est-a-dire quand on passe de la génératrice Ga
la génératrice G; la formule précédente devient -

AflAp A6 A~/ A6_bAo\ / Aq AP\
" AtAt M At \ At At/ \ 1At 1At)
/Aa\* /Ab\% [ Ab Aa\*

et se réduit a
Vo _ a<p'+6'5+(06'— ba’)(ag'— bp
*0_ a''+ b'*-h(ab'— ba')* '
quand At tend vers zéro. Le dénominateur n’élant pas nul, on trouve pour
la coordonnée z0 du point | une valeur finie. Cette équation, jointe aux
deux équations
x,= az0+ p, yO0= 620+ q
donne le lieu du point I, ou la ligne de Striction de la surface réglée.
De la formule (»4) du no457 on déduit
n b'p'— a'q’
, -V
\a‘',+6' +(a6' — ba)*

1’ ro
Ai=
Quant a 'angle 9, on a
/(a,— a)a+ (6,— 6)»+ (06,— 6q,)«
(as+ 6»+i) (0,i+ 6,5+i)
4. ® Va'-H6'*+(06'— ba')i
linil =---S+iqri--—-«
On obtient ainsi la valeur de k
' (b'p'— a'g)(a'+b*+ i)
0'*+6"+(06'— ba')’
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480 — Nous avons supposé la quantité k différente de zéro ; cette quan-
tité sera nulle si I'on a

b'pl—a‘ql= o.

Dans ce cas, l'angle O étant constamment égal a -, le plan tangent en M

coincideavecla positionlimite du plan GPH , etreste le méme toutle long de la

génératrice G. Si I'on pose — — 5,: «,la formule (17) se réduit a : 0= “ u>

a

et 'onap'= — a's0O q' = — 6's0.

Cherchons la tangente a la ligne de striction ; en prenant les dérivées des
quantités ®0= az+p, yO= 6z0+ T,
on a X,0—CiziQ\~Xis (~"rp*=:az,Gi

y\=é-'o+
ce qui fait voir que la génératrice G est tangente a la ligne de striction en
1; le plan tangent a la surface réglée le long de la génératrice, ou la
limite du plan GPH, n’est autre chose que le plan osculateur a la courbe
en I. La surface réglée appartient donc a la classe des surfaces dévelop-
pables.

Réciproquement, considérons la surface engendrée par une droite qui
reste tangente a une courbe gauche donnée. Appelions XQ y0, zales coor-
données d’'un point quelconque de cette courbe, et prenons zOpour variable
indépendante ; les équations de la génératrice seront

x = x0-\-x[(z — z0
y—yo+ ya[z—

On en déduit
a—xX\ b=Vy, p=a0—<*Qq gq= W—V'zo
et, en prenant les dérivées,
a'—x", b=y" p«=-<«,, ?2'= —VX.
La condition 6<p* — a'q'— o
étant satisfaite, le plan tangent est le méme tout le long d’'une génératrice.
Ainsi, le caractére des surfaces développables est 6<p< — a'g>= 0.

Deux directrices suffisent pour définir une surface développable.
SIMILITUDE.

4 S | —La définition de Yhomothétie et de la similitude pour
les figures a trois dimensions est la méme que pour les
figures & deux dimensions (liv. 1V, chap. v). En Géométrie
plane, si I'on fait abstraction de la position des systemes, I’ho-
mothétie inverse ne donne pas d’autres figures que l'ilomo-
thétie directe; il n’en est plus de méme pour les ligures dans
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I’espace. Considérons un premier systéme de points A, B, C,...,
et apres avoir choisi arbitrairement un centre de similitude,
construisons un systeme A~B'.C',.. homothétique direct, et un
systeme A",B",C",.-. homothétique inverse, avec le méme rap-
port de similitude k ; ces deux systémes sont symétriques I’un
de I'autre par rapport au point0. On les rend symétriques I'un
de l'autre par rapport a un plan quelconque, mené par le cen-
tre de similitude, en faisant tourner I'un d’eux de i80° autour
tI'une perpendiculaire menée par le point O a ce plan. U ré-
sulte dela que les systemes homotliétiques inverses du systeme
donné sontles symétriques des systemes homothétiques directs.

Une figure est semblable a une figure donnée lorsque, par
un déplacement convenable, elle peut coincider avec I'une des
figures directement homothétiques a la figure donnée.

482 — On sait que I'on obtient toutes les surfaces sem-
blables a une surface donnée, en prenant arbitrairement un
centre de similitude, et en construisant avec ce centre les di-
verses surfaces homothétiques qui correspondent aux valeurs
de k comprises entre 0 et 00 .

Exemple |. La surface donnée est une sphére. Prenons le centre de la

sphére O pour centre de similitude ; le rayon OA étant constant, le rayon

OA' sera également constant ; une surface semblable & me spheére est une
autre sphére qui peut avoir un rayon quelconque.

Exempte II. La surface donnée est un coéne. Prenons le sommet pour

centre de similitude, deux points homologues seront situés sur la méme
génératrice du cone. La seule figure semblable & un cone est ce cone lui-méme.
E xemple 111. La surface est un cylindre. Prenons un point arbitraire O

pour centre de similitude, et tracons sur le cylindre une courbe arbitraire

C que nous prendrons pour directrice du cylindre. A la courbe C cor-
respond une courbe homothétique C' et a toute génératrice du premier
cylindre une droite paralléle passant par le point homologue du pointou la
courbe C est rencontrée par la premiere génératrice ; ainsi, deux cylindres
sont homothétiques lorsqu’ils ont pour directrices deux courbes homolhé-
tiques et leurs génératrices paralléles.

Considérons deux cylindres homothétiques, ayant le point O pour centre

de similitude ; si I’on méne par ce point une paralléle 00" aux génératrices

des deux surfaces, tout point de cette droite est aussi un centre de simili-

tude des deux surfaces. 11 en résulte que les sections de deux cylindres
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homoihéliques par le méme plan sont des courbes homolhéliques. ayant
pour centre de similitude le point ot le plan coupe la droite 00'. Comme
les sections d'un cylindre par des plans paralléeles sont égales, les

sections de deux cylindres homolhéliques par des plans paralléles sont

homolhéliques.

483 —Les sections d’'une surface du second degré par des
plans paralléles sont des courbes homolhéliques. L’équation
générale des surfaces du second degré est

(i) Az!+ Ay H-AV -HaByz-h-iB'zx + ?.B'xy

-t-2Cx +~2Gy4-2Cz +~F= o0;
on obtient la projection sur le plan XOY de l'intersection de
cette surface et du plan
2 ax-\-by-hcz = |,
en éliminant la variable z entre les équations (1) et (2). Or,
dans I’équation ainsi obtenue, les coefficients des termes du
second degré sont indépendants de Z; on en conclut que, lors-
que | varie, a, b, ¢ restant fixes, c’est-a-dire lorsque le plan se
déplace parallelement a lui-méme, les projections sont homo-
thétiques; les cylindres projetants, ayant pour directrices des
courbes homotliétiques, sont coupés par deux plans paralléles
suivant des courbes homotliétiques. Quand ces courbes sont des
hyperboles, I'une peut étre homothétique a la conjuguée de
I'autre (n» 3H)-

EXERCICES.

i» L’axe d'un céne de révolution passe a I'origine des coordonnées et
fait avec les axes des angles «, P, T ; I’|angle du céne est O; trouver I'équa-
lion de la surface. Comme application, trouver les conditions pour que
I’équation homogene du second degré représenle un coéne de révolution.

20 Elant donné un ellipsoide de révolution aplati (surface engendrée par
une ellipse tournant autour de son petit axe), le cone , engendré

par une

droite qui tourne autour du foyer de I'une des ellipses méridiennes en

s'appuyant sur la section faite dans la surface par un plan passant par la
directrice qui correspond a ce foyer, estun céne de révolution.

3» Etant donné un ellipsoide de révolution allongé (surface enge.idree
par une ellipse tournant autour de son grand axe), le cone, qui a pour som -
met I'un des deux foyers des sections méridiennes et pour base une seclion
plane quelconque, est de révolution.

GUOM. AKALYT.
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4° La projection d’une section plane d'un céne circulaire droil sur un plan
perpendiculaire a I’axe mené par le sommet du céne a pour l'un de ses
foyers le sommet du céne, et pour directrice correspondante la droite de
rencontre des deux plans.

5» Lorsqu’une section plane d’un cdne circulaire droil est une ellipse, la
somme des arétes qui aboutissent aux extrémités d'un diametre de I'ellipse
est constante.

60 Démontrer qu'un plan tangent au tore et passant par le centre coupe
la surface suivant deux cercles.

La sphére qui a pour grand cercle un cercle tangentaux deux cercles qui
forment I'un des méridiens du tore coupe le tore suivant deux cercles.

7° Trouver la section droite d'un cylindre circonscrit & un tore.

8» Démontrer que les six arétes de deux triédres trirectangles, ayant
méme sommet, appartiennenta un méme coéne du deuxieme degré.

90 Etant donné un conoide dont I'axe est perpendiculaire au plan direc-
teur et qui enveloppe une sphere, trouver les projections de la courbe de
contact sur le plan directeur et sur le plan mené par I'axe et le centre de
la sphere.

100 Etant donné un systéme d’'axes rectangulaires, un tore a pour méri-
dien dans le plan ZOX un cercle qui a son centre sur l'axe OX ; cet axe
rencontre le cercle en un point A, centre d'un nouveau cercle égal au pre-
mieretcompris dans un plan paralléleaZOY,unedroite quireste parallele au
plan XOY décrit un conoide en s'appuyant sur ce second cercle et sur |'axe
OZ ; on demande la projection sur le plan XOY de la courbe de rencontre
des deux surfaces.

n» O1l1 suppose que le plan du second cercle du probléme précédents’en-
roule sur un cylindre circonscrit au tore et ayant des arétes paralléles a
I'axe du tore, et on remplace la directrice courbe du conoide par la courbe
en laquelle s’est transformé le cercle aprés I'enroulement du plan ; trouver
la projection sur le plan XOY de la ligne de rencontre du nouveau conoide
et du tore (spirale d’Archimeéde).

12° Une sphére a son centre a l'origine des coordonnées que I'on sup-
pose rectangulaires, I'axe OX perce la sphére en un point A ; dans le plan
XOYr, sur OA comme diameétre, on décrit un cercle qui sert de base a un
cylindre dont les arétes sont paralleles i OZ ; trouver : 1° les projections
sur les trois plans coordonnés de la courbe de rencontre du cylindre et de
la sphere ; 20 I'équation du cone quia pour directrice cette courbe et pour
sommet le point A, ce cone est un coéne de révolution ; 3° les traces sur

les plans des coordonnées des tangentes a la courbe.



LIVRE VI

SURFACES DIT SECOND DEGRE.

CHAPITRE |

Centre et plans diamétraux.

484 — L équation générale du second degré entre les trois
variables x, y, z est de la forme
(i) A#2-+Atf -+~AV + aBi/z-+iWzx + oB"®s

+aCo;-f-2CAH-i-2G"z+F =o0;

elle renferme dix termes, ou neuf parametres arbitraires.
Nous représenterons le premier membre par f (x, y, z). On
pourrait, en suivant la marche adoptée en Géométrie plane
pour I'étude des lignes du second degré, examiner les diverses
formes du lieu défini par cette équation; mais, a cause du
grand nombre des cas a considérer, cette discussion serait
longue et pénible. Nous commencerons par simplifier I’équa-
tion (i) et nous ne nous occuperons ensuite que des équations
réduites. Nous baserons cette réduction sur les propriétés du
centre et des plans diamétraux dont nous allons nous occuper
d’abord.

CENTRE.

485 — Un point | est le centre d’une surface, lorsque les
points de la surface sont placés symétriquement, deux a deux,
par rapport a ce point. Comme une ligne droite ne rencontre
une surface du second degré qu’en deux points, il faut, pour
gu’un point | soit le centre de la surface, que toutes les cordes
menées par ce point y soient divisées en deux parties égales.

Lorsque l'origine des coordonnées est centre d’une surface
du second degré, I'équation de la surface ne contient pas de
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termes du premier degré. En effet, les équations d'une droite
menée par I'origine sont de la forme

() X=mz, y=nz.

Les coordonnées s des points de rencontre de la surface et de
la droite sont données par I'équation

®3) (Am’' + AN+ A"+ 2B »+ 2B /m-+-2B"nm) z*
£-2(Cj?i4+—C'n -f-C")z+F=0,

que Ton obtient en éliminant x et y entre les équations (1)
et (2). Si l'origine est centre, I’équation (3) a ses racines éga-
les et de signes contraires, ce qui exige que le coefficient
Cm+C'n-1-C" soit nul ; et comme ceci doit avoir lieu pour une
infinité de valeurs de m et de n prises arbitrairement, il faut
que l'on ait séparément
C=o0, C'=0, C"=o.
La réciproque est vraie.

4180 — D’aprés cela, pour déterminer le centre d’une sur-
face du second degré, on transportera l'origine en un point |
de I’espace, dont nous désignerons les coordonnées par a,b,c,
et I'on verra s’il est possible de choisir ces valeurs de maniére
que lanouvelle équation ne contienne pas de termes du premier
degré par rapport aux coordonnées nouvelles.

Lorsqu’on déplace les axes parallelement a eux-mémes, les
formules de transformation sont x = a-\-x', y=b-hy",
r=c+ z/;substituons dans I’équation(l) et effagons les accents,
nous aurons
()] Ax2-f-A'y-+ A'"z-+ 2By:-t-olVzx+ 2B"xy

-\-xf'a(a,b,c)-\-yfi(aJb, c)+zfl(a,b,c) + f(a,b,c)=zo0.
Les coordonnées du centre sont donc déterminées par les
équations
f'(a,b,c,) =0, fi[a,b,c)— o0, fi(a,b,c)=0;

si I'on di-vise par 2 et si I’on remplace les lettres a, b, ¢ par x,
Y, Z, ces équations deviennent

| A#+B"y-|~B/-|-C=o0,
®) <B"a?-+-A'YyH-B z-hC'=o0,

(B'ee-|-B 2/-t-A"z+C"=0.
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Ainsi, on obtient les coordonnées du centre en égalant a zéro
les dérivées partielles du premier membre de I'équalion de la
surface, prises par rapport aux variables x, vy, z.

487 — Si I'on regarde x,y, z comme étant les coordonnées
d’'un point variable, chacune des équations (5) définit un plan ;
le centre de la surface est le point commun aux trois plans.
Plusieurs cas peuvent se présenter.

i° Les trois plans se coupent en un seul point ; la surface
admet un centre unique.

2° Les trois plans se coupent deux a deux suivant des droites
paralléles, ou deux d’entre eux au moins sont paralléles; dans
ce cas, les trois plans n’ont pasde point commun, et la surface
n'a pas de centre.

3° Les trois plans se coupent suivant la méme droite ou se
confondent en un seul; tous les points de la droite ou du plan
sont centres de la surface.

La résolution des équations (5) donne pour valeur du déno-
minateur commun D,

©) D=AA/A"— AB*— AB'2— A"B"S+2BBB".

Lorsque 1) n’est pas nul, les équations sont vérifiées par un

systeme de valeurs finies et par un seul ; la surface admet un

centre unique. Lorsque D est nul, il y a impossibilité ou indé-

termination, et, par conséquent, la surface est dépourvue de
centre, ou elle en admet une infinité.

Supposons que tous les points de la droite CC'

(fig. 292) soient des centres. Si I'on joint

un point Mde la surface a un point quel-

conque | de la droite CC', et que I'on pro-

longe d’'une longueur IN égale a Ml, le

point N appartient a la surface; enjoignant

ainsi le point M a tous les points de CC',

on obtient une droite NN' paralléle a CC'.

Si I'on joint maintenant le point N & tous

les points de CC', on forme de méme une seconde droite MM

paralléle & NN'. La surface se compose donc de droites paral-

léles a CC' et situées deux & deux dans un méme plan avec
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cette droite et & égale distance de part et d’autre; c’est un cy-
lindre qui a pour axe CC', et, comme la trace du cylindre sur
un plan non paralléle aux arétes est une courbe du second
degré ayant son centre sur I'axe, le cylindre est elliptique ou
hyperbolique.

Le raisonnement précédent démontre que, dans le cas que
nous considérons, I'équation (i) ne peut pas représenter
d’autres surfaces courbes que des cylindres elliptiques ou
hyperboliques ; mais il peut arriver que cette équation repré-
sente une seule droite ou deux plans, et enfin qu’elle n’ait pas
de solutions réelles.

On démontre de la méme maniére que, lorsque tous les
points d’'un plan sont des centres, I’équation (i) représente,
ou deux plans paralléles, ou un plan unique, ou qu’elle n’ad-
met pas de solution réelle.

489 — Lorsque la surface admet un centre | ayant pour
coordonnées a, b, ¢, si I'on transporte les axes parallelement
a eux-mémes en ce point, I’équation (4) se réduit a

(7) Ax -t-k'rf+A"" +>By3+ 0B's/£-t-aRVy 4-F, = o,
la constante Ft ayant pour valeur
F,= Aa2t-\!b-+ A"c2-4-2B&C+p.B'ca-f-2B"ab
-f-2Cd—H2C'b—+4-2C c—HF-

Les nombres a, b, c vérifient les relations (5), c’est-a-dire que
I'on a

Aa--Bb4B'c+C — o,

B"a-t-A'b 4 Bc-+Cl= o,

B'a-4-B6+ A'"'c4 C"= o.

Si I’'on multiplie les deux membres de chacune de ces égalités
respectivement par a, b, c, et que I'on ajoute, il vient

Aal'+ A/8-+-AV+2B6¢c4-2Bca-4-2B"a6-4-Ca-4C'6+C"c= o.
La valeur de F, se réduit donc a

FlI=F+Ca-4C/hk+C"c;

on I'obtient en ajoutant & I’ancien terme constant la moitié des
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valeurs que prennent les termes du premier degré lorsqu’'on y
remplace x, y, z par les coordonnées du centre.

Lorsque le nouveau terme constantFtest égal a zéro, I'équa-
tion (7), étant homogéne par rapport a x, y, z, représente un
cbne ayant pour sommet I'origine (n» 464) 5cependant, le lieu
peut se réduire a deux plans, a une droite, ou a un point.

4 9 0 —Nous avons vu que les tangentes aux diverses courbes
tracées par un méme point sur une surface sont situées dans
un méme plan; il n'y a d’exception que lorsque les coordon-
nées du point annulent a la fois les trois dérivées partielles du
premier membre de I’équation par rapporta x, y, z. Dans
le cas des surfaces du second degré, un pareil point est centre
de la surface ; ce point étant aussi situé sur la surface,
guand on y transporte l'origine des coordonnées, la constante
Ftest nulle ; ainsi, pour les surfaces du second degré, I'excep-
tion n’a lieu que dans le cas du c6ne, quand le point est le
sommet.

PLANS DIAMETRAUX.

491 — Une ligne droite ne perce une surface du second
degré qu’en deux points; la surface, qui divise en deux parties
égales les cordes paralléles a une méme direction, a été appe-
lée surface diamétrale.

Soint m et n les parametres constants qui définissent la
direction des cordes ; transportons les axes parallelement a
eux-mémes en un point quelconque de l'espace, ayant pour
coordonnées a, b, c, I'équation (1) prend la forme (4). Une
droite, menée par la nouvelle origine dans la direction donnée,
est représentée parles équations x=m z, y— nz. On obtient
I’équation qui donne les coordonnées 3 des points de rencontre
de la droite et de la surface, en remplagant dans I’équation (4)
X par mz, y parnz; on a ainsi
()] (Am!-f-A'n*+ A”-t- afin + 2B"mn)z-

+ (mfL+nfl -f-fi )x ~hf(a,b, c)=o0.

Pour que le point (a, b, ¢) soitle milieu de la corde menée

par ce point dans la direction donnée, il faut que Iéqualion
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précédente ait ses deux racines égales et de signes contraires,

ce qui exige que les coordonnées a, b, c vérifient la relation
mfL-hnf'b+ f'= o.

Cette équation, étant vérifiée par les coordonnées du point mi-

lieu de I'une quelconque des cordes de la série considérée, re-

présente le lieu cherché. Remplagcons a, b, ¢ parx, y, z ; cette

équation s'écrit

9) m[le{x,y,z)-+-nfl(x,y,z)+f Ix,y,z)= o;

comme elle est du premier degré, elle représente un plan.

Ainsi, dans les surfaces du second degré, quelle que soil la direc-

tion des cordes, la surface diamétrale est un plan.

4192 — Si les paramétres m et n satisfont & la relation
Am*-1-AT*+ A"-)- 2Bll-+aB'm -+~aB’'mn— o,
I’équation(8)s'abaisseau premier degré, c’est-a-dire que chacune
des droites paralleles a la direction donnée ne perce la surface
qu’en un point. Dans ce cas, le plan représenté par I’équation
(9) est le lieu des points tels que les droites menées par chacun
d’eux parallelement a la direction donnée ne rencontrent pas
la surface, ou sont situées entiérement sur la surface. On voit
aisément que ce plan est paralléle & la direction donnée et
par conséquent contient toutes les droites dont nous venons de

parler.

L’équation (9) est vérifiée, quelles que soient met n, par les
valeurs de x, y, z qui satisfont a la fois aux trois équations qui
déterminent le centre,

fL—o, fi—o, f:=o0;
il en résulte que tous les plans diamétraux passent par le centre
de la surface, quand il y en a un, ou par le lieu des centres,
s’il y en a une infinité.

4 9 3 — Lorsque la surface est dépourvue de centre, les trois
plans définis par les équations (5) sont paralléles, ou la droite
d’interseclion de deux d’entre eux est paralléle au troisieme.
Dans le premier cas, on a

fix— “/i+P.
a, p, p, q désignant des constantes; I’équation (9) se réduit a
(am+ Pn-f- i)f;-{-mp-+-ng=o0;
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elle représente, pour toutes les valeurs de m et de n, des plans
paralleles entre eux. Dans le second cas, si les plans définis
par les deux équations f~= o0, /y=:0 se coupent suivant une
droite paralléle au plan fl— o, I'’équation générale des plans
gui passent par la droite d’intersection des deux premiers étant
“E+P/"No, on a
fl=«-fL+ P/y+r>

P, r étant des constantes ; et, par suite, I’équation (9) prend

la forme
(m+a) fx-i-(n+ $Hfy+ r— o>

elle représente des plans paralléles a la droite d’intersection

des deux plans
fl= o, fr= o.

Ainsi les surfaces dépourvues de centre ont leurs plans dia-
métraux paralleles a une méme droite ou paralléles entre eux.

494 — considérons une direction a laquelle corresponde un
plan diamétral ; si I’'on prend pour axe des z une des cordes,
pour axe des xet des y deux droites situées dans le plan diamé-
tral, I’équation de la surface devra étre vérifiée par deux valeurs
de r égales et de signes contraires, pour chaque systeme de va-
leurs attribuées arbitrairement aux variabes x et y; elle aura
donc la forme

P-Z+f, (x,y)=0,
fi (x, y) désignant une fonction des deux variables x ety et
dont le degré ne surpasse pas 2. Déplacons les axes des x et
des y dans le plan XOY en conservant a l’axe des - sa direc-
tion ; ce changement des coordonnées s'effectue par les for-
mules de la Géométrie plane. Lorsque la fonction ft(x, y)
est du second degré, nous avons vu (liv. 111, chap. 11) que
I'on peut choisir d’une infinité de maniéres les nouveaux axes
OX, OY, de telle sorte que cette fonction se réduise a I'une
des formes
MxX+Ny' +F,, NystQx, Nyl-t-F,

et alors I'’équation de la surface sera elle-méme ramenée a
I'une des formes
0] Mx* -t- Ni/l-f- Pz* -|- F, = o,
() Ny5-+ Pz!'+ Qx — o,
(UD)] Ny* + Pz* F,= o.
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Si la fonction ftest du premier degré, on la raméne par le
méme changement a la forme Q&, et I'équation de la surface
devient

V) Pz* -+ Qz = o.

Enfin, si la fonction fl se réduit a une constante, I’équation de
la surface est

(%) Pr'+ F,= o

495 — Dans ce qui précede, les lettres M, N, P, Q désignent
des constantes différentes de zéro, etF, une constante qui peut
étre nulle. L’équation (I1), si elle a des solutions réelles, repré-
sente un cylindre elliptique ou hyperbolique, une droite, ou
deux plans qui se coupent. L’équation (IV) représente un cylin-
dre parabolique. Si I’équation (V) a des solutions réelles, elle
représente deux plans paralléles, ou un plan unique. Ainsi,
quand on fait abstraction des cylindres, on voit que I’équation
du second degré peut, d'une infinité de maniéres, étre rame-
née a lI'une des formes (1) et (1l).

Considérons I’équation () ; en égalant a zéro les dérivées par-
tielles de son premier membre, on obtient trois équations qui
ont une solution unique; lasurface admet donc un centre uni-
gue, I'origine des coordonnées. Chacun des plans des coordon-
nées est le plan diamétral des cordes paralléles a I'intersection
des deux autres ; a cause de cette propriété, on les nomme
plans diamétraux conjugués.

L’équation (II) représente des surfaces dépourvues de centre
puisque I’équation fx= 0 se réduitatj = o. Le plan XOZ par-
tage en deux parties égales les cordes paralléles a OY et le plan
XOY les cordes paralleles a OZ ; les lignes paralléles a OX ne
percent la surface qu’en un point, et il n'y a pas de plan dia-
métral correspondant.

DIAMETRES.

496 — Nous avons vu que les sections faites par des plans
paralléles dans une surface du second ordre sont des courbes
homothétiques (n° 483); quand ces courbes sont des courbes
a centre, le lieu des centres s’appelle diamétre.
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Le plan sécant est représenté par une équation
(10) ax + by-+cz= |,
dans laguelle a, b, ¢ sont des constantes, et | un paramétre va-
riable; si, dans I’équation de la surface f[x,y,z)=0, onrem-
place z par sa valeur
(n) z=1i-9*-6Y
C

tirée de I’équation du plan, on obtient I’équation de la projec-
tion de la courbe d’intersection sur le plan desxy \pour avoir le
centre de la courbe projection, il faudra égaler a zéro les déri-
vées relatives a x et ay. Mais on peut obtenir ces dérivées sans
faire la substitution ;il suffit d’appliquer a la fonction f(x, y, z)
le théoréme des fonctions composées, en regardant x comme
une fonction des deux variables x et y donnée par la formule
(11) ; on a ainsi les deux équations

(12) fr--cf = °" f'-~cn = ° -

Quand on projette une courbe sur un plan, il est évident que
le centre de la courbe proposée se projette au centre de la
courbe projection; les équations(12), jointes a I’équation du
plan, détermineront donc le centre de la courbe d’intersection.
Comme les équations (12) ne contiennent pas le parameétre va-
riable 1, elles représentent le lieu des centres; ainsi le diameétre
est la droite représentée par les équations

'f f-
b ¢

o O

(.3)

PLANS PRINCIPAUX.

497_ Parmi les plans diamétraux d’une surface du second
degré, on distingue en particulier ceux qui sont perpendicu-
laires aux cordes qu’ils divisent en deux parties égales; ce sont
des plans de symétrie de la figure ; on les nomme plans princi-
paux. Dans ce qui précede, les axes des coordonnées étaient
guelconques ; dans la recherche des plans principaux, nous
supposerons les axes rectangulaires. Si I'on désigne par a, @,
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y les cosinus des angles que fait avec les axes une direction
donnée,les équations des cordes peuventse mettre sous la forme

X -a y b_z—c

(4)

a, b, c étant les coordonnées d’un point particulier 1 de cette
corde, et x, y, z celles d’un point quelconque de cette méme
corde. La lettre p désigne la distance du premier point au
second, affectée du signe+ ou du signe— , suivant qu’elle est
comptée dans la direction donnée ou dans ladirection opposée.

On obtient I'équation qui donne les distances du point | aux
points de rencontre de la courbe et de la surface en remplagant
dans I'équation (4) du n°486 les letlres x, y, z par ap, @, yp,
cette équation devient ainsi :

(i 5j Sp*~+mTp+ R= o,
en posant, pour abréger,

IS= Aa*+ Ap’'+ AY -+aliiv aB'ya-+aB'aji,
(16) T= afi(a, bc)+ b, ¢) +yfl(a, b, ¢),
f R= f(a, b, c).

Si I'on suppose le point | fixe et que I’on fasse varier les angles
a, @y, on peutregarder I'équalion (i5) comme représentant la
surface en coordonnées polaires. Le coefficient S de p2ne dé-
pend que de ladirection du rayon vecteur, le terme constantR
ne dépend que de la positiondupointl,tandisque le coefficient
T varie a la fois avec la direction du rayon vecteur et la posi-
tion du point I.

408 — Léquation du plan diamétral des cordes paralléles
a la direction (a, p,y) prend la forme

c’est-a-dire

(17 (Aa -f- B'P -+B'y) x -f-(B'a-f- A'ji+ By)y
-4- (B'a+ Bp+ A'y)z+ Ca-1-C(3-t-Cy— o.

Soient |, v les cosinus des angles que fait avec les axes des
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coordonnées la normale a ce plan diamétral, 9 'angle de la
normale avec la direction des cordes, on a
n [ i — v

Aa -f B'p+ JW— Ba + AP + BT~ B'a+ Bp+A~ny

&+ Pt __cos9
“ a(Aa+ BP+ By)+ p(B*a+ mee)+ees  “S” !

Pour que le plan diamétral soit un plan principal, il faut que
la normale au plan coincide avec la direction des cordes; on
doit donc avoir les relations

(18) -------------------- e T |

T .
Aa+ B'p+ B'y —B"a+ AP+ By~ Ba+ Bp+ A"y~ S’

alors I’équation (17) du plan principal devient
=9) S(ax+ Py+y3)+ Ca+ C/P+ C'y= 0.
499 — Des équations (18) on déduit les suivantes
1 (A—S)a-|-B,p+ BN = O,
(20) B'a+ (A-S)p + By = o,
(B'a+ Bp+ (A”-S;y = o;
en Y joignant la relation
(21) ar+ pt+y=i,
on aa résoudre un systeme de quatre équations a quatre in-
connues.
Les trois inconnues a, p, y ne pouvant étre nulles en méme
temps, puisque la somme de leurs carrés doit étre égale a I'u-
nité, I'une au moins, par exemple y, est différente de zéro.

Pour résoudre ce systeme d’équations, on imaginera les pre-
miers membres des trois équations (20) divisés pary, on tirera

des deux premiéres les valeurs des rapports ‘}; substituant

dans la troisieme, on aura une équation ne renfermant [dus
gue l'inconnue auxiliaires ; cette quantité connue, comme on

adéja les valeurs des rapports ”, on obtiendra les cosinus au

moyen de I’équation (21).
Au lieu de diviser pary, supposons qu’on tire des deux pre-
mieres des équations (20) les valeurs de a et p, et qu’on substitue
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dars latroisiene, on arrivera a ure équation ck la formre
Di'Y=0; puisqLe y est différent ce zéro, on poseraD”Mo; Clest
FquallonenS Vs il est évident que le polyndre D nest
autre chose oLe le denominateur conmrunces formules de re-
solution du systenre (20), consicéré conmre un SyStarre atrois
inconues &, @, y. Ch asenve auksi gue I'on peut former e

ynome en renplacant dars le polyndire que nous avors
apppelé D(P487) les lettres A A7 A'par A—S, AS A—S
Lequation qui donrne I'inconnue Sest done

A-S) (A—S (A—S)—A-S)B2(A'—9B*

@ ( )(_(A?_(S)Bl )2EEB—)0 (A'—9

qguand on daveloppe le polyndire par rapport aux pUissanoes
ce S Lvoit e le termre mbpemlartchestlaqaﬂteD
elle-méme.

500 —Lorxqe lestrois coefficients B B, B sont différents
ke Zéro, on ame a ure fonre déguation plus commocke a
discuter, en faisant I’élimination d’'ure autre maniére ; nulti-
pliors les équations () respectiverrent par B B, B et retrant
chors les résultats ceux a deux il vient
@3) [S-ABBBw=a-=[(S—A)B+BH s - [S-A)B=E8ly,
u

P Y

1 1 B 1
(S—ABBB* S“-A)B-t+BB (S—A'BYB8
S I'on substitue dars I'ure des érres équetions, la premiere
par exerple, alaplace de a, 6, y les quantités proportionrelles,
ona

S—ABtBB" S—AB. BB (S—A)B*BB'— 5
ou
BB’

(S—ABFBB (S—A)B'-f?BB' (s—A)Bsz— T
OU enoore

@ BS—)+ BAS—H +B,S—)- BMr=°’
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en désignant par a, b, ¢ les quantités

ABR. W BB . BB

DISCUSSION DE L’EQUATION DU TROISIEME DEGRE.

501 — Considérons d’abord le cas le plus général, celui ou
aucun des coefficients BjB', B" n’est nul. Prenons I’équation
en S sous la forme (24).

I. — Supposons que les trois quantités a, b, ¢ soient diffé-
rentes et rangées par ordre de grandeur croissante. Substituons
successivement a la place de S, dans le premier membre de
I’équation (24), les quantités a+.£, bxs', cte", (g t', €) dé-
signant de trés-petites quantités positives. Par la premiére
substitution, le premier terme de I'équation prend la valeur

~ B~ trés-grande numériquement, tandis que les autres

termes conservent des valeurs finies; ce premier terme donne
donc son signe au polyndme. De méme, par la seconde substi-

tution, le second terme prend la valeur trés-grande + ,

tandis que les autres termes conservent des valeurs finies; ce
second terme donne donc son signe au polynéme. De méme,

par la troisiéme substitution, le troisieme terme = jpp donne

son signe au polynéme.

QuandSvarie dea+ sab— z', le premier membre reste fini et
varie d’'une maniere continue ; puisque ces deux nombres don-
nent des résultats de signes contraires, ilscomprennententre eux
une racine réelle de I’équation ; ainsi il y a une racine réelle de
I’équation comprise enlre a et b. On reconnait de laméme ma-
niére qu’il y en a une seconde entre betc. 11y ena une troisieme
plus grande que c ou plus petite que a, suivant que la quantité
BB'B "est positive ou négative; en effet, quand on donne a S
une valeur trés-grande numériquement, le premier membre

de I’équation (24) se réduita — ggrjp donc s' *a quantité BB'B"
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est positive, le premier membre change de signe, quand Svarie
dec+ £ a+co, et, par suite, il y a une racine réelle plus
grande que c; lorsque la quantité BB B" est négative, le premier
membre change de signe quand S varie de — 00 a a— s; dans
ce cas, la troisieme racine est plus petite que a.

Ainsi, dans le cas que nous considérons, les trois racines de
I’équation sont réelles et inégales. A chacune de ces racines
correspond une direction des cordes unique et déterminée ;
car, si dans les relations (23) on remplace S par I'une des ra-
cines, les trois parenthéses étant différentes de zéro, on obtient
pour les trois cosinus des valeurs finies et déterminées.

Il. — Supposons que deux des trois quantités a, b, ¢, par
exemple a et b, soient égales. Les trois racines sont encore
réelles et inégales ; mais I'une d’elles est égale a a. En effet,
I’équation (24), mise sous forme entiere, devient
(25) B'B!(S—b)(S—c¢c+ BIB2(S- ¢)(S— a)

+ BBA(S- a(S-b)- BBB"(S—a)((S— b(S- ¢)= o.

Quand a—b, le premier membre est divisible par S— «, et I’'on
a I’équation du second degré ’

B(B?+ B9 (S—c)+ B'B*(S—a)— BBB"(S—a)(S-c)= o.

Le premier membre prenant des valeurs de signes contraires,
(juand on attribue a S les valeurs a et c, cette équation a ses
deux racines réelles et I'une est comprise entre a et c.

Si dans les relations (23) on remplace S successivement par
chacune des racines de I’équation du second degré, aucune des
trois parenthéses ne s’annule, et chaque racine donne une di-
rection unique et déterminée. Pour la premiére racine a, les
deux premieres parenthéses sont nulles, sans que laderniere le
soit ; il en résulte 7=0; pour vérifier les équations (20), il faut
prendre en outre B'a + Bp= o0, ce qui détermine encore une
direction unique paralléle au plan des xy.

Ill. — Enfin, si les trois quantités a,b,c sont égales, deux
racines de I'équation (25) deviennent égales a a, et la troisieme
est donnée par I'équation du premier degré

(B/B” + B 'B!+ B'BMA)— BB'B" (S— a) = o.
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A cette racine simple correspond une direction unique. Pour la
racine double, les trois équations (20) se réduisent & une seule
B'B'a -f B'Bp -f BB = o, etil y a indétermination ; toutes les
directions paralléles au plan B'B'aj-f- B'By + BB;o= 0 con-
viennent a cette racine double.

50 2 — Considérons maintenant le cas ou les trois coefficients
B, B', B" ne sont pas différents de zéro.

I. — Un seul coefficient est nul, par exemple B". L’équation
du troisieme degré (22) devient

(S- A) (S- A') (S— A")- (S- A)B2- (S- A)B™*=o.

Soit A<A'; les substitutions de — 00, A, Al -+-00 dans le pre-
mier membre donnent des résultats affectés respectivement des
signes—, -f-,—, -t-; donc I’équation a ses trois racines réelles
et inégales. Les équations (20) donnent pour chacune d’elles
une direction déterminée; car des deux premiéres on déduit

des valeurs finies pour les rapports-- -

Il. — Deux coefficients sont nuls, par exemple B' etB". L'é-
quation du troisieme degré (22) se réduit a

(S- A)[(S-A") (S— A)— B*j=o0;

elle admet la racine A et deux racines réelles et inégales
données par une équation du second degré. Si la quantité
(A— A) (A— A")— B’ est différente de zéro, aucune des
deux racines de I’'équation du second degré n’est égale a A, et,
par conséquent, les trois racines sont inégales; pour S= A les
équations (20) se réduisent a
(A;— A) @-t-By=0, Bp4-(A"— A)y=o,

et ne peuvent étre vérifiées que par les valeurs p=o0, y= o,
d’'ou a=1i, ce qui donne une direction bien déterminée. Pour
chacune des deux autres racines, ces équations se réduisent
aa=o0, (A;— S) [3-4-By= o, ce qui donne encore une direc-
tion bien déterminée.

Sil'on a (A— A) (A— A")— B’= o, l'une des racines de
I’équation du second degré étant égale a A, I’'équation admet la

racine double A et une racine simple. A la racine simple, cor-
GOV ANALYT, 29
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respond une direction déterminée ; pour la racine double A, les
équations (20) se réduisent a une seule
(A'-A)p+BY=o,
ce qui donne toutes les directions paralléles au plan
(A'— At/4-Bs=o0.

IIl.  — Lorsque les trois coefficients B, R', B" sont nuls a la

fois, I’équation (22) se réduit a
(S—A)(S— A) (S—A")=o0,

et admet pour racines A, A', A”. Quand ces trois racines sont
inégales, les équations (20) montrent qu’a ces racines corres-
pondent des directions respectivement paralleles & chacun des
trois axes coordonnés. Si A= A;, acette racine double cor-
respondent toutes les directions parallélles au plan des xy.
Enfin, si A=A E£A", acette racine triple correspondent toutes
les directions de I'espace , il y aici indétermination absolue,
car les équations (20) deviennent alors des identités.

Ainsi, en résumé, I'équation du troisieme degré en S a tou-
jours ses trois racines réelles. A une racine simple correspond
une direction déterminée ; a une racine double toutes les direc-
tions paralleles a un plan ; a une racine triple toutes celles de
I’espace.

50 3 — Soient (a, p,y), (@', fJ,-f) les cosinus des angles que
font avec les axes des coordonnées les directions qui corres-
pondent a deux racines différentes SetS'. On a, en vertu des
équations (20),

IAa-fBP-fBYy= Sa, [Aa'+ B3+ B'y'= S'a,
YyB'a+ AP+ By= S( BV + A+ Bf = Sp,
(Ba+ Bp-f-A'y= Sy, jBa + BP + AY = S

Multiplions les premiéres équations respectivement para', P'Y,
les secondes par a, @ v, et de la somme des premiéres retran-
chons celle des secondes; il vient

(S— S)(aa'-f A3 + yy) = o,
ou aa'-f pp7 yy'= o.
Donc les directions qui correspondent a deux racines différentes
sont perpendiculaires entre elles.
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Il en résulte que les directions qui correspondent a une ra-
cine double sont toutes perpendiculaires a celle qui corres-
pond a la troisiéme racine.

NOMBRE DES PLANS PRINCIPAUX.

504 — Le plan diamétral des cordes paralléles & la direc-

tion (a, (i, y) est donné par I'équation (19) du n” 498

S@D-f Py + yz) + (Cet+ C'z -f-C'Y)= O.
Ainsi, a chaque direction des cordes donnée par une racine S
différente de zéro, correspond un plan principal.

Si une racine S est nulle, le plan principal n’existe plus.
Cependant si I'on a Ca-f-C'P-)- C'y =0, I'équation (19) devient
une identité, et la position du plan principal est indéterminée;
eont plan perpendiculaire a la direction des cordes est un plan
principal; dans ce cas, la surface est cylindrique. D’aprés I'é-
quation (i5), si une racine S est nulle, les droites correspon-
dantes ne rencontrent la surface qu’en un seul point.

Il est bon d’observer que I’équation en S a toujours au moins
une racine différente de zéro; car les trois racines ne sont
égales que si 'ona B= B'= B’'= o0; alors ces racines, étant
égales a A, A', A", ne sont pas toutes trois nulles, sans quoi
I’équation proposée ne serait pas du second degré. On peut,
d’ailleurs, démontrer cette propriété de I’équation (22), indé-
pendamment de I'étude que nous en avons faite ; en effet, si
les trois racines étaient nulles, on aurait, en égalant a zéro les
coefficients de S* et de S,

A+ A'+ A=0, A'A’+ AA+AA'— Bs- BR2— B!= o;
si du carré de la premiére quantité on retranche le double de
la seconde, il vient

A*+ A+ A'l+ aB*+ ?.B’ + 2B"l==o0,
dou A= A/= A"=B=B/= B"= o0, et I'’équation ne serait
plus du second degré. Ainsi toute surface du second degré a au

moins un plan principal.
505—Nous avonsvu (n°494) que, si I'on fait abstraction des
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cylindres, I’équation du second degré peut étre ramenée a l'une
des deux formes

@ M**+ Ny*+ Pz*+ Fi= o, X, f+Pz*+Qx=0;

la premiére convientaux surfaces qui ont un centre unique, la
seconde a celles qui sont dépourvues de centre. Si le plan dia-
métral qui a servi a effectuer la réduction est un plan principal,
comme on peut effectuer les réductions ultérieures en prenant
dans le plan principal deux axes rectangulaires, I’'équation de
la surface sera ramenée a I’'une des deux formes (a) et (p) en
coordonnées rectangulaires.

CHAPITRE I

Rédaction de I'équation du second degré.

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que I’équation du
second degré peut se ramener a I'une des formes simples
M# + Nys+ Ps*+ F, = o, N1/*+Pzs+Q X = o,
N?/“+ Pa,+ Fl=o0, Pss+ Qa:=o, Pal+ F,= o,

en coordonnées rectangulaires.
Nous allons donner quelques détails sur la marche a suivre
pour effectuer la réduction.

. PREMIER cAs. D™ o.

506 -On commence par transporter les axes parallélement
a eux-mémes au centre de la surface ; I’équation générale du
second degré

(0 Ax’' f-A'y'+ A"s*-f 2Byz + 2&zx -\-iKxy

+ 2Car+ 2Cy+ 2Cz+ F= o,
devient

(a Ax*+ Ay -fA"7Z*-f Z_Dyz-l- aBzx + B"xy+ F.,= o;
les coefficients des termes du second degré ne changent pas,
et nous avons appris a calculer la constante F, (n°489).
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Supposons d’abord les trois racines de I'équation du troi-
sieme degré en S différentes et désignons-les par S, S', S";
soient, de plus, (a, 8, ¥), @, B, y), @ 8" y" les cosinus des
angles que font avec les axes les directions qui correspondent
a ces trois racines. Si I'on change les axes des coordonnées en
prenant ces trois directions pour celles des nouveaux axes, les
formules de transformation sont

I Xx — axl+ «V +
©) +

fz= fX,+ Yy'+ yv,
et I’équation de la surface aura la forme
Me'j+ % /'+ Ps/S+ F,= o,

puisqu’elle ne doit plus contenir les produits des variables.
Mais on a

M= A*2+ A'p2+ A'Yy5+ aBSy --2BAa -j- s.B'aS,
c’est-a-dire M =S (~497). Par la méme raison, on a N= S' et
P= S". Ainsi, dans ce cas, Téquation réduite est
4) Sa/*+ Sk /,+ SV1+ F,=o0.

507 — Il est facile de vérifier que les coefficients des rec-
tangles des variables dans la nouvelle équation sont nuls.
Prenons, par exemple, le coefficient 2B, du terme en y'z1, on a

B,= A«V + Ap'p"+ AYY'+ B(Py"+ yT)
+ B'(Ya"+aY)+B"(aP'+ "«").
Si Ton multiplie les deux membres de chacune des relations
Aa'+ By+ BY = SV,
BV +A”™ + By=s5;s,
BV + Bp+ AY = SY,

respectivement par a", @', y”et que Ton ajoute, il vient ;

Bl= S'(aV + p/r+ 1Y).

Les deux directions (&4, @, y"), (@', B', y") étant rectangulaires,
on en conclut que B,r=0.0n verrait de méme que B{=Bi=o0.
50 $ — Lorsque deux racines de Téquation du troisieme de-
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gré sont égales, a la racine simple correspond un plan princi-
pal déterminé, et a la racine double une infinité de directions
de cordes paralléles a ce plan; si I'on prend pour nouveaux
axes deux droites rectangulaires situées dans ce plan et la
perpendiculaire au plan, la méthode précédente est applicable,
et I’'on obtient I'équation

S[x/ +i/,")+ S"z/,+ ¥|l= 0>

qui représente une surface de révolution autour de I'axe OZ".
Enfin, si les trois racines sont égales, en prenant trois nou-
veaux axes rectangulaires quelconques, I’équation est toujours
S (xn 4-yl +z1) -t-F, = o; elle ne peut représenter qu’une
spheére.

DEUXIEME cAs. D= o.

500 —Dans ce cas, commencgons par changer la direction
des axes, en prenant pour nouveaux axes les directions qui
correspondent aux racines de I’équation du troisieme degré,
ou, si cette équation a des racines égales, un des systémes en
nombre infini de trois directions rectangulaires déterminées
par ces racines. On démontre, comme on I'a fait algébrique-
ment dans le cas précédent, que B,=BJ=:BT=:0; les coeffi-
cients des carrés des variables ontencore pour valeurs S,S',S".
Si donc une seule racine S est nulle , et que I'on prenne pour
axe OX' la direction déterminée par cette racine, I'équation de
la surface est

sya+ SV'+ aC.e'-faC'.y'+ aC + F=o.
Les coefficients C,, CJ, Cy ont pour valeurs
C,=Ca -fCp + Cly,
c;,—Ca-Fryp+CY,
Ci=Ca"+C/p'+ C'Y"
En déplacant les axes parallélement a eux-mémes, on raméne
I'’équation précédente a la forme
SN-j-SV f-zCtx = o,
si C, est différent de zéro, et a la forme

Sy+ sv + f.= o,
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si C, est nul. Le coefficient C, qui subsiste dans réquation ré-
duite est celui qui correspond a la racine simple S=o0.

Si deux racines S etS' sont égales a zéro, par la premiére
transformation I'équation devient

sv¥+ XLE+2CyfZxy +f=a

Nous avons vu que, pour cette racine double S= o, les rela-
tions (20) du n° 499 se réduisent a une. Pour déterminer I'une
des directions correspondantes, on peut joindre a cette équa-
tion une seconde équation prise a volonté ; nous prendrons

C{=Ca/+ C/lp/+CY = o.
L’autre direction sera ensuite complétement déterminée, ainsi

que le coefficient CJ. Cela posé, en déplacant les axes paralléle-
ment a eux-mémes, on rameénera I'équation a la forme

SV + 2Ci&:=:0,
si C, est différent de zéro, et si Ct est nul, a la forme
SV + F,=o.

510—remarque. Lorsque deux racines S' et S" sont égales
sans étre nulles, la surface est de révolution. Si les trois coeffi-
cients R, B/,R"sont différents de zéro, les conditions pour qu’il
y ait une racine double sont (n° Soi)
B'B" B'B BB
A—TT B7 ~W'

et la direction de I'axe est donnée par les formules

JL
B'B" ~ B'B- BB'-

Lorsqu’un seul des coefficients B, B', Bl est égal a zéro,
I’équation eu Sn’ajamais de racine double. Si deux coefficients
B', B" sont nuls, la condition pour I'existence d'une racine
double est (n° 502)

(A'— A) (A"— A)— B*= o;

B y
et lI'on a a= o, A =
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CHAPITRE 111

De I'ellipsoide.

511 — Nous avons ramené I'équation des surfaces du second

degré qui ont un centre unique a la forme
Sa;’+ S'y*+ S'z*= H,

en rapportant la surface a ses trois plans principaux.

Supposons d’abord que les trois racines aient le méme signe,
par exemple le signe+. Si le terme constant H est négatif,
I’équation n’est vérifiée par les coordonnées d’aucun point de
I’espace. Si le terme constant H est égal a zéro, I’équation n’est
satisfaite que pour/£E= y = z= 0 ; elle représente un seul point,
I'origine. Considérons enfin le cas ou H est positif et posons

a=yl/|, c=\Zfr>
I’équation se met sous la forme

w Terd 4oy
La coordonnée x ne peut varier quede —a a+a, yde— b
a+6,s de—ca+ c; prenons
sur I'axe des x, de part et d'au-
tre de l'origine, des longueurs
OA et OA' égales a a, sur l'axe
des y des longueurs OR et OR'
égales a b, sur lI'axe des z des
longueurs OC et OC' égales a ¢
(fig. 293). Par les points A et A’,
B et B, C et C', imaginons des
plans respectivement paralleles aux plans ~0Z, ZOX, X0\,
la surface sera entierement comprise dans le parallélipipede
rectangle ainsi formé. On a donné a cette surface le nom d’ei-
lipsoide.
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51 2 — L'origine est un centre de I'ellipsoide. Les plans co-
ordonnés, qui sont les trois plans principaux de I'ellipsoide,
coupent la surface suivant trois ellipses AB.V, BCB', CAC7, que
I’on appelle sections principales de I'ellipsoide.

Si I'on coupe la surface par un plan parallele au plan YOZ,
on obtient pour section I'ellipse

dont le centre | est sur l'axe
des x. Les points de la courbe
étant deux a deux symétriques
par rapport au centre 1, les
points de la surface sont symeé-
triques deux a deux par rapport
a la droite OX, qui est ainsi un
axe de la surface. A mesure que
le plan sécant s’éloigne du plan principal YOZ, c’est-a-dire
quand avarie de o a a, I'ellipse d’intersection reste toujours
semblable a I'ellipse CBC', mais diminue jusqu’a se réduire a
un point. 11 en est de méme des sections paralléles a chacun
des deux autres plans principaux. Ainsi I'ellipsoide admet trois
axes qui sont les intersections des plans principaux deux a
deux. Les extrémités des axes sont les sommets de I’ellipsoide.
Si I’'on suppose a>b>c, ia seral’axe majeur, ib I'axe moyen,
2c I'axe mineur.

Soit Mun point quelconque de I'ellipsoide (fig. 294); par ce
point et le grand axe faisons passer un plan ; ce plan coupe la
surface suivant une courbe du second degré fermée, par con-
séquent, suivant une ellipse ; a cause de la symétrie, les axes
de celle ellipse sont la droite AA' et le diamétre DD' suivant
lequel le plan sécant coupe I'ellipse principale CBC'B'; le rayon
OD, compris entre les deux axes b et ¢ de celte ellipse princi-
pale, est plus grand que ¢; mais d’'un autre coté le rayon OM
est compris entre OD et a; ce rayon est donc compris entre
c et a. On conclut de la que le plus grand rayon de I'ellipsoide
est le demi-grand axe OA, le plus petit le demi-petit axe OC.
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PLANS DIAMETRAUX ET DIAMETRES.

51 3 — Considérons une sériede cordes paralléles a ladroite

X 'y z
* P Y
le plan diamétral correspondant (n° 491) a pour équation
/\ a Jy .i2
w F+y +2=°"

Réciproquement, tout plan passant par le centre est un plan
diamétral ; soit, en effet, le plan

Ax--By-I-Cs— o;
ce plan coincidera avec le plan diamétral précédent, si I'on a
n\ —. — -L —X
w a*A 6B c¢C
Telles sont les relations qui existent entre la direction des
cordes et celle du plan diamétral conjugué. Il est évident que
le plan diamétral coupe la surface suivant une courbe fermée
du second degré, et, par conséquent, suivant une ellipse.
Chaque point de celte ellipse est le point de contact d'une
droite paralléle aux cordes et tangente a la surface; ces tan-
gentes forment un cylindre tangent a I’ellipsoide tout le long
de cette ellipse et I’enveloppant.

5141 — Nous savons que les sections faites par des plans
paralléles dans I'ellipsoide sont des ellipses homothétiques
(n° 483). Soit \x-hfty-t-Cz=1 I'’équation d'un plan, dans la-
quelle A, B, C sont des coefficients constants, | un parametre

variable ; le lieu des centres de ces ellipses, ou le diamétre, est
la droite (n»496)

X _y _z
W) c’
passant par le centre de la surface.
La direction du diametre est conjuguée du plan diamétral
parallele aux plans sécants; car les coefficients de la droite et
du plan vérifient les relations (3).
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Réciproquement, toute droite passant par le centre est un
diametre ; car si I'on méne le plan diamétral conjugué de cette
direction, et des plans sécants paralléles, le lieu des centres
coincidera avec la droite donnée.

L’équation du plan tangent (n° 47%$) se réduit ici a

5 4-57 = 1
) a bl c«

Ce plan langent est parallele au plan diamétral conjugué du
diamétre qui va du centre au uoint de contact; car ce dia-

X Y Z
meétre ayant pour équations <= v = 2* ses coefficients et ceux

du plan tangent vérifient les relations (3).

DIAMETRES CONJUGUES.

515 — On dit que trois diamétres forment un systéme de

diametres conjugués, quand chacun d’eux est conjugué du plan

des deux autres. Nous avons

déja reconnu I’existence de pa-

reils systemes de diametres

(n°494); menons arbitrairement

unpremierdiametreOD(fig.295)

et considérons le plan diamétral

conjugué ; ce plan coupe I'ellip-

soide suivant une ellipse; pre-

nons deux diameétres conjugués quelconques OE, OF de cette

ellipse ; les trois diameétres OD,OE, OF formeront un systeme de

diametres conjugués; car si I’'on prend pour axes des coordon-

nées les trois droites OD, OE, OF et que I'on appelle al b',c' les

longueurs des trois rayons OD,0OE,OF, d'apres le raisonnement

qui a été fait précédemment (n» 4g4)> I’équation de I'ellipsoide
se meltra sous la forme

a'l m'b" N cll
On en conclut que les trois axes des coordonnées forment un
systéme de diameétres conjugués, ou, ce qui revient au méme,
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que les trois plans des coordonnées forment un systeme de
plans diamétraux conjugués.

On voit bien, a l'aide de cette équation, comment varient les
sections paralleles; si I’on coupe la surface par un plan paral-
lele au plan diamétral Y'OZ', on a une ellipse

£ zT_ _x”7
b2+ ¢cb~ 1 a'l’

homothétique a I'ellipse diamétrale EOF et ayant son cent, a
au point I sur le diamétre OD ; cette ellipse va en diminuant a
mesure que le plan sécant s’é¢loigne du plan diamétral ; elle se
réduit au point D, quand le plan sécant passe par ce point
et alors le plan est tangent a la surface ; au dela le plan ne
rencontre plus la surface ; en d’autres termes, il la coupe
suivant une ellipse imaginaire, dont le centre est réel et si-
tué sur le prolongement de OD. 1len est de méme de I'autre
coté.

51 6 — Cherchons maintenant les relations qui existent entre
les directions des trois diameétres conjugués OD, OE, OF. Dési-
gnons par a, p,y, les coefficients du premier diametre, par a’,
p7, y' ceux du second, par a", p", y" ceux du troisieme. Le plan
conjugué du diametre OD a pour équation

a2+ 6+ c2 ’

ce plan contenant le diamétre OE, on a la relation

I1'— n

a’ 6* c*

On obtient ainsi les trois relations

«@' + YT
| a2~ é2 ™ «c¢s ’
6 J«V pr ,1Y'_o

a2+ 6~ + ¢ ’

fga P2 ,tL-0

1 a<+ 6+ + ¢cl ;

qui expriment que chaque diamétre est conjugué du plan des
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deux autres. La premiére de ces relations signifie que les deux
diamétres OD, OE sont conjugués entre eux.

517 — Considérons deux systémes de diametres conjugués
ODEF, OD'E'F' (fig. 296). Soit OG le
diameétre suivant lequel se coupent les
deux plans EOF, E'OF', OH et OH' les
diameétres conjugués de OG dans ces
deux plans. Si, conservant OD, on
remplace les diamétresconjuguésOE,
OF par deux autres diametres conju-

gués OG, OH de la méme ellipse, la somme des carrés ne
change pas; de méme, si, conservant OD', on remplace les deux
diameétres conjugués OE',OF' par deux autres diameétres conju-
gués OG, OH' de la méme ellipse, la somme des carrés ne
change pas. On a alors deux systemes de diametres conjugués
OGHD, OGH'D', qui ont un diamétre commun OG; les deux
autres, étant situés dans le plan diamétral conjugué de OG,
appartiennent a la méme ellipse ; donc la somme des carrés
est la méme. Ainsi, la somme des carrés de trois diamétres con-
jugués est constante, et, par conséquent, égale a la somme des
carrés des axes.

On démontre de la méme maniére que le volume duparal-
lélipipéde construit sur trois diameétres conjugués est constant;
lorsqu’on remplace le systtme ODEF par le systtme ODGH, le
volume ne change pas; car les deux parallélipipedes ont des
bases équivalentes, les parallélogrammes EOF, GOH, et méme
hauteur, la perpendiculaire abaissée du point D sur le plan
des bases.

SECTIONS CIRCULAIRES.

51 8 — Parmi les sections planes de I'ellipsoide, il importe
d’examiner en particulier les sections circulaires.

Supposons qu’une série de plans paralléles coupent I'ellip-
soide suivant des cercles et considérons le diametre correspon-
dant. Le plan mené par ce diameétre perpendiculairement aux
plans paralléles, divisant chacun des cercles en deux parties
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symétriques par rapport a ce plan méme , est un plan princi-
pal de I'ellipsoide. Ainsi les plans des sections circulaires sont
perpendiculaires a un plan principal, et par conséquent les
plans diamétraux qui coupent I'ellipsoide suivant des cercles
passent par I'un des axes de la surface. Cet axe est I’axe moyen
BB7de I'ellipsoide; car, nous avons vu (n°5i2)que, lorsque le
plan sécant passe par le grand axe AA7, les deux axes de I'ellipse
difféerent nécessairement; il en est de méme quand le plan sé-
cant passe par le petit axe CC7.

Lorsque le plan sécant passe par I'axe moyen BB7 les deux

axes de I'ellipse d’intersection sont
I’axe BB7et le diameétre DD7 suivant
lequel le plan sécant coupe I'ellipse
principale ACAZ7 (fig. 297). La lon-
gueur de ce diameétre DD7, variant
deCC7a AA7,pourra étre égale aBB
et alors la section sera un cercle.
Du point 0 comme centre, avec un rayon égal & b et dans le
plan principal ACA7décrivons un arc de cercle qui coupera l'el-
lipse principale en D etE ; menons les diameétres OD et OE ; les
deux plans diamétrauxBOD,BOE couperont I’ellipsoide suivant
des cercles. Onconclut de la que Vellipsoide a trois axes iné-
gaux admet deux séries de sections circulaires.

Quand I'ellipsoide est de révolution, les deux plans BOD, BOE
se confondent avec le plan principal perpendiculaire al'axe de
rotation, c’est-a-dire avec I'’équateur de lu surface. On n’a plus
alors qu’une série de sections circulaires.

On peut mettre en évidence I'existence des sections circu-
laires en écrivant I’équation de I'ellipsoide sous la forme

x'+¥)"+z' 1 *,/1 aﬂ _,,/1 i\.

si on désigne par ~ et ~ les quantités positives ~ N et

N — I’équation devient

, (X_  z\ /JE__£\
\m n) \rn n)
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L intersection de la surface Jar le Plan ﬁ‘f - = a, a étant

n
une constante arbitraire, est située sur la sphére
-yta* (x z\
b’ ~ | —*“Vm nij;
on aainsi une premiére série de sections circulaires. Le plan
X z '

— - = pdonne une seconde série de sections circulaires.
L’équation précédente signifie que le carré de la tangente

menée d’un point quelconque de I’ellipsoide a la sphére
**+ y'+ z'= b' est au produit des distances de ce méme point

L ac* ,
aux deux plans diamétraux— — —= 0, que l’on appellerons

cycliques, dans un rapport constant.

PLAN TANGENT.

510 — Le plan tangent a I’ellipsoide au point (x1 Y, z)) a
pour équation

xx1 ,yy’ ,aal_ i
a' b* o
On peut lui donner une autre forme qu’il est bon de connai-
tre. Représentons le plan tangent par I’équation
ae+ Py+Yz—|,

a, p, Y étantles cosinus des angles que lanormale au plan fait
avec les axes, et f la distance du plan de I'origine. En identi-
fiant ces deux équations, on a les relations

"y 4
a_b__c L \
(la 6p cf | yjaa* -f- 6’p2-f c’y*’

on en déduit la valeur de I, et I'’équation du plan tangent
devient
(n) ax + py+ YZ= VOV+ 6*p*+ c'y'*
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Pour en montrer une application, considérons trois plans
tangents perpendiculaires entre eux

ax+ Py+ vyz—VaVv-j- cvhb
afx-h (i'y + y'z= VaV5} bfill+ c3/'%
a'x+ + yrz = Va™*'l+ vde> + oy,

les neuf cosinus vérifiant les relations établies au0421. Si I'on
ajoute ces trois équations apres les avoir élevées au carré, on
obtient I’équation

+ 26+ 2'= al+ + C;

d’ou I'on conclut que le lieu des sommets des trieédres tri-rectan-
gles circonscrits a une ellipsoide est une sphére.

CHAPITRE IV

Des hyperbolofdea.

Considérons maintenant le cas ou les trois racines de I'équa-
tion en S n’ont pas le méme signe; supposons, par exemple,
que les deux racines S et S' soient positives, et la troisieme
négative.

CONE.

520 — si le terme constant H est nul, I'équation
Sx5-f-Sy- -f-S"Zi— o,
étant homogene par rapporta x, y, s, représente un cone
(n° 464). Si I'on pose
tang«= y/=£-\ tangp= y/ry.\

I’équation prend la forme

n tang’a”tang*p— ~=0"
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Le plan principal XOZ coupe la surface suivant deux droites
OA, OA' faisant avec OZ un angle égal aa;
le plan principal YOZ suivantdeux droites
OB, OB' faisant avec OZ un angle égal a B
(fig. 298). Le plan principal XOY coupe
la surface suivant un seul point O. Tout
plan paralléle au plan XOY donne une el-
lipse ABA' ayant pour équation

st | v _ .
tang2a tang*ji "’
cette ellipse, qui a son centre | sur l'axe
0Z, augmente indéfiniment a mesure que le plan sécant s'é-
loigne du sommet. Ainsi on peut regarder le cone comme en-
gendré par une droite OM, qui tourne autour du point O en
glissant sur I'ellipse ABA'. En supposant S plus grand que S' et
par conséquent a plus petit que @, on voit que I'angle que fait
la génératrice OM avec I’axe OZ varie de aap. Le céne est formé

de deux nappes égales situées de part el d’autre du sommet. L’é-

quation des cdnes du second degré se ramenant a la forme (1),

il en résulte que tout cone du second degré peut étre considéré

comme un cbne droit a base elliptique.

Les plans perpendiculaires a chacun des deux autres axes OX
et OY coupent le cone suivant des hyperboles ayant leurs cen-
tres sur ces axes. Les trois axes des coordonnées sont des axes
du cone ; I'un OZest situéa l'intérieur du cdne, les deux autres
a I'extérieur. Par rapport a chacun de ceux-ci, un point quel-
conque du cbne a son symétrique sur l'autre nappe; par rap-
portau premier, un point ason symétrique sur la méme nappe.

Lorsqu'on aS= S/ ou a= @, le cone est de révolution au-
tour de la droite OZ.

HYPERBOLOIDE A USE NAPPE.

521 — Supposons que le terme constant H ait une valeur
positive et posons

°=v4

GEOM. ANALYT 30
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I’équation de la surface prendra la forme

@ a2 65 c2

Le plan principal XOY coupe la surface suivant une ellipse ARA'
(fig. 299); le plan principal XOZ
suivant une hyperbole dont A'A est
I’axe transverse et OZ l’'axe imagi-
naire ; le plan principal YOZ coupe
de méme la surface suivant une hy-
perbole dont BB' est I’axe transverse
et OZ I’axe imaginaire. Si I’'on coupe
la surface par des plans paralléles
au plan XOY, on a des ellipses ho-
mothétiques

X- Y- zl

s By T
qui ont leurs centres sur OZ, et qui
vont en augmentant indéfiniment, a mesure que le plan sécant
s'éloigne du plan principal, d’'un coté ou de l'autre; I'ellipse
minimum ABA', déterminée par le plan principal, s’appelle
ellipse de yorge.On voit par la que la surface est formée d'une
seule nappe continue qui s'étend indéfiniment, en s'ouvrant de

plus en plus de chaque c6té du plan de I'ellipse de gorge. On a

donné a cette surface le nom d’hyperboloide a une nappe.

Les plans paralléles au plan XOZ coupent la surface suivant
des hyperboles homothétiques ayant leurs centres sur OY; de
meéme les plans paralleles au plan YOZ coupent la surface sui-
vant des hyperboles homothétiques ayant leurs centres sur OX.
11 résulte de la que I'hyperboloide a une nappe admet trois
axes, deux réels AA' et BB', un imaginaire OZ. Les deux axes
réels sont les axes de I'ellipse de gorge; I'axe imaginaire OZ est
situé a l'intérieur de la surface.

Lorsque les deux axes réels deviennent égaux, les sections
paralléles au plan XOY étant des cercles, la surface est de révo-
lution; elle est engendrée par une hyperbole tournant autour
de son axe imaginaire OZ.
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HYPERBOLOIDE A DEUX NAPPES.

538 — Examinons enfin le cas ou le terme constant Il a
une valeur négative; si I'on pose

«=\I"- 6=\/N" *=v3

I’équation prend la forme
&)

Les deux plans principaux XOZ, YOZ coupent la surface suivant
des hyperboles dont I'axe transverse
CC' a une longueur égale’a ic et est di-
rigé suivant OZ (fig. 300). Le plan prin-
cipal XOY ne rencontre pas la surface.
La section faite par un plan paralléle au
plan XOY est une ellipse

a* b* cl

X1 if_z
a 6—c 1
mais cette ellipse n’est réelle que si la
valeur absolue de s est plus grande que
c; si donc par chacun des points Cet 0'
onmeéne un plan paralléle au plan XOY,
il n'y aura aucun point du lieu situé
entre ces deux plans. Si le plan sécant
s'éloigne & partir du point C, I'ellipse,
qui est d’abord réduite a un point, augmente indéfiniment; et
de méme de l'autre cété, a partir du point C'. On voit par la
que la surface se compose de deux nappes infinies et séparées
I'une de I'autre ; on lui a donné le nom d'hyperboloide a deux
nappes. La surface a trois axes, un réel CC', deux imaginaires
OX et OY.
Quand les deux axes imaginaires aa et 26 deviennent égaux,
la surface est de révolution ; elle est engendrée par une hyper-
bole tournant autour de son axe transverse CC'.
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COKE ASYMPTOTE.

59 » —On dit que deux hyperboloides sont conjugués, lors-
qu’ils ont méme centre et mémes axes en grandeur et en direc-
tion, et que les axes réels de I'un sont imaginaires dans I'autre;
il est clair que les équations
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Ainsi les deux hyperboloides conjugués ont méme cbne asymp-
tote. L'hyperboloide a deux nappes est situé a l'intérieur du
cone, lhyperboloide a une nappe a I'extérieur (fig. 3oi).

Plus généralement, le cone asymptote est le lieu des asymp-
totes de toutes les hyperboles déterminées dans les deux surfaces
par des plans passant par le centre. En effet, soit z=mx-\-ny
I équation du plan sécant, les courbes d’intersection ont pour
projection sur le plan XOY

X2 i y-  (MX-+ny)i__
tf+ bi ¢~ 1~ #i;

les asymptotes sont représentées par I'équation
X* ¢ > (mx+nyY _
«F "*"g* c* ~ 0’
jointe a celle du plan sécant. Il arrive ici que I'on peut éliminer
a la fois les deux parameétres variables m et n entre ces équa-
tions, ce qui reproduit le cone asymptote
X * y- z!
a vt 2 "

Nous ferons remarquer que, lorsqu’un hyperboloide est rap-
porté a ses axes, si dans I’équation on supprime le terme con-
stant, on obtient le cone asymptote, et que, si I’'on change le
signe de ce terme constant, on obtient I'nyperholoide conjugué.
Il est clair, d’aprés les formules de transformation des coor-
données, que la méme propriété a lieu quand la surface est rap-
portée a des axes de coordonnées quelconques passant par le
centre.

SECTIONS PLANES.

5 3 4 - Considérons les surfaces représentées par I'équation

/ X* oy z

(4) B

dans laquelle = est un parametre arbitraire. On a deux hyper
boloides conjugués et leur cone asymptote, quand on attribue
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au paramétre 1 les valeurs + i ou la valeur 0. Si I'on coupe
ces surfaces par un méme plan

Ax + Ry “HC;“z1

les projections des courbes d'intersection sur le plan XOY ont
pour équation

x* ,yi  (I— Ax— By)- .

al bl c'Cl ~ A
le parameétre a n’entrant que dans le terme constant, il en
résulte que les courbes projections et, par suite , les courbes
dans I'espace, sont homothétiques ; car ce sont les intersections
de cylindres homothétiques par des plans paralleles (n° 482) ;
elles sont en outre concentriques, sielles ontun centre; quand
ce sont des paraboles, elles ont méme paramétre, et par con-
séquent sont égales.

535 — Il résulte de la que, pour reconnaitre I’espéce de la
section d’'un hyperboloide par un plan P, il suffit d’étudier la
section du céne asymptote par le méme plan. On sait d’ailleurs
que les sections paralleles sont homothétiques.

Par le centre, menons un plan P' parallele au pointP; ily a
trois cas a distinguer. i°Sile plan P; ne coupe le cone qu’en un
seul point, les deux nappes du cone sont situées, I'une d’'un coté
de ce plan, la seconde de lI'autre cété ; il est clair que le plan
parallele P coupera toutes les droites d’'une méme nappe, et, par
conséquent, déterminera sur le cone une courbe fermée qui
sera une ellipse; les sections faites par ce méme plan dans les
hyperboloides seront aussi des ellipses. 2° Si le plan F' coupe
le cbne suivant deux droites, il partage chacune des nappes en
deux parties situées de part et d’autre de ce plan ; le plan pa-
ralléle P rencontrera la partie de chacune des nappes qui est
du méme cdté du plan P' que le plan P, et, par conséquent,
coupera le cdne suivant deux branches séparées, constituant
une hyperbole. Si une génératrice du cdne se rapproche de
I'une des génératrices situées dans le plan P', elle devient pa-
ralléle au plan P, et le point d’intersection s’éloigne a I'infini ;
I’hyperbole a donc ses asymptoles paralléles aux droites situées
dans le plan P'. 3° Enfin, si le plan P' est tangent au céne
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asymptote, I'une des nappes du cbdne est située tout entiére
d’'un coté de ce plan, I'autre nappe de l'autre coté, «xcepté
I'aréte de contact, qui est dans le plan; le plan paralléle P ne
rencontrera que la nappe qui est du méme c6té du plan P' que
le plan P et la coupera suivant une branche infinie, et, par con-
séquent, suivant une parabole.

Nous examinerons plus tard en détail les diverses variétés
gue présentent ces courbes, et leur déformation quand on fait
mouvoir le plan sécant.

PLANS DIAMETRAUX ET DIAMETRES.

53 ©-Si I'on considére les surfaces représentées par I'’équa-
tion (4), le plan diamétral conjugué de la droite,

() vo-l-*

a pour équation

S\e/;) a8” c8

Ce plan est le méme dans lesdeuxhyperboloideseldans le cone
asymptote. On pourrait d’ailleurs le reconnaitre a priori. En
effet, considérons une sécante qui rencontre le cOne en deux
points ; le plan mené par cette sécante et le centre coupe le cone
suivant les asymptotes des hyperboles déterminées par ce plan
dans les hyperboloides; les portions de cette sécante comprises
entre les hyperboles elles asymptotes étant égales, il en résulte
que les cordes ont le méme point milieu.

527 — L'espéce de la section déterminée par le plan dia-
métral dépend de la direction des cordes. Par le centre me-
nons une paralléle aux cordes ; si cette droite est située a I'in-
térieur du cdne asymptote, il est évident que chaque sécante
rencontre les deux-nappes du cdne et que, par conséquent, le
point milieu est entre les deux nappes; le plan diamétral,
ayant tous ses points entre les deux nappes, coupe le céne sui-
vant un point. L’hvperboloide & une nappe, étant situé a I'ex-
térieur du cbne asymptote, sera coupé par le plan diamétral
suivant une ellipse réelle; cette ellipse est la courbe de contact
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d'un cylindre ayant ses génératrices paralleles aux sécantes et
circonscrit a Thyperboloide ; ce cylindre est situé a I'intérieur
de I'hvperboloide. L’hyperboloide a deux nappes étant situé,
au contraire, a I'intérieur du cbéne asymptote, le plan diamé-
tral ne rencontre pas la surface ; aucune des sécantes ne devient
tangente, et il n’existe pas de cylindre circonscrit dans cette
direction.

Si la droite, menée par le centre, est située a I'extérieur du
cOne asymptote, une parallele rencontrant le cOne percera
une méme nappe en deux points, et, par conséquent, le point
milieu sera situé a I'intérieur du céne; le plan diamétral, péné-
trantal’intérieur du cone,coupera ce cone suivant deux droites,
et, par conséquent, les hyperboloides suivant des hyperboles
conjuguées. Chacune de ces hyperboles sera la courbe de con-
tact d’'un cylindre circonscrit ayant ses arétes paralleles a la di-
rection donnée.

528 —1lest un cas ol il n’y a plus de plan diamétral; c’est
lorsque la droite menée par le centre appartientau cone asymp-
tote ; dans ce cas, toute paralléle ne rencontre la surface qu’en
un poini et le point milieu est a I'infini. Cependant I’équation
(6) représente encore un plan passant par le centre ; c’est la
position limite vers laquelle tend le plan diamétral, quand la
droite (5) se rapproche de plus en plus du coéne. Le plan tan-
gent au cdne au point [x}y, s) a pour équation

xX yy_z7Z _
+ C!_oy

si le point de contact appartient a la droite (5), cette équation
devient

cl —

c’est I’équation (6) ; ainsi, quand les sécante”deviennent paral-
leles a une aréte du cone asymptote, le plan (6) coincide avec
le plan tangent au cone suivant cette aréte.

529 — Les sections faites dans les hyperboloides et dans le
cOne asymptote par un méme plan étant concentriques, le lieu
des centres des sections paralléles est le méme dans les hyper-
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boloides et dans le cone; or il estévident, acause de la simi-
litude, que dans le céne ce lieu est une droite passant par le
sommet du céne.

Lorsque les sections sont des ellipses, le lieu des centres, ou
le diametre, étant situé a I'intérieur du cone, rencontre I’hy-
perboloide a deux nappes, mais ne rencontre pas |I'hyperbo-
loide a une nappe. Lorsque les sections sont des hyperboles, le
diameétre, étant & I'’extérieur du cone, rencontre, au contraire,
I’hnyperboloidea une nappe et ne rencontre pas I’hyperboloide
a deuxnappes.

On obtient un systeme de trois diameétres conjugués de
I’hyperboloide a une nappe en prenant un diameétre quel-
conque, et, dans le plan diamétral conjugué, deux diamétres
conjugués de la section. Il est aisé de voir que, de ces trois
diametres conjugués, deux, OD, OE sont réels, un, OF ima-
ginaire. En effet, si le premier diamétre est réel, le plan
diamétral, comme nous l'avons dit (n° 527), coupe la surface
suivant une hyperbole, dans laquelle un second diametre sera
réel, le troisieme imaginaire. Si, au contraire, le premier dia-
metre est imaginaire, le plan diamétral conjugué coupe la sur-
face suivant une ellipse réelle, dans laquelle deux diameétres
conjugués sont réels. L’équation de la surface rapportée a ces
diametres conjugués prend la forme

X2 oyl o
arr F* c¢n~ 1

Deux hyperboloides conjugués, ayant le méme diamétre pour
laméme série de plans sécants, admettent les mémes systéemes
de diameétres conjugués: seulement, un diameétre, réel dans
I’'un, est imaginaire dans l’autre, de sorte que, dans I’hyperbo-
loide a deux nappes, de trois diametres conjugués, deux sont
imaginaires, et un réel.

Pour former un systéeme de diamétres conjugués, nous avons
mené parle centre une premiére droite arbitrairement; il faut,
toutefois, que cette droite n’appartienne pas au cone asymptote.

530 — Ilnous est facile maintenant de compléter I’étude
des sections planes des hyperboloides. Imaginons la surface
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rapportée a un systeme de plans diamétraux conjugués dont
I'un soit paralléle au plan sécant ; I’'équation prendra la forme

als-1-6/2 c/ls— £ 1.

Considérons d’abord I’hyperboloide a une nappe. Si le plan
sécant est paralléle au plan DOE, la section est une ellipse

X y! s5

toujours réelle, dont le centre est sur le diameétre imaginaire
OF, et qui augmente indéfiniment a mesure que le plan sécant
s’éloigne du plan diamétral, d’'un cété ou de l'autre. Si le plan
sécant est parallele au plan EOF, la section est une hyperbole

Y2 — X«

F* cr- 1— o7
dont le centre est situé sur le diametre réel OD, et dont les
asymptotes sont paralléles a celles de I'"hyperbole déterminée
par le plan diamétral x — o\ cette hyperbole admet aussi deux
diametres conjugués respectivement paralléles a OE et a OF.
Quand x varie de o aa', le diameli’e réel est parallele a OE, et
diminue de b' a o; pour x — a, I’hyperbole se réduit a deux
droites passant par le point D, et le plan devient langent a la
surface au point D ; quand x croit ensuite a partir de a’, le dia-
metre réel est au contraire paralléle a OF et augmente de zéro
a I'infini; I’hyperbole a changé de disposition; d’abord située
dans les angles des asymptotes qui comprennent le diametre
OE, elle a passé dans les angles supplémentaires. La transition
s'opére par le systéme de deux droites.

531 — Considérons maintenant I’hyperboloide a deux

nappes. Les sections paralleles au plan DOE sont des ellipses

xX* yl_z*

dont les centres sont situés sur le diametre réel OF ; quand ;
varie de o a c!, I’ellipse est imaginaire ; pour z=c"', elle se ré-
duit a un point; quand z croit a partir de cf, I'ellipse devient
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réelle et augmente indéfiniment. Les sections paralléles au plan
EOF sont des hyperboles

y* z%

Yi~cF- — 1~07
dont le diamétre réel est toujours parallele a OF et augmente
indéfiniment. L’hyperbole conserve la méme disposition.

532 — Nous n’avons parlé jusqu’a présent que des sections
elliptiques ou hyperboliques. La transformation précédente ne
peut plus étre effectuée, lorsque le plan sécant est paralléle a
un plan tangent au céne asymptote; dans ce cas la section est
une parabole, égale a celle que détermine le plan sécant sur
le cdne asymptote, et il est évident, d’apres lasimilitude, que le
parameétre de la parabole tracée sur le cdne par le plan sécant
augmente proportionnellement a la distance de ce plan au
centre.

Pour étudier la position de la courbe, nous nous servirons
d’une autre forme extrémement simple, sous laquelle on peut
mettre I’'équation de I’hyperboloide. Prenons pour axe desy
I’aréte suivant laquelle le plan tangent au cbne asymptote
touche ce cone (fig. 302), pour axe des s une autre aréte du
cone asymptote, et pour axe des x le diameétre conjugué du
plan YOZ, Téquation des hyperboloides se réduira a la forme

@) Ax- -f Bi/s= = 1;

car elle ne doit pas contenir de terme du premier degré en X,
et, lorsqu’on y faitx=o0, on doit obtenir Téquation d'une hy-
perbole rapportée ases asymptotes. On peut toujours supposer les
deux constantes A et B positives. La surface est un hvperboloide
a une nappe ou a deux nappes suivant que le second membre
est positif ou négatif, puisque le plan z= o coupe la surface
dans le premier cas et ne la rencontre pas dans le second cas.
Les sections des deux surfaces par le plan YOZ sont des hyper-
boles conjuguées. L’équation du cdne asymptote est

Ax2+ Byz= o0;

elle montre que les plans XOY et XOZ sont tangents au cdne
suivant les arétes OY et OZ. Si la surface est un hyperboloide &
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une nappe, elle est coupée par le plan; = o, suivant deux
droites AB, A'R' paralleles a OY (fig. 302) ; tout plan paralléle
z="{ coupe la surface suivant une parabole Ax!-f-Byy=i, qui
a pour diamétre la trace CD du plan sécant sur le plan YOZ.
L’extrémité C de ce diameétre appartient & I'hyperbole GH,

G H', suivant laquelle le plan \OZ coupe la surtace. Ladirection
du diameétre change avec le signe de y. Les sections faites dans
I’hyperboloide a une nappe par lesplans = + y ont la dispo-
sition indiquée sur la fig. 302. Quand les deux plans sécants se
rapprochent du plan XOY, les points C et C' s'éloignent indéfi-
niment sur les branches d’hyperbole CG, C'G', et les deux
paraboles tendent vers le systéeme des deux droites paralleles
AR, A'R".

Si la surface est un hyperboloide a deux nappes, le plan
;= 0 ne rencontre pas la surface, et les deux paraboles don-
nées par les plans s — dry ont la disposition indiquée par la
figure 303. Quand y tend vers zéro, les deux paraboles séloi-
gnent a l'infini.

SECTIONS CIRCULAIRES.

533 — Considérons d’abord I’hyperboloide a une nappe.
D’aprés les raisonnements qui ont été faits a propos de I'ellip-
soide (n° 018), on reconnait qu’un plan diamétral, qui coupe
I’'hyperboloide suivant un cercle, doit passer par I'un des axes
réels de la surface.
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Lorsqu’un plan BOD (fig. 304), mené par I'axe OB, coupe la
surface suivant une ellipse, I'un des
axes de I'ellipse est OB, l'autre la
trace OD du plan sécant sur le plan
XOZ; mais la longueur do OD est
plus grande que OA; pour que OD
soit égal a OB. il est nécessaire que
OB soit plus grand que OA. Ainsi,
le plan sécant passera par le plus
grand axe OB de I'ellipse de gorge.
Du point O comme centre, avec OB
pour rayon, décrivons dans le plan

XOZ un cercle qui coupera I’'hyperbole en deux points D, D7;
les deux plans BOD, BOD' couperont I’hyperboloide suivant des
cercles.

Tout plan paralléle & I'un de ces plans coupera suivant des
cercles I'hyperboloide proposé, le cone asymptote et I’hyper-
boloide conjugué. Lorsque la surface est de révolution, les
deux séries de sections circulaires se confondent et deviennent
perpendiculaires a I'axe de rotation.

Qn peut, comre nows I'avors dgja. remarglé pour Pellip-
soick, rettre en évidence les sectionscirculaires sur Iéquation
mérre. Gorsicérars en particulier le cone

x2,y2 S2
F

+ T2 c2— 0;

on écrira cette équation sous la forme

X'+ y'-+j,l _+E£\_x,(L_=x=\.
6’ V* c2/  x \a* b')’
en désignant par “et ~ les quantités positives et

o . cc 2
'tf)',J-f-r, onvoit ﬂhje les Plansz-—————= a et- A= P donnent
c n m n m

deux séries de sections circulaires ; I'équation signifie que le
produit des sinus des angles que fait une aréte quelconque du

cone avec les deux planscycliques = 0 es”*cons’anL
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S I'on prend pour plars des zx et deszy les ceux plas
cycligues et pour plan des xy un plan quelconque couparnt le
c0Nne suivant ceux arétes om, om', 1’éguation du core prerd la
forme

x*+y*+ + 2z @BX+ 2x 005 -« zB"xyr=o,

\ et . désignantles angles yoz, xoz. La trace ducone sur le
plan xoy est définie par I'équation

+y + Rxy= o.
Le produit des coefficients angulaires des deux droiteSom, om1,
étant égal al’unité, on en condut quelles fornt respectiverrent
aVEC ox Etoy OBS angles égaux.

Ainsi, lorsqu’un plan sécant mené par le centre coupe le cone
suivant deux arétes, ces arétes font des angles égaux avec les
traces du plan sécant sur les plans cycliques. Qﬂdle [ja"l
devient tangent, laréte ce contact fait des angles égaux avec
les traces du plan tangent sur les plars cycliques.

5 3 4 —I résulte de ce quil précece que tout aone du seoond
ckgre peut étre consicérg, de deux
nenieres différentes, commreuncore
oolioue abese circulaire. Lorsgu’on
consicre uncore circulaire ablioe,
les plars paralléles & labese donnent
une preiere $rie de sectiorns dr-
cdaires; il est fadle de démontrer
gfoetriqueent 'existence dure
Sseconck série ok sections circulaires.

Soit Sle somet d’'un core ddlique ayant pour bese le cercle
AR (fig 308) ; par la droite SO qu va du sonret au centre 0
Ck labese, menons un plan ASR perpendiculaire au plan ¢k la
bese ; tout plan pardlléle a la bese coupant le cdne suivant un
cercle qui a pour diarretre la trace du plan sécant sur le plan
ASB il enrésuite ge ce plan AR divise le cone en ceux

ties symétriques; C'est donc un plan principel etlewsteme
ks ckux droites SAet Rest la section principele correspon-
dante. Dars le plan prindipal AARmenors la ligne RA anti-
paralidle aAR cest-a-dire telle que I'angle SAR soit égal a
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SAB ; puis, par la droite A'B', faisons passer un plan perpen-
diculaire au plan principal ASB ; la section du c6ne par ce plan
sera un cercle B HA'. En effet, par un point quelconque H de
la courbe B ILV menons un plan paralléle a la base ; ce plan
coupe le cone suivant un cercle, et le plan B HA' suivant une
ligne HI perpendiculaire a la section principale. Dans le cercle
DHE on a HI2= D IxIE. D'autre part, les triangles semblables
DIB', EIA" donnentD IX IE~B'IX1A'; donc hT=BI'x LV,
et, par conséquent, le point H est un point du cercle décrit
sur B'A7comme diameétre. Les sections paralléles a B'HA' sont
dites anti-paralléles a la base.

La bissectrice de I'angle ASB est I’axe intérieur du coéne; la
bissectrice de I'angle supplémentaire est un second axe; une
perpendiculaire menée par le sommet S au plan principal ASB
est le troisiéme axe. On connait ainsi les trois axes et les trois
plans principaux du cone.

génératrices rectilignes de 1l'iiyperroloide a une nappe.

535 —Nous avons vu (n°42E>) que, lorsqu’une droite a plus
de deux points situés sur une surface du second ordre, elle est
tout entiere située sur la surface. D’apres cela, on comprend
gu’il est impossible de placer sur un ellipsoide une portion de
droite réelle, si petite qu’elle soit; car, si cette portion de droite
avait seulement trois points communs avec la surface, la droite
indéfinie serait située tout entiére sur la surface, et il estévident
gu’une droite indéfinie ne peut appartenir a une surface limi-
tée comme I'ellipsoide. Il est impossible aussi de placer une
droite sur I’hyperboloide a deux nappes; nous remarquons
d’abord que cette droite ne peut étre perpendiculaire a I'axe
réel, puisque toutes les sections perpendiculaires a cette droite
sont des ellipses ; la droite irait donc d’'une nappe a I'autre, et
il y aurait une portion intermédiaire qui n’appartiendrait pas
a la surface. La méme impossibilité n’existe pas pour lhvper-
boloide a une nappe. Nous avons déja reconnu, en étudiant les
sections planes (n»530), que, lorsque le plan sécant, mené par
un point de la surface, est paralléle au plan diamétral conjugué
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(lu diamétre qui passe en ce point, la section se réduit a deux
droites; il en résulte que, par tout point de la surface passent
deux droites situées tout entiéres sur la surface. Nous allons
étudier les propriétés des droites situées sur I'hyperboloide a
une nappe; mais nous reprendrons d’abord la démonstration
du théoréme fondamental.

5S6 — Soit M un point quelconque de la surface; prenons
I>our axe des x le diameétre qui passe en ce point, et pour axes
desy etdes z deux diametres conjugués de la section diamé-
trale correspondante; I'’équation de I’hyperboloide aura la forme

X* y° s*
En coupant la surface par le plan x — a', on a deux droites

v+ clt~ O
Ainsi, par tout point M de la surface passent deux droites si-
tuées sur la surface.

Nous avons déja fait observer (n°490) que les tangentes a
toutes les courbes tracées par un méme point sur une surface
du second degré sont situées dans le méme plan; il n'y a d’ex-
ception que pour le cdne et au sommet. Par un point M passent
deux droites situées sur la surface ; le plan de ces deux droites
est le plan tangent. Il est impossible de mener par le point M
une troisiéme droite située sur la surface; car cette droite se-
rait aussi contenue dans le plan tangent x="al, et ce plan ne
coupe la surface que suivant deux droites.

Nous ferons remarquer aussi que la surface est coupée par le
plan tangent; une partie est située d’un c6té de ce plan, I'autre
partie de I'autre coté.

537 — Dans le méme systéme decoordonnées, le cdne asymp-
tote a pour équation

X% y*_ 75
0s+ &h
si I’on coupe le céne par le plan x =0, on a les deux arétes

yl_ 2 _
& ¢k~ °
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Ces deux arétes sont respectivement paralléles aux deux droites
<«terminées par le plan x = a ' sur la surface de I'"hyperboloide.
Ainsi, les droites situées sur |’'hyperboloide sont respectivement
paialléles aux arétes du cdne asymptote.

Si lon coupe la surface par le plan x — — a', on a deux
[ roites paralléles aux précédentes; ainsi les droites qui passent
Par deux points M et M', symétriques par rapport au centre,
sont respectivement paralléles entre elles, et aux mémes arétes
du cdne asymptote.

& 38 — Nous allons faire voir que les droites situées sur
1hyperboloide peuvent étre distinguées en deux séries, dont

chacune constitue toute la surface.
On opére commodément cette dis-
tinction, et I’on se rend bien compte

v de la position des droites, a l'aide
de I'ellipse de gorge.

Puisque par tout point de la sur-
face passent deux droites, il est clair
que, par tout point D de I'ellipse de

gorge, passent deux droites DG, DH situées sur la surface
(fig. 306).

Si, conservant pour axe'des s I'axe imaginaire de la surface,
on prend pour axe des x le diamétre OD de I'ellipse de gorge,
et pour axe des y le diamétre conjugué OE, I’'hyperboloide a
pour équation

as],
at bn c2

Le plan x = al, mené par le point D parallelement au plan

ZOE, a pour trace sur le plan de l'ellipse de gorge la tan-
gente S| a cette ellipse; ce plan coupel’hyperboloide suivant

T

qui se projettent sur le plan de I'ellipse de gorge suivant la
tangente ST. Ainsi, toute tangente a l'ellipse de gorge est la
projection de deux droites situées sur ihyperboloide.

GEOU. ANALIT. 31

deux droites
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Le cdne asymptote a pour équation
®eV

a* b* c~ ©°

il est coupé par le plan x = 0 suivant deux droites OG,, OH,,
qui ont pour équation

if z2

V- ocx~
et qui sont respectivement paralléles aux deux droites DG, DH
situées sur I’hyperboloide. Les deux axes des coordonnées OE
et OZ étant rectangulaires, il résulte de ce qui précede que les
deux droites DG, DIl font des angles égaux avec le plan de
I’ellipse de gorge, ou avec la paralléle a I'axe OZ menée par le
point D; si I'on appelle y ce dernier angle, on a

tangy= A

539 — Imaginons maintenant que le point Ui parcoure I'el-
lipse de gorge dans le sens AB; toutes les droites, dont les
parties supérieures au plan de I’ellipse de gorge font avec les
angenles prises dans le sens du mouvement des angles aigus,
formeront un premier systeme; toutes celles dont les parties
supérieures font avec cette méme tangente des angles obtus
formeront un second systéme. Ainsi, la droite DG appartient
au premier systeme, la droite DH au second. Il est clair que
ces deux systemes, tels que nous venons de les définir, com-
prennent toutes les droites situées sur la surface; nous remar-
quons d’abord qu’une droite quelconque située sur la surface
n’est pas paralléle au plan de I'ellipse de gorge, puisque les
sections paralléles a ce plan sont des ellipses ; cette droite per-
cera donc le plan en un point D de I'ellipse; or, par le point D.
passent seulement deux droites DG, DH, appartenant, I'une
au premier systeme, I’autre au second; la droite considérét
coincidera donc avec I’'une de ces deux droites.

Si, en méme temps que le point D se meut sur I’ellipse,

I’angle y varie d’apres la formule tangy= ™, la droite DG coin

cidera successivement avec toutes les droites du premier sys-
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téme, la droite DH avec toutes celles du second systeme. Il est
visible que chacune d’elles engendre la surface entiére de I’hy-
perboloide. Ainsi I’hyperboloide a une nappe est une surface
réglée, qui peut étre engeudrée de deux maniéres par le mou-
vement d’une ligne droite. Voila pourquoi lesdroites de chaque
systeme ont été appelées les génératrices rectilignes de I'hyper-
boloide.

Il est bon de se rendre compte de la variation de lI'angle y.
Cet angle acquiert sa valeur minimum quand la droite passe
par I'une des extrémités B du grand axe de I'ellipse de gorge,
et sa valeur maximum, quand elle passe par I'une des extrémi-
tés A du petit axe. Le point Dallant de B en A, I'angle y crofit de
sa valeur minimum a sa valeur maximum; cet angle décroit
ensuite pour croftre de nouveau, etc. Lorsque a~b, c’est-a-
dire lorsque I'ellipse de gorge devient un cercle, I'angle y est
constant, et la surface est engendrée par chacune des deux
droites DG, DH tournant autour de OZ et liée invariablement a
cet axe; c’est I'hyperboloide de révolution a une nappe que
nous avons déja considéré comme exemple des surfaces de
révolution (n° 469).

5410 — Chacune des droites mobiles engendrant la surface
entiére, il est clair que les deux droites
qui passent par un point quelconque de
la surface appartiennent, I'une au pre-
mier systéme de génératrices, I'autre au
second systeme. On le reconnait d’ail-
leurs d’'une maniére trés-nette en con-
struisant ces deux droites a l'aide de
I’ellipse de gorge. Soit M un pointde la
surface, que nous supposerons situé
au-dessus du plan de I'ellipse de gorge
(flg. 3==); ce point se projette sur ce
plan en un point m extérieur a l'el-
lipse; par le point m menons des tan-
gentes «iD, WiE a I'ellipse; par le point

de contact D de la premiére tangente, menons la droite DG du
premier systéme, et par le point de contact E de la seconde tan-
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gente la droite EL du second systeme. Les plans projetants GDm,
LEm de ces deux droites se coupent suivant une droite MM per-
pendiculaire au plan de I'ellipse de gorge ; la perpendicu-
laire élevée par Je point mperce la surface en deux points ; I'un
est le point Msitué au-dessus du plan de I'ellipse, l'autre est le
point symétrique M'situé au dessous. La droite DG, faisant avec
Dm un angle aigu, rencontre la partie supérieure m\l de la
droite MM, et elle passe au point M, puisque cette partie supé-
rieure ne rencontre la surface qu’en un point. De méme la
droite EL, faisant avec le prolongement de mE un angle obtus,
ou avec Em un angle aigu, rencontre la partie supérieure mM
de la méme droite au méme point M. Ainsi, par le point M pas-
sent les deux droites MD, ME, qui appartiennent, I'une au pre-
mier systéme, I'autre au second.

541 —Nous avons vu (n°538) que les génératrices rectilignes
de la surface se projettent sur le plan de I'ellipse de gorge
suivant des tangentes a cette ellipse. La méme propriété a lieu
par rapport a chacun des plans principaux.

Considéronsle plan principal COA mené par I’axe imaginaire
OC et I'un des axes OA de I'ellipse
dégorgé (fig. 308); on démontrera,
comme précédemment, que la
tangente MD, au point Ma I’hyper-
bole principale est la projection de
deux droites MD, iMD situées sur
la surface. Quand le point M s’é-
loigne a I'infini sur I’hyperbole, la
tangente D,M tend vers I'asymp-
tote OH,; cette asymptote est la
projection des deux droites RH,
B'H', qui passent par les extrémités

de I'autre axe de I'ellipse de gorge. L’autre asymptote OG, est
la projection des droites BG, R'G', qui passent par ces mémes
points.

548— Les génératrices rectilignes de I’hyperboloide jouis-
sent de quelques autres propriétés remarquables que nous al-
lons démontrer. Soient DG, EL (fig. 3og) deux génératrices de
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systemes différents; ces droites se projettent sur le plan de I'el-
lipse de gorge suivant des tangentes
Dm, Em A cette ellipse; en général
les deux tangentes se coupent en
un point m et les deux plans proje-
tants se coupent suivant une droite
MM' perpendiculaire au plan de
I’ellipse. Comme nous l'avons ex-
pliqué plus haut, les deux droites
DG,EL, appartenant ades systemes
différents, rencontrent la perpen-
diculaire MM7d’'un méme c6té du
plan de I'ellipse] de gorge et par
conséquent se coupent au point M, ou cette perpendiculaire
perce la surface. Ainsi, en général, deux génératrices de sys-
témes différents se rencontrent.

Il peut arriver que les projections des deux droites soient
paralléles; ceci a lieu quand les deux droites, telles que DG,
D'IF, passent par deux points D et D', diamétralement opposés
de I’ellipse de gorge. Dans ce cas, les deux plans projetants sont
paralleles; un plan parallele mené par le centre coupera le
cbne suivant deux arétes OG,OH,, il est clair que les deux
génératrices DG, D'H' sont paralléles a la méme aréte OG, du
cdne asymptote, cl, par conséquent, sont paralléles entre elles.
On conclut de la que deux génératrices de systemes différentsse
rencontrent ou sont paralléles, c’est-a-dire sont toujours dans
un méme plan.

543 — Considérons maintenant deux génératrices DG, EK
du méme systéme. Les plans projetants de ces deux droites se
coupent suivant la droite MMI7 perpendiculaire au plan de I'el-
lipse de gorge. La droite DG, faisant avec sa projection Dm
un angle aigu, rencontre la droile MM au-dessus du plan de
I’ellipse de gorge; la droite EK, faisant avec le prolongement
de mE un angle aigu, rencontre celte méme droite au-dessous
du plan; le plan DMM', qui CONtient la premiére droite DG et
un point M de la seconde, ne contient pas celte seconde droite;
ainsi les deux droites ne sont pas dans un méme plan.
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Il peutarriver que les projections soient paralléles; soient
les deux droites DG, DG' du méme systéme, passant par deux
points diamétralement opposés de I'ellipse de gorge ; ces deux
droites sont paralleles respectivement aux deux arétes 0G,,
OH, du céne asymptote; le plan GDD', qui contient la premiére
et un point D;de la seconde, ne contient pas cette seconde
droite; ainsi les deux droites ne sont pas dansun méme plan.
On conclut de la que deux génératrices du méme systéeme ne
sont jamais dans un méme plan.

544 — chaque aréte OG, du cdne asymptote est paralléle &
deux génératrices DG, D'IF de systemesdifférents; on les obtien-
drait de cette maniere : soit OF la trace du plan ZOG, sur le plan
de I'ellipse de gorge; menons le diamétre DD' conjugué de
OF ; les tangentes en D et Datant paralleles a OF, les plans tan-
gents GDII, G'D'H' en ces points sont paralleles au plan ZOG,
qui coupe le cone suivant deux arétes 0G,, OH,; les deux géné-
ratrices DG, D'IF, de syslemes différents, sont paralleles a OG,;
les deux autres génératrices DH, D'G' sont paralléles a OIl,> 11
est impossible qu’une troisieme génératrice de I’hyperboloide
soit paralléle a I'aréte OG,; car si trois génératrices de |I’hyper-
boloide étaient paralléeles a une méme aréte du cdne, deux
appartiendraient au méme systéme et seraient paralléles entre
elles, ce qui ne peut pas étre.

Le diametre OD étant conjugué du plan ZOF, ou G,0H,, on
sait (n° 532) que le plan DOG, est tangent au cdne suivant
I'aréte OG,. Ainsi le plan de deux génératrices paralléles DG,
D'H' est tangent au cone asymptote.

Remarquons encore que trois génératrices du méme systéme
ne peuvent étre paralléles a un méme plan; car en menant
par le centre des paralléles a ces génératrices, on aurait trois
arétes différentes du cone asymptote situées dans le méme plan,
ce qui est impossible.

545 — Ce qui précéde nous permet de distinguer les deux
systemes de génératrices par un autre procédé. Soit DIl une
droite quelconque située sur la surface, toutes les droites telles
que DG, EK,... qui rencontrent cette droite fixe, avec une
droite D'G' qui lui est paralléle, constituent I'un des systemes,
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Icnrexemde le prenier systene. Toutes les autres constituent
e seoondsystarTe.

54 6 —Nous savors quiil faut trois directrices pour cefinir
le mouwverent dure ligne droite (i 460). Prenors conmre
directrices trois droites fixes A B Capparterant au seoord
Systene, et supposors gu’une droite robile glisse sur oss trois
directrices; si, par un point guelcongue Mck la droite A et
chacure desdroites Bet G onfait pesser un plan, Pintersection
e 0es deux plars déterrirera la position ce la droite nrohile
Oul pesse ence paint; ladroite obile, coincidant airsi succes-
siverrent avec toutes les droites du premrier systerre, engen-
drera 'hyperboloide aure negee. Deménre, ure droite mobile,
glissant sur trois droites fixes gopartenant au premier Systare,
engendrera | ypertooloick.

547 —Nos alos

faire voir que, récipro-
Querrent, une droite no-
bile qui glisse sur trois
droites fixes queloon-
oues, nonparalleles aun
ménme plan, engendreun
hyperboloice. Soient AR
) B- les trois directri-
0ss doréss. Si, par der
cure delles, onfait pes-
ser un plan pardlde a
I'ure des deux auitres, on asix plans qui forment un peralle-
lipipece; prenons: pour origine le centre du parallélipipeck et
oo axes des coordonnées aks paralleles aux arétes, dont nous
designerons les longueurs par 2a, 2b, 2¢. Les équationsdes trais

directrices sont, pour la disposition adoptée dars lafigure 310,
AB j »= -*' Ch | S= - C FEF jl’;_Z_b :

Ure droite mn qui rencontre les ceux droites AB (Dpeaut
étre regarckée comre I'intersection de deux plars menés, 1un
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par la droite AB, I'autre par la droite CD; ces deux plans ont
des équations de la forme

ia\ (*—c—=({y+ &)=o,

v \z+c-V(x-a)=o,

dans lesquelles X et V désignent des parametres arbitraires.

Mais la droite MN doit rencontrer la troisiéme directrice EF; il
en résulte entre les deux paramétres Aet V la relation

(9) Xxd 'Kb-f-c= o.

On obtiendra I'équation de la surface engendrée par la droite
MN en éliminant les deux parameétres Xet V entre les équations
(8) et (9), ce qui donne

(10) ayz+bzx~{-cxy + abc=o.

Le lieu est une surface du second degré ayant un centre unique;
ce n’est pas un cbne, puisqu’elle ne passe pas par le centre;
c’est donc un liyperboloide a une nappe.

Les trois directrices appartenant a la surface, les trois axes
des coordonnées, qui leur sont paralléles, sont des arétes du
cOne asymptote; on peut remarquer que les trois arétes AC,’
DE, BF qui, dans le parallélipipéde, sont paralléles et opposées
aux directrices, appartiennent aussi a la surface ; par exemple,
la droite AC, qui rencontre les deux directrices AB et CD, et
qui est parallele a EF, est une position particuliere de la géné-
ratrice, et, par conséquent, appartienta la surface. 1 résulte
de la que les faces paralléles ABF, CDE du parallélipipéde sont
tangentes a la surface aux points B et D, et de méme les autres.
Les trois directrices et les trois arétes opposées forment un
hexagone gauche ACDEFBA situé sur la surface.

5 4 ®— Etantdonné un hyperboloide & une nappe, soient AB
et Cl) deux droites quelconques du méme systeme (fig. 310);
A un point fixe pris a volonté sur la premiere droite, C le point
correspondant de la seconde, c’est-a-dire Je point ou cette se-
conde droite est rencontrée par la génératrice mobilede l'aulre
systeme, quand elle passe par le point A; a lI'aide de ladroiteEF
du premier systéme qui est paralléle a AC, on peut former le
parallélipipede considéré précédemment. Lagénératrice mobile,
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dans une de ses positions, rencontre les deux droites fixes en
Met N; elle a décrit sur ces deux droites, a partir de sa posi-
tion initiale AC, des longueurs AM et CN, que nous désigne-
rons par a et p, en les affectant du signe +, quand elles sont
portées dans lesdirections AR ou CD, et du signe—, quand elles
sont portées dans les directions contraires. Si Ton projette la
droite MNP sur le plan ARF, paralléelement a la droite EF, la
longueur CN se projettera en vraie grandeur suivant AN'. En
prenant pour axes des coordonnées les droites AR et AD', et
exprimant que la droite mobile MN tourne autour du point
fixe F, on a la relation

(n)

Réciproquement, lorsqu’une droite mobile MN décrit sur
deux droites fixes AR, CD, a partir d’une position initiale, des
longueurs qui vérifient la relation (11), cette droite engendre
un hyperboloide a une nappe. En effet, soitAC la position ini-
tiale de la génératrice ; par le point A menons une paralléle AD'
a ladroite CD, formons le parallélogramme AD'FR, dont les
cOtés ARet AD' sont égaux a 2a et a 2b, et par le point F me-
nons une paralléle FE a la droite AC; si I’'on prend AR et AD'
pour axes des coordonnées dans le plan du parallélogramme,
la relation (11) signifie que la droile MN' projeclionde la droite
MNsur le plan du parallélogramme, parallelement a AC, passe
constamment par le point F; donc la droile MN renconlre la
droile EF. Cette droite, glissant sur trois droites fixes AR, CD,
EF, engendre un hyperboloide a une nappe.

D’aprés ce qui a été dit au n° 310, la relation (11) exprime
que les points M et N forment sur les deux droites AB et CD
deux divisions homographiques. Il est évident & priori qu’une
génératrice mobile MN de I’hyperboloide détermine sur deux
droites fixes AB, CD de l'autre systéeme deux divisions homo-
grapliiques; car a un point M de I’'une des droites correspond
un seul point N sur l’autre.

549—Nous avons dit que I’hypeiboloideaunenappe admet
deux systemes de génératrices rectilignes. llestfacilede déduire
de I’équation de la surface les équations de ces deux syslémes
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de droites. En effet, I’équation de I’hyperboloide rapporté a ses
axes est

Yy osf X2
b2

chacun des membres, étant la différence des deux carrés, peut
étre décomposé en facteurs du premier degré, et I’équation
devient

"I (h )(h )=H)(+s)

Considérons les deux équations du premier degré

« H=K'+$' i+H(-D-
dans lesquelles le parameétre kest arbitraire. Pour chaque va-
leur de X, ces équations représentent une droite. Or, sil’'on mul-
tiplie ces deux équations membre a membre, on retrouve I'é-
quation (12); il en résulte que les équations (3) représentent un
systéeme de droites situées sur la surface.

Si I’on combine autrement les facteurs, on obtient deux au-
tres équations du premier degré

w i+M'+f)L f-H H >
renfermant un parametre arbitaire [*, et qui représentent un

second systéme de droites situées sur la surface.
On peut attribuer aux parametres 1 et p des valeurs nulles

s . ivl ) .
ou infinies. Si I'on pose 1= — »les équations (k) prennent la

forme

on fera dans ces équations m— o0, ou n—o.

La surface étant le lieu des droites (k), il est évident que par
tout point de la surface passe une droite de ce systeme. Pour
déterminer la droite qui passe par un point M, ayant pour coor-
données x1, yl, z1, dans les équations (X) on remplacera x, y, z
par x', yl, zlet I'on déduira de chacune d’elles la méme valeur
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de 1. De méme, par tout point de la surface passe une droite
du second systeme. D’ailleurs, ces deux droites différent; car.
pour que les droites représentées par les équations CK) et ()
fussent les mémes, il faudrait que I'on edt

guelle que soit x, c’est-a-direala fois1 = -, — -* ce qui

est impossible. Il résulte de 4 que les équations (1) et (l) re-
présentent toutes les droites situées sur I’hyperboloide a une
nappe.

550 — Les paralleles menées par le centre aux droites (X)
ont pour équations

b ¢ a b c la

I"élimination du paramétre Kdonne I’équation du cdne asym-
ptote

Ir c2~ a-

Les paralleles menées par le centre aux droites (jj) ont pour
équation

/ ¢ 1a b c \j.a

et I'élimination du paramétre y. conduit encore au cone asym-
ptote. On voit d’ailleurs que les deux systéemes de paralléles

coincident ; car si I'on donne a la valeur — y, les équations

(i4) sont les mémes que les équations (i3). Ainsi les droites de
I'un et I'autre systeme sont respectivement paralléles aux arétes
du cdne asymptote.

551 —Nous allons faire voir maintenant que les droites re-
présentées par les équations CK) constituent I'un des systémes
que nous avons définis précédemment par des considérations
géométriques a l'aide de I'ellipse de gorge, et que les droites
représentées par les équations (/) constituent l'autre systéme.

Il suffit pour cela de démontrer que toutes les droites du
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premier groupe rencontrent une droite fixe du second groupe,
excepté une, qui lui est parallele. Considérons deux droites
représentées par les équations CK) et (p.), quand on attribue al
et ay. des valeurs quelconques; on obtiendra le point d'inter-
section de ces deux droites, en regardant ces quatre équations
comme simultanées; en comparant la premiere et la qua-
trieme, la seconde et la troisieme, on en déduit les deux équa-
tions

qui se réduisent a une seule et qui donnent

Si le dénominateur i—+Xx n’est pas nul, on obtient pour x, y,z
des valeurs finies vérifiant les quatre équations ; ainsi les deux
droites se coupent. Si I’'on a les paralléles (i3)et(i4)
menées parle centre a ces deux droites coincident, et, par con-
seéquent, les droites sont paralléles.

METHODE GENERALE POUR TROUVER LES DROITES SITUEES
SUR UNE SURFACE.

5 5 %—On peut rattacher la recherche des génératrices recti-
lignes des surfaces du second ordre a une méthode générale
propre a donner les droites situées sur une surface algébrique
d’ordre m. Soient

x = az-\-p,

y= $z+q,
leséquations d’une droite; si I'on remplace a; et?/ parleursva-
leurs dans I'équation de la surface, on obtient une équation du
degré m en z, qui donne les ni poinlsd’intersection de la droile
et de la surface. Pour que la droile soit tout enliére située sur
la surface, il faut que cette équation se réduise a une identité,
ce qui fournit »i-t- i relations entre les quatre parametres a,
p. P, g. Ainsi, en général, il est impossible de placer une
droite sur une surface algébrique d’un degré supérieur a trois;
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les surfaces du troisieme ordre admettent, en général, 1111
nombre fini de droites, et les surfaces de second ordre une in-
finité. D'apres cela, et d’un point de vue purement analytique,
Ol peut concevoir toules les surfaces du second ordre comme

étant des surfaces réglées, a génératrices réelles ou imagi-
naires.

Appliguons cette méthode a ITiyperboloide a une nappe

L’équation en z est

G+P-i)"+*(?+1)*+(&+S-H
et I'on a les trois équations de condition

[ cal , csp8_ T pi qt__

(i5) ] aa b @ b~
c*p ,¢Pg = o.
( a* bi

On peut exprimer les qualre paramétres de la droite a laide
d’'une méme variable auxiliaire. Ces relations(iD) montrent que

les quatre quantités y et 2.J, sont les cosinus des angles

gue font dans un plan avec des axes rectangulaires deux direc-
trices perpendiculaires entre elles ; on posera donc

9—a.= cos 9, ~-=Sin.<p,
a 0
cos(?+]). I=sm (cfxl

¢ étant un angle arbitraire. On obtient ainsi les deux systémes
de droites

I x z .
U = cQ5P+ Sin<P
(1) Usi * SM<p=cos<p.

Le méme calcul s’applique a I'ellipsoide et a I’'hyperboloide a
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deux nappes; mais alors les droites sont imaginaires ; on peut
remarquer que par chaque point de la surface passent deux
droites, dont le plan, toujours réel, est le plus tangent.

CHAPITRE V

Des parafooloides.

Les surfaces du second degré dépourvues de centre sont re -
présentées par I’équation
(i) SK,+ S /N-f-Pa:= o.

Cette seconde classe se subdivise en deux genres, suivant
que les coefficients S;, S" ont le méme signe ou des signes
contraires.

PARABOLOIDE ELLIPTIQUE.

553 — Considérons le cas ou les deux racines S; et S/ ont
le méme signe, par exemple
le signe -K On peut suppo-
ser P négatif; si I'on pose

20— P> 2q— P’

I'équation devient
2) E+ -ZI = 2X.
p q
La surface passe a l’ori-
gine; les sections faites par
les plans principaux YOX, ZOX sont deux paraboles P et Q, qui
ont pour axe commun la droite OX (fig. 3ii).

Coupons la surface par des plans perpendiculaires a la droite
dX. Pour x — o,la section se réduit au point 0 ; en attribuant
a x des valeurs positives de plus en plus grandes, on obtient des
ellipses homothétiques qui ont leur centre sur la droite OX et
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qui augmentent indéfiniment. Les planssitués agaucke duplan
"iOZ ne coupent pas la surface. Ainsi, la surface se compose
d une nappe indéfinie située tout entiére adroite du plan YOZ;
on lui adonné le nom de paraboloide elliptique. La droite OX
est un axe de lasurface; le point Oen est le sommet.

Les sections par des plans paralleles au plan principal XOY
sont des paraboles égales a la parabole P, ayant leurs sommets
sur la parabole Q et leurs axes paralleles a OX. Il en résulte que
I'on peut regarder la surface comme engendrée par la parabole
P qui se meut parallélementaelle-méme, son sommet décrivant
la parabole Q. De méme, les sections par des plans paralléles
au plan principal XOZ sont des paraboles égales a la parabole Q,
et I'on peut regarder la surface comme engendrée par la para-
bole Q se mouvant parallélement a elle-méme, son sommet
décrivant la parabole P.

—Les sections de la surface des plans

Ax -f-By “¢ G-/,

non paralléles a I’axe, sont des ellipses, dont les projections
sur le plan YOZ ont pour équations

t+ a(l— By— @
P q A

On voit que ces projections sont des ellipses homothétiques
entre elles, quelle que soit la direction du plan sécant.

Lorsque le plan sécant By -h Cz = | est paralléle & I’axe du
paraboloide, la section, dont la projection sur le plan XOY a
pour équation

p CH
est une parabole dontI’axe est paralléle al’axe du paraboloide.
Le parameétre de cette parabole étant indépendant de I, il en

résulte que des plans paralléles entre eux et paralleles a I'axe
coupent la surface suivant des paraboles égales.

Considérons en particulier le cas oiip — ¢, I’équation de la
surface devient y%h z! = 2px ; les sections par les plans per-
pendiculaires a I'axe OX sont des cercles; ainsi, la surface es*
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de révolution; elle est engendrée par la parabole P tournant
autour de son axe OX. Les seclions par des plans non paralléles
a I’axe sont des ellipses, qui se projettentsurle plan YOZ suivant
des cercles. Les sections par des plans paralléles a I'axe sont
des paraboles égales.

PLANS DIAMETRAUX ET DIAMETRES.

555 — Le plan diamétral conjugué de la droite

X _y_ 7
a pour équation (n0491)

(3) ft+ 11 = «;
! P 4

c’est un plan paralléle a I'axe. Ce plan coupe la surface suivant
une parabole; cette parabole est la courbe de contact du para-
boloide et d’un cylindre circonscrit ayant ses génératrices pa-
ralleles a la direction des cordes. Réciproquement, tout plan
parallele a I'axe est un plan diamétral.

Lorsque les droites sont paralléles a I'axe, chacune d’elles ne
rencontre la surface qu’en un point, et il n’y a plus de plan
diamétral; le plan diamétral s’est éloigné a I'infini.

Le lieu du centre de la section faite par le plan représenté par
I’équation A# -I- By -t- Cs = |, dans laquelle lest un parametre
variable, a pour équation (n» 496)

w Bq Cqg A’
c’est une droite paralléle a I'axe. En d’aulres termes, les pro-
jections des seclions paralléles sur le plan YOZ sont des ellipses
homothétiques et concentriques. Réciproquement, toute droite
paralléle a I'axe est un diametre.

550 — Prenons pour origine des coordonnées un point
quelconque Mde la surface, pour axe des x le diametre qui
passe en ce point, et pour plan desxy un plan quelconque mené
par la droite MX; ce plan coupe la surface suivant une para-
bole; nous prendrons pour axe des y la tangente a la parabole
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iu point M, et pour axe des z la parallele menée par le point M
i la direction conjuguée du planXMY. L’équation de la surface,
ne contenant pas de ternie du premier degré en z, et devant se
réduire, quandony fait z= o, acelle d’'une parabole rapportée
a un diametre et a la tangente a I'’extrémité, sera de la forme

-+ —= 2

v 4«
les deux parameétres p' et q' auront le méme signe, parexemple
le signe +, sans quoi les sections par des plans quelconques
seraient des hyperboles. On voit par la que le plan XMZ est
conjugué de la direction MY. Les sections faites par des plans
paralléles au plan YMZ sont des ellipses rapportées a deux dia-
metres conjugués.

On peut obtenir d’'une autre maniere les axes des coordon-
nées auxquels nous venons de rapporter la surface. Considé-
rons un plan quelconque non paralléle & I'axedu paraboloide;
ce plan coupe la surface suivant une ellipse; par le centre de
I’ellipse, menons une paralléle a Taxe jusqu’a la rencontre de
la surface, et par ce point, des paralléles & deux diamétres

conjugués de I'ellipse, I’équation de la surface se réduira a la
forme précédente.

SECTIONS CIRCULAIRES.

5 7 — Considérons une série de plans paralleles coupant la
surface suivant des cercles ; les cen-
tres de ces cercles sont en ligne
droite ; le plan mené par ce diametre
perpendiculairement aux plans des
cercles, divisant chacun des cer-
cles en deux parties symétriques,
est un plan principal. Ainsi, les
plans des sections circulaires sont
perpendiculaires a l'un des plans
principaux.

Par le sommet O (fig. 3i2) menons

un plan YOX perpendiculaire au plan principal XOZ; appelons
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Gl'angle X OX et cherchons I’équation de la courbe d’intersec-
tion par rapport aux deux axes OX7et OY situés dans son plan.
Soient x, y, z les coordonnées d’un point Mdu plan sécant par
rapport aux axes OX, OY, OZ, x' et y' les coordonnées de ce
méme point par rapport aux axes OX; et OY; on a d’abord
y =y /5 on a ensuite
a;=0Q=0Pcoso6=ic/cos0, PQMNOPsinQrra'sinG;

si I'on met ces valeurs de x, y, z dans I'équation de la surface,
on obtient I’équation de la courbe d’intersection

v*  xrisint O ,

[ A =2 X" cos@’?

p q

Cette courbe seraun cercle sil'ona s i n G,/-+ On en conclut

Vp
que le paraboloide elliptique admet deux séries de sections cir-
culaires, qui sont perpendiculaires a la section principale de
moindre parameétre, et également inclinées sur I'autre section
principale.
On peut aussi reconnaitre sur I’'équation de la surface I’exis-
tence des sections circulaires. Il suffit pour cela de mettre I'é-

«S*

quation i 2x=.0 sous la forme
P g

Ny Ntz x N -z -ty
p p \g pJ

PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE.

558 — Considérons maintenant le cas ou S' et S" sont de
signes contraires. Supposons que le coefficient P ait le méme
signe que S;/ et posons

P P
2p— y/, 25—
I’équation devient

(5) p-lq:2X

Les sections fuites par les plans principaux XOY, XOZ sont
deux paraboles P et Q (fig. 3i3), dont les axes sont dirigés en
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sens contraires. Le plan ZOY coupe la surface suivant deux
droites OA, OB, qui

font avec OZ un an-

gle dont la tangente

a pour valeur

Les sections faites par
des plans paralléles
au plan YOZ sont des
hyperboles homothé-
tiques, mais dont la
disposition varie; si
le plan est du coté
OX, I'axe réel de I'hy-
perbole est parallele

a oY ; s'il est de I'autre cOté, I'axe réel est paralléle & OZ. La
surface est formée d’une seule nappe qui s’étend indéfiniment
a droite et a gauche du plan YOZ; on lui a donné le nom de
paraboloide hyperbolique. La droite OX est un axe de la sur-
face; le point O en est le sommet.

Les sections par des plans paralléles au plan principal XOY
sont des paraboles égales a la parabole P et ayant leurs som-
mets sur la parabole Q. De méme, les sections par des plans
paralléles au plan principal XOZ sont des paraboles égales a la
parabole Q et ayant leurs sommets sur la parabole P; de sorte
gu’on peut concevoir la surface comme engendrée par une pa-
rabole qui se meut parallelement a elle-méine, son sommet
décrivant une autre parabole,

559 — Les sections par des plans

Ax-HBy Cs—1
non paralléles a I'axe, sont des hyperboles dont les projections
sur le plan YOZ sont représentées par I’équation
_ 2(/—By—2C2)
p q— A
On voit que ces hyperboles sont homothétiques entre elles,
quelle que soit la direction du plan sécant.
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Lorsque le plan sécant
Ry-f*Cs= |

est paralléle al’axe du paraboloide, la section, dont la projec-
tion sur le plan XOY a pour équation

y> (I—By)*_____

p Ca
est une parabole ayant son axe paralléle a I'axe du paraboloide;

les sections paralléles sont des paraboles égales. On peut écrire
I’équation précédente sous la forme

\sp CHV Cxqg Cqg 7

quand on a” celte équation se réduit au premier

degré; ainsi il y a deux séries de plans qui coupent la surface
chacun suivant une droite. Les plans de ces deux séries sont
respectivement paralléles aux deux plans définis par I’équation

p~~q -
plans qui passent par I'axe OX et chacune des droites OA, OR,
suivant lesquelles le plan tangent au sommetO coupe la surface.

PLANS DIAMETRAUX ET DIAMETRES.

56 0 — Le plan diamétral conjugué de la direction

X 'y z
cc~[i~y
a pour équation
© ELTI=«;
©) L1

il est parallele a I'axe. Lorsque les droites deviennent paral-
leles a lI'axe, elles ne rencontrent la surface qu’en un point, et
le plan diamétral s’éloigne & I'infini. Une droite paralléle a
I’'un des deux plans AOX, ROX ne rencontre aussi la surface
gu’en un point; car le plan, mené par la droite parallelement
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a I'un de ces deux plans, coupe la surface suivant une droite.
Si I'on considere une direction paralléle au plan AOX, mais
non parallele a I’axe, I'équation (6) représente un plan paral-
lele al’axe et coupant la surface suivant une parallele a cette
direction.

Tout plan parallele a I'axe est un plan diamétral, excepté
lorsque le plan est paralléle a I'un des plans AOX, BOX.

On verrait, comme pour le paraboloide elliptique, que le dia-
meétre ou le lieu des centres d’une série de sections paralleles
est une droite paralléle a I’axe.

561 - Si 'on prend pour origine des coordonnées un
point quelconque Mde la surface, pour axe des X le diamétre
qui passe en ce point, pour plan des Xy un plan quelconque
mené par la droite MX, pour axe des y la tangente a la para-
bole au point M, et pour axe des z une paralléle a la direction
conjuguée du plan XMY, I’équation de la surface prendra la
forme

Ceci nous permet de compléter I’étude des sections planes;
le plan YMZ coupe la surface suivant deux droites; les plans
paralléles a ce plan coupent la surface suivant des hyperboles
homothétiques, mais dont la disposition change suivant que le
plan sécant est d’un c6té ou de I'autre du plan YMZ. Si I'on
prenait pour axes des y et des s les deux droites qui passent par
le point M, I’équation de la surface se réduirait a la forme

yz=kx.

GENERATRICES RECTILIGNES PU PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE-

5(1%— 1l est impossible de placer une droite réelle sur le pa-
raboloide elliptique; car, si par cette droite on méne un plan,
ce plan coupera la surface suivant une ellipse ou une parabole.
Mais la méme impossibilité n’existe pas pour le paraboloide
hyperbolique. Nous avons vu que tout plan paralléle a 1un des
deux plans AOX, BOX coupe la surface suivant une droite. Pai
un point quelconque M de la surface, menons un plan parai-
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lele au plan AOX ; ce plan coupera la surface suivant une droite
passant par le point M; un plan paralléle au plan BOX donnera
une seconde droite passant aussi par le point M. Ainsi, par
tout point du paraboloide hyperbolique passent deux droites
situées sur la surface.

Le plan de ces deux droites est le plan tangent au point M.
Il est impossible de mener par le point M une troisieme droite
située sur la surface ; car elle serait aussi contenue dans le plan
tangent, et ce plan ne coupe la surface que suivant deux
droites. Les droites situées sur la surface du paraboloide hyper-
bolique peuvent étre distinguées en deux séries, dont chacune
constitue toute la surface. La premiére série se compose des
droites paralléles au plan AOX, la seconde série des droites
paralleles au plan BOX; ces deux plans ont re¢u le nom de
plans directeurs.

Il résulte de la que les projections sur le plan YOZ des droites
d’un méme systéme sont paralléles; car les plans projetants des
droites du premier systeme sont paralleles au plan directeur
AOX, et, par conséquent, leurs projections sont paralleles a la
droite OA. De méme, les projections des droites du second sys-
teme sont paralléles a OB.

Projetons maintenant les droites sur lI'un des plans princi-
paux, par exemple sur le plan XOY. Nous remarquons d’abord
qu'une droite ne peut étre paralléle a ce plan; car la section
faite par un plan paralléle au plan XOY est une parabole égale
a la parabole P. La droite perce le plan principal en un point
de la parabole P ; mais la surface se projette sur ce plan en
dehors de la parabole ; la projection de la droite, passant par
un point de la parabole et étant située en dehors, est tan-
gente a cette courbe. Ainsi, les projections desgénératrices rec-
tilignes sur les plans principaux sont tangentes aux sections
principales.

Deux génératrices du méme systéme étant situées dans deux
plans paralléles au méme plan directeur, et, par conséquent,
paralléles entre eux, ne peuvent se rencontrer. Elles ne sont
pas non plus paralléles; car leurs projections sur le plan prin-
cipal XQY, étant tangentes a la parabole P, ne sont pas parai-
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leles. Ainsi, deux droites du méme systeme ne sont jamais dans
un méme plan.

Considérons maintenant deux génératrices de systémes dif-
férents; leurs projections sur le plan YOZ étant respectivement
paralleles aux droites OA et OB se rencontrent; si, par le point
d’intersection des projections, on méne une parallele a I’axe
OX, cette paralléle ne perce la surface qu’en un point, et, par
conséquent, rencontre les deux droites données au méme point.
On en conclut que deux génératrices de systemes différents se
rencontrent toujours.

563 — Puisque par tout point de la surface passent deux
droites, il est clair que par tout
point Dde laparabole principale
P(fig. 3i4), passentdeux droites
DG, DH situées sur la surface.
Si I'on prend pour axes des
coordonnées le diamétre DX, la
tangente DS ala parabole prin-
cipale , et la perpendiculaire
DZ; au plan principal, et si I'on
désigne par 0 I'angle SDX', la

surface aura pour équation (n» 211)

p Q

Le plan Z DS a pour trace, sur le plan principal, la tangente
ST a la parabole principale; ce plan ~ = o coupe la surface
suivant les deux droites DG, DH représentées par I’équation

yl*sin* o_ Q
p q
et qui se projettent sur le plan principal suivant la tangente ST.

Les deux droites DG, DH font des angles égaux avec le plan
principal, ou avec la perpendiculaire DZ' a ce plan; si 1on ap-

pelle y ce dernier angle, Ol a

tangr=y™XiljQ
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Quand le point D, partant du sommet O, parcourt la parabole
principale P, I'angle y, que font les deux droites DG et DH avec
la verticale DZ', augmente de plusen plus, et tend vers un angle
droit.

Les deux droites DH, DG percent le plan principal XOZ aux
points H et K appartenant a la parabole principale Q, et situés
sur une perpendiculaire al’axe OX, au point ou il est rencon-
tré par la tangente DS; les projections UID', KD' de ces deux
droites sur le plan principal XOZ sont tangentes a la parabole
Q, et passent par le point D7, projection du point D. Le point D
se projette en D" sur le plan YOZ; les points Het K se projet-
tent en H" et K" ; en joignant D'H', D'K", on aura les projec-
tionsD "H W W des deux droites DH, DG sur le plan YOZ. Les
points D et H appartenant aux paraboles principales, on a

DD2= 2px0OD;, HT2= 2C[XOT; les deux longueurs OD'et
OT étant égales entre elles, il en résulte

oD”_DD[_./p
OH-—HT“ V q

On reconnait ainsi de nouveau que la projection DMH" de la
droite DI1sur le plan YOZ conserve une direction constante ;
de méme, la projection K'A'G" de la droite DG conserve une
direction constante.

Si le point D parcourt la parabole principale P dans un sens
déterminé OD, les droites, dontles parties supérieures au plan
principal XOY font avec les tangentes prises dans le sens du
mouvement des angles aigus, percent lI'autre plan principal XOZ
au-dessous du premier, leurs projections sur le plan YOZ sont
paralléles a OA et ces droites forment le premier systeme de
génératrices. Les droites, dont les parties supérieures font avec
les tangentes des angles obtus, ont leurs projections paralléles
a OR et forment le second systeme.

Les deux droites DD", Il F étant égales et paralléles, la figure
DD/MHIF estun parallélogramme, et, par conséquent, les diago-
nales DH, D'H" se coupent mutuellement en deux parties égales,-
ainsi le point I, ou la génératrice DH perce le plan YOZ, est le
milieu de la portion DH de cette droile comprise entre les deux
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plans principaux; le lieu du point I est la droiteOAdu premier
systeme.

*6-1— Nous savons qu’il faut trois directrices pour définir le
mouvement d’'une droite. Prenons comme directrices trois
droites fixes A, B, C appartenant a I'un des systémes, par
exemple au second ; ces droites seront paralléles au second
plan directeur ; une droite mobile glissant sur ces trois direc-
trices coincidera successivement avec chacune des droites du
premier systéme, et, par conséquent, engendrera le parabo-
loide hyperbolique.

On peut aussi définir le mouvement d’une droite en l'assujet-
tissant a glisser sur deux droites fixes et a rester paralléle a un
plan fixe. Si I'on prend pour directrices deux droites A et B
du second systeme, et pour plan fixe le premier plan direc-
teur, il est évident que la droite mobile coincidera successive-
ment avec chacune des droites du premier systeme, et engen-
drera encore le paraboloide.

565 —Les réciproques sont vraies.Considérons d’abord une
droite mobile assujettie a glisser sur
deux droites fixes OZ et AB (fig. 3i5),
en restant parallele a un méme plan.
Prenons pour axe des y une position
particuliere OA de la génératrice, pour
axe des z la directrice OZ, pour plan
des xy un plan paralléle au plan direc-
teur, etpourplan deszxun plan paralléle

a la droite AB. Cette seconde directrice AB aura pour équations
y =b,x = az. Soit MN une position quelconque de la généra-
trice; cette droite, étant paralléle au plan XOY et rencontrant
I'axe OZ, a des équations de la forme

@) *= P, V= mx>

avec deux parametres variables m et p. Pour qu elle rencontre
la seconde directrice AB, il faut que I’équation de condition

@) amp= b
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soit vérifiée. SiI'on élimine les deux parameétres met p entre les
équations (7) et (8), on obtient I’équation du lieu

9 ay~-— bx = o.

La surface est du second degré; elle est dépourvue de centre ;
ce n’'est pas un cylindre parabolique, puisque les droites OZ et
AB, non paralléles, sont situéessurlasurface; c’estdoncun pa-
raboloide hyperbolique.

56 6 — Considérons maintenant une droite assujettie a

glisser sur trois droites fixes OZ,
AB, A'B' (fig. 3i6), paralléles a un
méme plan. Prenons pour axe des
z la directrice OZ, pour axe des y
une position particuliére de la gé-
nératrice, pour plan deszx un plan
paralléle aux trois directrices, et
dans ce plan unedroite quelconque
menée par le point O pour axe des
X. Les deux directrices AB, A'B'
sont représentées par les équations

lz=ax, AB 1}/;’;/;(.

Une droite MM' qui rencontre ces deux droites peut étre re-
gardée comme l'intersection de deux plans menés, I'un par la
droite AB, l'autre par la droite A'B' ; ces deux plans ont des
équations de la forme

v iz—ax+ I(y—b)y= o,
lz— a'x-hV(y— b)= o,

dans lesquelles et V désignent des parameétres arbitraires. La
droite MM devant rencontrer la droite OZ, on a, entre les deux
parametres, la relation

(11) bl=b'V.

On obtient I'’équation de la surface engendrée par ladroite MM
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en éliminantles deux parametres 1 etV entre les trois équations
(10) et (n), ce qui donne I'équation

(12) bly — 6") (z— ax) — bl(y— b) (3— a'x) = 0.

La surface est du second degré; on reconnait aisément qu’elle
est dépourvue de centre ; d’ailleurs elle contient des droites
non paralléles; c’est donc un paraboloide hyperbolique.

56 7 —Nous avons trouvé (n°548)la relation qui existe, dans
I’hyperboloide a une nappe, entre les deux
longueurs décrites sur deux droites fixes
AB, CD de I'un des systemes par une droite
mobile de I'autre systeme. La relation est
beaucoup plus simple dans le paraboloide
hyperbolique. Soient MN, MNy, M"N"
(fig. 317) trois positions quelconques de la
droite mobile; si par chacune d’elles on

mene un plan paralléle au plan directeur, on aura trois plans
paralléles entre eux; or, on sait que trois plans paralléles déter-
minent sur deux droites AB, CD des segments proportionnels;
on a donc la relation

MM MM

NN" " NN"

Ainsi, dans le paraboloide hyperbolique, une droite mobile de
I'un des systémes décrit sur deux droites fixes de | autre systeme
des longueurs proportionnelles.

Réciproquement, lorsqu’une droite mobile glisse sur deux
droites fixes AR, CD. én décrivant sur cesdroites des longueurs
proportionnelles, elle engendre un paraboloide hyperbolique.
Soient MN, M'N' deux positions particuliéres de la génératrice ;
concevons le plan parallele a ces deux droites. Soit mainte-
nant M'N" une position quelconque de la génératrice ; on a la
relation

MM"__ MM
NN" NN'*

Si par chacune des deux droites MN, M'N' on mene un plan
paralléle au plan défini précédemment, et que par le point M
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on meéne un plan parallele au méme plan, on aura trois plans
paralleles qui détermineront sur les deux droites AR, CD des
segments proportionnels; le plan mené par le point M" passera
donc par le point N" et contiendra la droite JFN"; on en con-
clut que la génératrice mobile M"N" reste constamment paral-
lele & un méme plan; elle engendre donc un paraboloide
hyperbolique.

56% — C'est d’aprés cette propriété remarquable que I'on
construit des modeéles en fil représentant le paraboloide hyper-
bolique. Imaginons que I'on ait fait un cadre en bois ACDB,
ayant la forme d’un quadrilatére gauche, si I'on divise les
deux cOlés opposés AR, CD en un méme nombre de parties
égales, et que I'on joigne par des fils tendus les points de divi-
sion correspondants, ces fils représenteront I’'un des systémes
de génératrices rectilignes d’un paraboloide hyperbolique. Si
I’'on divise de méme les deux cotés opposés AC, RD en un méme
nombre de parties égales, et que I'on joigne par des fils les

points correspondants, on obtiendra le second systeme de gé-
nératrices.

569 — Il est facile de déduire de I'équation du paraboloide
hyperbolique
M2 Z8
(0) S =X
\ p q

les équations des deux systemes de génératrices. En effet, on
peut mettre I'équation (5) sous la forme

Les deux équations du premier degré

m \ JL-qu—?i

Vo W W g

dans lesquelles le parametre 1 est arbitraire, représentent un
systeme de droites situées sur la surface; car, en multiplian
ces deux équations membre a membre, on retrouve I'équatior
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(5). Les deux équations

(ri Vp W i/p£ ~V€] - ’;'—'

cars lesopelles le paranttre pest arbitraire, représentent un
second systenre de droites situes sur la surface. 1l est dairgue
o tout point ck la surface passent deux droites, une cechegLe
systerre. Dailleurs, la preniere des éguatiors (1) nontre qLe
toutes les droites du premier systene sont paralleles auplan
¥---M¥q:o; et ck mérre la premiére des équations (9 mon-
\%
u%qﬁmleﬁddtesdjsewdwstérmMparaIIélesw
|dan -f ” = 0. Airsi, les systerres déquations ¢ et (/) re-

preaeﬂ:ertblen les deux systees de gérératrices rectilignes
du paratolaice hyperbolioue, tels cLe nous les avors cifinis
ghoEtrigueTent (I 562). )
57 0 —Nous ferons remarquer oLk, lorsou’un paraboloicke
hyperbolioue est rgoponté a ses deux plars principaux et au
plan tangent au somet, si 'on égale a z&vo 'enserrble des
terres du second degré dars I'éguation ¢k la surface, on
obtient une éouation 22— #2=0, ci représente les deux plars

directeurs. Lanéme chose alieu quend la surfece est rapportée
acdks axes e coordonnées gueloonques; car, si 1on change
Cfabord la direction des axes en corsenvant la méne origine,
la partie du second degre dars la premiére éguation dore la
mrﬁedjseorrddegréch’slam/elleéqﬂim S 1ndé-
place ensuiite 1’origine en consenvant la direction des axes, les
termres du second degré ne changent pes; i donc on écelle a
zéro I'ensenble de ces termres, onobtient des plars respective-
nent paralléles aux deux précédents.




510 LIVRE VI, CHAPITRE VI.

CHAPITRE VI

Discussion des équations numériques du second degré.

Etant donnée une équation numérique du second degré, on

propose de déterminer la nature de la surface définie par cette
équation.

PREMIERE METHODE.

571 — On appliquera a I’équation proposée la méthode de
réduction exposée au chapitre IlI; non-seulement on obtiendra
par ce procédé la nature de la surface, mais encore on déter-
minera d’'une maniére précise sa situation et ses parametres.
Lorsqu’on veut reconnaitre seulement la nature de la surface,
il n’est pas nécessaire d’effectuer tous les calculs indiqués. On
commence par former I’équation du troisieme degré qui donne
S; il y a ensuite plusieurs cas a distinguer.

i” Quand I'équation du troisieme degré n’a pas de racine
nulle, on sait que la surface a un centre unique, et que son
équation peut étre ramenée a la forme (n° 506)

Sa:*-|-Sy-1-SV-f-Ft=o.

Pour déterminer la nature de la surface, il suffit de calculer
F, et d’examiner les signes des racines S, S', S", signes qui sont
donnés immédiatement par le théoréme de Descaries. Si I'é-
quation avait deux racines égales, la surface serait de révolu-
tion.
2° Quand I'équation du troisieme degré a une seule racine

nulle, I'équation peut étre réduite a I'une des deux formes
(n° 509)

S'y5+ SV -t-P#= o,

S'ys+ S V + F 4=0 .
La premiére représente des surfaces dépourvues de centre, et
la seconde des surfaces ayant pour centres tous les points d’une
droite. Pour connaftre la forme qui convient a I’exemple donné,
on aura recours aux équations qui déterminent le centre.
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LorsoLe ces éguations sont inconrpetibles, le lieu est un para
boloick, elliptique si S; et S*ont le ménre sigre, hyperbolique
9'S et S*ontdes signes contraires. LorsaLe le lieu adet ure
infinité de centres, ce lieu est un cylindre, dont on détermrine
la reture par une section non pardligle al’axe. S les deux ra-
ares S et S*étaient égales, la surface serait e révolution.

3° Lorsque I'équation du troisieme degré a deux racines

nulles, I'équation peut étre réduite a l'une des formes (n°5o0g9)
SV-t-Pa;=o,
SV-t-F, =o.

La premiére représente une surface dépounie ce centre, et la
seoonck ure surface qui adret pour centres tous les paints
dunplan Qnaura encore recours aux éouiations oul détenmi-
rent le centre. S ces équatiors sont incormpetibles, le lieu est
unolindre parabdioue. S elles se réduisent a ure seule, le
lieu est I'ersermble de deux plars paralléles, un plan unique,
ou I’équetion napes ck solution réelle; ure section non paral-
lele auplan dks centres déterminera lu neture cu lieu.
Remarque. — La réduction expliquée au chapitre Il suppose
les axes prim itifs rectangulaires. Or, il est évident que si l'on
construit, avec deux systémes d'axes différents, les lieux repré-
sentés parune méme équation du second degré,ceslieux seront
toujours de méme espéce; cependantl'une des surfaces pourra
étre de révolution sans que l'autre le soit. Les conclusions pré-
cédentes s'appliguent donc a un systéeme d’'axes quelconques.
57% — La discussion est résumée dans le tableau suivant:

I Les trois ra- / F, aunsigne j
cines de méme 1 contraireacelui j  Ellipsoide.

CLASSE. signe. ) des racines. ( »
Genre ellip- ] F,=0.iiiiveenen. Un point.
L’'équation du  soide. I F, de méme , Rien,
troisieme degré — \ signe. 1
n'a pas de racine
nulle. \ Deux racines ( F, aun signe 1

— de méme signe, t contraire acelui ) Hyperboloidea
unedesignecon- 1 desdeux premié- j une nappe.
Surfaces ayant traire. | res racines. (
un centre unique.

— i E.= 0. . Vi
Genre hyper- * F, de méme j Hyperboloide a
boloide. \ signe. ( deux nappes.



2=CLASSE.
LW, d,

troisiéme degré a
une ou deux ra-
dnes nulles. j

\

Surfacesn’ayant
pas de centre, ou

LIVRE VI,

_ Une seule ra-
cine nulle et pas
de centre.

Genreparabo-
loide.

Une seule ra-
cine nulle et une

infinité de cen-
trés en ligne
drOlte’

Deux racines

CHAPITRE VI.

| Les deux au-

Lo, .
trés racines de P?ralx>loideel-

1 méme signe. liptique.
|  Designescon- j Paraboloide hy-
i traires. t perbolique.
]liqs “ rE'p
. i Une droite,
° I R'en-
\

Designescon. Cylindrehyper-
traires.

I i bgjlye Pplans qui
| se coupent,

|
une infinité de nulles et pasde (  Cylindre parabolique,
centres. centre. (
Deux racines ( »,
nulles et une in- ?Teux. P,ans
Imité de centres j p!1Pan"
\dansunplan. ( ien

Exempie. Quelles sont les surfaces représentées par I’équation
a (a2+ 2yz)4- b {if-\-"zzx)-{-c(z*+2xy)=1,
dans laquelle a, b, ¢ désignent des paramétres arbitraires?

Quelles que soient les valeurs attribuées aux parametres, I'origine est un
centre de la surface : ainsi I’équation ne comprend que des surfaces a centre.
L’équation du troisieme degré en S est

(S—a)(S— 6)(S—c)—a2(S— a)— 6S(S— 6)— cJ(S—c)— 2aftc= o,
ou
S3—(a-+-6 ¢)S1l— (a2t- &+ c2— 6c—ca—ai) S+a3f-6!4-c3—3abc=o.
Si, pour abréger, on désigne par met n les deux sommes a+ b+ ¢ et
bc-t-ca + ab, on a identiqguement

a2-|-fs+ c2— bc—ca— ab = mi— 3n,
03+ 1'3H-c3—3abc = m-— 3mM= n(m*— 3n,
et I’équation en S prend la forme

S3— mS!— (m2— 3n)S-Hm(ms— 3n) = (S— m)[S2— (m2— 3«)] =o.
La quantité m2—3Nou a!+ 6 2-f-c2— bc— ca— ab, étant égale a

(@) +\<p-4\
ne devient jamais négative; elle ne se réduit a zéro que lorsqu'on a
a=b=c. Dans ce cas, I'équation proposée devient

(*+ y+ *)' = .ai
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elle représente deux plans paralléles, réels Q1 imaginaires, suivant que le
coefficient a est positif ou négatif.

Supposons maintenant que les trois coefficients a, b, ¢ ne soient pas égaux
entre eux, et représentons par A la quantité positive mb—3»; les trois ra-
cines de I'équation en S sont m et +fc, et I'équation proposée peut étre
ramenée a la forme

iml+ h/1— kZ' = i
par une transformation de coordonnées. La surface est un hyperboloide a
"ne ou h deux nappes, suivant que le coefficient m est positif ou négatif
Lorsque ce coefficient est nul, I'équalion représente un cylindre dont la
section droite est une hyperbole équilatere.

L’hyperholoide sera de révolution, si 1on a M—=K, ou Mm=&=, ccst-U-
dirc n= o0 ou fcc+ca+ ob="°. Alors la direction de I'axe est déterminée
par les formules (n° 5i0)

aa—e&p= cy,

si les trois nombres a, b, c¢ sont différents de zéro, et par les formules
«=-*  P=Y,
*

si les deux coefficients 6 et ¢ sont nuls. Dans ce cas I'axe de révolution est
la bissectrice de I'angle YOZ.

DEUXIEME METHODE.

_ on forme les équations qui déterminent le centre de
la surface 5 il y a plusieurs cas a distinguer.

i° La surface admet un centre unique. Dans ce cas, pour
simplifier, on transporte les axes au centre, et 1équation se
réduit a

() Ax*+ khf-+-Alz%+-aByz -f-aB'zx 4-2B"xy-h F,=0.
Lorsque le terme constant F, est nul, le lieu est un point unique
ou un cdne. Pour décider la question, on fait une section par
un plan paralléle a I'un des plans coordonnés; si la section est
une courbe réelle, le lieu est un cone ; si la section est imagi-
naire, le lieu est un point.

Examinons le cas ou le lerme constant F, est différent de
zéro. Supposons que I'équation renferme les carrés des trois
variables; en résolvant par rapport a z, et posant, pour abréger,

J—B* aya, Nn=BB—rw, P=B—A7A,
on a ——
A"z= — (B'®+ By)x VM**-t-aN.xy-+~Py — A't,

GTOM AGLTT. 33
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Le plan
2 A; 2= — (B'ic-t-By)

est le plan diamétral des cordes paralléles & OZ. La section de
la surface par ce plan diamétral se projette sur le plan XOY
suivant la courbe définie par I'’équation

(©)] Mas-(-9Nir?/+Pys— A~NF/™o.
Cette courbe admet un centre unique ; car on a
N*— MP= A"D,

1) étant le dénominateur ou le déterminant relatif auxéquations
«u centre. En outre, le terme constant — A"F, est différent de
zéro.

Supposons que le lieu défini par I'équation (3) soit du genre
ellipse; ce lieuseraune ellipse réelle ou une ellipse imaginaire;
mais pas un point. Si le lieu est une ellipse réelle, la
courbe a pour centre l'origine, et I'on sait que le polynéme
Mae2+ 2 + Py*— A"F, conserve un signe invariable, lors-
qu’on remplace x ety par les coordonnées d’un point intérieur
(ce signe est celui du terme — A"F,); pour tous les points exté-
rieurs, le polyn6mea un signe contraire. Si laquantité — A/F,
est positive, tous les points de la surface se projettent a I'inté-
rieur de I'ellipse ; la surface est donc un ellipsoide. Si la quantité
— A"Ftest négative, les points de la surface se projettent en de-
hors de I'ellipse, et I'on a un hyperboloide a une nappe. Lorsque
le lieu est imaginaire, la fonction Ma*+ zisxy mmPt/*— ANF,
conserve un signe invariable pour tous les points du plan XOY
(ce signe est celui du terme — A"F,) et ne s'annule pas; si la
guantité — ANF, est positive, la surface se compose de deux
nappes indéfinies séparées par le plan diamétral; c’est un hy-
perboloide a deux nappes; si la quantité — A'\F, est négative, la
valeur de 3 étant toujours imaginaire, I'’équation (1) n’a pas
Tle solution réelle.

Supposons actuellement que I'équation (3) définisse un lieu
du genre hyperbole; le terme — ANF, étant différent de zéro,
le lieu est toujours une hyperbole, et non le systeme de deux
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droites. Si la quantité — A"F, est positive, tous les points de la
surface se projettent entre les deux branches de I’hyperbole ;
la surface est donc un hyperboloide & une nappe. Si la quantité
—ANF, est négative, la surface est un hvperboloide a deux
nappes.

On peut remarquer que le signe de la quantité — .V'F, indi-
gue si le diamétre OZ est réel ou imaginaire. Ce diametre, joint
a deux diameétres conjugués de la section, forme un systeme de
trois diameétres conjugués de la surface qui permettent de re-
connaitre immédiatement I'espéce de cette surface. Supposons
que la section diamétrale soit une ellipse réelle, cette ellipse
admet deux diameétres conjugués réels; si la quantité — A7Fi est
positive, le troisieme diametre étant aussi réel, la surface est
un ellipsoide; si cette quantité est négative, le troisieme dia-
metre étant imaginaire, la surface est un hyperboloide a une
nappe. Lorsque la section est une ellipse imaginaire, elle admet
deux diametres conjugués imaginaires; si le troisieme dia-
metre est réel, le lieu est un hyperboloide a deux nappes; s'il
est aussi imaginaire, le lieu est un ellipsoide imaginaire. Sup-
posons maintenant que la section soit une hyperbole; de deux
diameétres conjugués de cette hyperbole, I'un est réel, lautic
imaginaire; si le troisieme diametre est réel, la surface est un
hyperboloide a une nappe; s'il est imaginaire, la surface est
un hyperboloide a deux nappes.

Nous ferons encore remarquer que la section diamétrale est
la courbe de contact d’un cylindre circonscrit a la surface et
ayant ses arétes paralleles a Taxe des z.

Lorsque deux des coefficients A, k!, A/, parexemple A et A ,
sont de signes contraires, la surface est un hyperboloide ; car
la section faite par le plan 2=0 est une hyperbole.

Supposons maintenant que I'un des coefficients des carrés,
X" par exemple, soit nul, Téquation

@) a(By+ B'™) 2+ (A*2-+AY- -1-2R™2/-t-F )=0

étant du premier degré par rapporta s, a tout systeme de
valeurs réelles de a; et de y correspond une valeur reelle de z;
ainsi la surface s’étend a I'infini ; c’est donc I'un des deux hy-
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pertoloicks. Le odne asyrmptote est représente par 1équiation
2(By+Wx) z-4-(Ae3+ A'y*-f-iB"xy)= o;

ladroite (Zest ure aréte ce ce core. S lasurface est un liy-
pertoloice a ure rgpe, deux droites paralldles a (2 sont
sitées sur la surface ; or, les équatios dure droite per
raldle a &Z sont x—a, y=3; la coordonnée z du point
d’intersection ck cette droite et ck la surface est donée
I’équation

2(Rp+B'a)Z-h Aa’  Alp*-+2R'7a]3-+-F, = O.
Pour e la droite appertienre ala surface, il faut gue I'on
puisse choisir aet pck maniére gue I’éguation précédente sail
\erifiee quelle que soitz, Cest-a-dire e maniere que I'on ait
simultanément

R(i-(-Ra= O, Aal-f-A'84-2R/a3 k= O:

S E?, B=
1/ R ~ AB2-+-AR/2— 0.BB'B"
Lasurface estun hyperboloice aure repre, si lavaleur ceal
est positive, un hypertoloide a deux neppes, S cette valeur est
\e.
nE]EzganLasurfaoeestolaaourvuedeoentre Citte surface e paut
étre que I’un des paraboloidkes ou le cylindre paraodliqe. S
cest un parabolaice, 1'un au noirs des trais plars coordonrés
Nest pes pardlele & I’axe, et donnera une section elliptioue au
hypertdlique, suivant que le paraooloick est elliptique au
hypertoliqe. S lasurface est un oylindre paraolioLe, les
sectiors par les trois plars coordonnés sont des paratoles.
LorsoLe lasurface est un paraboloick, les plans dianetraux
par les équations fx= 0, [y— o, [L— 0 &
suivant des droites paralléles al'axe ck la surface; de deux ce
s éguations, on déduira les coefficients angulaires a et b b
I'axe. Les plars perpendiculaires a I'axe sont définis par I'é0ue-
tionax + by+z— I, le lieudescentres ck ces sections pardl-
leles, ou I'axe ck la surface, est dormé par les équiations (nvdgb)

k=U=1IL.
(a b i
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3° La surface a pour centres tous les points d’une droite. La
surface est un cylindre; I'un au moins des trois plans coor-
donnés n’est pas parallele a son axe; la section du cylindre par
ce plan détermine son espéce.

4° La surface a pour centres tous les points d'un plan. Dans
ce cas, le lieu est I'ensemble de deux plans paralléles, un plan
unique, ou I’équation ne représente rien. Pour décider la ques-
tion, on fera une section par I'un, des plans coordonnés non pa-
rallele au plan des centres.

Exemple I. 4cc2-f-3y * g s 8-+ 8xz+ 4x!/+ 4y-b 8z-t-g = o.

Les équations qui déterminent le centre sont

2X4-1/-)-2z= 0, 2x+3y-1-2=0, 4x+ gs-t-4 = o.

tes équations n'admettent qu’une solution x —» y= —3, z= — 2. Si

I'on transporte I'origine au centre, le terme constant prend la valeur — 5,
«H I’équation se réduit a
4xs-|- 3ys-+-9s’  8xz -f-4xy — 5= o.

E» résolvant par rapport a X, on a

2X= —y—38+V —2y*—57s-t-4y*-t- 5.
L’équation — 21/— 5s5-|-4y2+ 5= o0
représente une ellipse réelle ; le terme constant sous le signe radical étant
positif, la surface se projette sur le plan des t/i hl’intérieur de Iellipse ; c’est
donc un ellipsoide.

Si I’'on remplacait, dans I'équation donnée, le ternie constant 9 par i4,la
nouvelle équation aiusi obtenue ne représenterait plus qu’un point. Si I'on
remplacait le terme constant par un nombre plus grand que 14, I'’éguation
n'admettrait plus de solutions réelles.

Exemple 1l.  4*2— 15ys+14j/s34s — 4xy-+-4* — 34y-t-24®— 18=0.

Les équations qui déterminent le centre sont

2Xx—y+z+ i= o0, 2Xx+-i% —1z-\-17=0, 2x+7y+i2 =0.
Elles n’admettent ciu’une solution x = — ?» y= ———:23* 2= —1- Lorsqul(m
transporte I’origine au centre, I’équation de la surface devient

4xs— ibyl+ idys+ 4s* — day— 6=0.

Celle-ci résolue par rapport a x donne

2X=y— Ifiy’ — i6ys-t-(-
L’équation 28 |-ifiyl— =0
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représente une hyperbole ; le terme constant sous le signe radical étant
positif, la surlace est un hyperboloide a une nappe.

Lorsqu’on remplace dans I'équation proposée le terme — 18 par — ia, on
obtient une nouvelle équation qui représente un cone; si I'on remplace le
terme constant par un nombre plus grand que — ia, on a un hyperboloide
a deux nappes.

Exempte 11 4x’+ 4V, + ik*— iayz-4 4xy4-4x4-ay-)-3z=:0.

Les équations qui déterminent le centre sont

as+ty+i=° 3X-Hdy—6z+i=°, 4y—8z— 1=0.
Si I'on retranche la premiere de la seconde, on obtient I'équation
y—az=o0, ou 4/—83=0,
incompatible avec la troisitme. L’équation proposée représente donc une

surface dépourvue de centre. L’équation de la section de la surface par le
plan des xij est

4%+ Adys+4*y-t-4*4-2/= 0
cette section étant une ellipse, la surface est un paraboloide elliptique.
L'axe, ayant pour coefficients angulaires — 1 et a, est représenté par les
équations
— (8a;+4y4-4) = aal4-4y — = afz— iay+ 3.
Exemple IV. 4*'—  — jaz34-iayz4-4at/d-4x-]-ayd-3z = o.
Les équations qui déterminent le centre sont
aa3+y4-i = 0, ax—ay+tiz+ i=0, 4y— 8z4-i= o.

Si I'on retranche la seconde de la premiére, on obtient I'équation y— iX=0,

incompatible avec la troisiéme; ainsi la surface n'a pas de centre. Le plan
des xy coupant la surface suivant une hyperbole

403* — ay*+ 4xy+ 4 r+ay = o,
la surface est un paraboloide hyperbolique dont I’axe a pour équations
— (Bx+ 4y + 4)= —ayd-6s+ax+i= —adz+iay+ 3.
Exemple V. Xi-|-ayil4-4z* — 4yz — azei/4 -aa,— ay —4=0.
Les équations qui déterminent le centre sont
X—y+i=90, ay—az—x— 1= 0, y — az= o.
Ell ajoutant les deux premiéres membre & membre, on obtient la troisiéme-

donc la surface admet pour centres tous les points de la droite x —iz _ 1
y = az; sa trace sur le plan xoY est I'ellipse réelle

X'+ ay'— axy+aal—ay—4= 0.

Ainsi, Li surface est un cylindre elliptique.
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TROISIEME JUETIIODE.

"ey4 —Cette méthode est basée sur certaines transformations
(Ue I'on peut faire subir a une fonction du second degré a trois
variables, et elle revient, comme nous le verrons, a une trans-
formation de coordonnées. Dans ce qui suit, les lettres a, b, c, k
désigneront des quantités constantes, et les lettres a, p, y des
Jonctions linéaires d’une ou de plusieurs des variables x, v, z.

Considérons en premier lieu un polyndme du second degré
a une seule variable X,

() Ax2-t-Rit;+C;
le coefficient A étant différent de zéro, on peut écrire le
polyndme
i BV - Rs
A 43"
elj par conséquent, le ramener a la forme
2 flas+ /o

Soit maintenant un polynéme du second degré a deux va-
riables
®)) mAx*-+- Ry -t- Cif H-Dx + Ey - F,
dans lequel nous supposerons d’abord que I'un des coefficients
de x* et de y% C par exemple, n’est pas nul. Le polynéme (3)
est du second degré par rapporta?/,en I’'ordonnant par rapport
a cette variable, a1 a

Cys-H (Ba?+ E)y-t-A=:e24-Deet+ F,

ou
/ Ite+EN\2 . - (Bae-+-E)2
C(y_~r—-IC~) +A*--f-Dai+ F A
== seconde partie Az’ + Ite-t-F— »— ~ est un polynéme

en x du second ou du premier degré, ou une constante. Si elle
est du second degré, on la mettra sous la forme b”-i-k’, ainsi,
lorsque le coefficient C n’est pas nul, 011 peut réduire le poly-
ndéme (3) a I'une des formes

&) aa'-hbV-hli\

®) aciu-h[i,

Q)



520 LIVRE VI, CHAPITRE VI.

Lorsque les deux coefficients A et C sont nuls a la fois, R est
nécessairement différent de zéro, et I'on a

Rxy+ DA-HEy+F = a(Ry+ D)+Ey4-F
= (*+!) <%+ D)+ (F -f);

le polyndme prend la forme
(7 ap+A.

11 est bon de remarquer que la forme (7) se raméne a la forme
(4); car on a identiquement

Mais les polynémes ~ contiennent les deux variables

x ety, tandis que dans le polynéme (4) la fonction p ne ren-
ferme que la variable x .
Considérons enfin 111 polynéme a trois variables
(8) hx—4-A'y'—-f-A"z'4-iByz4-2R:z>< 4- 2R"xy
4-5cx 4-2Cy 4-2C"z4-F,
et supposons que lI'un des carrés, s2 par exemple, ait son coef-
ficient différent de zéro. En ordonnant par rapport a ;, on a

A"-*4- 2(By4-v>'x 4-C“) «4-Aa:,4—A/jy,4- 2R"xy 4-:>cx4-2Cy +F,
ou
A"(z 4- + 'j 4-A><"4-A'y"4-iw xy4-?.Cx4-2Cl/
. » (By4-B'aH-C")'
AII
La seconde partie est un polyndme du second ou du premier
degré par rapport aux variables x ety, ou une constante; si
elle est du second degré, on la mettra sous I'une des formes
4y, (ir. ((®); ainsi le polyndme (s) prendra I'une des formes
(9) aat'+bp'+cf+k, (10) aas+&p*+ Y> (1l1) aa2+ K,
(12) aa8+ p, (i3) a<x2+ A\

Lorsque les trois coefficients A, A', A" sont nuls a la fois, I'un

au moins des coefficients R, R, R", par exemple B> est diffé-
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rent de zéro; alors on a

aRyz+ iB'zx+ 2R"xy+ 2C3;+2C'y+ 2C"z+ F
=2 (2R//+ 2C") + 2R"AEy + sCx+ zC'y+ F

(M2+-7-3:4+ A (2Ry+ 2RAE+ 2CH+ 2 UAE+F
aRR#Z , 2R'C" 9.VAV ac'c'7
R X~ R X B X R

l-a seconde partie étant un polyndme en x du second degré
au plus, le polynéme proposé peut étre ramené a l'une des

formes

(*4) apt Gr+ A

(i5) “P+ Yo

(»6; *8+ k

Si I'on remplace le produit a8 par ("~~j — ( J »les

formes (14), (i5), (16) se raméenent aux formes (9), (10), (n).

— Cela posé, lorsque I'on donne une équation numeéri-
que du second degré, on commence par ramener le premier
membre de cette équation a I’une des formes précédentes, et il
est facile d’en déduire I’espéece de la surface. Considérons, par
exemple, le cas ou I'équation peut étre mise sous la forme

(©) i.aa2+ 6p*H- CYa+ ft=o0.

Imaginonsque I'on effectue une transformation decoordonnées
en prenant pour plans des y'zl, des
z 'x et des x'yl les plans définis par
les équations a=o, (3=0, y=o.
D’un point quelconque M de I'espace
(fig. 3i8) abaissons une perpendicu-
laire MN sur le plan X0/ /et menons
Ml parallele a O'Z1; désignons par
X .Y, z les anciennes coordonnées du
point M, par x’, y', z' les coordonnées
nouvelles, par 9 I'angle des deux droites MN, MI, angle qui
est le méme pour tous les points de l'espace, et soit enfin
Y=mx-{-ny-+-pz + . La perpendiculaire MN a pour expies-
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sion dans le premier systéeme de coordonnées (nu 438)

y + mx-+-ni/-hpz-hq +y
Vm2-t-)t2(-ps ~' Vm*+ns-(-p4
et dans le second

MN = =hz/cos9.

Dans chacune des formules, le signe du second membre change
lorsque le point M passe d’un cdté du plan X'O'Y' a l'autre ;
si donc on appelle h le produit V<h2-+-ft2-t-p2 X cos 6, affecté
d’un signe convenable, on aura pour tous les points de I'espace
la relation y = hzl. On démontrerait de méme les relations
$=gy’', «— fx'. Il en résulte que I'équation de la surface, par
rapport aux nouveaux axes, est

(17) afx,i-hbgij/i-+clitzli+ k=0 .

La surface est une surface a centre unique, et les nouveaux
plans des coordonnées sont trois plans diamétraux conjugués.
L'espéce de la surface est indiquée immédiatement parl les
signes des coefficients a, b, c, k.

570 —Remarque l. Latransformation des coordonnées sup-
pose que les plans définis par les équations a=o0, p=0,y= o
se coupent en un point unique. Cette condition peut n’étre pas
remplie, lorsque les fonctions linéaires a, p, y sont prises arbi-
trairement; mais elle I’est toujours lorsque ces polynémes pro-
viennent de la transformation d’une fonction du second degré
d’aprés la méthode indiquée.

Remarque U. Lorsque les trois coefficients a, b, ¢, n’ont pas
le méme signe, la surface est un hyperboloide ; si, dans I'’équa-
tion (18), on supprime le terme constant k, on obtient I’équation
du cone asymptote par rapport aux nouveaux axes; on en
conclut qu’en supprimant la méme constante k dans I’équation
(9), on obtiendra I’équation du cdne asymptote parrap port aux
axes primitifs.

Remarque IlIl. Lorsque a et b sont positifs, ¢ et k négatifs, la
surface est un hyperboloide a une nappe. Si I'on pose c= — c,,
A= — kt, I’équation devient

a# — — 2
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Les deux systéemes de génératrices rectilignes sont donnés par
les équations

jFvatY ver=" (V-hpv® | «we-hy = FE(WNG—MV>
) NVaVer=\V—PVp» | VM= (V¥ 7-+PV)>
dans lesquelles Xet sont des parametres arbitraires.

SI'S—Lorge le premier mentore ce I'éguation se réduit
alafome (10), on reconreit par la mérre trarsformetion que
lasurface est un paraboloick, elliptioue ou hypertolioue, sui-
vart oLe les coefficients a et b ont le ménre signe ou cks signes
contraires. Dars ce cermier cas, si I'onsuppose.a positif, b nega-
tif et @l a—6, onwoit qe |eS BUX systemes (PW(ES
rectilignes sont définis par les équations

| Aal-pVr=>5 | «Va—p\6T=1»
2« \Va— A { aut+ P\/&Zj X

les droites du premier systene sont paralléles au plan
asiu ~+p\¥g = 0,
celles dusecond systene au plan
«\a— pVeI=0;
lersenle des deux plars directeurs est représenté par I'é-
QuetioN za — b,p'= 0, CeQU &st conforme » la remargee du
n° 500,

Lorsoe le premier menrbre se réduit a la forre (12), en
prenant pour nouvealX plans des coordonnées les deux plars
«=0, [-o, et untroisieme plan non parallele a la droile d'in:
tersection des deux premiers, on voit que la surface est un
oylindre elliptique ou hyperbolique. Laformre (12) correspord
au cylindre paraodlioue, et la formre (i3) au systenre e deux
IdLeslcrj!forrlal”r% 24, (is), (16) ® rareret ax ;
nais celte réduction niest pes néoessaire. Qnait directerrent
oe laforme (14) dorne un hypertoloicke a ure neppe, sicet A
ont des signes contraires, un hyperboloide adeux neppes sils
ot le ménesigre. Dars le premier ¢as, soit ¢ positif, k négatif
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et égpl a—«t; les équations dks deux Systarres de gerératrices
rectilignes ck la surface sont

(y \e-H VVA\==Xa, (y \c — —

jyVe— \E= - S jyVe+ V*T=—

La fornre (i5) correspond au paraboldice hyperbolioe; les
ceux Systenes de gérératrices rectilignes sont représentés par
les équetions

j.-V |[f=m

Enfinla formre (i6) donne un cylindre hypertodlicue.

57 8—Bars ce qui precack Nous avons SUPRos? les axes rec-
langulaires. On peut errployer la méme nréthock ok trarsfor-
nretion quand les coordonnées sont abliguees, et ’on reconreit
aisément qe 'na

. pz' (00 ¢)
i=mx+ny+pz+q=%" ®s9 .
Oet 8 étant les angles que lanomrele au plany=o fait avec les
axes Zet OZ: il en résulte, conmre dars le cas des coordon-
nées rectangles, y=hz/ h éant une corstante.

Exempre |. 408+ 3y8+ g ;2-|~8x.0-t-dee y+4Y/+ 82+ 9=0- Le premier
membre de I'équation, ordonné par rapport a x, est

A®4 -4 (y+aa)+ 3y*-t-93,4-4y+8.2+9,
ou (aot+y+az)l— (y+a2),+3y,+92*+4y+8z+9,
et, en faisant les réductions dans la seconde partie,

(a.T-t-y + az),-t-ay!+ 5 zi — 47~+ -f-9-
La seconde partie, ordonnée par rapport a'y, devient
en/— 4y(z — i)+ 522+ 8s-1-9=2(y— Z+ i)2— a(z — i)2+52* + 82+ 9.
Enfin la derniere partie de ce nouveau poljndme est

3s2-+-i2z-t-7 = ~(z+a Y — 5.

Il résulte de ce qui précede que I’éguation proposée peut se mettre sou>
la forme
(az-f-y+az),+a(y—z+i)a+ 3(z+a)l—5= o.

Celle équation représente un ellipsoide, et les trois plans définis par les
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équations
2X+t/+ 25= 0, j/— 2+ 1=0, 54-2=0,

sont trois plans diamétraux conjugués de la surface. Ces plans se coupent

aupointa = Z, Y=—3, S=— 2, quiest le centre de la surface.

Exemple Il. 4@*— isy2iday5+45a:—4xy + do— 34y + 24s— 18=0.
On a successivement
4X%— i5j/*4-i4y24-4sx —ANil4- 4 —341/4-245— 18
=4n7-4-47(5— y4_i)_iby -(-idy-— 341/4-245— 18
= (20;,— )/4-54-i)s— i6y*+ i(ij/5— s’ — 32y4-2 2a — 19;

puis
I(iy2+ i6j/(1— 2)— 2*4-225— 19= — 4(2y — 5+ 2)*+352 65— 3;
el exfin 35%4-62 — 3=3(24-1)* — 6.

Inéquation proposée prend la fomre

(a*— y4-24-1)*— 4(ay— 2+ a)*+ 3(1+i)'— 6= °;
elle représente un hyperboloide a une nappe. Les équations des deux
systémes de génératrices retilignesde la surface sont

(2& -f-3y— 5+5 = X[~6+ (5 + I\3>

| iX —5y4-35—3= ~ 6 —(54-i)V3D

(2x4-3y —2 -f-5= (i[v6e— (5-t—1 ) 1’
j ix—5y+ 3s—3 = ~[\/64-(54-i)V3]'
L’équation du cdne asymptote est
@X—y+2+ 0*— 4(2y—s4-2y4-3(5-t-i)!= o.
Exemple 111. 4 *+ dys+ i» 21 —-i31/*+4*y + 4£t+2y + 35=0.
Ona 4X*4-4*{y4-i)4-4y,4-i»5*— i2y?4-2y-i-35
=(2se+y+i)'+3y*+iai*— i2y5-t-35— 1,
3y*+ias*—i2ya+3z—i= 3(y—2S)*+32— 1,
el I'’équation de la surface peut se mettre sous la forme
(205+1/4-1)*+ 3(y— 25)*+ 35— 1= 0;
elle représente un paraboloide elliptique.
Exemple IV. 4&— »y*— J25s+ i 2y24-4ry+4®-t-2!/ + 35=0. L équa-
tion se met sous la forme
(2 +y+ i)J—3(y —22)s+(3s —i) = o;

elle représente un paraboloide hyperbolique.



526 LIVRE VI, CHAPITRE VL.

Les deux systemes de génératrices rectilignes de la surface sont donnés

par les équations
j am+ y+i+ (y — 21)V3 = A

i ax+y+i—({—2S)V3=i(i —3s);

a®-t-y-+-i+(y —as)\/3 = [i (i —3s),

ax+y+i — (y—»s)V3=~*
b

E xempte V. X'-My’'-t-s’ — 4y2 — as.r+4£</4-6x4-4y — 5s-f-3 = o.
Ordonné par rapport aa;, le premier membre s'écrit
®ataa:(a(/—2z-t-3)-H4A+ s!—4ys+ 4/—as+ 3
= (x+ay —s-4-3) — 8y-+-s— 6,
et I'équation proposée prend la forme

(x+ay —*-t-3)*+ (i —8y—6)= 0;

elle représente un cylindre parabolique ; les arétes du cylindre sont paral-

leles a la droite déterminée par les deux équations
x-i-ay —s-]-3= 0, s—8y—6= o.
Exemple VI. Indiquer les diverses surfaces représentées par I'’équation
£ra-(am2+ 1 )Y -Ms)—a(yz+zX+Xy) = ams— 3m+X,

dans laquelle m est un parametre variable. Le second membre est un poly-

y
ndme du troisiéme degré dont les racines sont 1 et -—----—--------- 7 si l'on pose

m'= — I+ — -» (llécrira ce polynéme sous la forme
a a

a(m— ml) (M- m") (m— 1).

Lorsque le paramétre Mest différent de zéro, si I'on transforme le pre-

mier membre en une somme de carrés, I'équation devient

(x - ym 3+ 2m'(y i)*

= a(m— m)(m— m")(Mm—).
Lorsque le parametre m est égal a zéro, I’équation se réduit a
(X —y—*)*—4yi= 1.

La racine M lest plus petite que I'unité, la valeur absolue de m'est au con-
traire plus grande que I'unité.
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e i° Quand le paramétre ma une valeur comprise entre — o elnf, les
coefficients des carrés étant positifs et le second membre négatif, on a un

ellipsoide imaginaire. Lorsque m acquiert la valeur de M\ le lieu est un
point.

2° Quand m est compris entre m'et — i, les coefficients des carrés étant
positifs, ainsi que le second membre, la surface est un ellipsoide. Pour
M= — i, I'ellipsoide se change en un cylindre elliptique.

3° Quand m est compris enlre —x etm", le lieu est un byperboloide a
une nappe. Cet intervalle comprend la valeur m=o, a laquelle ne convient
pas la premiére forme ; mais la seconde forme montre que dans ce cas la
surlace est toujours un hyperboloide & une nappe. Pour M=M'", I'hyperbo-
loide se change en un cone.

4’ Lorsque Mest compris enlre M'et + i, le second membre devenant
négatif, on a un hyperboloide a deux nappes. Pour m =i on a une droite.

5° Enfin quand mest compris enlre i et +ce , on a de nouveau un ellip-
soide.

Pour que la surface soit de révolution, comme les trois coefficients B,B*,B"
sont différents de zéro, il faul que I'on ait les relations

A BB A BB A BB

qui se réduisent ici a m= o. Dans ce cas, I'équation peut étre mise sous la
forme

2 X1+ y*+ s5)— (X-+y+j)1=i;

et I'on voit par cette forme méme que la surface est de révolution.

CHAPITRE VII

Théoremes généraux sur les surfaces du second degré.

579 — L’équation générale du second degré
(0 Aas’-M [y * + PJ'z*+2&Yyz->ri'&zX+2R"Xy
-t-aCx+aC'y+ 2C"Z-1-F=o,
entre les trois variadles x, y, 2, renfenTe dix tenes, et la
surface céfinie par cette éouation cépend ce neuf paraetres
arbitraires, les ragports de neuf coefficients au dixienre. Il faut
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donc neuf condiitions géormétrigues pour céfinir ure surface
du second degré, en supposant gue chaque condlition géorme-
trigueseqrime par ure relation unigue entre les coefficients.
Airsi, par exermple, ure surface du second degré est déter-
mnsemrneufparls

550— Poureqrimerqumplanax + B/+ cz4-D=
est tangentaune surface Fx ,y, 2= 0, on dosene Qe les
c0ordonnéss (x, y, z) du point ce contact. doivent \erifiera la
fois I"équation ce la surface et celle du plan; en outre ce plan
Cevant coincider avec le plan tangent qui a pour éguition

(X-X)F;-n (Y- yF+ (£ »Fi=o,

on cevra avoir les relations

A B—C
Ldimnation ce x, y, z entre ces quetre éguatios domre
ure relation entre les coefficients variables renfermés dars
I’équetion ck lasurface. PuisoLe le contact d’un plan et d'ure
surface quelconoue s’eqorine par ure seule éguation, il faut
égalerrent neuf plans tangents pour détermirer une surface
dusecond degré.

n peut faire le calcul d’ure autre maniere, guandlasurface
est o seoond degré; car la ligne diintersection d’ure surface
dusecond degré et dun plan tangent se conpose e deux
droites, ou s réduit aun point, C'est-a-dire a deux droites
imeginaires conjuguies. Pour exprirrer gu’un planest tangent
alasurface, il suffira donc drécrire la condition pour que la
ligne diintersection se réduise & deux droites.

hwoit facilenrent gqu'un Plan tangent avec le point ce con-
tact équivaltt atrois conditions.

Pour exoriner qu’ure surface du second ckegre est un core,
on écriraque les coordonnées dul centre Vérifient: ’éguation
k lasurface, ou que le nowveau teme corstant = F+ G
=+ Cb -+-cc, quand on trarsporte 1’origine au centre, est nul.
Ce qui donre ure relation entre les coefficienls. Onexprinrera
(Jue lasurface est un paraodloice en églant a zéro le déno-
minateur comun au le déterminent des coordonmées du
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centre, ce qui donne la relation
AA'A" - AR2— A'B'2— -t-=BBR/= o.

Ainsi huit points suffisent pour déterminer un cone du se-
cond degré ou un paraboloide. On exprimera que la surface
est un cylindre en égalanta zéro le dénominateur des coordon-
nées du centre et I’'un des numérateurs, ce qui fait deux con-
ditions; ainsi sept points suffisent pour déterminerun cylindre
du second degré.

On arrive aux mémes résultats par la décomposition encar-
rés. Pour que la surface soit un cone, il faut qu’aprés avoir
formé les trois carrés variables, on obtienne une partie con-
stante nulle. Pour que la surface soit un paraboloide, il faut
gu’aprés avoir formé les deux premiers carrés, la partie res-
tante soit une fonction du premier degré a une seule variable ;
on égalera donc a zéro le coefficient du terme du second degré.
Pour que la surface soit un cylindre, il faut que celte partie
restante soit une constante; on égalera donc a zéro les coeffi-
cients des termes du premier et du second degré. Pour que la
surface soit un cylindre parabolique, il faut qu’apres avoir
formé le premier carré, la partie restante soit une fonction du
premier degré a deux variables; ceci revient a dire que la
partie du second degré dans I’équation proposée est un carré
parfait, ce qui exige que l'on ait

, RB7Y R"'B 4, R
R~~ RN~ R" =
Ces relations expriment que I’équation du troisieme degré en S
a une raison double égale a zéro.

58 1 —Pour qu’une droite soit située entiérement sur une
surface de I'ordre m, il faut, comme nous I’avons vu au n°® 552,
qgue I'équation résultant de I'élimination de x ety entre les
équations de la droite et celle de la surface soit vérifiée quelle
que soit z, ce qui donne m -f- i relations entre les parametres
variables de la surface. On arrive ala méme conclusion, d’une
autre maniere, en observant que, pour que la droite appartienne
a la surface, il faut et il suffit que les coordonnées de m -I- i de
ses points vérifient I’équation de cette surface. En particulier,

GEOM. ANALYT. 34
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s lasurface est du second degré, une droite éguivaut a trois
points, et trois droites détermirent la surface. Si, pami les
points donnés, auatre ou un plus grand nontbre sont sur une
Méne diroite, ces points ne devront étre copiés que pour
trois.

Trois droites queloongues définissent un hyperbolcice aure
neppe. Deux droites quelconques et deux points définissent un
paraboloice hypertolique. g droites pessant par un Mee
point définissent un cone dusecond degre ; carlespoints olices
ding droites percent un plan déterminent une courte du' se-
cond degré qui, avec le sommret, définit lecore.

THEOREME 1.

582 — Par neufpoints donnés on peut toujours faire passer
au moins une surface du second ordre.

Nous avors dit gue neuf points déterminent ure surface du
second ordre; il reste, toutefois, aexarmirer si le systeme des
neuf éguations du premier degré entre les coefficients adiret
toujours ure solution. Si I'on appelle x, y1. 2 les coordonnées
du premier poirt, x-, y-, zJloelles du second, etc., onaurg,
pour détermirer les rapports de neuf des coefficients au
dixierre, des éouatiors ce laforme

Pour formrer le déterminant, on prend un teme dars deque
ligre horizontale et un termre dars chaque colore \erticale,
Ck toutes les manieres possibles;  deux termes du déterminent
ne pewnvent étre composss exacterrent ce la mérre fagon, et
par corséouent, le déterminant nest pes identiquerrent nul;
Il'y adoncen général une solution et ure seule.

meintenant gue, pour ure position particuliere
ks points donrés, le déterminant soit nul; ce déterminantest
une fonction dusecond degré des coordonnées de chacun des
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points ; si 'ony remplacex 1, v, 2 Jpar les variables g, v, z, on
obtient une fonction du second degré 1(x, y, z). -Corsicyars Ia
surface dusscond degre représentée parl éouations (x,y .z) = o
cette surface pesse par le premier point; car, si I'on rerrplace
x.y. 2 (B, y1Z, on retrowe le détenminant qui est nul,
Hle pesse aussi par le second point; car renplacer x, ), z par

"y, z» cars équation revient arenrplacer dars le détermi-
nantx:, y1, z]{H’x", y", z", etmsaitcp’aIOIS le déterminant
Cevient identiquenrent nul. La surface pesse de mére par
chaoun cks autres points, et 'onaairsi une surface du ssoond
degreé pessant par les neuf points donres.

Nows avors ordorréle determinant par rapport ax, y 2+ ;
le raisonnement serait en défaut, si tous les coefficients étaient
nuls; rmeis alors on ordonnerait par rpoort axr, yr, 2+, U
par rportkx, y 2w, etc. ; le raisonneent ne serait en
c&faut que s tous les coefficients de ces divers polyndmes
étaient nuls ala fois. Qupposons que ced ait lieu, et consicé-
rors le coefficient ck I'un destermescans le premermlymrre
cewefﬁaertoontlentles X"y ztxmy iz, elc
s l'ony renplacex, y lesvan ableseay,z onabtient
ure fonction dJseocmdegréf (x,y. 2). Le coefficient ane-
Iogwobmlesandpolymrm:orﬂeml&ooordjrm&sazylz
xiif, ym, z-,....; Siony rerplacex:, 'y, 2\ parx, vy, z, onre-
proclit la mérre forction +, &, y, z). Tlestévident oue la sur-
face céfinie par 'éopation f, (v, 2 = 0 pesse par les cBux
premiers points; on \erra, come: precédement, quelle

pesse aussl par chacun des suivants. Laménre difficulté se re-
proctlra|t5| tous lescoefficients despolyndmes précédentsétant
Qrdonrés par rpport aux coordonnées ok 'unquelcongue des
points quiils renferment, tous les coefficients partiels étaient
nuls alafois; rmisenomtinant le raisonnerment ck la méne
maniére, come le nombre des points dont les coordornées
entrent dars dhegue coefficient va en diminuant, onarrive-
rait a des coefficients ne renfermant plus que les coordonréss
dun seul point; les coefficients de tous ces demiers poly-
NOEs, étant nUMeriques, ne peunvent étre nuls ala fois ; car
alors le déterminant serait identiquenrent nul. On conclut cke
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laoue, pai rieni points pris arbitraireent, on peut toujours
faire pesser aui moins une surface cu seoond ordre,
Léquation du degré m entre deux variables contient

(m+ i)§m+2)termas on dérrontrre, al’aick du raisonnerent
prececent, que par (MM 1 o 3 poirts

donrés avolonté cars un plan on peut faire pesser au noirs
ure ligne plare ¢k l'ordre m. Qnverrait ce mée que, par

(M+])(i+ J)(H3)—j pdjnts donnés avolontécians I'espece,
QI peut faire pesser au moins ure surface ¢k Pordre m.

THEOREME II.

58 3 —Par la ligne d'inlerseclion dedeux surfaces du second
ordre, et unpoint, on peut faire passer une surface du second
ordre et une seule.

Soient S=0, 9 = oles équatiors de deux surfaces du se-
sord ordre; 'éguation S—/tS,=0, dars lagLelle k est un e
raetre arbitraire, représente une surface du second ordre pes-
sant par la courte gauche du quatriére ordre, intersection
des deux preieres ; or, on peut détermirer le pararetre k de
nmaniere gue cette surface pesse par un point Moris a volonte
cbrs I'espece. Ainsi, ar la ligne diintersection ces deux sur-
faoes données et le point M on peut toujours faire pesser une
surface du ssoond degré.

Dailleurs, il est facile de dérmontrer quon n'en peut faire
pesser qure. En effet, un plan queloonge pessant per le
point Mboupe les deux surfaces Set S suivant deux coniqUEs;
0sS deux conigues, Situées dars Ln mérre plan, ont quatre
points commuIs; es quatre paints et le point Mdéterminent
Une conicue oui doit appertenir alasurfece cherchée ; puisoue
cheoun des plars menes par le point Mooupe les surfacss
cherchées stivant une méne conigLe, il ne peut y avoir deux
surfacss différentes renylissant les condiitions énonoées.

Il résulte ce la que 1’on peut regarder 1équation
O S—#—o0
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comme Féquation générale des surfaces du second ordre qui
passent par la ligne d’intersection des deux surfaces S=o,
S,= o.

584 — Corotllaire. CoOnsidérons les deux coniques suivant
lesquelles une surface du second ordre S=o0 est coupée par
deux plans « =oetp=o0; I'équation c$= o définissant une
surface du second ordre, I’équation
(@ S—hafi= o
représente toutes les surfaces du second ordre (pii passent pai
ces deux coniques.

De méme I'équation
(3) E(ll—kyb=i>
représente toutes les surfaces du second ordre qui passent par
les quatre droites d’intersection des deux systémes de plans
«P=0 etyE=0. Ces quatre droites forment un quadrilatére
gauche.

THEOREME III.

585 — Lorsque deux coniques situées dans des plans diffé-
rents ontdeux points communs, on peut par ces deux coniques
faire passer une infinité de surfaces du second ordre.

Si I'on prend sur chacune des deux coniques trois autres
poinls, on a en tout huit points par lesquels, d’aprés le théo-
reme |, on peut faire passer une infinité de surfaces du second
ordre. Considérons I'une de ces surfaces; les plans des deux
coniques coupent cette surface suivant deux coniques ayant
chacune cing poinls communs avec l'une des coniques don-
nées, et, par conséquent, coincidant avec celles-ci. Il résulte
d’ailleurs de ce qui précede qu’un point extérieur suffit pour
déterminer la surface.

N est bon de démontrer directement ce théoréme. Prenons
pour plans des xy et des xz les plans des deux coniques, et pour
plan des y: un plan quelconque ; les deux coniques coupant
I’axe des x aux mémes points, leurs équations dans leurs plans
sont de la forme

X' -t-AA, -t-2B /H/-t- 7Cx 4-nC'y-f-F = o,
x*-k-M'z*+ ?2.B'xz -t-alir-t- zC/'z-t-F = o.



534 LIVRE VI, CHAPITRE VII.

On voit aisément que toute surface du second degré passant
par ces deux coniques est représentée par I'équation

x,4-A'y14-A"2,+ aBy3+ 2B'ial+aB"a:!/+2Cx4-aC'y+iC"2+ F= o,

dans laquelle le coefficient B est arbitraire. Un point non situé
dans les plans des coniques définit complétement la surface.

THEOREME 1V.

58 0 — Lorsque deux surfaces du second ordre ont cing
points communs situés dans un méme plan, la ligne d'inter-
section des deux surfaces se compose de deux courbes planes.

Supposons que les deux surfaces S et S, aient cinq points
communs situés dans un méme plan P ; ces cing points déter-
minent une conique C, qui appartient aux deux surfaces. Pre-
nons trois autres points communs non situés dans le plan P;
le plan P; qui passe par ces trois points coupe la conique C en
deux points qui, avec les trois précédents, déterminent une
conique C' appartenant aussi aux deux surfaces. Les deux sur-
faces ne peuvent avoir un point commun non situé sur les
coniques C et C', sans quoi elles coincideraient, en vertu du

théoreme précédent. La ligne d’intersection se compose donc
de deux coniques C et C'.

THEOREME V.

&H7 — Quand deux surfaces du second ordre se touchent
en deux points, elles se coupent suivant deux courbes planes.

Considérons deux surfaces du second ordre qui se touchent
en deux points a et b. Soit ¢ un troisiéme point commun aux
deux surfaces; par les trois points a, b, ¢ faisons passer un plan
P, ce plan coupera chacune des surfaces suivant une conique ;
ces deux coniques ont trois points communs a, b, c, et les
mémes tangentes en deux points a et b; donc elles se confon-
dent (n° 278). Puisque le plan P coupe les deux surfaces sui-
vant la méme courbe, il résulte du théoréme IV que la ligne
d’intersection des deux surfaces est formée de deux coniques.

La démonstration précédente suppose que les plans tangents
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en a et en 6 ne se coupent pas suivant la droite ab, c’est-a-dire
que les points donnés n’appartiennent pas a une droite située
sur la surface. Dans ce dernier cas, nous verrons qu’en général
la ligne d’intersection se compose d’une ligne droite et d'une
ligne gauche du troisieme degré.

THEOREME VI.

588 — Lorsque deux surfaces du second ordre se touchent
en trois points, elles se raccordent le long d’'une ligne plane.

Considérons deux surfaces du second ordre qui se touchent
en trois points a, b, c; ces surfaces n’ont pas de point com-
mun en dehors du plan P déterminé par les points a, b, c;
car, si elles avaient un point commun d, en dehors du plan P,
d’aprés le théoreme V, chacun des trois plans dab, dbc, dca
couperait les deux surfaces suivant la méme conique, ce qui
est impossible. Les deux surfaces sont coupées par le plan P
suivant une méme conique C; il est aisé de voir qu’elles ont le
méme plan tangent en chaque point m de la courbe. En effet,
par le point m et le point a, par exemple, menons un plan
guelconque différent du plan P; ce plan coupe les deux sur-
faces suivant deux courbes qui passenten a et en m; ces deux
courbes sont tangentes en a, et, comme elles n’ont pas d’autre
point commun que le point m, elles sont aussi tangentes en
ce point.

589 — corollaire I. Nous avons vu que I’équation
S— AaP=o0 représente une surface du second degré qui passe
par les courbes d’intersection de la surface S =0 avec les plans
a=o0, (3=0. 1 en résulte que les surfaces représentées par
I’équation
@) S— Aa*=o0

sont tangentes a la surface S suivant la courbe d’intersection C
de cette surface et du plan a.

L’équation (4) renferme un paramétre arbitraire k qui per-
met de faire passer la surface par un point arbitraire; d autre
part on démontre, comme au n° 583, qu’une surface, qui doit
étre tangente & une surface du second ordre en tous les points
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('une courbe plane et passer par un point donné, est comple-
tement déterminée. On peut donc regarder I’équation (4)
comme I’équation générale des surfaces du second ordre qui
se raccordent avec la surface S le long de la conique déterminée
par le plan a.

590 — Corolraire IL Deux coniques C et C', tracées sur
une méme surface du second ordre S, se coupent en deux
points a et 6; la corde ab est la droite d’intersection des plans
des deux coniques; il en résulte que deux surfaces du second
ordre, qui se raccordent avec la premiére surface suivant deux
coniques C et C;, se touchent en deux points a et b, et par con-
séquent, en vertu du théoréme V, se coupent suivant deux
courbes planes. Les équations des deux surfaces étantde la forme

S—ia*= o, S— Kkla."*=

les deux coniques qui composent la ligne d’inlersection sont
situées dans les plans kai= K lat.

591 — Cherchons, comme application, I’équation du cdne circonscrit
a un ellipsoide
X* y2  Z¢
# + b'+ 2 ~ J==°
el ayant pour sommet un pointdonné p dont les coordonnées sont X, ,yltst.
Le plan de contact ayant pour équation -f-~ + ~ —i=o, I'ékqua-

tion générale des surfaces du second degré qui se raccordent ave: I'ellip-
soide suivant la conique déterminée par ce plan est

a bl c" a* bl c J

Si I'on prend / de maniere que I'équation précédente soit vérifiée par les
coordonnées Xlt y,,  du point p, elle représentera le cone circonscrit,
puisqu’il n’existe qu'une surface du second degré tangente a I’ellipsoide

suivant la courbe considérée el passant par le point p; on obtient ainsi
I’équation demandée

@ L7 (S 2= 9~ (2 + T r- Juom

59%4 — Lorsque deux surfaces du second ordre admettent
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le méme plan diamétral pour une certaine série de cordes paral-
leles, la projection de la ligne d'intersection sur ce plan, paral-
lelement aux cordes, est une conique.

On sait que I’élimination de z entre deux équations du second
degré atroisinconnuesx, y,z conduit, en général, a une équa-
tion du quatrieme degré entre x et y. Ainsi, la ligne d’intersec-
tion de deux surfaces du second degré se projette généralement
sur un plan suivant une courbe du quatrieme degré. Certains
cas font exception. Considérons deux surfaces du second degré
qui ont le méme plan diamétral pour une méme série de
cordes; si I'on prend ce plan diamétral pour plan des xy et
une parallele aux cordes pour axe des z, les équations des
deux surfaces auront la forme Aa2+C = o, ABi-t-C'=o0, Cet
CJ désignant deux polynémes du second degré qui ne renfer-
ment que les deux variables x ety. L’élimination de z entre
les deux équations précédentes donne une équation du second
degré AC — AC'=o0. C’est I’équation de la projection de la
ligne d'intersection des deux surfaces sur le plan diamétral.
Lorsque les deux surfaces ont une génératrice rectiligne com-
mune, la ligne d’intersection des deux surfaces se projette sur

un plan quelconque suivant une ligne droite et une courbe du
troisieme degré.

EXERCICES.

i» On méne des normales a un ellipsoide par les différents points d'une
section plane ; trouver le lieu de la trace de ces normales sur l1un des
plans principaux. Examiner le cas ou le plan de la section est perpendi-
culaire b un plan principal.

2° Etant donné un ellipsoide, on méne des plans diamétraux qui coupent
le solide suivant une ellipse d'acre constante; trouver le lieu : i° de la
perpendiculaire menée par le centre i ce plan; 2° du diamétre conjugué.

3° L’ceil étant placé en un point de la surface d’un ellipsoide, les per-
spectives de toutes les sections planes de la surface sur le plan diamétral
conjugué du rayon qui aboutit il I'ceil sont des courbes homolhétiques; le
centre de chacune d'elles est la perspective du sommet du cone circonscrit
a I'ellipsoide suivant la section plane considérée.

4> Démontrer que le lieu de la droite d’intersection de deux plans rec-
tangulaires, menés par deux droites données, est un hyperboloide a une
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nappe dont les sections circulaires sont perpendiculaires a chacune des
deux droites données.

5° Un cdne a pour sommet un point d'un hyperboloide de révolution a
une nappe engendré par une hyperbole équilatere, et pour base le cercle
de gorge; démontrer que les sections anliparalleles de ce cone sont per-
pendiculaires au plan du cercle de gorge.

6° Les quatre perpendiculaires abaissées des sommets d'un tétraédre
sur les faces opposées sont situées sur un hyperboloide a une nappe. Le
centre de la sphere circonscrite au tétraédre, le centre de gravité du
tétraédre et le centre de I’hyperboloide sont en ligne droite.

7° Trouver le lieu des points tels que le rapport des distances de chacun
d’eux adeux droites données soit constant. Déterminer ensuite, pour une
surface du second degré susceptible de ce mode de génération, les divers
couples de droites que I'on peut employer.

8> Le lieu des normales a une surface réglée quelconque le long d'une
méme génératrice est un paraboloide hyperbolique.

9“ Etant donnés un point et deux plans rectangulaires, trouver le lieu des
points tels que la distance de chacun d’eux au point fixe soit moyenne pro-
portionnelle entre ses distances aux deux plans fixes.

io° Déterminer la ligne de striction pour chacun des systemes de gé-
nératrices rectilignes d'un paraboloide hyperbolique.

n° Trouver I'’équation du cone qui a pour sommet le centre d'un hyper-
boloide a une nappe et pour directrices les lignes de striction desdeux sys-
temes de génération.

la* Par un point O pris sur l'aréte d'un angle diédre, on méne dans
I'une des faces une droite OA et dans la seconde face une droite OB per-
pendiculaire a OA j trouver le lieu de la perpendiculaire menée par le point
O au plan AOB.

i 3* Etant donnés un cercle et deux points fixes A et B dans I'espace;
par le point B et la droite des contacts relative a un point quelconque P
du plan du cercle, on méne un plan; trouver le lieu du point d'intersection
de ce plan avec la droite AP.

i4° Lorsque deux surfaces du second degré passent par deux droites non
situées dans un méme plan, I'intersection des deux surfaces se compose de
ces droites et de deux autres droites, réelles ou imaginaires.

i 5» Lorsque deux surfaces du second degré se raccordent suivant une
méme génératrice, il y a en général sur cette génératrice deux points tels
que la seconde génératrice qui passe par chacun d’eux est la méme sur les
deux surfaces.

i6» Les perspectives sur un méme plan des cédions planes d’une surface
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du second degré ont un double contact réel ou imaginaire avec le contour
apparent de la surface.

170 Deux surfaces du second degré qui ont les mémes plans principaux
sont dites homofocales, lorsque leurs sections principales admettent les
mémes foyers, réels ou imaginaires ; ainsi I’équation

XS vl 3*

———————— SN NS SR |

A — B—X C—m
dans laquelle X désigne un paramétre arbitraire, représente toutes les sur-
2*
t-
point donné passent trois surfaces du second degré homofocales & une sur-
face donnée ; de ces trois surfaces, I’'une est un ellipsoide, I'autre un hyper-
boloide a une nappe, la troisieme un hyperboloide a deux nappes.

18° Les trois équations
X* y* 2’
0*— bl— p*+ c>— p* '

s, B | 'g," I

a*—qg» bl—q' ¢ — g

X x .
faces homofocales & la surface A 4- }\g—+ = 1. Démontrer que par un

Xr y’ . _
a*—pr~~p*—n  'C*—r* T

dans lesquelles on suppose a> 6>c, p<c, c<g<6. b<r<a, repré-
sentent des surfaces homofocales ; la premiére estun ellipsoide, la seconde
un hyperboloide a une nappe, la troisieme un hyperboloide a deux nappes.
Démontrer : 1° que ces surfaces se coupent deux a deux a angle droit;
2° que les deux courbes suivant lesquelles une des surfaces est coupée par
les deux autres oat pour tangentes en leur point d’intersection des droites
paralléles aux axes de la section faite dans la premiere surface par un plan
paralléle au plan tangent en ce point.

190 A un ellipsoide donné on circonscrit un cone ayant pour sommet un
point donné; démontrer que les trois axes de ce cone sont les normales
aux surfaces homofocales a I'ellipsoide proposé et passantpar lepoint donné.

ao° Etant données deux surfaces homofocales, trouver une surface de ré-
volution du second degré ayant pour axe I'un des axes de ces surfaces el a
laquelle appartienne la ligne d'interseclion.

3io Etant donnés les paraboloides homofocaux représentés par I'équation

dans laquelle X est un parametre arbitraire ; si I’on attribue au paramétre
~deux valeurs telles que les paraboloides correspondants se coupent, ils se



5i0 LIVRE VI, CHAPITRE VI

couperont i angle droit. Lorsqu’'un paraboloide est coupé par deux autres
d’especes différentes, les tangentes aux deux lignes d'iniersectionau point
commun sont paralléles aux axes de la section faite dans la premiere sur-
face par un plan paralléle au plan langent en ce point.

au» Etant donnés deux paraboloides homofocaux, trouver une surface de
révolution du second degré ayant pour axe I’axe commun des paraboloides
et a laquelle appartienne la ligne d’intersection.

a3» Etant données une surface du second ordre et deux droites tangentes
h cette surface, trouver la surface engendrée par une droite qui glisse sur
les deux droites données en restant tangente a la surface donnée.

a4°® Trouver le lieu du sommet d'un angle iriédre circonscrit a un ellip-
soide, et dont les faces sont paralléles a irois plans diamétraux conjugués
d’'un autre ellipsoide.

a5° Trouver le lieu du sommet d’un cone de révolution du second degré
circonscrit a un clipspide donné.

a6° Par les divers points d'une section plane d’un cone de révolution
on ménedes normales a la surface; trouver le lieu du second point de ren-
contre de chacune des normales avec la surface.

37» Une droite se meut de telle sorie que trois de ses points restent dans
trois plans fixes; quel est le lieu décrit par un point quelconque de la droile
mobile ?

a8° Un cbne a son sommet au centre d’'un ellipsoide et pour base la
courbe d'interseclion de I’ellipsoide et d’une sphére concentrique; tout plan
langenl au cdne coupe I'ellipsoide suivant une ellipse dont I'aréte de con-
tact est I'un des axes.

3% On coupe I'ellipsoide Nj-+- ~4- s— 1= 0 par le plan

x cosk4-Y«ospd-: cosy = 0;
démontrer que les axes de la section sont déterminés par I'équation
rrcos'a . ft'cos’S _ c*cos2y
al—rl Th-m o—r
dans laquelle I désigne la valeur de I'un des axes.
30° Deux surfaces du second degré qui se touchent en deux points peu-
vent étre inscrites dans un méme céne du second degré.
3i° Deux ellipsoides se touchent suivant une courbe plane; on méne un
plan tangent a I'un des ellipsoides parallélement aux sections circulaires
de cet ellipsoide ; ce plan coupe I'autre ellipsoide suivant une ellipse dont
I'un des foyers est au point de contact.
3»» Trouver I'équation du cone supplémentaire du cone

Ax-(- Atiza- A"T4-3Bi34- aB'T*4- 8 "Tj— ».
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(Ce cone est le lieu des normales aux plans tangents au cone donné menées
par son sommet.)

33" Si les arétes I'un angle triedre trirectangle coincident, pour une
position particuliére du triedre, avec trois des arétes d’'un cone donné du
second des degrés, la coincidence aura lieu pour une infinité de positions
différentes du triédre. On peut exprimer cette propriété en disant que le
cone est capable d'un trigdre. trirectangle inscrit.

Quelle est la condition pour que le cone

Ascs-t-A'ys4- AV + aBy« -+ sB'ayy= o
soit capable d’un triedre trirectangle inscrit?

Quel est le lieu des sommets des cones circonscrits a un ellipsoide donné
et capables d'un triédre trirectangle inscrit ?

34° Si les faces d'un angle triedre trirectangle sont tangentes, pour une
position particuliere du triedre, a un cone donné du second degré, ces faces
seront tangentes au cone dans une infinité de positions du triedre. On dira
que le cone est capable d'un triédre trirectangle circonscrit.

Quelle est la condition pour que le céne

A+ AY -t-AV + aliy/; + IWSX - aBai/= o
soit capable d’un triédre trirectangle circonscrit ?

Quel est le lieu des sommets des cones circonscrits a un ellipsoide e
capables d’un triedre trirectangle circonscrit?

FIN.
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