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Przedmowa autora.

Juz na wiele wiekdw przed nasz% era geometrya zajela wy-
sokie stanowisko. Poniewaz wowczas algebra nie dosiggia jeszcze
stopnia rozwoju, na ktérym pbzniej tak wazne usiugi oddawata
geometryi, wigc starozytni przy rozwiazywaniu zadan musieli sig
poslugiwac prawie wylacznie sposobami czysto geometrycznymi.
Nie dziw wigc, ze w ich pismacb rozwi%zywanie zadan na wykreéle-
nie odgrywa tak relg. Chociaz matematycy do najnow-
szycb czasbw interesowali sig podobnemi zadaniami, to jednak
rozwinigcie sposobdw traktowania ich bylo bardzo nieznaczne.
Tak np. Apollonius maégl byt tak dobrze jak i Steiner rozwiazac
zadanie Malfattiego, jesliby je tylko znal.

Rozw”zyw anie zadan na wykreslenie jest dotychczas jeszcze
przez wielu uwazanem jako rodzaj odgadywania szarad, dostgpne
tylko dla niektérycn szczegblniej przez nature uposaZonych umysiéw.
Bezposredniem nastgpstwem takiego sposobu zapatrywania sig,
bylo to, ze zadania konstrukcyjne w ogblnoSci male tylko znalaziy
uwzglgdnienie w szkole, w ktorej jednak powinny zaj%6 miejsce, i to
miejsce honorowe, zadne bowiem inné zadania nie przyczyniaj% sig
w tak wysokim stopniu do rozwinigcia zdolnosci obserwacyjnych
i kombinacyjnych ucznia, i nie 10¥%% takiego uroku jak zadania
geometryczne konstrukcyjne.

Niniejsza ksi%zka przedstawia probg podawania ucz”\jcym sig
sposobdw rozwi%zywania zadan konstrukcyjnycb. Powstala ona w ten
sposOb, ze sam rozwi%zywaiem znaczn% liczbg zadan po czgsci ory-
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ginalnych, po czgsci zas zaczerpnigtych z dawniejszych zbiordw za-
dan. Rozwi%?zawszy zadanie, staralem sig wykryc ideg, ktéra napro-
wadzic musi na rozw”zanie i nastgpnie analizowac bieg mysli, ktory
wywolal tg ideg, ito w celu wykrycia mniej lub wigcej ogblnych
metod rozw”~zywania zadan. Z tego wynika, ze w rzadkich tylko
przypadkach moglem sig poslugiwac rozwiazaniami innych autoréw,
gdyz w rzadkich tylko wypadkach z takich rozwi%zan mozna sg-
dzicobiegu mysli, ktéredo nich doprowadzily. Jednakze. samo przez
sig rozumie sig, iemoje rozw”zania, a szczegblniej iatwiejsze, 84zu-
pelnic podobne do rozwigzah innych autordw. Moze tez byc, ze
niektdre zadania dadz3 sig rozw”zac w sposdb Tatwiejszy anizeli
przezemnie podany, lecz na to muszg zwrdcic uwagg czytelnika, ze
zawsze dawalem pierwszenstwo zadaniu, ktOrego idea jest jasna
i wyrazna przed innemi, ktére nosz% na sobie pigtno przypadko-
wosci, chociazby ich praktyezne wykonanie byio nieco latwiejszem.

Poniewaz moim celem 8&%4metody, wigc sposoby rozwiazania
SN tylko wskazane, szczegblowe zas rozwinigcie i rozbior zadan zo-
stawilem czytelnikowi, lub tez nauczycielowi. Z figur podalem tylko
niektére, gdyz jaéniejszy pogl$d na figurg otrzymujemy wtedy, gdy
j%sami kreslimy. W ogélnosci jestem tego zdania, ze ksigikg mojq.
nalezy nie czytac lecz studyowac.

»Metody i teorye i t. d.” ukazaly sig po raz pierwszy w r. 1866
w jgzyku dunskim. Ksii®zka wigc moja przeszla przez jedn% probg
i smialo rzec mogg, ze j% dobrze wytrzymala. Mam bowiem dowody,
ze wywarla znaczny wplyw na wyklad geometryi nie tylko w Danii,
lecz jeszcze i w dwbch s%siednich pahstwach p6lnocnych. W tem
lezy tez przyczyna, ze osmieiiiem sig wyst$pié przed szersz% pu-
blicznosci%. *) Spodziewam sig, ze ksi%zka moja okaze sig i tam
uzyteczna,, juz to jako srodek pomocniczy przy wykladzie geometryi
elementarnej, juz tez jako przygotowanie do nauk nowszej geometryi.

Julius« Petersen.

*) Niemieck%.



Przedmowa tiomacza,

Kazdy obeznany z trudnosciami, jakie uczgcy si¢ geometryi
napotykajg przy rozwigzywaniu zadan geometrycznyck i konstruk-
cyjnych, przyzna, ze praca Dr. Jul. Petersena stanowi niezmiernie
wazny nabytek dla nauczycieli matematyki. Istniej¥% wprawdzie naj-
rozmaitsze wzory zadan geometrycznych, lecz zaden z nicb nie wy-
rownywa ksigzce Petersena, gdyz w niej na kazdym kroku wystg-
puje dgznosc autora do podawania melod, ulatwiajgcych rozwigzy-
wanie zadaii, tak, ze uczeii, ktory uwaznie przerobi niniejszg ksig-
zoczkg, z pewnoscig bgdzie w stanie rozwigzaé kazde prawie zadanie
geometryczne.

O uzytecznosci pracy Petersena najlepiej przekonywa fakt,
5e w ciggu niespeina 13-tu lat doczekala sig dwu wydan dunskich
i ttomaczen na jgzyki angielski, francuzki i niemiecki.

Obeznany ze stanem wykiadu matematyki st naszych gimna-
zyacb, mam niepionng nadziejg, ze tlomaczenie polskie przyniesie
tez rzeczywistg korzysc uczgcej si¢ miodziezy.

OOlomac».






W STCGC P.

Prawdy geometryczne wystcpujg, w dwojakiej formie, juil to
wyrazaj%oc, 2e figura, nakreSlona wedlug pewnycb z gbéry oznaczo-
nych prawidel, czyni zadoaé pewnym warunkom ; juz tez, stawiaj”™c
z%dania, aby figura w ten sposdb zostaia nakreslong., iaby czy-
niia zadoéc pewnym warunkom. W pierwszym przypadku mamy
twierdzenie, w drugim — zadanie do wyhreslenia.

Przy rozw”zywaniu zadan sposobem graficznym musimy sig
posiugiwaé pewnymi przyrz$dami, gdyz rozwig,zania uskuteczniamy
za pomoc$ rysunku. Przyrz¥dami tymi 8%4linial, za pomoc%e ktorego
mozna nakreslic lini¢ prost% pomigdzy danymi dwu punktami
i cyrkiel, za pomoc%o ktorego z danego punktu jako ze firodka opi-
sujemy okrday kola danym promieniem. Rozw”zanie zatem jakie-
gokolwiek zadania graficznego musi si¢ skladac z dwu wyiej
przytoczonych dziaian, to jest poprowadzenia linii prostej i kresle-
nia kofa.

To ograniczenie sprawia, ze niektére zadania, lubo na pozdr
bardzo proste, nie daj% si¢ rozwi$zac (dzielenie ki“ta na trzy réwne
czcéci, kwadratura kola i t. p.). W ogdlnosci mozna dowiead, Te
ma to miejsce ze wszystkiemi zadaniami, ktérych algebraiczne roz-
wiazanie prowadzi do réwnan stopni wyiszych nad I-szy i 2-gi.

Zadanie jest wiccej niz oznaczonem, jeali figura wykrealic sic
maj%eca poddan¥s zostaje wiekszej liczbie warunkdéw anizeli potrzeba
do zupeinego jej wyznaczenia; zadanie jest oznaczonem, jeali ma
oznaczong, liczb¢ rozw”zaii; w koncu zadanie jest nieoznaczonem,
jeali ma nieskonczon% liczbg rozwiazad.

Metody i teorye. 1
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Przy rozw”zaniu zadania oznaczonego nalezy podad:

Sposéb wykre&lenia.

Dowodzenie tego sposobu.

Rozbhiér, to jest badanie granic, w ktérych zawierad sig musza
dane wielkosci, aby zadanie miaio 0, 1, 2 i t. d. rozwi”zan.

Pomigdzy nieoznaczonemi zadaniami na szczegbln% uwagg za-
sluguj$ te, w ktérycb jeden nowy warunek dodany do poprzednich
zamienia zadanie na oznaczone. Chbociaz bowiem podobne zadanie
ma nieskonczenie wiele rozwiazaii, to jednak nie kazda figura czyni
zadosc warunkom zadania, gdyi wszystkie rozwi¥zania grupuj%o sig
w pewien sposdb odpowiednio do warunkdéw zadania. Tak np. punkt
jest oznaczonym, jesli ma czynic zadoac dwu warunkom; jesli za-
tem stawimy tylko jeden warunek, to punkt ten jest nieoznaczonym,
lecz wszystkie punkty czyni%ce zadosc temu warunkowi, lezec musza
na linii prostej lub krzywej. W taki sam sposdb zachowuje sig
figura, dla wyznaczenia ktbrej brakuje jednego warunku, gdyZ,
w ogblnosci, to samo bgdzie miaio miejsce z kazdym jej punktem,
tak, ze kaidy z nicb otrzymuje swoje miejsce geometryczne.

Zupelnie 0gdin% metodg rozwiazywania zadan geometrycznych
daje nam geometrya analityczna. Wypada jednak samo przez sig,
ze jefili cbcemy jedn% i tg sam¥ metodg zastosowac do wszystkich
zadan, musimy czgsto du2o drogi naloEyd nim do celu docho-
dzimy. Tak np. w geometryi analitycznej oznaczamy odlegiosci
punktdw od dwu osi, ktére bardzo czgsto nie maj% nie wspol-
nego z zadaniem; oprocz tego, przy zastosowaniu tej metody bardzo
czgsto wykonywamy rachunki czysto mechanicznie, gdyz nie zawsze
jestesmy w stanie podac geometryczne znaezenie otrzymanych
rownal. Do tego nalezy jeszcze dodad, i to moZe jest najwazniejszy
zarzut przeciwko geometryi analitycznej, ze réwnania, ktore otrzy-
mujemy, 84 niekiedy tak skomplikowane, iz praktyczne icb roz-
w”zanie staje sig niemozebnem.

Wskutek tych trudnosci, ktoére napotykamy przy bezposred-
niem zastosowaniu metody Descartes'a, starano sig w nowszycb
czasach podac inné sposoby (za pomo” réznycb ukladéw wspél-
rzgdnycb i t. p.), za pomoc%o ktorycb rozwi%zanie pojedynczychb zadan
staje sig naturalniejszem i prostszem, lecz za to trudnosd zostaje
tylko przeniesd” na wybbér metody. Te rdézne nowe metody uto-
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rowaly przejscie ze sposobdw algebraicznych do sposobdw czysto
geometrycznycb. Za pomoca tego ostatniego sposobu, rozwiijzanie
zadania staramy sig otrzymac, badaj~c geometrycznie, jakie za-
chodz% zwi”zki pomigdzy danymi i szukanymi elementami zadania.
Dla ulatwienia tych badan przedewszystkiem kreslimyfigurc, przed-
stawiaj3,c$ szukane rozwiazanie, i figurg tg badamy za pomoc%
twierdzen, znanycb nam z geometryi.

Jesli przy takiem badaniu, i to ma miejsce przy najwigkszej
liczbie prostszych zadan, okaze sig, ze cale rozwiazanie sprowadza
sig do wyznaczenia jednego nieznanego punktu, to sposbéb do roz-
w”zania zadania uzyc sig maj”y, nastrgczy sig sam przez sig:

Nalezy oddzielnie rozpatrywac kaidy z dwu warunkbw, kto-
rym szukany punkt ma csynié zadosc; kazdemu z nic/i odpowiada
miejsce geometryczne, ijesli une bedg, liniamiprosterni lub kolami,
to zadanie bcdzie ruzwigzanem, gdyz, poniewaz szukany punkt ma
siy znajdowac na kaidej z tych dwu linij, wigc bgdzie on wspdlnem
ich przeciyciem.

Jesli wspomniane wyzej miejsca geometryczne 8% liniami
prosterni, to zadanie ma tylko jedno rozw”zanie i moze sig stad
niemozebnem tylko w przypadku, gdy linie sa rownolegle. Jesli te
miejsca geometryczne sa dwoma okrggami kél, lub okrggiem kola
i lini% prostg,, to zadanie ma dwa rozwiazania, gdy sig te linie prze-
cinaj3, jedno— gdy 8%do siebie styczne, i w koncu zadanie staje sig
niemozliwem do rozwigzania, gdy linie zadnych wspdélnyck punktéw
nie majg,. Zachodzi istotna réznica pomigdzy tym ostatnim przy-
padkiem i poprzednim, w ktérym przypadek niemozliwosci zadania
wystgpuje jako przypadek graniczny mozliwego rozwi¥azania.

Gdy miejsca geometryczne &ainnemi krzywemi liniami, wtedy
krzywych tych nie mozna bezposrednio zastosowac do wykreslenia,
lecz musimy zadanie z innego punktu rozpatrywac. Nalezy jednak
zwrdcic uwagg, ze punkt oznaczony przez linig proshi i przecigcie
ostrokrggu moze tez by6 wvznaczonym przez okr%yg kola i linig
prosta, gdy tymczasem konstrukcya jest niemozliw;i, gdy punkt
danym jest za pomoc% dwu przecigc ostrokrggowych od siebie nie-
zaleznych.

Metoda, kt6i*smy tu wylozyli dla najprostszych zadaii, moze
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byc nogblnior™ dia zadan bardziej zlozonych. "W tym przypadku
prawidio da si¢ tak wyrazic:

Nalezy przypuscic, zejeden z warunkéw, htdrym ma czynic
sadosc szukana figura nie istniejc i nastcpnie szukac miejsc getme-
irycznych punktdw figury, ktdra teraz stala si¢ nieoznaczong.

Z tego cosmy wyzej powiedzieli wynika, ze jest rzecz$ nie-
zmiernie wazi”™ znac znacz” liczb§ miejsc geometrycznych, o ile
takowe 0dnosz% si§ do linij pro&tych i okrggbw kél. Z tego punktu
wychodzjj-c, w pierwszym rozdziale niniejszej pracy pomiescilismy
najwazniejsze z takicli miejsc geometrycznych i z bardziej szczegb-
lowein rozwinicciem wyzej przytoczonych gléwnych prawideri.

"Wprzypadku gdy bezposrednie zastosowanie miejsc geome-
trycznych jest niemozebnem, gibwne prawidio przechodzi w na-
stcpuji|ce:

Z danej figury nalezy utworzyc nowq, w ktorejby zwiqgzék po-
migdzy danymi i szu/canymi elementami byl dogodniejszym. Szczeg6-
lowe rozwinicgcie tego prawidla znajdzie czytelnik w drugim rozdziale.

W dalszym c”~gu uzywac bgdziemy nast§puj%cych oznaczen.
Przez ABC oznaczac bedziemy trojk%ot, dlugoéc zas jego bokdw
przez a, li, c. Wysokoac trojkfj,ta spuszczon¥: na bok a oznaczymy
przez hy lini¢ prost¥%. poprowadzona od wierzcholka A do érodka
boku a t.j. osrodkow¥:s — przez mg linig dwusieczn% k%ata A—przez
wa Przez pir oznaczac bcgdziemy promienie koia wpisanego
w tréjkat i okolo niego opisanego, nakoniec przez pe>pg pe oznaczac
bcdziemy promienie kdl zewnetrznie stycznych do bokéw a, b, c,
(zawpisanych). Kolo o promieniu p,jest stycznem do boku a i do
przedluzen bokéw hic. Gdy moéwic bedziemy o czworoboku ABCD,
wierzcholki jego nalezy sobie wyobrazac w tym porzadku, w jakim
sg, wypisane.

./ (a, b) oznacza k¥ pomigdzy dwiema liniami prosterni a i b.



EOZDZIAE PIERW SZY.

MIEJSCA GEOMETRYCZNE,

A. Miejsca geometryczne punktdw.

a. Miejscem geometrycznem punktdw, ktére od danego punktu
sq odlegle na danq dlugosé, jest kolo zakreslone z danego punktu
jako srodka, promieniem réwnym danej dlugosei.

Dodatek 1. Miejscem geometrycznem koncdw stycznych do
tego samego kofa i majg,cych jednakowa diugoac— jest oki™g kola
wspoiarodkowego z danem.

Dodatek 2. Miejscem geometrycznem wszystkich punktow,
maj”ych t§ wiasnosd, ze pary stycznych przez nie poprowadzonych
do tego samego koia tworz% jeden i ten sam ko4, jest okrag kola
wspobiérodkowego z danem.

Dodatek 3. Miejsce geometryczne srodkéw k6T danego pro~
mienia, stycznych do danego kola stanow” dwa kofa wspdiarod-
kowe z danem, i ktérych promienie 8% odpowiednio rowne summie
i réznicy promieni danych kof.

b. Miejscem geometrycznem punktbw, ktére od danej linii
prostej odlegle sq na dang dlugosc, sq dwie Unie rAwnolegle do
do danej i poprowadzone od niej w danej odleglosci.

Dodatek 1. Miejscem geometrycznem wierzchofkdw trojkg-
téw, jednakow?¥: powierzchnig majg,cycb i zbudowanych na tej samej
podstawie, jest linia prosta réwnolegia do wspdlnej podstawy, gdyfc
wszystkie te trojkq,ty majq jednakow¥s wysokosc.



6

C Miejscem geometrycznem punktdw jednakowo oddalonych
do dwu danych punktdw jest prostopadla poprowadzona doprostej
lgczqcej dwa le punkty i przechodzqca przez jej srodek.

d. - Miejscem, geometrycznem punktéw jednakowo oddalonych
od dwu danych prostych sq dwie Unie proste prostopadle do siebie,
bcdqce dwdjsiecznemi kqléw, utworzonych przez dane dwie proste.

e. Miejscem geometrycznem punktdéw majgcych ty ivlasnosc,
ze proste poprowadzone od "nich do koncdéw danej prostej tworzq
jednakowe kqty jest lui; kola, majqcy za cicciwg dang prostg. O luku
tym mowimy, ze obejmuje dany k%t, o cigciwie za§, ze ze wszyatkicli
punktdéw luku jest widzialnq pod danym katem.

JeSli jeden punkt luku ma z¥%dan¥ wlasnoSc, to wszystkie inné
punkty tego2 luku muszg, miec t¢ sam3 wlasnoéc, gdyz wszystkie
kg,ty 8%wpisane w ten sam luk. Poprowadziwszy styczn% do kola
w koncu cigciwy, latwo si¢c przekonac mozemy, ze k$t utworzony
przez styczn% i cicciwg jest rdownym danemu k”~owi, gdyz kg,ty te
mierz% si¢ jednym i tym samym lukiem. Zt~d wypada nast¢pujace
wykreélenie : Przy jednym koncu danej linii prostej kreslimy k%
rowny danemu, przez co otrzymujemy stycznf| do szukanego luku;
prostopadla wystawiona w punkcie stycznoéci do stycznej przejdzie
przez srodek kola, ktorego czg¢Sci$ jest szukane miejsce geome-
tryczne ; lecz poniewaZ tenze sam srodek lezec musi na prostopadlej
do danej prostej wystawionej w jej srodku, wicc Srodek ten lezec
musi na wspolnem przecigciu si¢ tych prostopadlych.

Luk kola zamienia si¢ w pdlkole, gdy dany Kt jest prostym.

llwaga. Jesli nie wiemy na ktorej stronie prostej znajdowac
sic ma szukany punkt, to nalezy wykreilid dwa luki, obejmuj%ce
dany kqt po jednym z kazdej strony linii prostej. Dwa pozostaie
luki obydwu kol obejmuj3 Kijty dopeiniajace dany kgt do dwu
kffctbw prostych.

Dodatek 1. Miejscem geometrycznem srodkow cicciw, prze-
chodzq,cycb przez dany punkt, jest koio, gdyz linie proste, lg,czq.ce
érodki ci¢ciw z danym punktem i ze srodkiem kola tworz;| katy proste.

Dodatek 2. Jesli w dane kolo wpiszemy trojkaty ABC, ma-
j~ce wspdlny bok AB, i w tak otrzymane trbjkaty wpiszemy kola,
to miejscem geometrycznem srodkdéw tych kél bgdzie luk kola ma-
ja,cy AB za, cicciwg i srodek we Srodku luku AB] pozostala czgsc
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okrggu tego kola bgdsie miejscem geometrycznem srodkdw kol
stycznych zewngtrznie do trojkqta. Bok bowiem AB jest widzianym
ze srodkow szukanych pod kqtami odpowiednio réwnymi R-\- % C
i R— 72C gdzie R= 90° ten sam zaS bok AD widzianym jest ze
srodka luku AB pod kgtem 2R—C.

f. Miejscem geometrycznem wszystkieh punktdw, ktarych odle-
glosci od dwu danyeh punktdéw sq w stosunku m:n jest okrqg kola.

Jakoz niecb Ai D oznaczaja dane
dwa punkty, Pjeden z punktdw miej-
sca geometrycznego.

Rozdzieliwszy kat APB i przyle»
gly mu kqt na dwie réwne czgsci otrzy-
mamy :

Punkty zatem Ci P, dziela linic AB wewngtrznie i zewngtrznie
w danym stosunku i pozostajq te same dla kazdego punktu P. Po-
niewaz linia PP, widzianqg jest z punku P pod katem prostym, wicc
na zasadzie € miejscem geometrycznem punktu P b¢dzie okrgg kola,
ktérego srednicq jest linia PP,.
O punktacb P i P, powiadamy, ze dzielq linic AB harmonicz-
nie w stosunku m :n\ zadanie wigc sprowadza si¢ do nast¢cpujqcego:
Dangq lini¢ podzielic harmonicznie w danym stosunku.
Dolgczona figura daje nam rozwig-
zanie tego zadania. AD i BE majq si¢ do
8iebie w danym stosunku i poprowadzone
Y% rownolegle do siebie, BF= BE. Linie
DF i DE dziela wtedy lini¢c AB w szuka-
njm stosunku.
Cjest szczegblnym przypadkiem f, mianowicie gdy m= n.
g Miejscem geometrycznem punktéw, ktarych odleglosci od
dwu prostych danyeh sq w slosun/cu danym m:n, sqg dwie linie

proste, przechodeqce przez punkt przeciccia sic dwu prostych
danyeh.



Jakoz, niech OAi OB bgd% da-
nemi liniami prosterni. Gdy jeden
punkt P prostej OP czyni zadosc 7%
danemu warunkowi, wtedy wszystkie
punkty tej linii czyni% mu zadosc;
jeali bowiem wezmiemy pod uwagg
puakt Pi np., to bcdzie:

Linic OPTfatwo wykreslic moiemy, znajqc jeden ktdrykolwiek
z jej puiiktdw, punkt taki da si¢ Tatwo wyznaczyc na zasadzie b,
mianowicie prowadzqc linie réwnolegie do danycb w odlegioaciach,

ktorych stosunek réwna si¢ 2. Druga linia miejsca geometrycz-

nego w ten sam spos6b si¢ wyznacza ; lezy ona w kqcie przylegiym
kqgtowi AOB. Te cztery linie proste wychodzqce z punktu 0
tworzqg p¢k harmoniczny. Pck ten na dowolnej prostej (poprzecznej)
wyznacza cztery punkty barmoniczne.

d jest szczegblnym przypadkiem g, mianowicie gdy m— n.

Dodatek. Gdy majgc dwa odcinki prostych ABi CD, szu-
kamy punktu P, czynigcego zadosc warunkowi, aby powierzchnie
trojkqtow PAB i PCD byly w danym stosunku, znajdziemy, te
miejscem geometrycznem punktu P bcdzie to, o ktérem w poprzed-
nim ustgpie mowilismy, gdyz stosunek wysokoéaci trojkqtow jest.

Ctalym,

i~ Miejscem geometrycznem punktéw, dla ktérych kwadraly
odlegloéci od dwu danych punktdw majq stalq roznicg a2 jest linia
protia prostopadla do prostej, Iqczgcej dane dwa punkty.

Jakoi, niecb Ai B bcdg, danymi
punktami, P — jednym z punktdw szu-
kanego miejsca geometrycznego, prosta
zas PD —Ilini% prostopadiq do AB.
Latwo widziec, te kazdy punkt linii PD
czyni zadosc zadanemuwarunkowi» gdyz



AN= AD + P{D; BN —DD + PXD

zkqd =zJd —AD
w ten sam sposdb znajdziemy
—2 —2 —2 —a
PD— PA= BD — AD.

Jeali nakreslimy dowolny trojkg,t prostok”~ny, ktérego jeden bok
réwna si¢ a i z punktdow A i D zakrealimy dwa okrg¢gi kol, promienie
ktérych bylyby odpowiednio réwne przeciwprostokatnej i drugiemu
bokowi tego tréjkata, to latwo widziec, ze punkt przecigcia si¢ tych
okrcgbw bgdzie jednym punktem szukanego miejsca. Drugi bok
trojk%ota prostok%tnego musi byc tak dobranym, azeby si¢ okregi kol
przecinaly ze soba. W naszym rysunku punktP jest blizszym A niz B.

Dodatek 1. Miejscem geometrycznem punktdéw, majacych tc
wiasnodé, ze styczne od nich poprowadzone do dwu stalych kél sa
réwnej dlugoéci (maja t¢ sama potcg¢ odnoénie do danych kol) jest
linia prosta, prostopadia do linii arodkoéw (os pierwiastna, linia pt-
tcgowa danych koJ). Latwo bowiem widzied, ze punkty szukanego
miejsca geometrycznego musza byc w takiej od arodkdéw danycb kol
odleglosci, ze roznica kwadratdw tych odleglosci réwna si¢ réinicy
kwadratbw promieni. W przypadku gdy si¢ kola przecinaja, os
pierwiastna przechodzi przez punkty przeciccia si¢ okrgcgdw. Trzy
osie pierwiastne ukiadu trzech kdl przechodza przez jeden i ten sam
punkt, ktéry nazywa si¢ srodkiem pierwiastnym lub potcgowym. Na
tej wlasnoaci si¢ opierajac, latwo wyznaczyd mozemy punkt osi
pierwiastnej dwu nieprzecinajacych si¢ kol, gdyz w tym celu dosta-
tecznem bcdzie nakreslic kolo przecinajace dane dwa kola.

Dodatek 2. Miejscem geometrycznem srodkéw kol, Kktdre
przecinaja prostok%tne dane dwa kola, jest os pierwiastna tych koi
(o dwu kolach méwimy, ze przecinaja si¢ prostok%tnie, jesli styczne.
do nicb w punkcie przeciccia si¢ s%oprostopadle do siebie).

Dodatek 3. Miejscem geometrycznem arodkéw kol przecina-
ja.cych dane dwa kola wedlug arednic (t. j. majacych t¢ wiasnoad, ze
jesli ktorekolwiek z nich przecina jedne z danycb ko6l wedlug are-
dnicy, to przecina i drugie wedlug arednicy) jest linia prosta prosto-
padla do linii srodkdw, poprowadzona w takiej odleglosci od arodka
jednego kola, w jakiej drugi arodek znajduje si¢c od osi pierwiastnej.
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i. Miejscem geometrycznem punktow, majgpych wlasnosc, ze
summa kwadratow ich odleglosci od dieu punktow danych rowna sig
Uosci stalej a- —jest okrqg kola, srodek ktdrego znajduje sig w srod-
ku linii prostej, Igczqcej dica dane punkty.
JakoZ, niech Ai B bgd% danymi
punktami, P zas— jednym z punktdéw
szukanych. Prowadzg,c oSrodkowq PC
wzglcdnie do boku AD trojkg,ta APD,
otrzymamy, na zasadzie znanego twier-
dzenia:

AP+ DPZ2PC+ '/,~AB

albo PC = >aaA— >4 AB

Szukane wigc punkty P znajduj% sig w odleglosci stalej od C.
Dia wyznaczenia punktéw, w ktérych okr$g kola przecina linig AB
postcpujemy w sposob nastgpujacy: przy punkcie A kreslimy kg,t
BAD = 45° i z punktu B promieniem réwnym a zakreSlamy luk
kola, pizecinaj%cy prost% AD w punktach D i D,, nakoniec z pun.
ktow D i Di prowadzimy prostopadle DEi Z5E, na prostg, AB\
spodki Ei Ei tych prostopadlych bgd$ szukanymipunktami. Jakoi:

d2= DE+ EBia-= Dxj -j- EtB,
lecz DE— AEiDiIE i— AEi,

wigc AE+ EB ali AE, + EIB= «2

k Miejscem geometrycznem
punktéw”ktorych odleglosci od dwu
danych linij prostych mgjg dang
summg lub réznicg, jest uklad czte-
rech prostych.

Niecb AB i AC bgd% danemi
liniami, P—jednym z punktdéw miej-
sca geometrycznego, wigc PC +
PE—a. Jesli odetniemy PD—PE
to miejscem geometrycznem punktu
D bed%o dwie linie proste rownolegle
do AC i poprowadzone od nigj



n

w odleglosci a. Niech terni |liniami b¢d% BD i /1,/>,. Szukane
punkty musz% zatem leZcc w réwnej odleglosci od linii AKi od
jednej z linij BD i BIDI i dla tego bc¢d$ one lezed na jednej z czte-
rech prostych, dziel%cych k%ty przy punktach przeciccia sic linij
AB i BD jakotez AB, i B,D, na dwie réwne cz¢sci. Rozwi%zanie
powyzsze stosuje si¢ do przypadku, gdy roznica pomicdzy odleglos-
ciami ma byc rbéwn¥ia, gdyz przypatruj%c si¢c dol%czonej figurze
latwo widziec, ze dla odcinkdéw ograniczonych BF, B[F, BFt i B, F,
summa odlegioaci, dla pozostalych zas nieograniczonych odcinkéw
réznica odleglosci sa stale.

Uwaga. Jesli si¢ zgodzimy uwazac CP za dodatnie lub od-
jemne, stosownie do tego, czy P leZy po jednej lub drugiej stronie
linii danej AF, i tak samo odnoénie do PE wzglcdem linii AB, to
miejscem geometrycznem szukanycb punktdw bgdzie linia prosta
nieograniczona i dla czterech linij b¢dzie odpowiednio

CP+ EP=a\ CP—EP—a-
— CP+ EP= a,— CP—EP—a.

Za pomoc% wyzej podanych miejsc geometrycznych mozna
z latwosci% rozw”zac zadania, ktére nizej podajemy. Przy roz-
wi%zywaniu tych zadan nalezy kaZdy z postawionych warunkdw
uwazac cddzielnie, przez co otrzymamy dwa miejsca geometryczne
dla punktu szukanego.

Przyklady.
1. Znalezc punkt réwno oddalony od trzecb danych punktéw (c).
2. Znalezé punkt réwno oddalony od trzech linij prostych danyck(d).
3. Zbudowac trojkosot, znaja,c trzy jego boki (a).
Kakreslic kolo danego promienia:

4. przechodzqgce przez dwa dane punkty (a),

5. przeehodzg,ce przez dany punkt i styczne do danej linii (a i b),
6. przechodzqce przez dany punkt i styczne do danego kola (a),

7. styczne do danych dwu prostych (b),

8. styczne do danej prostej i do danego kola (a i b),

9. styczne do dwu k6l danych (a).
10. Zbudowac trojket, znajac a, h,i w, (ai b).
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.
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Do danego kola poprowadzic styczn%, od ktorej dana prosta
odcina dang dlugosc (a. Dod. 1).

Nakreali6 kolo, przechodzg,ce przez dany punkt i styczne do
danej prostej lub danego okrgcgu w danym punkcie (c).

Na danym okrggu znalezc punkt, ktéryby od danej linii prostej
byl w danej odleglosci (b).

Na danej prostej wyznaczyc punkt, ktéryby byl réwno odda-
lony od dwu danych punktéw (c).

Nakreélic kolo styczne do dwu linij réwnoleglych i przecho-
dzgce przez dany punkt (d i a).

Z danego punktu poprowadzic styczn% do danego kola (e).
Zbudowab trdjkq,t, znajgn:

A aihn(eib).

A aima(eia).

Znalezc punkt, z ktdrego dwa dane odcinki linij prostych wi-
dziane s%6pod tym samym k%tem (Zadanie Pothenot’ego) (e).
Zbudowac czworokjj,t wpisalny w kolo, znaj” jeden jego kqtr
bok temu k%towi przylegly i dwie przekatne (e i a).
Wyznaczyd punkt, ktérego odlegloéci od trzech danych pro-
stych %w danych stosunkach (g).

W danym trojkacie wyznaczyc pnnkt, ktérego odlegloéci od
trzech wierzcholkéw 8% w stosunkach danych (f).

Przez dany punkt poprowadzid sieczn¥s do danego kola tak,
aby odlegleglosci punktbw przeciccia si¢ okrcgu ze sieczna od
danej prostej mialy summg dang,.

NaleZy szukac Srodka cicciwy (e. Dod. 1 i b).

Wyznaczyd punkt, majacy t§ wlasnosc, ze styczne poprowa-
dzone od niego do dwu kOl danych maj% dane dlugosci
(a. Dod. 1).

Wyznaczyc punkt, z ktdrego dwa dane kola widziane s%pod
danym k%tem (t. j. azyby pary stycznych do tych kdl popro-
wadzone tworzyly jednakowe kgty) (a. Dod. 2).

W dany trojk%t wpisac trojkgt rownoramienny, maj¥.cy dang
wysokosfci podstaw¢ rownoleglg, jednemu z bokdw (b i c).
Zbudowad trojkq,t, znajgc K& A, w,, i p (d, bi 16).

Zbudowad czworokgt wpisalny w kolo, znajac AB, BC, AC
i K% pomicdzy przekgtnemi (3 i 1).
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"2, Wyznaczyc punkt, raaj¥cy te wlasnoac, ze styczne od niego po-

30.
31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.
38.
39.

40.

prowadzone do trzech kdl, majq, jednakowq dlugosc (H Dod. 1).
Zbudowad trojkat znajac A, ai b2+ c2(ei i),

W danym tréjkacie wyznaczyc punkt, majf~cy t§ wiasnoéc, ze
proste poprowadzone od tego punktu do trzech wierzcholkéw
trojk%ta dzie”™ go na trzy réwnowazne czesci.

Niech ABC bgdzie danym trojk%tem; O szukanym punktem.
Poniewaz AOB i AOC 84 réwnowazne, wiec miejscem geo-
metrycznem punktu O musi byc prosta przechodzaca przez A.
(9. Dod.). Poniewaz osrodkowa dzieli trojk%t na dwie réwno-
wazne czgsci, wicc érodek boku BC musi byc jednym z punktdw
miejsca geometrycznego; szukanem wiec miejscem geometrycz-
nem jest linia osrodkowa, a zatem szukanym punktem — prze-
ciecie si§ linij osrodkowych.

Nakreslic kolo, ktorego srodek lezalby na danej prostej i ktb-
rego okrag byiby w danyck odlegiosciach od dwu danych
prostych (K. OdlegloSci% okregu od prostej, nazywamy
mniejsZ3 czcac linii prostej, poprowadzonej prostopadle ze
érodka kola do danej linii, zawarta pomiedzy okrggiem kola
i dan% prost%o.

W dany trojk%t wpisac drugi o dwu danych bokach w taki
sposdb, azeby jeden z jego wierzcholkéw znajdowal si§ w da-
nym punkcie (a).

Poprowadzic kolo, obejmujace stycznie trzy kola o réwnym
promieniu (1).

Zbudowac trojk%at, znajg-c hb, hci a (e i a).

Wyznaczyc punkt, ktérego odlegiosc od wierzchoika danego
kata, rown¥% jest danej dlugosci i ktorego odlegloéci od ramion
tego kata 8%w danym stosunku (a i g).

Zbudowac tréjkq,t, znajcc :

a, Aib'—c2(ei fl).

a, hai b2-(-c2(bi i).

Zbudowad trojkgt prostok”~ny, majac wysokosc odnosnie do
przeciwprostok%tnej, dwa punkty tej przeciwprostok%otnej i je-
den punkt kazdego z bokdw k¥ita prostego (b i e).

Naokoio tréjk”~a réwnobocznego opisac kwadrat, majg,cy jeden
wierzcholek wspdlny z trojk%etem.
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Nalezy wyznaczyc wierzchoiek kwadratu przeciwlegiy danemu
(Cie).

Zbudowac trojkat, znaj%c A, a i p (e. Dod. 2).

Damj, prostq, rozdzieli6 na dwie takie czgéci, dla ktérych dana
dlugosd bylaby 8redni% proporcyonalna (e i b).

Nakreélic okrag kola, ktoryby przechodzil przez wierzclioiek
k”~a prostego danego tr6jk~a prostokq,tnego, byl stycznym
do przeciwprostokatnej i mial swdj srodek na jednem z ramion
k9eta prostego tegoz trdjkata (d).

Dane %dwie linie réwnolegle i dwa punkty, jeden A na jednej
z réwnoleglycb, drugi zas 0 gdziekolwiek. Poprowadzic przez
punkt O lini¢ prostg,, ktdraby przecicla rébwnolegla, przecho-
dgjCoprzez A w punkcie X, drug¥ zas réwnolegla, w punkcie Y
tak; azeby AX= AY.

Nalezy wyznaczyc srodek odcinka XY.

Wyznaczyc punkt, z ktérego trzy odcinki AB, BCi CD prostej
widac pod jednym i tym samym katem (f).

W tréjk~ie wyznaczyc punkt, z ktdérego wszystkie trzy jego
boki widac pod jednym kg,tem (e).

Wyznaczyc punkt, z ktdrego trzy dane kola widac pod tymi
samymi k%otami.

Odleglosci punktu szukanego od srodkdéw ko6l muszq, byc w sto-
sunku promieni; punkt wi¢c ten wyznaczy si¢ na zasadzie f.
Zbudowac trojkq,t, znajgca, A.ib:e (bif).

W danym czworok%ocie wyznaczyc punkt, ktdrego odleglosci od
dwu przeciwleglych bokdw czworok%ta mialyby dan¥ summg,
odleglosci zas tego punktu od pozostalycb bokéw, mialyby
dany stosunek.

Na danym okrggu wyznaczyc punkt, azeby summa jego od-
leglosci od dwu danyeli prostych byla najmniejszoac” (k).
Wykreslic kolo, ktore przecina trzy dane kola pod katem pro-
stym (h Dod, 2).

Wykreslic kolo, ktbére przecina trzy dane kola po srednicach
(. Dod. 3).

W dane kolo wpisac tréjkat prostokatny tak, aZeby boki kata
prostego przecbodzily, kazdy przez dany punkt (e).
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54. ~Wdane kolo wpisac trojkqt prostok%tny, majac dane : jeden
z jego ostrycli k%tow i jeden punkt boku k”a prostego (¢).

55. Na srednicy ok”~glego (kolowego) bilardu lez% dwie bile ; jak
naleZy uderzyc jedn¥% z nick, by ta po odbiciu sig o brzeg bi-
lardu spotkaia drug%o bilg ? (f).

W e wszystkicb poprzednich zadaniach mozna byio bezpoéared-
nio stosowac miejsca geometryczne, gdyz w nich albo szlo o bez-
poarednie wyznaczenie punktu, albo tez od razu widac bylo, ze za-
danie daje sig rozw”zac przez wyznaczenie polozenia punktu.

Jesli zas taki przypadek nie zacbodzi, zastosowywa sig nastg-
puj%ece prawidla :

Nalezy wprowadzié do figury dane wielkosci. Jesli np. dana
bgdzie summa dwu linij, to nie wystarcza, aby te linie figurowaly
oddzielnie, lecz trzeba koniecznie wprowadzié icb summg: w ogdl-
noéci rowig-c, uskutecznia sig to w ten spos6b, azeby jeden koniec
tej linii padl na dany punkt.

Nalezy f/gurc poddac scislemu rozbiorowi w celu wyznaczenia
linij i kqtéw, ktdre lubo nieznane, dajq sigjednak latwo wyznaczyc
za pomocq wielkosci danych.

Nastgpnie nalezy wyznaczyc takq czg¢sc figury, ktorq latwo wy-
kreslic mozna\za pomocq wielkosci danych, ktdra zatem moze sluzyc
jako punkt wyjscia dla wykreslenia pozostalej czgscifigury. Takicb
czgaci moze byc wiele i pierwszenstwo, w og6le mowiae, nalezy dac
tej czgsci, za pomoc% ktorej mozna wykreslic najwigksz% czgsc
figury. Zasadg tg gléwnie stosujemy przy wykreslaniu trojkatow
z trzech danych wielkosci.

Dla wprowadzenia bokdw trojk%ta, jako tez summy i réznicy
tychze bokdéw, czgsto poslugujemy sig czterema kofami stycznemi
do trojkata. Na kazdym boku lez% dwa wierzchoiki i cztery pun*
kty stycznodci a odleglosc pomigdzy dwu ktérymikolwiek z nich
daje sig bardzo latwo wyznaczyc za pomo” bokdw trojk%ta.
Oznaczaj%c przez s polowg obwodu trojkata, znajdujemy nastgpu-
j%ee godne uwagi zwiazki :

a) Kolo wpisane w trojk%t, diieli jego boki na odcinki s—a, s—b

i s—c.
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b) Odleglosci od wierzchoika A do punktdw, w ktérych kolo
0 promieniu p, dotyka sig bokdéw Aie roéwnajg, sigs. Od-
leglosci tych punktdw stycznofici od punktéw, w ktoérych kolo
wpisane dotyka sig bokdéw Aie, rownaj% sig a.

e) Kolo wewngtrznie styczne i jedno z kdl zewngtrznie stycznych
dotykaj% sig boku a w punktach réwnooddalonych od B i C,
1 ktdrych wzajemna odleglosc réwna sig A—c lub c—A

Przyklady.

Zbudowac czworokg.t ABCD, znajg,c AB, BC, AC,BD i /_D.
A ABC mozna bezposrednio wykreélic, nastgpnie nalezy wy-
znaczyé D (ei a).

Zbudowac wpisalny czworok%t ABCD, znajac /_ A, ABD,
ACi BD.

Zbudowac réwnolegiobok, znaj%ec AB, ACi AD.

Zbudowac trojkg,t, znaj%c A, hai wa

Nalezy zbudowac trojk%ot, znaj%c hai wa

Zbudowac tréjk”, znajg,c ha mai r.

Nalezy przedewszystkiem wykrealic trojkg-t, ktorego boki %o
hai ma nastgpnie wyznaczyc Srodek kola opisanego na za-
sadziea i G

Zbudowac trojk%at, znajg.c a, r i hb.

Nalezy przedewszystkiem zbudowac trojkqgt, ktdrego boki s%
a i h nastgpnie wyznaczyc srodek kola opisanego, na zasa-
dzie a.

Zbudowac trojk%t, znaj$c B, a i p.

Zbudowac trojkg,t, znajgn a, A+ ci hh

Zbudowac réwnolegiobok, znaj%c jeden bok i dwie przekq.tne.
Zbudowad trdjkg.t, zna”*c ha mai jeéli wiadomo, ze a— 2A.
Zbudowac czworokg,t, znajg,c AC, /_ CAB,/ ACD, CDi DB.
Nalezy wykreslic trojk%ot ADC i nastgpnie wyznaczyc B.

Przez dany punkt poprowadzic prost% w ten sposdb, azeby
punkty przecigcia sig jej z dwoma bokami trojkata i konce
trzeciego boku lezaly na okrggu kola.

Zbudowac trojkgrt, znaj%oc:

a, hbi ma
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ha mai b.

ha hbi B.
ha mai a:b.
h, BiC

Zbudowac tréj~t, majgc a, Ai b+ c.

Nalezy do figury wprowadzic summ¢ b+ ¢, co uskutecznimy,
przedluzajitc AO za A o dlugodc AD = ¢. Po”czywszy na-
stcpnie punkty D i B widzimy, ze A CDB daje si¢ latwo wy-
kreslic, gdyz /_ D— /2 A.  Wierzcbolek A wyznacza sie na-
stgpnie na zasadzie C

Z poprzedniego rozw”zania widac tez, ze jeéli prosta Bu jest
dai” cigciw$ i jeéli cicciwg BA tego samego kola przedluzymy
do punktu U o odciaek AU — DC, to miejscem geometrycz-
nem punktu D bcdzie okr¥%g kola majg-cego swoj érodek na
érodku luku BC.

Zbudowac trojk%st, majgj.c A, bia—c

Nalezy bok ¢ przedluzy6 za A o odcinek a — c.

Dany luk kola podzielic na dwie takie czgsei, azeby summa
odpbwiadajacych tym czg¢sciom cigciw byla najwigkszoéci%.
Zbudowac tréjk”,'znajge A, b + ci hb+ DC, gdzie U ozna-
cza spodek prostopadlej hh

Zbudowac trojkqt, znaj%c a, b+ ci B — C

Zbudowac trojkqt, znaj%c a, Aib — c.

Okolo danego kwadratu opisac drugi dany kwadrat (73).
Okolo danego foremnego wielokata opisac drugi dany fo-
remny wielok%t o tej samej liczbie bokdw.

Zbudowac czworobok, znajg-c AB, BC, BD, /_ Ai/_ B.
Zbudowad czworobok, znaj%ec AB, AC,/_ A,/ _Di/_C
Zbudowac wpisalny czworobok, znajac r, AC, BDi AB dh BC.
Nalezy nakreslic kolo, wpisac w nie cigciwg AC, oznaczy6 po-
loEenie punktu B (73) i nastepnie znajdziemy D.

Zbudowac wpisalny czworobok, znaj” AB, BC, ACi GD+ J)A
Zbudowac wpisalny czworobok, znajac AB, CD, AC, /_ BAC
i Z ABD.

Zbudowac wpisalny czworobok, znajf*c AB + BC, DA, BD
iz A

Zbudowac trojkat, majac a, b —ci B—C

Mctody i feorye. 2
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Nalezy odciaé AD = AB, otrzymamy DC— (b—c) i /_ DBC
— V2 (fi—C). Za pornocgltych danych mozemy zbudowac
A BBC i nastgpnie wyznaczyc A na zasadzie c.

Zbudowaé tréjkgt, znajgc ¢, wai B—C.

Trojkgt, w ktorym ci w,, 8bokami daje sig bezposrednio wy-
kresiic, gdyz A (w, a) = 90° —a\2 (5 — C).

Zbudowac trapez, znajac jego przekatnie, jeden z bokdw ré-
wnoleglycb i jeden k&

Dana jest linia prosta, na niej punkt A i zewnqdrz niej punkt P.
Trzeba wyznaczyc na danej prostej taki punkt X, azeby AX
+ XP — m, gdzie m jest wielkoécig. dana, (AX nalezy brac
z wlaaciwym znakiem).

Nalezy na danej prostej odlozyc dlugosc m pocz%wszy od A
i nastgpnie X sig wyznaczy za pomoca C.

Dane % dwa punkty Ai B i linia prosta przez B przecho-
dz%ca, trzeba wyznaczyc na prostej dwa punkty | i 7 w réw-
nej od B odleglosci, azeby linia XY z punktu A widzian% byla
pod danym k%ctem.

Nalezy przedluzyc linig prost%o AB az do punktu C, dla kt6-
rego BC — AB.

Dane s%odwie linie réwnolegle, na jednej z nich punkt A, na
drugiej punkt B i pomigdzy réwnoleglemi punkt O. Trzeba
przez punkt 0 poprowadzic linig prosta, ktéraby przecigla linje
rownolegle w punktach Xi Y w ten sposéb, azeby AXi BY
(wzigte z wlasciwymi znakami) mialy dang summg.

Prosta szukana przeckodzi przez srodek linii AC, jesli
YC = AX

Zbudowac trojk%t, znaj%c a, Ai CD.b, gdzie D oznacza spo-
dek prostopadlej ®4

Bardzo Tatwo mozemy na zasadzie danych wyznaczyc spodek
prostopadlej ha

Zbudowac trojk$t, znaj%c B, c — ai réznicg dwu odcinkow,
na ktdre wysokoéé trojk$ta hb dzieli bok b.

Jeali dane réznice odetniemy na AB i AC jako AD i AE, bgdzie-
my mieli k% AED wiadomym. (BE= BD = BC).

Dane &4trzy punkty A B, Ci prosta przez punkt A przecho-
dzaca. Trzeba wykreslic kolo, przechodz¥ce przez Ai B i prze-
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cinaj%ce dai”™ prosto™ w takim punkcie D, ze DC bgdzie styczn%
do kola.

K%t BDC — k%towi BAD, zkad bardzo latwo wyznaczyc D.
Zbudowac trojkoet, znaj¥c r, hai B — C

Kat pomiedzy hai promieniem poprowadzonym do A jest wia-
domym.

W trojkacie ABC poprowadzic prost% rownolegl% do BC w ten
sposéb azeby XY — XB + YC.

Szukana linia przechodzi przez érodek kola wpisanego w troj-
koAt

b
Zbudowac trojk%t, znaj%c B — C, wai stosunek----x--

W réwnolegloboku poprowadzic prostq, AX do punktu X le-
zacego na CD w ten sposdb, azeby AX= AB + XD.

W trojkg.cie ABC bok AB danym jest co do wielkoscii po-
lozenia; oprocz tego dane %Z A i punkt D, w ktérym sre-
dnica opisanego okolo trdjkata kola, przechodz%ca przez C
przecina bok AB, nalezy wykreSlic kolo opisane.

Latwo widziec, ze odcinek BD widzianym jest ze srodka kola
pod wiadomym k%etem.

W tréjkacie, w ktdrym AD jest dwdjsieczn¥s kdota A mamy
AD, AB— BD i AC— CD. Zbudowac trdjkat.

Na linii BC odkladamy BAi CA, tak ze DA, i DA2 &/ da-
nemi réznicami. Kolo ktdre przechodzi przez punkta A, A,
i A2jest wspolsrodkowe z kolem wpisanem w trojk%t i ma
srednicg wiadoma,.

Zbudowac czworok%t, znajg.c rzuty przeciccia sig przek%ot-
nych na cztery boki.

Wiadomym jest k% utworzony przez dwie prostopadle du
dwu bokbéw przeciwleglych.

Na boku kata prostego dane 5% dwa punkty AiB. Wy-
znaczyc na drugim boku taki punkt A, aZeby Z AXB
— 2 Z. ABX.

Nalezy wyznaczyc srodek prostej XY, jesli 1 jest punktem na
XBiAX — AY.

Przez dany punkt poprowadzic pros™ w ten sposdb, azeby
ona od danego kqgta odcigla trojk%t o danym obwodzie.
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Za pomoc% danych mozna wykreslic jedno z kél zawpisanych.
Zbudowac trojkoct, znajg,c A, waia + 6+ C.

Zbudowac trojk™t, znajsjc A,pia+ b+ ¢

Zbudowac tréjk”, znajgc A, ria+ b+ c

Poniewaz bok a jest danym, wig¢c zadanie redukuje si¢ do 73>
lufe=487.

Zbudowac trojk9set, znajgp p, p, i W,

Za pomo” p i p, iatwo wyznaczyc ha

Zbudowac trojkg,t, znajgc p, p,i b — c.

R6znica b — c jest odleglosc”™ dwu punktow stycznosci.
Zbudowac trojkgt, znaj%c a, pi b + c.

sio znane i wyznaczaja dwa punkty stycznosci i jeden
z wierzcholkow.

Zbudowac trojk%et, znajac a, pi b — c.

Zbudowac trojk%st, znaj%c hg pia + b + c

Bok a jest wiadomym.

Zbudowab trojkqgt, znaj” a, pbi pc.

Odcinek pomigdzy punktami stycznosci obu kol jest wiado-
mym.

Zbudowac trojkqt, znajac p,, p6i a + b.

Odcinek pomicdzy punktami stycznosci obu kol jest wiado-
mym.

Zbudowac trojkqt, znajac p,, pci H— C.

K%t pomicdzy BV i centra” obu kol jest wiadomym.
Zbudowac trojkg,t, znaj3ca, b + ci wa

Poprowadziwszy w,, oznaczamy B i C w ten sposbb, ze od-
leglosc tych punktéw od koncdw linii wasa w tym samym sto--
sunku (b + ¢):a

Mnozenie krzywych linij.

Jesli z danego punklu P poprowadzimy Unie prostq. do do-

wolnego punktu danej krzywej K i Unie te w punkcie a tak podzie-
limy, azeby bylo Pa\PA—m\n, to miejscem geometrycznem dla
punktu a bedzie krzywa k, podobna do danej krzywej.

O tych dwu krzywych powiadamy, ze 8% podobnie polozone
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(jednokladne). Punkt P nazywa sig ich érodkiem podobienstwa,
linie zas proste przez punkt P po-
prowadzone promieniami wodsqcymi
podobiedstwa.  Odpowiednimi pun-
ktami krzywych nazywamy punkty,
lezace na jednym promieniu wodz3-
cym, odpowiedniemi zas prosterni na-
zywamy punkty kjczace punkty od-
powiednie. Pojgcie powyzsze daje sig
uogOlnic, gdyz dowolny punkt plasz-
czyzny moze byd uwazanym jako nalezacy do jednego ukiadu
i przez to mozemy wyznaczyé punkt odpowiedni w drugim ukladzie.
Przy takiem uwazaniu, Srodkiem podobienstwa bgdzie taki punkt
plaszczyzny, ktory uwazany jako nale”cy do jednego ukiadu
zlewa sig z odpowiadajacym mu punktem w drugim ukladzie. Po-
niewaz teorya figur jednokladnych (podobnych i podobnie polozo-
nycli) wykladan¥ bywa we wszystkich podrgcznikach geometryi,
wigc ograniczymy sig w tem miejscu na przypomnieniu niektorycli
tylko twierdzen.

Figurq, jednokladn%o do linii prostej lub kofa jest linia prosta
lub kolo.

Dwie linie odpowiednie s%roéwnolegle.

Dwa kq,ty odpowiednie 8% rdwne.

Linie odpowiednie % w stosunku m :n. Figury z tego po-
wodu nazywaja sig podobnemi w tym stosunku.

Jesli diugosc Pa odlozymy na przedluzeniu PA za punktem
P, to i wtedy jeszcze powyzsze twierdzenia 84 prawdziwe. Powia-
damy wtedy, ze figury %jednokladne odwrotne.

Dwa dowolne okrggi kola mogg, byc jednoczeénie uwazane
jako figury jednokladne proste i odwrotne.

Dwa érodki podobienstwa nazywaj¥ sig wtedy srodkami po-
dobienstwa : zewngtrzny i wewngtrzny obu okrggow.

Na zasadzie wyzej wyloZonego mozemy rozw”zaé ogblne za-
danie, ktore znajduje czgste zastosowanie, a mianowioie :

Przez punkt P poprowadzic linie proslq, przednajgcq dane
Jsrzywe K i A; w punklach A ia w ten sposob, azeby PA i Pa byly
w danym stosunku m:n.
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W tym celu uwazamy punkt P jako srodek podobienstwa
z kreslimy krzywa k podobnEj, i podobnie polozon¥ wzgledem A
5 bgd%”™ z n” w stosunku n :m; krzywa ta przetnie krzywo Al
w szukanym punkcie. Liczba rozw”zan roéwna si¢ liczbie przecigc
krzywych k i A1 Zadanie powyzsze mozemy zawsze rozwiazac za
pomo” cyrkla i liniaiu, gdy dane krzywe utworzone 8%z linij pro-
stych i lukdw kol.

Jesli dany punkt ma lezec po tej samej stronie punktow A
i a {m : n dodatnie), to nalezy krzywq, k tak nakreslic azeby ona
byla prosto jednokiadng, wzglgdem K, jeéli zas punkt dany ma le-
zec pomigdzy A i a (m : n odjemne) to nalezy krzywoo k tak nakre-
alic, aby ona byla odwrotnie jednokladn% wzglgdcm K.

Dla skrocenia, zamiast powiedziec, ze krzywa ma byc na'kre-
slon% jednokladnie wzglgdem danej w stosunku m :n uZywac bg-
dziemy wyrazenia : krzywa dana ma byc wzglgdem srodka podo-

bienstwa pomnozonq, przez —~~i a mianowicie + lub — stosow-

nie do tego, czy krzywe mgj% byc jednokladne proste, czy tez je-
dnokladne odwrotne.

Jedli linia prosta ma byc pomnozona, to kierunek jej pozo-
staje niezmiennym (t. j. bgdzie rownoleg”™ do danej), wigc dosta-
tecznie bgdzie pomnozyc jeden z jej punktow.

Jeéli ok”™g kola ma byc pomnozonym, to nalezy pomnozyc
Srodek i promien lub srodek i jeden punkt okrggu.

Przyklady.

Al7. Przez dany punkt O poprowadzic linig prostg, przecinajac™
dwie proste dane tak, zeby odleglosci punktu 0 od punktdéw
przecigc mialy si§ do siebie w stosunku m : n.

Dla rozwi%?zania tego zadania nalezy punkt O uwazac za sro-

dek podobienstwa, pomnozyd jedng, z linij danych przez + ﬂ
i poprowadzid linig prost% przez punkt O i przez punkt prze-
cigcia sig prostej otrzymanej z mnozenia z drug3 dana linia.

118. Przez punkt O dany wewnq,trz kola poprowadzic cigciwg, kto-
raby w tym punkcie zostala podzielona na dwa odcinki bg-

y y d%ce w stosunku m: n.



1109.

120.

121.

122.

123.

23

Dia rozw”zania tego zadania obieramy punkt 0 za srodek
podobienstwa i mnozymy kolo dane przez — E; szukane ci§-

ciwy przejd¥. przez punkty, w ktdrych nowe kolo przecina

dane.

Jesli dany punkt lezy zewnatrz kola, to nalezy mnozyc dane

kolo przez — lub —.
n m

Jesli odcinek zewnatrz kola lez*cy ma byé do odcigtej cie-

ciwy w stosunku m to nalezy mnozyc przez _m lub m-\-n

n m n

Przez punkt przecigcia sie 0 dwu okrggéw kol poprowa-

dzic prost%, od ktorej dane okr¢gi odcinaja réwne cigciwy.

Nalezy jeden okrqg pomnozyc przez — 1, obierajiic punkt O

za srodek podobienstwa.

TV dany czworobok wpisac réwnoleglobok, ktoregoby srodek
znajdowal si§ w danym punkcie.

Zbudowac trojk%et, znajgc a, b i mc

Nalezy nakreslic prost%o CE—m, i z punktu Cjako ze srodka
opisad luki promieniami odpowiednio réwnymi ai b, nastep-
nie obieraj¥c punkt E za srodek podobienstwa pomnoZyc je-
den z tych lukdw przez — 1, Mozna tez bylo najprzod na-
kreélic jeden z danych bokoéw ; wtedy nalezaloby jeden z lu-
kéw pomnozyc przez V2, lub drugi — przez 2; w praktyce
ostatni sposdb post¢cpowania jest prostszym, wymaga jednak
wigcej miejsca.

Zbudowac trojkat, znaj%c a, A i mh

Na « nalezy nakreslic fuk obejmujgcy kat A, nastgpnie opi-
sac z punktu B jako ze srodka luk o promieniu mb; ten ostatni
nalezy pomnozyd przez 2, lub pierwszy z opisanych lukéw
nalezy pomnozyc przez \2. TV pierwszym i drugim razie za
srodek podobienstwa nalezy obrac punkt C.

Z punktu danego na okrcgu kola poprowadzic cigciwg tak,
azeby ona zostala przepoiowio” przez drug% dan% cigciwg.
Nalezy dany punkt obrac za srodek podobienstwa i dang cig-
ciwg pomnozyc przez 2, lub dane kolo pomnozyc przez \Va
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Dwa okrggi wspdlsrodkowe przecigc linig, prostet, w ten spo-
sOb, azeby mniejsza cigciwa byia polowa wigkszej.

Zbudowac trojk%et, znajg,c a, ?i m,.

Zbudowac trojkat, znajac kat i dwie osrodkowe.

Zbudowac trdjkat, znajac jego oarodkowe.

Zadanie to sprowadza sig do zadania 121, gdyz osrodkowe
d-ziela sig wzajemnie w stosunku 1 : 2.

Dla wykreslenia trojk%ta dane sa: jego 8rodek cigzkoéci
(punkt przeciecia sie oSrodkowych), jeden z wierzcbolkdw
i dwie krzywe (Unie proste lub kola), na ktérych maj% lezec
dwa pozostale wierzcliolki.

Zbudowac trojkat, znajfjc a, mbi (ma 6).J

Zbudowac trojkat, znajac b, mhi /_ (ma a).

Zbudowac czworobok wpisalny, znaj%c/_A, bok DD,/ ACB
i stosunek odcinkdéw przek%tnej AC.

Zbudowac réwnoleglobok, w ktérym dwa przeciwlegle wierz
cholki znajdowalyby sig w dwbdch danycb punktach, dwa za8
pozostale wierzcholki na danym okr¢gu kola.

W danym trdjkacie poprowadzic z punktu A lini¢ prost% AD
do boku BC w ten spos6b, azeby ona byla srednio proporcyo
naln% pomicdzy BD i DC.

ISTalezy poslugiwac sig kolem opisanym okolo tréjkqta.
Zbudowac tréjkat, znajac a, b i wc

Zbudowac trojkoset, znaj%c A, b i /_ (ma a).

W danym trdjkacie poprowadzic przez punkt A lini¢ prostej,
w ten spos6b, azeby jej odcinki od punktu A do rzutdw punktu
B i Cbyly w danym stosunku.

Poprowadzic styczna wsp6in$ dwu kolom danym.

Dwa okrggi kola uwazane jako figury jednokladne maj% dwa
srodki podobieiistwa. Srodki te leiq, na linii Srodkdw i linia
prosta poprowadzona przez konce dwu promieni réwnole-
glych przecbodzi przez srodek podobieiistwa zewngtrzny lub
wewngtrzny stosownie do tego, czy promienie réwnolegle skie-
rowane s%ow jedn% strong lub w strony przeciwne. Styczna
poprowadzona z jednego irodka podobieiistwa do jednego
z okrggobw, jest tez styczn% do drugiego okrggu.
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Majae dany punkt O i dwa okregi kdl ebeemy do kazdego
z dwu okrgcgdbw poprowadzic styczn% w ten sposdb, azeby
te dwie styczne byly réwnolegle i odleglosci ich od punktu O
byly w danym stosunku.

Mnoz%c jeden z okr¢gdw odnosnie do punktu O sprowadzamy
zadanie do poprzedniego.

Zbudowaé trojk%et, znaj%c A, m,i _/ (a, mg.

Na okregu kola dane % punkty A i B, nalezy na tymze
okrecgu wyznaczyé taki punkt X, azeby proste XA i XB prze-
cicly dan% érednic¢ w dwu punktacb Yi Z, ktérychby od-
leglosci od srodka kola byly w danym stosunku.

Mnozac AX odnosnie do srodka kola w ten sposdb, azeby
punkt Y upadt na punkt Z, znajdziemy, ze punkt A upad-
nie na znany punkt d, i / AyZB bedzie znanym.

Zbudowac tréjkat, znajac polozenie trzecb punktbw, ktore
dzielq trzy bolci tréjkg,ta w danycb stosunkachb.

Niech ABC bcgdzie szukanym trojk%otem, D, E i F — danymi
punktami i niech BD : DA = m:n; AF:FC= p :q;
CE:EB—r :s. Jesli D obierzemy za srodek podobienstwa

i pomnozymy DB przez — E to D pozostame na swojem
miejscu i B upadnie na nieznany punkt A; mnozg,c nastgpnie
DA przez — odnosnie do srodka podobienstwa F, to wi-
dzimy, ze A pada na Ci punkt D na znany z polozenia punkt
2 ; mno”~c nast8pnie D, C przez — — odnoénie do Srodka

podobienstwa E, znajdziemy, ze C upadnie na B i na
nowy znany punkt D2. Poniewaz przez mnozenie Kierunek
prosty nie zostaje zmienionym, wiec BD2 musi bye réwno-
legkl do DB, tak ze DU2 zlewa si¢ z AB. Dla otrzymania
boku BC, powtarzamy powyZsze dzialania w kierunku od-
wrotnym, zaczynaj%c od E.

Powyzsza konstrukeya daje si§ zastosowac do kazdego wielo-
koda. Na szczegblng, uwagg zasluguje przypadek, gdy dane 8%
srodki wszystkicb bokdw wielokqta i liezba ich jest parzyst™;
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zadanie jest wtedy albo nieoznaczonem albo niemozebnem.
(Mathematisk Tidsskrift for 1862 str. 159).

142. Maj%c dane cztery kola wspdlsrodkowe chcemy poprowadzic
linig prostg,, przecinaj” okrggi tych kol odpowiednio w punk-
tach A, B, Ci D vt ten sposbb, azeby AB = CD.

Jeali (AB) oznacza potggg punktu okregu A odnosnie do
okrggu B i jesli sieczna przecina jeszcze raz dane kola odpo-
wiednio w punktach A,, B,, QiD,, to (AD)= AD.AD,;
(BCyBC.BC) ; AD, = BC\, wigc:

AD :BC— (AD) : (BC).

Stosunek ten latwo wykreéli6 mozemy, prowadztp; dwie linie
proste w ten sposdb, aZeby odcinek jednej z nicb pomigdzy
okrggami Ai B zawarty, byl réwnym odcinkowi drugiej pomig-
dzy okrggami B i Ozawartemu. Znamy tez stosunek AB:AC
i mozemy szukan%o prost$ poprowadzic przez dowolny punkt A.

143. W czworoboku ABCD dane sa boki AB, BC, CD i AC; na-
dawszy bokowi AB oznaczone polozenie, nalezy wyznaczyc
miejsca geometryczne.

a) wierzcholka D,
P) srodka przek%otnej BD,
) Srodka prostej Igczg.cej srodki przek%tnych.

144. W kole o srodku O poprowadzono stalg. érednicg AOB
i zmiennfi, cigciwg BC, kté6” przedluzono w ten sposbdb, azeby
CD = BC, trzeba wyznaczyc miejsce geometryczne punktu
przecigcia sig prostych OD i AC.

145. Wyznaczyc miejsce geometryczne punktu symetrycznego ze
stalym punktem A odnosnie do prostej, obracajgxej sig okolo
drugiego stalego punktu B.

Metoda figur podobnych.

Metoda, ktdr%esmy zastosowali przy mnozeniu linij krzywycb,
jest tylko szczegblnym przypadkiem innej metody nazwanej me-
todg, podobieiistwa figur. Stosujemy jq gdy po odjcciu jednego z da-
nych warunkadw zadania, o/rzymujemy uklad podobnych (i podob-
nie polozonych) figur. Gdy dotychczas szukalismy czgsci figur
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zupelnie oznaczonych, teraz bgdziemy szukali takich czgsci figurT

ktorych ksztalt jest tylko znany.
Najwazniejsze przypadki s%onastepujqce :

a) Dana jest dlugosc, oprocz tego zas tylko Kkqty i slosunki.
W tym przypadku odrywamy uwagg od danej dlugosci i sta-
ramy sig wykreslic figurg, ktéraby miaia dane katy i stosunki,
obierajgc dlugosc jednej z jej linij zupelnie dowolnie.2 Na-
kreslona figura podobnqg jest do danej i tg ostatnig otrzymu-
jemy, wprowadzajqc dang dlugosc.

146. Zbudowac trojkqt, maj%c dane dwa katy i jednq linig prostq
w zwigzku z trojkgtem bgdqcq (oérodkowa, wysokoéé, obwod
it d).

Nalezv zbudowac dowolny trojkqt i nastgpnie wykreslic drugi
trojkgt podobny pierwszemu i zawierajgcy dang prostg.

147. Zbudowac trojkqt znajgc A, a i b:c.

Dowolny trojkat, o kqcie A, w ktérym boki tego kqta sq wda-
nym stosunku, musi byd podobnym szukanemu.

148. Zbudowac kwadrat, znajqc roznicg pomicdzy przekqtniq i bo-
kiem.

149. Zbudowac trojkat, znajgc A, b i a:c.

150. Dany jest kqt centralny ACB, trzeba poprowadzic styczng

w ten sposOb, azeby punkt stycznosci i punkty przecigcia sig
jej z bokami kqta centralnego rozdzielily styczng w danym
stosunku.
Dla rozwigzania tego zadania, kreslimy prostq dowolnej diu-
goéci i przyjmujemy jq za stycznq do kola, ktérego érodek
oznaczamy. Figura otrzymana ma szukany ksztalt i otrzy-
muje zadanq wielkosc, gdy érodek kola obierzemy za érodek
podobienstwa.

151. Zbudowac trojkqt, znajgc A, hai stosunek odcinkdéw utworzo-
nych przez wysokoéd hana boku a.

352. Zbudowac trojkqt, znajqc trzy jego wysokoéci.

Stosunek bokdéw jest znanym. Jeéli z dowolnego punktu ze-
wngtrz kola poprowadzimy trzy sieczne, ktérych czgéci ze-
wngtrzne réwne sq trzem danym wysokoéciom trdjkqgta, to
cale sieczne bgdg w stosunku szukanych bokow tréjkqta.

153. W dane p6lkole wpisac czworobok podobny danemu czworo-
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bokowi i ktéryby mial dwa wierzcholki na srednicy, dwa zas
pozostale na okregu poblkola.

Przedewszystkiem nalezy okolo danego czworoboku opisad
poikole. Otrzymana figura bgdzie podobna do szukanej.

W powyzej przytoczonycb zadaniach polozenie szukanej figury
bylo zupelnie dowolnem ; jeéli zas szukana figura ma miec
oznaczone polozenie wzgl¢cdem peicnych linij lub punktéw, to
nalezy si¢ slarac o usuniccie takiego tcarunku, aiebysmy otrzy-
mali uklacl figur podobnie po/ozonych. Przez to geometryczne
miejsca wszystkich punktow figury staj% sig liniami prosterni
przechodz%cemi przez srodek podobienstwa i tym sposobem
jatwo wyznaczyc moZemy szukan% figurg, albowiem wykre-
sliwszzy ktbra kolwiek z tych figur, pozostaje nain tylko zbu-
dowac figure podobnie poiozoi™ wzglgdem naki‘eslonej i czy-
niac% zadoS6 usunigtemu warunkowi. Warunek, ktdéry usm”c
nalezy polega zwykle na tem aieby linia prosta tniala dang,
dlugosc, albo tez, aeeby punkt lezal na danej Unii, albo nako-
niec, aicly linia przechodzila przez dany punkt.

W dany trojkgt ABC wpisac drugi abc, tak azeby boki jego
byly réwnolegle do danycb prostych.

Usuwajac warunek nawet, azeby punkt a lezal na boku BC,
widzimy, ze pozostalym warunkom czyni zadosc uklad troj-
koatow podobnych, ma”*cych punkt A za srodek podobienstwa.
Nakresliwszy jeden z tych trojkatbw np. a, Z, c,, widzimy,
ze linia Aa, przetnie bok BC w punkcie a.

"Whpisac kwadrat w dany tréjkat, wycinek lub odcinek kola.
W dany trojk%t wpisac rownoleglobok podobny danemu.
Przez dany punkt poprowadzic prosta, ktéra z danemi dwu
liniami prosterni tworzy réwne katy.

Przez dany punkt poprowadzic linig prosta w ten sposéb,
azeby odcinki utworzone na niej przez trzy dane linie proste
przez jeden punkt przecbodzg.ce, byly w stosunku danym.
Zamiast danego punktu wezmy dowolny punkt na jednej
z danycb prostych (117).

Przez dany punkt poprowadzic linig prostg tak, azeby ona od
bokdéw danego kata odcigla czesci w danym stosunku bgdace.
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W danym tr6jkacie poprowadzic linig réwnoleglg do jednego
z bokdw w ten sposdb, azeby czgsc rownoieglej w trojkqcie
zawarta, byla w danym stosunku do czgsci, ktorq odcina od
jednego z dwu pozostalych bokdw.

Linig prostg poprowadzic w danym kierunku tak, azeby boki
dwu danyck kqtéw odcigly na niej dwa odcinki w danym
stosunku bgddqce.

Jesli danymi katami sa kqty BAC i DEF, X zas szukanym
punktem na linii EF, to, uwazajqc linig EF jako nieistniejacq
znajdziemy, ze punkt .Y opisuje lini¢ prostq, przechodzacq przez
punkt przecigcia sig DE i linii réwnolegiej do danego kie-
runku przez punkt A poprowadzone;j.

Zbudowac trojkgt rownoramienny, znajac wysokosc i osrod-
trojkata odnosnie do jednego z bokow.

Trojkqgt, w ktérym dane linie sq bokami, daje sig bezposrednio
wykreélid i wtedy znany nam bgdzie ksztalt trojkata, w kt6-
rym osrodkowa jest bokiem, kat zas przy wierzcholku troj-
kata rownoramiennego kqtem przeciwleglym temu bokowi.

Na okrggu kola danym jest punkt A i oprocz tego cigciwa
UC. NaleZy poprowadzic cigciwg AD w ten sposbb, azeby
ona rozdzielila cigciwg BC w punkcie E na odcinki DE i DG
bgdgce w danym stosunku. Znanym jest ksztalt trdjkata
CED i kresli sig trojkqt jemu podobny, biorqc C za érodek
podobienstwa.

W kole dane sq dwa promienie, nalezy poprowadzic cigciwg,
ktéraby zostala podzielonq przez promienie na trzy rdwne
czgsci.

W czworobok wpisac romb, ktdérego boki bylyby réwnolegle
do przekatnycli czworoboku.

W dany trojkgt wpisac drugi XTZ; dany jest kierunek linii
YZ, punkt linii BC, na ktérym ma leZec punkt X i stosunek
XY : XZ.

Nalezy uwazad bok fiCjako nieistniejgcy (to sig nie odnosi
do linii przecliodzacej przez punkt A i punkt dany na boku
BC) i obrac punkt A za srodek podobienstwa.

Poprowadzic linig prostg w danym kierunku tak, azeby ona



168.

169.

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

30

przecigla jedna parg bokdw przeciwleglych czworokata w je-
dnakowym stosunku (15*4).

W danym trdjkacie poprowadzié linig réwnoleglg do jednego
z bokdw w ten sposbb, azeby ona byla Sredniq proporcyo-
nalnq pomigdzy odcinkami, jakie tworzy na jednyai z dwu
pozostalych bokdw.

Dane s% punkt B i dwie linie do siebie réwnolegie, z ktérych
jedna przecliodzi przez punkt A. Nalezy przez punkty Ai B
poprowadzic dwie linie réwnolegle, ktéreby z danemi utwo-
rzyly: 1) romb; 2) réwnoleglobok o danym obwodzie; 3) row-
noleglobok, w ktérym boki mialyby dany stosunek.

W dany trojkqgt wpisaé romb, ktéregoby jeden k% przypadat
razem z jednym z kqtdw trdjkqta.

W dane kolo wpisac tréjkgt réwnoramienny, w ktérym dan%
jest summa z jego wysokoaci i podstawy.

Nalezy przyjgc trojkqt ABC za szukany i wprowadzic do
figury dan% sumg, przedluzajgc wysokosc BD do E\ wtedy
DE = 2AD i ksztalt tréjkqta ADE jest znanym, poczem za-
danie z Tatwosciq sig rozwigzuje, przyjmujqc E za srodek po-
dobienstwa.

W dany trojkqt wpisac prostokqt o danym obwodzie.

NaleZy wprowadzic do figury polowg danego obwodu.

W dany tréjkqgt wpisac drugi, wiedzac, ze jeden z jego wierz-
cbolkdéw A lezy w danym punkcie ktéregokolwiek z bokdw
danego tréjkgta; oprbécz tego danym jest kat A i bok prze-
ciwlegly temu kgtowi ma byc réwnolegiym do danej prostej.
W dany trojkgqt wpisac rownoleglobok, ktérego boki mialy
dany stosunek. éJeden z bokdéw réwnolegloboku ma lezec na
boku BC trojkata, a mianowicie jeden z wierzcbolkéw réwno-
legloboku w danym punkcie.

Wyznaczyc na jednym z bokdw trojkqta taki punkt, azeby
linie proste poprowadzone od tego punktu w danych kierun-
kacb do przecigcia sig z dwu pozostalymi bokami, tréjkqgta
mialy dan% summyg.

Dane % punkt B i dwie linie proste do siebie réwnolegle
AXi CY. Nalezy przez punkt B poprowadzic prostq, azeby
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ona przecigla réwnolegle w takich punktach X i Y, azeby sto-
sunek AX do AY mial dan¥ wartosc.

Nalezy uwazaé jakoby punktu P nie bylo, obrac na linii AX
dowolny punkt X, zamiast X i oznaczyc na linii AY punkt Y,
odpowiadajgny punktowi Y.

Dane % ko4 i punkt. Nalezy przez dany punkt poprowadzic
prost% XY, plezecinaj¥c¥: boki kata w punktach X i F w ten
sposOb, azeby odleglosc wierzcholka k~ta od linii XY byla
w danym stosunku do odcinka XZ, ktéry ma dany kierunek
i 1%czy punkt X z punktem Z na drugim boku tréjkqta.
Nalezy przyjac ze punktu danego P niema i obrac na boku
XA doAvolny punkt X, zamiast X.

"Wtr6j~cie ABC poprowadzic linig prost% w danym Kkie-
runku, ktéraby przecigla bok AB w X, bok PC w F w ten
sposob, azeby odcinki AX i CF byly w danym stosunku.
Ksztalt czworoboku AXYC jest znanym; obierzmy punkt A
za arodek podobiehstsva i wezmy B zamiast X.

Poprowadzic w trojk%cie ABC poprzeczn% XY w ten sposob,
azeby BX = XY = YC.

Ksztalt BXYC jest znanym.

Do tego zadania redukuje sig nastgpuj%ce: Zbudowac tréjkijt
znaj¥.c A,a + b i a-f-c

W trojk%cie ABC poproAvadzic poprzeczn¥s XY rownoleglq,
do PC w ten spos6b, azeby pomigdzy odcinkami XY, XB i FC
mial miejsce dany jednorodny zw”zek (np. XY2— XB. FC;

XY1= XB + FC2 it d).

Nakreslic kolo, przechodzace przez punkt A i styczne do dwu
przecinaj.'j.cych sig w punkcie Olinij prostyck.

Dowolne kolo styczne do dAwu danych prostych musi byc po-
dobnie polozonem Avzglgdem szukanego, jesli punkt O obie-
rzemy za srodek podobienstwa. Linia prosta OA przecina na-
kre§lone dowolnie kolo aspunkcie, ktdry odpowiada punktowi
A w szukanem kole. Poniewaz prosta OA przecina nakre-
élone kolo w savu punktach, wigc zadanie ma dwa rozw”za-
nia. Jeali w nakreslonem dowolnie kole poprowadzimy pro-
mienie do punktébw przecigc okrggu z linia prosta OA to
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Srodki szukanych kol otrzymamy prowadzqc przez punkt A
linie réwnolegle do tych promieni.

Na danej linii prostej wyznaczyc punkt, ktoryby byl w row-
nej odleglosci od danego punktu i danej prostej. (Punkt prze-
ciecia sig paraboli z linia prostqg). Przypuszczamy, ze danego
punktu niema i obieramy punkt przecigcia sig dwu danych
linij prostych za Srodek podobienstwa. W gruncie rzeczy za-
danie to jest identyczne z poprzedniem.

Na danej linii prostej wyznaczyc punkt, ktérego odlegloSci od
danego punktu i danej linii prostej bylyby w danym stosunku.
(Punkt przecigcia sig linii prostej z przecigciem stozkowem,
danem za pomocq swego ogniska, kierownicy i mimosrodu).
Zadanie nie ulegnie istotnej zmianie, jesli zamiast proetopa-
dlej spuszczonej z danego punktu na danq prostg wezmiemy
lini§ prostq, ktdraby z dana prostqg, utworzyia dowolny kat.
Nakreslic kofo, rnajace swbj Srodek na danej prostej, przecho-
dzace przez dany punkt, i od ktdérego dana prosta odcina Tuk,
ktoremu odpowiada dany kat centralny.

Nakreslic kolo, przechodzace przez dane dwa punkta i styczne
do danej prostej.

W trdjkq,cie ABC poprowadzic linig w danym kierunku, ktd-
raby bok AB przecigla w punkcie X, bok BC w punkcie Y
w taki sposdb, aieby summa odcinkbw XY i YA miala dan%
wielkoSc.

Zbudowac trojkqt, znajgc a, B i b — ha

Nalezy przedluzyé hao odcinek b — hapo za a (182).
Zbudowac tréjkqt, znajgc A, a— ci hb+ CD, gdzie D ozna-
cza spodek wysokosci hb

Nalezy przedluzyc CD do punktu E tak, azeby DE — hh, Unie
zas BA do punktu F tak, azeby AF —a — c¢. Jak latwo wi-
dziec mozna nakreslic CE jakotez kqt CEB= 45° i prosta
przez punkt F réwnoleglg do CE. Nastgpnie nalezy wyzna-
czyc punkt B (183).

Zbudowac tréjkqt, znajgc a, A i b + ne, gdzie n jest dang
liezbq.

Zbudowac trojkgt, znajgc A,b c\la ¢

Nalezy przedluzyc bok b po za A o dfugosc ¢ az; do punktu D,
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bok zad ¢ po za B o a; nastcpnie nalezy odlozyé dlugoaé CD,
poprowadzic DB i wyznaczyc B.

191. AV dany trojkqt ABC wpisac polkole w ten sposdb, azeby ono
dotykalo si§ boku BC w punkcie P, i ktdregoby konce lezaly
na dwu drugicb bokach.

Nalezy pomnozyc bok AB lub AC przez — 1 odnosnie do
punktu P i wtedy zadanie redukuje si¢ do zadania 173.

Figury odwrotue.

Linia prosta obraca si¢ okolo stalego punktu P (biegun lub
srodek przeksztaicenia) gdy jednoczeanie punkt ruchomy A tejze sa-
mej prostej opisuje dang krzywq lini¢ K. Na prostej wyznaczamy
punkt A, tak, azeby PA.PA, = /, gdzie | {potgga przehsztalcenia)
jest ilosciq stalg (dodatniq lub ujemnq). Punkt A, opisze drugq
linie krzywq K,. O krzywych K i K, méwimy ze jedna jest odwrotna
wzglcdem drugiej (przeksztaleona przez promienie wodzgce od-
wrotne). A i A nazywajq si§ punktami odpowiednimi.

Krzywq odwrotng /inii prostej jest okrqg kola, przechodzqgcy
przez punkt wzigty za biegun.

Niech linia prosta PB bedzie prosto-
padiq do linii danej i niech punkt B, bgdzie
punktem odpowiadajgcym punktowi B, gdy
Ai A sq tez punktami odpowiednimi sobie.
Z rbwnania

PA .PA = PB.PB,.
wypada, te trojkqty BPA i B,PA, sq podobne, tak te kqt
PA,B, = 90°. Miejscem zatem geometrycznem punktu A, jest
okrqgg kola, ktdrego arednicq jest linia prosta PB,.

Jeali linia prosta przechodzi przez biegun przeksztaicenia,
wtedy jest ona sama swojq odwrotnoaciq.

Odwrotnie, jeali punkt A, opisuje okrqg kola, to punkt A
opisze linie prostg AB, figurq zatem odwrotng ohrggu kola, prze-
ehodzqcego prze» biegun przeksztaicenia jest linia prosta.

Figurg odwrotng okrggu, nie przechodzqcego przez biegun
przeksztaicenia, jest okrqg kola, majgcy z pierwszym biegun prze-
hsztalcenia za jeden ze srodk&w podobienstwa.

Metody i teorye. 3
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Niech B i & b8d% dwa punkty odpowiedaie i niech linia pro-
sta PB przetnie jeszcze raz okrgg kola w punkcie V. Dwa iloczyny

PB.PDt i PB.PD mgj% wartosci staie i dia tego tez i stosunek
I:f’l>?1) jes”staiym. Znajdziemy wigc miejsce geometryczne punktu Bt,

jesli miejsce geometryczne punktu D (dany okr$g) pomnozymy
przez ilosc stai% odnosnie do punktu P. Szukane zatem miejsce
geometryczne jest oknjg koia, podobnie poloZony wzglgdem danego
z punktem P, jako srodkiem podobienstwa. Jeéli potgga przeksztat-
cenia réwna sig potgdze punktu P wzglgdem danego koia, to krzywQ,
odwrotng, danego okrggu bgdzie sam ok”g.

Dowiedlismy, ze punkta B i Bl jednoczesnie opisujg, okrggi
kél ; nalezy jednak zwrdcic uwagg, ze nie opisujg, jednoczeSnie po-
dobnych iukdéw ; przeciwnie punkty //, i D opisuj¥% iuki podobne
i podobnie poloione.

Teraz mozemy juz rozwi%zac nastgpuj%ce ogblne zadanie:

Przez dany punkt P poprowadzic Unie prostq, od ktérej dwie
dane krzywe Ki K, odcinajg, dwa odcinki PX i PY, tnajqce staly
i dany iloczyn.

Jakoz przyjmujgc, ze krzywa A, nie jest dan®o znajdziemy,
Ze miejscem geometrycznem punktu Yjest krzywa odwrotna wzglg-
dem K z punktem P jako biegunem przeksztalcenia. Punkt zatem Y
lezec musi na wzajemnem przecigciu sig tej ostatniej krzywej
z kl-zyw?s A',. Powyzsze zadanie daje sig rozwi%?zac z pomocq, cyrkla
i liniaiu jeéli dana krzywa sklada sig z linij prostych i lukéw kéf.
192. Przez dany punkt P poprowadzié linig prost®, ktoéraby boki

danego k%ata przecigia w punktach Ai B tak, azeby PA.PB=a2

gdzie a jest dany odcinek.
193. Dane jest koio a w niem érednica i punkt P; trzeba poprowa-
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dzic przez punkt P lini¢ prostq, ktdraby przecicla okrag kola

w X, Srednic¢ zaA w Y tak, azeby PX.PY = a2
154. Przez jeden z punktdw przecigcia sic dwu okrcgdw nalezy

poprowadzic lini¢ prost% tak, azeby cicciwy odcigte przez

okrcgi mialy dany iloczyn.

195. Zbudowad trojk9st ABC, majgc wiadome: stron¢ kwadratu
wpisanego, ktorego dwa wierzcholki lez%ona BC, /_ Ai iloczyn
dwu. odcinkbéw, na ktore jeden z wierzcholkdéw kwadratu dzieli
bok AB.

196. Zbudowac tréjkqgt majqc a, A i BD. BA, gdzie D jest spodkiem
wysokoaci hc
Bardzo czg¢sto uzywamy metody przeksztaicenia przez pro-

mienie wodzqce, jesli mamy wykonac jakas konstrukcy¢ lub dowieéc

jakiegoa twierdzenia, gdyz bardzo czg¢sto figura odwrotna jest
prostsza od danej ; szczegb6lnie nalezy zwrdécié uwag¢ na nastgpujgce
zwiazki pomigdzy dwiema figurami odwrotnemi.

a) Gdy dwie figury przecinajq si¢ lub dotykajg w punkcie A,
to odicrotne figury przetnq si¢ lub tez bedg slycznemi w punkcie A,
odpowiadajqcym punhlowi A.

Jesli bowiem punkt A lezy na obu krzywych, to punkt A,
musi lezeé na krzywych odwrotnych i jesli w punkcie A dwa punkty
przecigcia zlewaj% si¢, to punkta odpowiadajace im, takZe si¢ zejd¥
w punkcie A,.

Jeéli punkt A przypada w biegunie, to twierdzenie nie ma
miejsca, gdyz punkt ten w og6lno&ci nie odpowiada punktowi lecz
linii prostej w nieskonczonoAaci.

b) Jesli dwie krzywe przecinajq si¢ w punkcie A pod pewnym
kgtem (k% pomicdzy stycznemi), to krzywe odwrotne przetnq sig
w punkcie A, pod tym samym kqgtem (ze znakiem odwrotnym, jeéli
ko mierzyc bgdziemy od oznaczonej krzywej do drugiej).

Latwo widziec (Fig. na str. 33), ze twierdzenie powyzsze jest
prawdziwem, gdy jedna z krzywych jest kolo, druga zas — linia
prosta przechodz%ca przez biegun. Twierdzenie nie przestaje tez byc
prawdziwem, gdy danemi krzywemi sq dowolne dwa kola, gdyz linia
prosta, lgcz%ca punkt A z biegunem przechodzi przez punkt J,.
Zt%d zas wypada prawdziwosé twierdzenia dla dowolnych dwu krzy-
wych, gdyf krzywe te tworzq, w punkcieJ ten sam kat, jakitworz%
dwa okrc¢gi kol, z ktdrych kazdy jest styczny do jednej z krzywych
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Zastosovvanla.

Nakreslic okrqg kola, przechodz%ocy przez dany punkt P i stycz-
ny do dwu danych kol.

Przeksztalcajac figur¢ przez promienie wodz%ce odwrotne
z punktem Pjako biegunem, widzimy, ze zadanie redukujesi¢
do prowadzenia wspdlnej stycznej do dwu okrg¢gbw. Potgge od-
wrotnosci mozemy tak dobrac, azeby jeden z danych okrggdw
pozostal niezmieniony.

Dowieéc, ze dowolny oki™g kola, przechodz”™y przez punkty
przeciccia si¢ dwu okrcgdw przecina uklad kol stycznych do
dwu danych (pomicdzy nieroi i wsp 0/ stycznjj) pod réwnymi
kfj.tami.

Twierdzenie to za pomo” przeksztalcenia przez promienie od-
wrotne utworzonem zostalo z twierdzenia, wedlug ktérego do.
woka linia prosta, poprowadzona przez srodek podobienstwa,
ukladu ko6l podobnych i podobnie polozonych przecina te
kola pod jednym i tym samym kg,tem.

Wykreslid kolo styczne do trzech kol, przechodz%cych przez
jeden i ten sam punkt.

W dane kolo wpisac czworobok, ktérego kazdy bok przecho-
dzi odpowiednio przez dany punkt.

Niech boki ' czworoboku AD, BC, CD i DA odpowiednio prze-
chodza przez punkty a, b, ci d. Te cztery punkty obieramy
za bieguny przeksztalcenia, biorij,c dla kazdego z nich jego
potcgc wzglcdem kola jako potcge przeksztalcenia. Punkt A
przez cztery kolejne przeksztalcenia okolo punktéw a, b, ci d
upadnie znéw na A. Niech P bcgdzie punkt, ktdry za pomoc%
trzech przeksztalcen okolo a, bi ¢ pada na d; punkt ten otrzy-
mamy, przeksztalcajg.c kolejno punkt d okolo ¢, bia Ka-
zdy okn}.g kola lub kazda prosta, przechodzaca przez punkt P
przez przeksztalcenie okolo a, b i ¢ przechodzi w okr%yg kola
przez punkt d przechodzg,cy i nastcpnie przez nowe prze-
ksztalcenie okolo d zamienia si¢c w prost%. Linia zatem prosta
PA po czterech przeksztalceniach przechodzi w prost% PXA,
gdzie Pxoznacza punkt, ktdry otrzymujemy, przeksztaicaj”
kolejno punkt a okolo b, ci d. Poniewaz zas k” pomicdzy
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PA i okregiem przez wyzej opisane przeksztaicenia nie zrnie-
nia ani swej wielkoéci ani znaku i oprécz tego sam okrqg koia
pozostaje niezmienionvm, wigc linie PA i P, A muszq tworzy6
jednq linig prostq.

Ztqd otrzymujemy nastgpujgce rozwiqgzanie zadania: Za po-
mo(¥% przeksztaicenia punktu a okoio b, cid wyznaczamy
punkt 1\, nastgpnie za pomocq przeksztaicenia punktu d
okofo ¢, b i a wyznaczamy punkt P. Linia prosta PP, prze-
cina okrqgg kofo w pukcie A.

Powyzsze rozwiqzanie Tatwo daje sig zastosowad do kazdego
wielokqta o parzystej liczbie bokdw.

. W dane koio wpisac trojkqt ABC tak, azeby kazdy z jego bo-

koéw przechodzil przez dany punkt (a, b i c).

Sposdb postgpowaDia jest taki sam jak w poprzedniem roz-
wigzaniu tylko, ze liczba przeksztalcen jest teraz trzy. W sku-
tek jednak takich trzecb kolejno po sobie nastgpujqcych prze-
ksztalcen, dwie linie PA i P,A nie utworzq jednej linii prostej,
gdyz kqty jakie PA i P,A tworz¥% z okrggiem maja rozne znaki.
Z tego to powodu jeden z punktdw, w ktérycli prosta Pa prze-
cina okr¥yg, przeksztalcamy okofo punktdéw a, b\c\ otrzymamy
tym sposobem punkt Q Linie proste aP i PA po przeksztai-
ceniu przecbodzq w linie QP, i P, A tworzqce.ten sam kqt po-
migdzy sobq co i dwie pierwsze linie. Kqty te majq ten sam
znak (przyczyng tego Tatwo zrozumiec, Sledzqgc za przeksztai-
ceniami; linie proste parami sobie odpowiadajg, lecz ich
punkty przecigcia nie odpowiadajq sobie) i cztery proste two-
rzq czworobok wpisalny, tak ze punkt P wyznacza sig za po-
rnocq kola przeckodzacego przez punkty P, P, i punkt prze-
cigcia sig prostych aP i P\Q

Rozwiqgzanie powyEsze z fatwosciq daje sig zastosowad do wie-
lokgta o nieparzystej liczbie bokdw.

Miejsca geometryczne wogblnoéci.

Oprocz miejsc geometrycznych, ktére w poprzednicb ustg-

pacli przytoczylismy, jest jeszcze bardzo wiele innych, majgcych
czgste zastosowania, ktérych jednak szczegOiowe opisanie byloby
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zbyt rozwleklem. Dla tego przy rozwi%zywaniu zadan, w ktorycli
opisane przez nas miejsca geometryczne nie znajdu” zastosowania,
nalezy samemu szukac linij prostycli lub kdl bgdgcych miejscami
geometrycznemi punktéw figur. Dobrze wykonany rysunek jest
w takim razie bardzo skutecznym i praktycznym érodkiem po-
mocniczym.

Czgsto sig zdarza, ze maj%c nakredlic figurg w pewném ozna-
czonem poiozeniu, mozemy j% po usunigciu jednego z postawionych
warunkdw zadania, nakrealié w dowolnem poiozeniu i nastgpnie
przez réwnolegie przesuwanie lub przez obrot okoio pewnego punktu
doprowadzic do 2%danego polozenia. Miejscami geometrycznemi
punktdw figury bgd% wtedy odpowiednio linie proste lub kola
wspdlsrodkowe.

PrzykJady.

202. Nakrealié kolo o danym promieniu, ktéregoby srodek lezal na

danej prostej, i ktéryby drug3 dang, prosij, przecial po cig-
ciwie danej dlugosci.
Nalezy nakrealié kolo tak, azeby ono wjakiemkolwiek miejscu
odciglo od danej prostej dan%ocigciwg i nastgpnie doprowadzic
je do szukanego polozenia, nadajgn mu rucb taki, azeby sro-
dek jego opisal prost% réwnolegi% do dane;j.

203. Nakreslic kolo danego promienia, ktéregoby srodek lezal na
okrggu danym i ktoéreby przeciglo sig z drugim danym okrg-
giem wedlug cigciwy danej dlugoAci.

204. Nakrealic kolo danego promienia, ktoreby przechodzilo przez
dany punkt i przeciglo dan3 prost¥ po cigciwie danej dlugosci.

205. Nakreslic trojkffct réowny danemu w ten sposdb, aieby jeden
z jego bokdw lezal na danej prostej, wierzcholek zad przeciw-
legly temu bokowi na drugiej danej prostej.

206. W dany odcinek kola wpisaé trojk%t réwny danemu.

207. Nakrealic kolo danego promienia, aby przeciglo dwie dane
proste lub dwa dane okrggi podlug danych cigciw.

208. Do danego kola poprowadzid styczn% tak, aby dwie dane
Unie réwnolegie lub dwa kola wspdlsrodkowe odcigly od niej
dan¥: dlugoéé.
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Przez dany punkt poprowadzic lini¢ prost3 tak, azeby czg¢sc
odcicta na niej przez dwa kola wspdlsrodkowe byla widziana
ze srodka tych kol pod danym k~em.

Dane 5%dwa kola; nalezy wyznaczyc taki punkt, zeby styczne
od niego poprowadzone do danych kél utworzyly dany kat
i jedna z nicb miala dan¥. dlugoéc.

Nalezy styczn%, ktorej dlugoéé jest dana, wykreslic w ten
sposdb, azeby ona dotykala si¢ jednego z danych ko6l w do-
wolnym punkcie i w jej koneu nakreslic k% réwny danemu;
nast¢cpnie nalezy drugie kolo obracaé okolo srodka pierwszego
dopbty, dopdki ono nie stanie si¢ stycznem do poprzednio wy-
kreslonej linii, w koncu nalezy to kolo wraz ze styczng, zwréci6
do pierwotnego pofozenia.

Nakreslic kolo styczne do dwu danych linij rownolegiych
i przechOdz3ee przez dany punkt.

Przez dany punkt poprowadzic lini¢ prostq, od ktbrej dwie
pary linij réwnolegiych odciclyby réwne czesci.

Linia szukana musi bye réwnolegi% do przek~tnej réwnolegio-
boku utworzonego przez ohie pary linij rownolegiych.
Nakreslic dwa kola 0 danych promieniach w ten sposob, azeby
jedno z nich przeciglo dan% prostej, wedlug danej cicciwy, dru-
gie przeciclo drug% prost% wedlug drugiej danej cicciwy;
oprocz tego, kola inaj3 bye styczne do siebie i linia prosta
wspblna styczna ma miec dany Kierunek.

W dane kolo wpisac trjk%ot, ktbérego jeden bok jest danym,
i w ktbrym osrodkowa, temu bokowi odpowiadaj%oca przecho-
dzilaby przez dany punkt i miala dan$ diugoac.

W dane kolo wpisac trojkgt, ktdrego dany jest jeden bok
i osrodkowa do drugiego boku nalez%ca, i w ktérym osrodko-
we przecinalyby si¢c w punkcie lez*cym na danej Srednicy.

W danem kole poprowadzic ci¢ciwg danej dlugosci, ktoraby
przez dan% arednic¢ zostala podzielonlj, w danym stosunku.
W dany czworokqgjt wpisac réwnoleglobok, ktdoregoby boki
miaiy dane kierunki.

Jesli usuniemy jeden z bokdw czworok%ta, to swobodny
wierzebolek réwnolegtoboku opisuje lini¢ prosbj,

Przez dany punkt poprowadzic lini¢ prosta, ktéraby przecigla



40

trzy dane proste w ten sposbb, azeby trzy punkty ]ivecigcia
i dany punkt lezaly karmonicznie.

Jesli usuniemy jedn¥ z trzecli danycli prostycb, to swobodny
punkt opisuje linig prost$, przechodza”™ przez punkt przecig-
cia sig dwu pozostalyck prostychb.

219. Zbudowac trijkat, znaj%c wa B i odleglosé V od u\.

Nalezy nakreslic wai wystawic do niej prostopadla w punkcie A.
Zadanie sprowadza sig do poprzedniego, tylko ze na miejscu
jednej z trzecli danych prostycb wystgpuje iuk, obejmujijcy
kog A

B. Miejsca geometryczne linij prostych.

Linia prosta zupelnie tak samo jak i punkt jest zupelnie wy-
znaczon3, gdy dane $% dwa warunki, ktdbrym ma czynic zadoSc,
i tak samo jak punkt bgdzie czgsciowo wyznaczona, gdy danym bg-
dzie jeden tylko warunek, gdyz zawsze sig znajdzie linia krzywa,
ktbra jest styczna do wszystkich prostych czyniacycli zadoSc danemu
warunkowi. Trzymaj%c sig anologii, mozemy tg krzyw%o nazwac
miejscem geometrycznem linij prostycb. W szczegolnym przypadku
krzywa ta moze sig zamienic w punkt, tak ze wtedy wszystkie linie
proste czynigce zadosc warunkowi danemu przecliodzf| przez ten
punkt. Z wyjatkiem tego ostatniego przypadku rozpatrywac bg-
dziemy tylko takie przypadki, w ktérych krzyw%6 bgdzie Icolo.

We wszystkick wigc razacb, w ktérycb mozemy wyznaczyc
dwa miejsca geometryczne linii prostej, zadanie redukuje sig do na-
stgpuj”ych :

1. Poprowadzic linig prostq przez dane dwa punkty.
2. Z danego punktu poprowadzic styczng, do kola (16).
3. Poprowadzic styczm], wspdlmv do dwu kéi (137).

Podamy tu najwazniejsze miejsca geometryczne dla linij
prostych.

. Miejscem geometrycznem réwnych eicciw jednego kola jest
okrqg kola wspolsrodkotcego z danem.

Nalezy w danem kole poprowadzic dana cigciwg i nakreslic
kolo styczne do tej cigciwy.
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m. Miejscem geometrycznem linij, ktorycli odleglosci od dwu
sta/ychpunktaw majq dany stosuneh, jest punkt, dziélgcy Unie prostq,
Igczqeq dane dwa punkty w danym wyzej slosunku. OdlegioSci na-
lezy brad z wlasciwym znakiem.

I). Miejscem geometrycznem punktdw, htorych odleglosci od
dieu danych punktaw majq dang summefat okrqg kola, majgcy swdj
srodek vie, srodku Unit prostej Igczqcej dane dwa punkty.

Jesli rdznica odleglosci ma byc réwn% danej linii, to miejsce
geometryczne skiada sie z dwu punktdéw w nieskonczonej odleglosci
i linie tworza wigc dwa uklady linij réwnoleglych. Kierunek tych
linij dany jest przez styczng, poprowadzon¥: od jednego z danycli
punktdbw do kola zakreslonego i drugiego punktu jako ze érodka
promieniem réwnym danej linii.

Uwaga. Odleglosci nalezy brac z wlasciwym znakiem. Jesli
odlegloac od jednego oznaczonego punktu z dwu danych ma byc
wzictg za odjemna, to miejscem geometrycznem bcdzie jeden tylko
nieskonczenie odlegly punkt.

0. Jesli w dane kolo wpiszemy kqty, ktérych boki opierajq sie
na kodcacli jednego i tego samego luhu i wszyslkie le kqty podzie-
limy w jednaki sposéb na dicie czesci liniami prosterni, to wszyslkie
Unie dzielgce przejdq przez jeden i ten sam punkt luku, kidry otrzy-
mamy, dzielqc jeden z kgtaw wpisanych w podany sposdb.

p. Jesli przez dane dwa punkty poproicadzimy kola, klére dane
kolo przecinajq (lub dotykajq sie), to miejscem geometrycznem wspdl-
nych cieciw bedzie punkt, lezqcy na linii lgczqcej dwa dane punkty.

Niech danymi punktami bcda A
i B i niecb dowolne kolo przez te
dwa punkty poprowadzone przetnie
dane kolo w punktach 6'i U. Linia
prosta CD przetnie linig AD w szu-
kanem miejscu geometrycznem O;
gdyz jesli inné dowolne kolo przez
punkta Ai D przecbodz%ce przecina
kolo stale w punktach E i F, to linie
H-, DCi DA sa osiami radykalnemi
trzech ko! i jako takie przecinaj%b sig
swjednym punkeie i dla tego EF musi
przejsc przez punkt O
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Przyklady.

Przez dany punkt poprowadzic prost%, od ktorej dane kolo
odcina danej dlugosci cigciwg.

Zadanie redukuje sig przez | do zadania 16.

Popiowadzic linig prostq, od ktdrej dwa dane kola odcinaj¥a
danyck dlugosci cigciwy.

Poprowadzic linig prosta, ktdra dan¥ prosta przecina w pun-
kcie X, dane zaf kolo w punktach Iri Z tak, ze linie proste XY
i YZ maj¥. dane dlugosci.

Zadanie redukuje sie przez | do zadania 11.

W dane kolo wpisac trojkqt w ten spos6b, aZeby byl podobnym
danemu trdjk%towi i azeby jeden jego bok przecbodzil przez
dany punkt.

W danem kole poprowadzic cigciwg danej dlugosci i danego
kierunku.

"Wdane kolo wpisac trojk%et, czynifjcy zadoac nastgpujg,cym
warunkom: jeden jego bok ma byc réwny i rownolegly danej
linii i oprocz tego dwdjsieczna kata przeciwleglego ma prze-
cbodzi6 przez dany punkt.

Jeden bok otrzymujemy bezpoéarednio (I), nastgpnie znamy
dwa punkty dwdjsiecznej kgta przeciwleglego.

W dane kolo wpisac trojk%t, znaja,c kierunek jednego boku,
dwdjsieczn% k%a przeciwleglego jakotez jeden punkt tej
ostatniej.

Dany kierunek jednego boku oznacza érodek luku, odpowiada-
jag,cego temu bokowi i tym sposobem znan¥ijest dwojsieczna
koota przeciwleglego.

Przez dany punkt poprowadzid linig prostq, ktérej odlegioéd
od danego punktu rbéwnala by sig summie jej odlegloaci od
dwu innych danych punktow.

Na danym okrggu kola, znamy polozenie dwu punktéw Ai B,
nalezy przez dany punkt P poprowadzid prostq,, przecinaj”c%o
ok~g w punktach X i F tak, azeby proste AX i BY utwo-
rzyly dany kat (220).

Dany luk kolowy podzielic na takie dwie czgéci, azeby ich
cigciwy mialy dany stosunek.
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Ko jaki szukane cicciwy ze soba tworz%, zostaje podzielonym
na dwie réwne cz¢aci priez lini¢ prostg,. dziel%c$ cicciwe da-
nego fuku w danym stosunku i przechodz™q, przez arodek
luku, dopelniajg,cego dany luk do calego okrggu.

Przez dany punkt poprowadzid prosbj, przechodzqg,™ przez
punkt przecigcia si¢ dwu prostych, jesli te proste nie przeci-
naj¥ si¢ w granicach rysunku.

Jeéli pomicdzy danemi prosterni poprowadzimy dwie linie ro-
wnolegie, z'ktérych jednaprzechodzi przez dany punkt, to szu-
kana prosta dzieli odcinki obu réwnoleglych w tym samym
stosunku.

Zbudowad trojk%t, znaj™c czgsci, na ktore linia prosta AD
dzieli /_ A'i bok a.

Nalezy nakreslié kolo opisane z bokiem a jako cicciwg, i wtedy
bcdziemy znali dwa punkty linii AD (o).

Zbudowac trojkat, znaj” k,, u\itn,

Tréjkg,ty prostok%tne, oznaczone przez te trzy dane linie mo-
zemy bezposrednio nakresli6; otrzymamy tym sposobem A
i prostg,, na ktbrej lezy a, pozostaje wigc tylko wyznaczyc
B i C Punkty te otrzymamy, kredl%ec ok”~g opisany okoio
trojkg,ta. Przedluzywszy bowiem wa i wystawiwszy prosto-
pad” ze érodka boku a widzimy, ze linie te musz¥% si¢ prze-
ci¥d we arodku luku, odpowiadajjjcego bokowi a\ wyzna-
czywszy ten punkt, latwo nakredlic kolo.

Do danego kola poprowadzic styczn” ktérej odleglosci od
dwu danycli punktéw mialyby dan¥ summg.

Dany jest czworok%t ABCD, nalezy w nim poprowadzic prostii,
ktoraby byla w réwnej odleglosci od Ai 6’jakotez od B i D.
(Rbéwne odleglosci maj% znaki przeciwne).

W dane kolo wpisac czworok”™ ABCD, znaj%c jego przek™tn”
AC, kgt pomicdzy przekqtniemi i wiedz%c oprocz tego, ze
w czworokqt szukany mozna wpisac kolo.

Nalezy w danem kole nakreslic przekittni$ AC jako cigciwg,
wtedy znanym nam bgdzie kierunek BD, a zatem i srodki lu-
kbw do BD nalezacych. Mozna wigc bcgdzie poprowadzic
dwdjsieczne k6w A i C, ktdre musz$ si¢ przeciad we srodku
kola wpisanego w czworok.~t. Dwdjsieczne k%tdw B i D musz¥a
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przejéc przez ten érodek kola i przez srodki lukdw, nalez%cych
do AO; mozna zatem te linie poprowadzié i tym sposobem wy-
znaczyc B i D.

Nakredlic kwadrat, ktdérego boki pojedynczo brane przechodz%
przez jeden z czterech punktéw A, B, Ci D.

Na AB i CD jako na srednicach opiszmy polokrggi kol ; ktore
bgd$ geometrycznemi miejscami dla dwu wierzcholkéw kwa-
drata; poniewaz przek%tnia kwadrata jest dwojsieczn% jego
kqtobw, wigc musi ona przejéc przez arodki obu p6iokrggéw
i zt%d mozna j%bezpoérednio wykreélic. Za pomoc% tej prze-
k%otni wyznaczymy dwa wierzcbolki kwadratu i nastgpnie nie-
trudno bgdzie wyznaczyc dwa pozostale wierzcbolki.

Zbudowac czworokfjt podobny danemu, i ktéregoby boki po-
jedyiiczo brane przeckodzily przez cztery dane punkty.
Zadanie to jest latwem uogblnieniem poprzedniego i daje sig
w podobny sposdb rozw”zac, gdyz przek”™nie dzie™ kfty szu-
kanego czworokata w wiadomy sposob.

Przez dane dwa punkty poprowadzic koio styczne do danego.
Przez dane dwa punkty Ai B poprowadzimy dowolne kolo
przecinaj%ce dane. Wspdlna cigciwa przecina AB w punkcie,
ktéry lezec musi na wspdlnej stycznej do danego i szukanego
kola ; poprowadziwszy tg styczng, otrzymujemy punkt stycz-
noéci i nastgpnie érodek szukanego kola.

Poprzednie zadanie da sig jeszcze tak wyrazic :

Dane %dwa punkty Ai B i okrag kola; wyznaczyc na okrggu
kola punkt X taki, azeby linie AX i XB przecigly ok”g kola
w dwu punktach, ktére polaczywszy lini% prost%, otrzymali-
byémy linig rownoleglg do AB.

Przez dwa dane punkty poprowadzic koio, ktdre przecina dane
koio wedlug danej cigciwy.

Zbudowac czworokq,t wpisalny, znaj%c CA, BD, /_ Ai /_ ACB.
Nalezy nakreélic BD i wyznaczyc A za pomo” e i 0.

Przez dane dwa punkty poprowadzic kolo, przecinaj%ce dane
kolo w ten spos6b, zeby cigciwa przecigcia sig kdl byla stycznq,
do drugiego danego kola.

Przez dane dwa punkty poprowadzic kolo, ktoreby dane kolo
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przeciclo w ten sposdb, zeby odleglosci cigciwy przecigcia sig
kél od dwu danych punktdéw byly w danym stosunku.
Zbudowac trdjkat réwny danemu i czynigey zadosc nastgpu-
j%cym warunkom: dwa boki mgj% przechodzié przez dwa
punkty i dwodjsieczna kata utworzonego przez te dwa boki
ma byé styczi™ do danego kola.

Dane sa, dwie linie réwnolegte, na jednej z nicb punkt A, na
drugiej punkt B, nalezy przez dany punkt P poprowadzic pro-
stij, przecinajg,c$ obie rownolegte w punktach X, Y tak, azeby
AX i BY byly w danym stosunku.

Dane &4 trzy punkty A B i Ci kolo. Naledy przez punkty
A i B poprowadzic dwie cigciwy ZX i VY w ten sposob, azeby
XF i ZV przecbodzily przez punkt C.



KOZDZIAJj DEUGI.

PRZEKSZTALCANIE FIGUR,

Warunkiem zastosowalnosci metod podanych w poprzednim
rozdziale jest, azeby dane czgaci w nakreslonej figurze zosta-
waly w prostycb pomigdzy sob% zwiazkach, a mianowicie, azeby,
o ile mozna, lezaly blisko siebie, gdyz w tym przypadku bardzo
czesto mozna odrazu nakreSlic wickszg czg¢sc figury, tak ze zadanie
redukuje si8 do wyznaczenia punktu lub linii prostej. Gdy po-
przedni warunek nie ma miejsca, wtedy nie mozemy bezposrednio
zastosowac miejsc geometrycznych ; Jecz to codmy wyzej powiedzieli
prowadzi Tatwo do zasady, ktorej si§ w tym przypadku trzy-
mac nalezy, i ktéra stanowic bedzie podstaw¢ nast¢cpnych rozu-
mowan. Jakoz, nalezy sig slarac wykreslong. figure przeksztalcie
na inng, w ktérej dane czgsci tak sg, ugrupowane, ie konstrukcyg
wykonac mozna. Jesli ta ostatnia figura bcdzie wykreslonq to
w ogdlnoéci Tatwo wrdcio si¢ do szukanej figury. Metody sluzg.ce
do podobnego przeksztalcenia %o

A. Ro6wnolegle przesuwanie,
B. Klad i
C. Obrét.

A.  Rownolegle przesuwanie.

Dla zblizenia niektérych czgsci figur za pomocg tej me-
tody, przesuwamy niektore finie figury w nowe polozenia, réwno-
legle do pierwotnych. W szczegblnosci daje si§ ta metoda
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cz8sto zastosowac, dgy w figurze szukanej mamy dwie linie proste

i kat pomicdzy niemi zawarty, gdyz przesuwajjjc jedn¢ z danych

linij tak, azeby jeden jej koniec przypadl z jednym koncem drugiej

linii, otrzymamy tréjkat, ktéry bezpoérednio wykreslic mozna.

W dowolnym wielokacie mozna jego czgsci tak zlaczyc, ze przez

réwnolegie przesuwanie bokdw doprowadzimy je do tego, ze wszyst-

kie bcda wyehodzic z jednego puDktu. Boki te mog% byc popro-

wadzone w takicb kierunkach, ze kg,ty, jakie ze sob% tworz%, roéwne

bcd3 katom zewngtrznym pocz”kowego wielok”da, ktbrych summa,

jak wiadomo, rbéwna si¢ czterem prostym. Jeali konce tak popro-

wadzonych prostyeh poi%czymy liniami prosterni, otrzymamy wielo-

ko, ktbry w wielu przypadkach jest latwiejszym do przeksztalcenia

niz dany. Nast¢pujgce przypadki lepiej wyjadni% nasz$ myal.
Trojkqt. Przez przesuwanie utworzymy

z trojk~ta ABC trojk$t CDE, AE— AB

i DB= AC. Liniewychodzqce z A 8%bo-

kami pierwotnego trojkgta, kqty zaa

przyyJ—jego k™*ami zewncgtrznymi. Ponie-

wazDC=2CQ0, to boki nowego trojkg-ta 8%

podwdjnemi osrodkowemi danego tréjkqta,

A przeciwnie jest punktem przeciccia sig

osrodkowych nowego trdjksjta. Poniewaz

punkty B i D 84 w rownej od AC odlegioaci, wigc wysokosci troj-

kata ABC tez wysokoSciami tréjkqtdéw schodzg,cych sic w A. Po-

niewaz przy rdéwnoleglem przesuwaniu, Kkg,ty nie ulegaja zmianie,

wigc wszystkie k%ty, jakie tworzqg, ze sob$ boki, wysokoéci i osrod-

kowe musz¥s tez si¢ znajdowaé w nowej figurze. PoniewaZ A DAC

jest rownowazny z trojkfjjtem ABC, wicc pole A DEC musi byc trzy

razy wickszem od pola A ABC. Jedli mozna wykreslic A DEC

albo jeden z dwu mniejszych trojkqtéw schodzq,cych sic w A, to

iatwo bcdzie wrocic sic do A ABC.

Przyklady.

246. Zbudowac trbojkat, znaj%c jego trzy osrodkowe.

Naleiy wykreslic A DECi nast¢pnie wyznaczyc punkty A i B.
247. Zbudowac trojkat, znaj$c mc, h, i h,

Nalezy wykreslic DOC (35); nast¢gpnie poprowadzic B O = OA
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Zbudowac trdjkat, znajac:
248. ha mai mh
249. h,, mti h.

250. /5, mhi m,.

251. A, hai m,

252. /&, mai hc:b.
253. A, hai mh

254. mg 2ci /_ (mh a).
255. m,, hai hh

256. ha hbi A (ma b).
257. fig kai A (mi, c)-
258. tig b+ ci hb:h,

Czworokqt. W czworok”ie mo-
zemy boki AD i Al) przesungc do
polozen 671, i CD{; otrzymany rob-
wnoleglobok DBJ)Di bcdzie za-
wieral niektdére czg¢Sci czworok;j.ta
w prostszym pomigdzy 805% zwiazku:

Proste, wyckodz”™e z punktu C, s%k%ctami czworok¥ata.

K3y, leZace naokolo punktu C\ 8%bokami czworokata.

Boki rownolegloboku &4 przekatnemi czworok%ta i kgty

K~ty utworzone przez linie proste, wychodz%ce z punktu C
i boki réwnolegloboku réwnaj$ sig k”~*om pomicdzy przekatnemi
i bokami czworok”a.

Péle réwnolegloboku jest dwa razy wigkszem od pola czworo-
k~a. Przek”ne réwnolegloboku 8% dwa razy wicksze od prostych,
1%cz¥cych srodki przeciwleglych bokéw czworo”~ta; do tego wy-
padku latwo dojdziemy, uwaza”*c réwnoleglobok utworzony z linij
1%cz%cych srodki bokdw czworoboku.

W roéwnolegloboku zatem napotykamy wszystkie te wielkosci,
ktore zwyklismy uwazac w kazdym czworok¥cie. Przesunigcie
okazuje sig byc szczegblnie pozytecznem, gdy mamy przek.'j.tne
czworok”a i kgt pomigdzy niemi, gdyz wtedy réwnoleglobok daje
sig bezposrednio wykreslié i zadanie redukuje sig do wyznaczenia
punktu C. Dla tego punktu odrazu odnajdujemy dwa miejsca
geometryczne, gdy z wyzej wymienionych czgsci znane nam bgd¥a
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dwie, lub tei pewien zw”~zek pomigdzy niektéremi z nich (np. sto-
sunek dwu bokdw, summa lub roznica ich kwadratdw i t. d.). Liczny
szereg zadan, ktdre tym sposobem bezpoarednio rozwi%zac mozemy,
zostaje jeszcze powigkszony przez prost% uwagg, ze w kazdym czwo-
rok”ie dwa boki przeciwlegle mozemy uwazac za przek%tne, prze-
k~ne zas za dwa boki; tym sposobem mozemy rozwiazac wszystkie
takie zadania, w ktérych zamiast przekatnych i ich k%6tdw mamy
dwa boki przeciwlegle i k*dy pomigdzy nimi.

Dla jasniejszego wytiomaczenia metody, zastosujemy  do
rozmaitego rodzaju zadan.

Przyklady.

259. Zbudowac trapez, znajac wszystkie jego boki.

Przesuwaj%c jeden z nieréwnoleglych bokéw az do drugiego
boku otrzymamy trojk%at, ktérego wszystkie boki s%oznane.

260. W kole %dane dwie cigciwy AU i CD; nalezy na okrggu wy-
znaczyc taki punkt X, azeby proste XA i XB odcigly od cigciwy
CD czgsc FG réwn% linii danej.

Przesuwajac odcinek FG az punkt/ "upadnie naA, znajdziemy,
ze punkt Gupadnie na punkt IJ, ktéry latwo wyznaczyc mo-
zemy; nastgpnie wyznaczamy punkt G za pomo” e, gdyz
/_ HGB= Z. X (k%4 wpisany w odcinek maj%ucy cigciwg AB).

261. Zbudowac czworok”™ ABCD, znajac jego cztery boki i linig

EF 1%czq,0q9, srodki bokdw AB i CD.
Dla zhj,czenia czgsci czworok%ta, posuniemy boki BC i AD do
poiozen EC\ i ED,. Punkty Ct, Fi D, lezec muszg, na jednej
linii prostej, gdyz trojkaty C,CF i DD,F 8%4rbwne sobie. Teraz
mozemy wykreslic A C,D,E (121) i nastgpnie wyznaczyc Ci D.
Konstrukcya pokazuje,ze k%tC,ED, pomigdzy bokami przeciw-
legylmi jest niezaleznym od dlugoaci dwu pozostalych bokdw.
Rozw”zanie zadania daloby sig jeszcze uskutecznic na zasa-
dzie wyzej wylozonego og6lnego przesunigcia.

262. Przez jeden z punktdéw przecigcia sig dwu okrggéw kol, popro-
wadzic prosta, odktérej dwa okrggi odcinajg, cigciwy, maj%oce
dan% roznicg. (Cigciwy nalezy brac z wlasciwymi znakami,
liczqc kierunki od punktu przecigcia okrggbw).

Metody i teoryo. 4
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Rzut linii srodkdw na szukan%o lini¢ rowna si¢ polowie danej ré-
énicy. Przesuwajg.c ten rzut tak dlugo, az jeden jej koniec upa-
dnie najeden ze srodkdw kél, przekonamy sig, ze rzut ten wraz
z linig, srodkéw tworzy trojkq.t prostokgjtny, ktory latwo wy-
kreslic mozna. Szukana linia bcdzie réwnolegla do jednego
z bokdw tego tréjkqgta. Jeéli summa cicciw jest daiui, to na-
lezy summg t¢ wprowadzic do figury, mnozic jeden z okrggdw
przez —1 odnoSnie do punktu przeciccia si¢ okrggdw, na-
stgpnie nalezy nowe koto podstawic na miejsce danego i wy-
konac wykreslenie wyzej podane.

Wykreslic prostok%t, znajac jeden jego bok i wiedz%c, ze
kazdy z bokéw ma przechodzic przez dany punkt (262).
"Wdanym trojk$cie ABC poprowadzic lini¢ prost% od punktu
X na boku AB do punktu Y na boku BC tak, azeby od-
cinek XY mial dan% dlugosc i azeby AX:CY—p <q.
Przesuwaj%c XY w polozenie AY, mozemy oznaczyé punkt
P,, gdyz znamy jego odleglosc od punktu Ai ksztalt troj-
k~a YYtC

Dane dwa okrcgi kol nalezy przeciaé linirj. prostg, poprowa-
dzon% w danym kierunku w ten spos6b, azeby summa lub
roznica cigciw, jakie kola na poprowadzonej linii odcinaj%o.
miala dan3 wielkoSé.

Jeden z danych okrggbw nalezy przesuwad w danym kierunku
tak dlugo, az przetnie drugi na szukanej linii i w tem polo-
zeniu latwo wyznaczyc mozemy jego Srodek.

Przez dany punkt poprowadzic lini¢ prost%, od ktorej dane
dwa okrc¢gi odcinaj% rdwne cigciwy.

Nalezy jeden z okrggdw przesuwad dopdty, dopdki réwne cig-
ciwy nie zlej% si¢c ze sob%o i wtedy latwo nam bgdzie wyzna-
czyd srodek przesunigtego kola w nowem poiozeniu, gdyz
z tego srodka dan%o lini¢ Srodkdéw widzimy pod katem jho -
stym i nadto znamy jego odleglosc od danego punktu, albo-
wiem styczna poprowadzona od danego punktu do kola
przesunictego, rowna si¢ stycznej poprowadzonej do kola
stalego.

267. W dwu danych kolacli o Srodkack A i B poprowadzic dwa
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réwnolegie promienie AX i BY, ktdére z danego punktu P
widaé pod réownymi katami.

Trojk~t AXP przesuwamy o odcinek roéwny i réwnolegly linii
srodkéw, mnozac go jednoczesnie przez stosunek promieni, tak
ze AX i BY wskutek przesunigcia zlej% sig z sobg,, Punkt P
zajmie nowe miejsce /J, ktore Tatwo wyznaczyé mozemy, gdyz
znamy kierunek i wielkoéc/7P,. Poniewaz /_ YPX8 — /_ XPA,
wigc punkty P, Px B i Y rnusza lezeé najednym okrggu kola
i tym sposobem wyznaczamy punkt Y.

Zbudowaé réwnoleglobok, znajgp jego boki i kat pomiedzy
przekatnemi.

Przesuwajac jedna z przekatnych, az jej koniec upadnie na
koniec drugiej przekatnej, bedziemy mogli wykreslié trojk%at,
w ktdrym przekatne s%jego boki. (18).

Zbudowaé trapez, znajgn jego przekatne, linig prosta %czac%
srodki bokdw nierdwnoleglych i jeden z jego k%6tow.

Zadanie to za pomo” sposobu wyzej podanego sprowadza
sig do 3.

W jakim przypadku, przy ogblnem przesunigciu czworokata
punkt C pada na jedng, z przekgtnycb réwnolegloboku?

Za pomoca réwnoleglego przesunigcia mozna rozwiazaé ogdlne
zadanie, ktore sig czgsto napotyka:

Pomicdzy dwiema danemi krzywemipoprowadzié linig pro-stq
ruwng i rownoleglg, do dane;j.

Przesuwajgc jedn% z danych krzywych o odcinek réwny
i rownolegly do danej prostej, widzimy, ze ona ruusi pi-zeciaé
drugii krzywa w punkcie, przez ktéry ma przecbodzic szukana
prosta. Zadanie daje sig zawsze rozwnjzac za pomoca cyrkla
i bnialu, jesli krzywe stanowia uktad linij prostych i lukdw kol.
Linig prostij, réwna i rownolegla do danej, umiescic koncami
na danym okrggu.

W trojkacie poprowadzié poprzeczn¥ danej dlugosci réwno-
legle do jednego z bokdw.

W kole poprowadzié cigciwg réwna i roéwnolegla do danej
prostej.
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274. Z okrctu widac dwa znane punkty pod danym k%otem; prze-
plynawszy przez pewien czas dan% przestrzed w danym Kie-
runku znowu obserwujemy z okr¢tu nowy kq.t, pod ktérym
widzimy dane punkty ; wyznaczyc miejsce okrgtu.

Jesli przez te znane dwa punkty poprowadzimy luki zawiera-

j3ce dane katy, to latwo wd(dziec, ze zadanie sprowadza si¢ do

zadania 271.

Szczegblny sposbb réwnoleglego przesuniccia stosujemy
czgsto, gdy mamy do czynienia z okrggami kdl stycznymi do innych
okrgcgbw lub linij prostycb; wyobrazamy sobie wtedy, ze promien
jednego kola maleje do zera, tak, ze kolo redukuje sig§ do swego
srodka, jednoczesnie zmieniaj%sic tez i linie proste i kola styczne,
pierwsze zachowu” przy tem swoj Kierunek, drugie swoje arodki.
T%drog¥ postgpuj¥sc, mozemy cz¢sto dane zadanie sprowadziC do
prostszego, gdyz lubo warunki zadania pozostaj% te same, to jednak
mozemy kolo zastapic punktem.

275. Do dwu danych kél poprowadzid styczng. wspdlng,.

Gdy mniejsze kolo bgdzie si¢ ciagle zmniejszac, az si¢ stanie

punktem, i gdy jednoczeénie styczne ulegn¥ odpowiedniej

zmianie, wtedy drugie kolo, ktdie nie przestaje si¢ dotykaé
do stycznych, otrzyma promien Tdwnajacy si¢ summie lub
réznicy promieni danych kél, stosownie do tego, czy uwazamy
styczne wewngctrzne lub zewngtrzne. Tym sposobem zadanie

spowadza si¢ do 16.

276. Wykreslic kolo styczne do dwu danych prostych i do danego
kola.

Jesli dane kolo bcgdzie si¢ zmniejszac az si¢ zamieni na swoj

arodek, wtedy zadanie bg¢dzie sprowadzonem do 181. Szukane

kolo moze byc stycznem do danego kola w dwojaki sposdb,
odpowiednio temu mamy przesunigcia stycznych w przeciw-
leglych kierunkach.

277. Wykreslic kolo styczne do danego kola i do danej prostej
w danym jej punkcie.

278. Wykreslic kolo styczne do dwu kél, do jednego w danym
punkcie.
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Rozne przyktady na posunigcia rébwnolegle.

Zbudowac czworokqt, znajqc jego boki i kgt pomi¢dzy dwoma
przeciwleglemi bokami zawarty.

Zbudowac czworokqgt, znajqc jego przekqtne, kgt pomigdzy
niemi i dwa kqty przeciwlegle czworokqta.

Zbudowac trapez, znajac jego przekqtne, k&4 pomicdzy niemi
i summg lub réznicg dwu bokdw przyleglych.

Zbudowac trojkqt, znaj%c m,, /_ (mt, m§ i powierzcbnic troj-
kqta.

W tréjkqcie ABC, w ktérym /B — 90° nalezy poprowadzic

Punkt Y (patrz 264) wyznacza si¢ na zasadzie a.

Zbudowac czworokqt wpisalny, znajqc jego przekatne, kqt
pomigdzy niemi i kgt pomicdzy jednqg przekqgtng i bokiem.
Zbudowac czworokqt, znajqc jego przekqgtne, kgt pomicdzy
niemi, stosunek dwu bokdéw przyleglych i kqt pomicdy dwu
drugimi bokami.

Okolo danego trojkqta opisac najwickszy mozebny trojkqt
réwnoboczny.

Zbudowac czworokqgt, znajqg dwa kqty przeciwlegle, po-
wierzchnig i dwie linie lIqczqce arodki bokdw przeciwleglycli.
Kqt pomicdzy danemi liniami wyznacza si¢ z wielkosci tychze
i powierzchni czworokqta. Znajqc ten kqt, mozemy zastoso-
wac ogblnq metod¢ przesuniccia czworokqta.

Zbudowac czworokgt ABCD, znajgc AB, CD, /_ BAC, /_ ACD
Z DDA

Zbudowac czworokqt, znajqc dwa boki przeciwlegle i wszystkie
kqty.

Zbudowac trapez, znajqc jego przekqtne, kgt pomicdzy niem
i jeden bok.

Zbudowac czworokqt, znajqc jego trzy boki i kqty przylegie
czwartemu bokowi.

Zbudowac czworokqt ABCD, znajgc AB, CD, AC, /_ ABD
i Z DDC.
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Zbudowac czworok%t, znaj%c /_ BCA, /_ CAD, przek%tne
i kgt pomiedzy niemi.

Dane &4dwie linie rownolegie Li A, trzecia prosta N i punkt P;
nalezy przez ten punkt P poprowadzid prosta, azeby ona
przecigia dane proste, odpowiednio w punktacb A, //, Cw ten
sposbb, azeby AD i CP byty w danym stosunku.

Nalezy przesung,c AB i CP w polozenia A, Qi QPt, gdzie Q
oznacza punkt przecigcia sig prostych Ali N, i wyznaczyc
punktl\.

W trdjkacie AXBYC nalezy poprowadzié prost% XY w da-
nym kierunku tak, aZeby AX i YC mialy dang, summeg.
Zbudowac trapez, znajg,.c jego przek”ne i boki nierbwno-
legle (142).

Rozwiazaé zadanie w 169 w przypuszczeniu, ze punkt A jest
dowolny.

Zbudowac czworoka,t, znajac jego przek”™ne, dwa boki prze-
ciwlegie i k&4 pomicdzy nimi.

Zbudowac czworokat, znajac lini¢ prost®, 173,0% dwa boki
przeciwlegle, przek%otne, stosunek dwu bokdw przeciwleglych
i summ¢ kwadratdw dwu drugich bokdw.

Zwyczajny réwnoleglobok daje si¢ wykreslic, gdyz znamy jego
boki i przekatnia.

Zbudowac czworok%et, znajac cztery jego boki i lini¢ lgczgc%o
srodki jego przekg,tnych.

Rozwiazanie podobne do poprzedniego lub do 261.

Zbudowab trojkat, znaj%ec dwie jego oérodkowe i kgt po-
micdzy trzecia oérodkowq, i bokiem odpowiednim.

Zbudowac trapez, znaj3c jego boki rownolegie i przek™ne.

W dane kolo wpisac trapez, w ktérym znamy jego wysokosc
i roznicg bokéw réwnoleglych.

Zbudowad czworokat, znajac: dwa boki przeciwlegle, lini¢ dzie-
I13c% dwa pozostale boki w danym stosunku, stosunek tych
bokéw i k$t pomigdzy nimi.

Rozwiazanie podobne do 261.

Zbudowac trapez, znajg,c jego przekCjtne, lini¢ 13¥z2%@%osrodki
przeka,tnych i linie laczac% arodki dwu bokdw przeciwleglych.
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306. W dane kolo wpisad trapez, znajac jego wysokoac i summg

307.

308.

3009.

310.

bokdéw réwnoleglych.

Trapezowi mozemy nadac takie poiozenie, €e zostanie on po-
dzielonym przez kazd.a, srednicg na dwie czglci symetryczne.
Srodek jednego z nieréwnoleglych bokdéw musi lezeé na znanej
linii roéwnoleglej do srednicy. Spodek wysokosci poprowa-
dzonej z konca jednego z nierdwnoleglych bokdw daje sig wy-
znaczyc (271 i 336).

Na danej prostej AD umiescid drug% CD danej diugosci tak,
a2eby punkty Ci D dzielity linig AB harmonicznie.

Na AD jako na cigciwie opiszemy kolo dowolne i, uwazajg,c
zadanie jako rozw”zane, poprowadziray z punktéw Ci D proste
CEi DF do srodkéw dwu lukbéw AB. Te linie 8%do siebie
prostopadte i przecinaj¥% sig na okrggu kola. Gdy przesu-
niemy CD réwnolegle do siebie az do EG, to odcinek FG wi-
dzianym bgdzie z punktu D pod kg.tem prostym. Jesli Mjest
srodkiem linii AD, to znamy iloczyn i réznicg MCi MD; na;za-
sadzie tej uwagi mozna tez zadanie latwo rozwi$zac.

Dane 8dwa punkty Ai B i pomigdzy nimi dwie linie rowno-
legie; nalezy pomigdzy terni réwnoleglemi poprowadzic pro-
stg, w danym kierunku tak, azeby summa AM+ MN+ XB
byia najmniejszo.sciq (minimum).

Przez dany punkt P poprowadzid prost%, ktdérejby odlegloéci
AX i BY od dwu danych punktéw A i B miaiy dany iloczyn.
Przesuwajac BY az do AY,, widzimy, ze miejscem geome-
trycznem dla F, jest prosta, gdy diaX jest okrqg kola, ktdrego
Srednica jest AP; przesuwajfjc prost<i o odcinek AB otrzymamy,
ze miejscami geometrycznemi punktu Y kolo i linia prosta.
Z danego punktu P poprowadzono pros™ PA do punktu A na
danej krzywej i z innego danego punktu L prost% LB réwno-
legig, do PA, tak azeby LB : PA~ m :n; wyznaczyc miejsce
geometryczne punktu B.

B. Klad

1% metod%o zupelnie tak samo jakpoprzedni$ poshigujemy sig

w celu otrzymania przy wykreéleniu figur, w ktérych dane czgsci
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miaiyby wygodniejsze poiozenie. Metoda ta polega na tem, ze
jednej czgéci figury nadajemy nowe poiozenie, a to w celu:

311

312.

313.

314.

1) Skupiania danych czgsci.

W dane kolo wpisac czworokat ABCD, w ktérym znamy dwa
boki przeciwlegle AB i CB i stosunek dwu pozostalych bokdw.
Przewrociwszy trojkoct ABC tak, azeby punkt A upadl na punkt
Ci punkt C na punkt A, zobaczymy, 2e punkt A i teraz lezec
bgdzie na okrggu. Przez takie odwrdcenie doprowadziliémy
do tego, ze dane czgsci figury znajduj% sig w polozeniu do-
godniejszem dla rozwi%zania, gdyz znamy teraz dwa boki przy-
legle i stosunek dwu pozostalych; mozemy wigc dane dwa boki
bezpoérednio wykreslic i nastgpnie wyznaczyc czwarty wierz-
choiek (229).

Pozostaje teraz przywr6cic trojkgjtowi ABC jego poiozenie
pierwotne.

Zbudowacczworokglopisalny*ZICAznaj~iCAD, AB,/ D i/_B.
Jesli trojk9ct ABC obrdécimy okolo dwojsiecznej k%ta A, to
punkty D i C odpowiednio upadn¥ na punkty L), i C i linia
Di G stanie si¢’styczna do okrggu.  Mozemy teraz zbudowac
trojko,t, ktdrego jeden bok jest BDU poniewaz znamy ten bok
i dwa kq.ty jemu przylegle; kolo daje sig nastgpnie latwo wy-
kreélid, gdyz musi ono byc stycznem do bokdw tego trdjk$ta.

2) Wprowadzenia danych czgsci do figury.

Zbudowac tr6jk”, znaj%c a, h i A—B.

Odwrécmy trojk9%ct tak, azeby punkt B upadl na punkt A,
punkt zas A na punkt B; wtedy mozemy wykreélic trdjhijt,.
ktorego boki &saib. A—B zad kK4 pomigdzy tymi bokami
zawarty.

Zbudowac trojkost, znajg,c a, hai B—C.

Wprowadzamy B—C przez odwrdcenie tréjk”™a w ten sposob,
azeby punkt B upadl na punkt C, punkt Cna punkt B i punkt
A na punkt At. Teraz mozemy nakreslic réwnoleglobok, kt6-
rego jedna przekg,tna jest AA,, i ktdrego trzeci wierzcholek
jest punkt B, gdyz przek™n% z punktu B poprowadzo”, wi-
dzimy z punktu A pod wiadomym ka,tem,



57

315. Zbudowac tréjk%at, znajg-c bc, mai B—C.

Odwrociwszy trojk¥t tak, aZeby on przybral polozenie BAYCT
widzimy, ze znana powierzchnia trojkfjta AYBA réwna sig po-
wierzchni tréjk~ta réwnoramiennego, ma”*cego za bok ma

3) Przyproivadzenia prostych lub kqgtbw do przystawania;

sposOb ten najczgéciej stosujemy, gdy réwne czgsci 8nieznane,
gdyz wtedy za pomoc” tego sposobu mozemy niejako wyru-
gowac te nieznane czgsci. Podob” metodg mozemy stosowac,
gdy nam znanym bgdzie stosunek dwu linij; ch”c doprowa-
dzic te linie do przystawania mozemy przy wykonaniu kladu
czgsc figury powiekszyc w danym stosunku.

316. Zbudowac czworokg,t wpisalny ABCD, znajgp cztery jego boki.

Boki tréjkgta ABC mnozymy przez AD mAB i nastgpnie od-
wracaj%c go dajemy mu polozenie ADC\, w ktérem DCyi CD
stanow” jedn% linig prostij,, Teraz mozemy wykreslic trojkgt
CAC\, gdyz znamy stosunek CA: CyA, jakotez CD, DC\ i DA.

317. W dane kolo wpisac trojk%et, znaj$c srodkilukdw, ktbrych cic-

318.

ciwy Sjj bokami tréjk”a.

Niech dany trdjkg,t bgdzie ABC, y srodek AB, (i srodek AC
i a arodek BC. Jefili punkt A obrécimy okolo punktu y, na-
stgpnie okolo punktéw a i (3, to punkt A wréci do dawnego
polozenia, gdy tymczasem dowolny punkt okrggu, znajdu”*cy
sig w danej odleglosci od punktu A, po tych trzech obrotach bg-
dzie sig znajdowal w takiej samej co poprzednio odleglosci od
A, lecz po drugiej stronie tego punktu. Ztij,d widzimy, ze wy-
chodz%c od dowolnego punktu moZemy wyznaczyc polozenie
punktu A, gdyz punkt ten lezec musi we srodku pomigdzy
dwoma polozeniami dowolnie obranego punktu. Zadanie to
z latwoaci% daje sig zastosowac do n ki$ta; latwo widziec, ze
staje sig ono nieoznaczonem lub niemozebnem dla parzystego
n, oznaczonem zas dla nieparzystego n.

Dana jest linia prosta i na niej punkt A; nalezy ze srodka O
danego kola poprowadzic pros”, przecinaj®*”" oknjg kola
w pnnkcie Y, prost% zas — w punkcie X tak, azeby XY i XA
mialy dany stosunek.

Jeéli linig X F doprowadzimy do zlania sig z XA (rosn”o)
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to punkt 0 upadnie na znany punkt 0, i linia AY bedzie
réwnolegi% do 0,0.

Zbudowac czworok%ot ABCD, znajqc AB, AD, /_ B, /_ D\ sto-
sunek BC : CD.

Naledy zastosowac ten sam klad co i w zadaniu 316.

4) Otrzymania figury symetrycznej, ktérej sztikany punkt
lezalby na osi symctryi.

Na danej prostej wyznaczyb punkt, ktdoryby byl w réwnej od-
legloéci od danego punktu tej samej prostej i od drugiej danej
prostej.

Nalezy wystawic prostopadbj w danym punkcie do pierwszej
z danycli linij i podzielic na dwie réwne cz¢aci kqgj; pomicdzy
ta, prostopadla i druga z danych prostych.

WykreSlic kolo styczne do danej prostej w danym punkcie
i przecinaj”e dane kolo pod danym K.'item.

Zrobiwszy klad danego kola w ten spos6b, afceby ono prze-
ciclo dana, prostg, w danym punkcie pod danym kg,tem, wi-
dzimy, ze od symetryi obu okrggdw przechodzic musi przez
érodek szukanego kola.

5) Doprowadzenia cz¢m figury do takiego polozenia, aieby
dwa szukane punkty ztahy si¢ wjeden, gdy Jednoczesnie dwie
pros/e ze sobq przez ten punkt przechodzqce uiworzyly dany kqt
i kazdu przechodzila przez znany punkt. Moeemy wtedy nakre-
slic kolo przecbodzgee przez punkt przecigcia si¢ dwu prostych.

Dane sij, dwa kola i na okrggu jednego z nich punkty Ai B;
nalezy na tym okregu wyznaczyd taki punkt .Y, ze jeali proste
AX i BX odpowiednio przecinajij drugie kolo w punktach M
i N, to cicciwa MN ma miec dan%o dlugoéaé.

Jeéli O ozacza srodek drugiego kola, to k$t MON jest wia-
domy. Jeali linic MA o ten k”t obrécimy okolo punktu 0, to
4 upadnie na Ni punkt A na wiadomy punkt A,. Poniewaz
linie MA i NB tworzq, ze sob% kqt wiadomy, wicc /_ BNA, jest
takze wiadomy a wigc i polozenie punktu N jest wyznaczone.
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Rézne przyklady do metody ktadbw.

IV dane kolo wpisac czworokqt, znajgc dwa boki przeciwlegle
i summ§ dwu pozostalych.

Zbudowac trdjkat, znajgu A* hai m,

Nalezy tak odwrdci6 trojkat, azeby punkt B upadi na punkt <\
punkt Cna punkt B, punkt A zad na A,. Pros”™ AA, mo2emy
wykreslic i nast¢pnie wyznaczyd punkt B.

Okolo danego kola opisa0 trojkrijjt tak, azeby trzy jego wierz-
cholki lezaly na trzech danych prostych ze srodka kola wy-
chodzg,cych.

Zadanie jest podobne do zadania 317.

Zbudowaé kwadrat ukoény w ten sposbb, azeby dwa jego boki
lezaly na danych réwnoleglych, dwa zaé pozostale odpowiednio
przechodzily przez punkty A'i B.

Jeéli kwadrat ukoény potozymy dwoma drugimi bokami na
dane robéwnolegle, to AB przyjmie nowe polozenie, ktdrego
kierunek jest znany. K~t pomicdzy nowem i dawnem poloze-
niem linii AB wyznacza kot kwadratu ukosnego.

Zbudowaé trojk”, ktdrego podstawa jest wiadoma, ktdrego
wierzcholek lezy na danej prostej i jesli oprocz tego znant|
jest roznica kfjtdw przy podstawie.

NaleZy trojkat odwrécié tak, jak to uczyniliémy w zadaniu
313 i zastosowaé metod¢ podobienstwa.

W trojkfjcie poprowadzono lini¢ prostej, od wierzcholka do da-
nego punktu podstawy; nalezy na tej linii wyznaczy6 punkt,
z ktébrego oba odcinki podstawy widziane 8 pod réwnymi
kg.tami.

W trojk%ecie ABC bok AC podzielono na dwa odcinki AD i DC,
naleiy na boku AB wyznaczyd punkt X, z ktérego dwa od-
cinki AD i DC widziane 8 pod rownymi kf|tami.

Moiemy wyznaczy6 punkt na boku AB, symetryczny z pun-
ktem Cwzglcdem osi symetryi DX.

Przez wierzcholek B trojkqta, naleiy poprowadzic tak% linig
proshfc, afceby prostopadle AP i CQ spuszczone na 01% utwo-
rzyly dwa trojkqty ABP i CBQ, ktérych powierzchnie bylyby
w danym stosunku.
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Zmieniajgc wielkosc trojkgqta ABP, nalezy mu nadaé polozenie
CBPXi na linii BC jako na srednicy nakreSlic koio; cigciwa
Py Qotrzyma wtedy oznaczonq dlugodd i zostanie podzielong
przez BC w znanym stosunku.

Zbudowac trojkqt, znajgc ma, b2—c2i /_ {a m3.

Majqc cztery boki czworokgta naleiy go tak wykreslic, azeby
jedna przekqgtna rozdzielila jeden z katbw czworokqta na dwie
réwne czgsci.

Dane 8% dwa kola o Srodkacb A'i B; nalezy wykreslid kolo,
przechodzqce przez punkty Ai B i przecinajgce dane dwa
kola odpowiednio w punktach X i F (na roznych stronacb linii
AB) w taki spos6b, azeby summa kqtéw ABY i BAX byia
réwna danemu katowi.

Nalezy trojkatowi ABY nadac takie polozenie BAY,, azeby
/_ XAYy byl danym kqtem.

Zbudowad trojkat, znajgc A, pi c—b.

Oznaczajqc arodek wpisanego trojkgta przez O, widzimy, ze
w trojkqcie BOC znane sq trzy czgsci, mianowicie kgt O, wy-
sokosc OF i odleglosd punktu F od arodka BC.

Zbudowac trojkqt, znajqc p, c—b i C—B.

Nalezy wykreslic ten sam trdjkqt co i w poprzedniem zadaniu.

Obrot okoto o«i

jest szczegblnym przypadkiem kladu, lecz z powodu czgstego zasto-
sowania, sposdb ten zasluguje na to, azeby go oddzielnie traktowac.
Za pomocq tego sposobu, staramy si¢ uzyskac te same korzyaci co
i w metodzie kladéw, obracajqgc czgsc figury okolo linii prostej, tak,
azeby oba polozenia tej czg¢sci byly symetryczne wzglgdem tej linii
prostej.

Za pomocq tego sposobu rowigzujemy nastgpujqce ogblne za-

danie:

336.

Do danej prostej wyetawic prosiopadlg tak, azeby dwie dane
krzywe odcicly na niej réwne odcinki.

Jakoz obracajqc jedng z danycb krzywycb okolo danej prostej
jako okolo osi, widzimy, ie ona przetnie drugg w szukanych
punktach.
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Zbudowac kwadrat, maj”y dwa przeciwlegie wierzcholki na
danej prostej, dwa zaé pozostaie na dwu danych okrggach.
Na danej prostej wyznaczyc taki punkt X, ze linie proste, %
cz%ce ten punkt z dwoma danymi punktami A i B po jednej
stronie danej prostej le~cymi tw o/ z %1013 réwne ky.
Jeéli jeden z danych punktéw A obr6cimy okoio danej prostej,
az przyjdzie w polozenie Al} to linia BXA, jest prost%o.

Uwaga. Zadanie to czgsto si¢ przytrafia w zjawiskach przy-
rody, gdyi cialo spr¢Zyste przy uderzeniu o plaszczyzng, pro-
mien éwiatla, padajacy na zwierciadlo, fala, napotykajqca
po drodze plaszczyzng i t. d. zostaj% odbite, pod kgtem
rownym katowi padania. Mozemy np. wyobrazic sobie,
ze A przedstawia punkt swiecacy, dana zas linia — przecig-
cie zwierciadla. Zadanie polega na tem, zeby wyznaczyc
drogc, ktdr¥: promien swiatla przebiedz musi, azeby po od-
biciu si¢ od zwierciadla przeszedl przez punkt B. Poniewaz
cala droga, ja™ przy tem przebiega promien swiatla réowna
si¢ prostej BA,, gdy taka sama droga dla kazdego punktu
innego od X, rbéwna si¢ linii lamanej pomicdzy tymi samymi
punktami A, i B poprowadzonej, widzimy wicc, ze promien
swiatla dochodzi do celu po najkroétszej drodze.

Jealiby promien szedl ku innemu punktowi a nie ku X, to zo-
stanie jednakze tak odbitym, jak gdyby wyszedi z punktu Alf
tak, ze w podobnych zadaniacb mozemy sobie wyobrazic dan%
lini¢c jakby wecale nie istniej~” jesli tylko punkt A zasbjpimy
przez punkt A

Na bilardzie, maj~*ymksztalt wielok%ta, lez% dwie bile Mi N;
nalezy tak popchn” bilgc M ku bokowi AB, azeby zostala
0(1~00% ku bokowi BC i tak dalej, az uderzywszy o wszyst-
kie boki bilardu zetknglaby si¢ z bil% N.

Przez obr6t punktu Mokolo AB nadajemy mu polozenie My;
mozemy teraz oderwac uwag¢ od AB, zastcpuj” punkt M
przez punkt M,, To samo powtarzamy dla boku A%'i na-
stgpnych, poOki zadanie nie zostanie sprowadzonem do po-
przedniego. Przedewszystkiem wicc naleZy wyznaczyc szu-
kany punkt na ostatnim boku, poczem bardzo latwo odnalelé
mozna inné szukane punkta. Jesli przy wykreéleniu tych
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punktdw jeden z nich upadnie na przedluieniu ktéregokolwiek
z bokdw bilardu, to zadanie b¢dzie niemozebnem.

W dany wielokqgt wpisac drugi, ktorego obwdd bylby naj-
mniejszoéci™,.

Dwa przylegie boki szukanego wielokg,ta musz% tworzyc
rowne kijty z bokiem danego wielok”™a, na ktérym sic prze-
cinajq,, gdyZ jesliby ten warunek nie miai miejsca dla jednego
z wierzcbolkéw szukanego wielok%ta, toby mozna byio wy-
kreslié wielok%t z mniejszym obwodem czyniqc zadodc powyz-
szemu warunkowi. Zadanie zatem jest podobne do poprzed-
niego i daje si¢c w sposbb podobny rozw”zac.

Wykreslenie mozemy zacz%c od szukanego punktu, po-
uiewaz jednak nie wiemy gdzie punkt ten lezy, musimy
bok wielokijta, na ktorym ten punkt lezy po kolei obracac
okoto kazdego z pozostalycb bokdéw danego wielokata. W taki
sposdb postepuj%oc, wszystlde boki szukanego wielokata ulo-
zymy po kolei obok siebie, na jednej prostej i krancowe jej
odcinki begdg, wlaSnie bokami, ktdre si¢ przeeinajg, na linii,
od ktorej zaczgliémy obrot. Poniewaz jeden z tych dwu od-
cinkéw c”gle towarzyszy bokowi, ktdéryémy kolejno obracali,
wicc k% pomigdzy nim i odcinkiem zawarty pozostaje zawsze
ten sam i tym sposobem zadanie sprowadza si¢ do nast¢pu-
jg,cego:

Pomicdzy dwiema prosterni jednakowej dlugosci poprowadzic
trzeci%, ktoraby tworzyla z niemi réwne k%4y i odcicla od nich
rdwne czg¢aci, licz¥c te czgici od oznaczonych koncéw danych
linij.

Gdy rbéwne katy stajq, sic k%tami naprzemianleglymi, wtedy
zadanie oczywiscie staje si¢ nieoznaczonem, gdy dane linie %
rownolegle; staje si¢c zad niemozebnem, gdy te linie nie 84
rownolegle. Przypadek ten ma miejsce, gdy liczba bokow
danego wielok%ta jest parzystg., gdy zas liczba ta jest niepa-
rzystg, wtedy zadanie zawsze bc¢dzie mozebne, jesli tylko zgo-
dzimy sic i takie wielokaty uwazac jako wpisane, ktorycb
wierzcbolki leZa na przedluzeniach bokdéw danego wielokgta.
Zbudowac wielokqt, znajgc polozenia prostopadlych do jego
bokdw wystawionych z srodkoéw tychze.
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ISiecli A bgdzie jednym ze szukanycb wierzcholkdéw’, B — do-
wolnyrn punktem plaszczyzny wielokata ; obracajqc lini¢ prost%
AB po kolei okolo kazdej z prostopadlycb, zobaczymy, ze na-
koniee Azudw upadnie na A, zas B na jakis punkt B, ; ponie-
waz j)rzy tych obrotach dlugosc linii AB nie ulegla zmianie,
wicc BA — BtA. Na zasadzie tej uwagi zadanie daje sic
z latwosci% rozwiqzad; jakoz rozpoczynamy wykrealenie od
dowolnego punktu B i wyznaczamy punkt By. Szukany wierz-
cholek lezec musi na prostopadiej wystawionej ze srodka BBY.
Bior%oc teraz inny punkt plaszczyzny i powturzajac powyzsze
wykreélenie, otrzymamy polozenie szukanego wierzcbolka A.
Itozbiér tego rozwigzania podobny jest do rozbioru zadania 340.
Zbudowac wielokat, znajgn polozenia dwdjsiecznych.
llozwiazauie podobne do poprzedniego.

Do dwu danycb kbi poprowadzié styczne, przecinaj”ce si¢ na
danej prostej i tworz;j,ce z ni% rowne kty.

liozwiqg,zanie podobne do 338; zadanie sprowadza si¢ do 137.
Na danej prostej wyznaczyé punkt A'tak, azeby jego odlegloéci
od dwu danycb punktéw A i B mialy dan$ summg.

Nalezy do figury w'prowadzié dan”™ summe, przedluzajgn AX
do punktu B, tak azeby XBt— XB. Punkt szukany zatem
X bcdzie srodkiem kola, przechodz%cego przez punkt B i stycz-
nego do kola, majg,cego swdj srodek w punkcie A promienia
ABy. Jesli zwr6cimy jeszcze uwaggnha to, ze szukane kolo musi
przejsé przez punkt otrzymany z obrotu punktu B okolo danej
prostej, przekonyw’amy si¢, ze zadanie sprowadza si¢ do 238.
Na danej prostej w'yznaczyé punkt, ktérego odlegloéci od dwu
danycb punktéw maj% dan% réznicg.

Rozwit”zanie podobne do poprzedniego.

Ueaira. Dwa poprzednie zadania daja si¢ jeszcze wyrazic
w sposdb nastcpujqjcy :

Znalesc wsp0lne przeciccie linii prostej i przeciccia ostrokrg-
gowiego, ktdrego wielka os i ogniska 8%4dane. Zadanie to
daje si¢ zatem rozwi%zac za pomoca cyrkla i linialu. Jeali
zas zamiast linii prostej wezmiemy dowolny okrag kola, to
zadanie nie da si¢ rozwi%zab za pomocq tycb przyrz$dow.

346. W trojkatcie ABC, prosta AD jest dwdjsieczna k%ta A+ nalezy
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na tej linii wyznaczyc taki punkt M, azeby r6znica kg,tow DMC
1 DMB byla najwigkszoscig..

Przez obr6t linii AB okolo dwdjsiecznej kqg,ta, zadanie spro-
wadza sig do 185.

Dwa kola odpowiednio przechodz¥% przez punkty Ai B; nalezy
na icb linii potggowej wyznaczyc taki punkt P, azeby prosta,
t$czgjca dwa punkty Qi B, w ktorych linie PA i PB powt6rnie
przecinaj% okrggi danych kol, byla prostopadl% do linii potg-
gowej kol.

Jesli kolo przechodz¥ce przez punkt A obrécimy okolo linii
potggowej, to punkt A upadnie na punkt Ati Qna Q ; okolo
czworok%tow QABR i QA BR mozna opisac kola i zt%d wy-
pada, ze kolo AAYB przecbodzi przez punkt P.

Dana jest prosta PQ i po jednej jej stronie dwa punkty A i B\
nalezy na tej prostej wyznaczyc taki punkt X, azeby/ BXQ —
2L.AXP.

Nalezy linig AX obrécié okolo PQ az przyjdzie w polozenie
AtX i nastgpnie wyznaczyc rzut punktu B na A,X.



BOZDZIA» TEZECI.

TEORYA (0BROTU

1. Jesli z danego punktu O poprowadzimy linie proste do
punktdéw krzywej K i te linie obrdécimy okoio punktu Oo kot v, po-
wigkszaj$c je jednoczesnie w danym stosunku f, to jako miejsce
geometryczne koncéw linij poddanych obrotowi, otrzymamy krzywij
K. Krzywa ta musi byc podobng, do
krzywej k gdyz mozemy sobie wyobra-
zic, ze opisane wyZej dzialanie zostalo
uskutecznione w ten sposbb, ze naj.
przdéd wykonalidmy obrét okolo punktu
0, przez co tylko polozenie krzywej
ulegio zmianie, nastgpnie pomnozyliamy
krzyw3 przez f odnosnie do punktu O
Dowolny punkt a krzywej k, za pomoc$
obrotu wyznaczy punkt A krzywej A.

Dwa takie punkty nazywaj$ sig odpo-

wiednymi. Linie proste, b”*czace punkty odpowiedne, nazywaj$ sig
liniami odpowiednemi; k%tami zad odpowiednymi nazywamy katy
utworzone przez linie odpowiedne. Punkt Onazywaé bgdziemy
srodkiem obrotu, k”t e — k”em obrotu, wielkosc f — stosunkiem
obrotu. Dla dwu dowolnych odpowiednyck punktéw A i a, tréjkg,t
AOa musi mie6 ten sam ksztalt, poniewaz dla wszystkich takicb
punktéw /  aOA—v "\AO:aO—f niloaci stale. Mozemy zatem
jeszcze powiedzied, ze krzywa K zostala opisan$ przez jeden wierz-
cholek A trojkg,ta AOa, ktbry, zachowuj%c swoj ksztalt, obraca sig

Metody i teorye. 5
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okolo drugiego swego wierzcholka 0, gdy jednoczesnie trzeci wierz-
cholek a opisuje danij, krzyw% k. Dzialanie, za pomoc%o ktdregc
krzyw$ k obrocimy okolo punktu Oo k¥4 v jako kit obrotu i wiel-
kosd / jako stosunek obrotu nazywac bgdziemy mnozeniem krzywej
przez /,, odnosnie do punktu U

2. Kazdy punkt plaszczyzny moze byc uwazany jako nale-
z%cy do jednego ukladu i utrzymuje przez to swoj punkt odpe-
wiedny w drugira ukladzie. Jesli w taki sam spos6b uwazac bg-
dziemy i srodek obrotu, to bgdzie on swoim wlasnym punktem od-
powiednym (saniemu sobie odpowiadaj4cy punkt) i na zasadzie tej
wlasnosci moze byé uwazany jako punkt podwdjny ukladéw. Mo-
Zemy tez sobie wyobrazic, ze cala plaszczyzna tak sig obraca okolo
punktu 0, ii jeden z punktow opisuje dan¥ krzyw%s ; jezeli przy tem
caly uklad punktow na plaszczyznie podczas obrotu zachowuje swoj
ksztalt, to kazdy punkt tego ukladu musi tez opisac krzyw%o, po-
dobn¥% do danej.

3. Jezeli znanym jest srodek obrotu wraz z k”em i sto-
sunkiem obrotu, to za pomoc% cyrkla i linialu mozna obracac
kazdy uklad linij prostych i lukdw k6l. Punkt a obrécimy okolo
punktu 0, jesli kfjt aOA uczynimy réwnym k”~owi obrotu i OA=
/ . Oa Linig pros™ obrécimy, jesli jeden dowolny jej punkt obro-
cimy i kot jaki ona tworzy z prostq, id ~ od tego punktu do srodka
obrotu pozostawimy bez zmiany. Kolo obrocimy, jesli jego srodek
i dowolny punkt okrggu poddamy obrotowi,

4. Na zasadzie wyzej wylozonych prawd, rnozemy rozwnjzac
nastgpuj%oce ogblne zadanie:

Trojkqi podobny danemu [tak umiescic, azeby jeden z jego
wierzcholkow upadl na dany punkt, dwa zas pozostale na dwie
dane krzywe.

Jakoz, jesli dany punkt obierzemy za srodek obrotu i jedn%
z krzywycb obrécimy okolo tego punktu w ten sposbb, azeby kot
obrotu byl réwny k%otowi trojk%ta, ktdrego wierzcholek znajduje
sig w O, stosunek zas obrotu — stosunkowi bokdw, ten k% obejmu-
jgcych, to krzywa poddana obrotowi przetnie druga dana krzywq,
w punktacb, w ktérycb moze byc umieszczony drugi wierzcholek
trojkata; trzeci wierzcholek otrzymamy, odkladaj4c przy O dany
w tym punkcie kat.
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Jesli zamiast ksztaitu trdjkata znane s¥: ko, ktbrego kto-

rego wierzcholek znajduje sig w danym punkcie i iloczyn bokdéw
tego kata, to zadanie rozwiazuje sig w sposdb podobny do po-
pizedniego, gdyz w tym przypadku zamiast poddac ebrotowi jedn%o
z danych krzywych wykonamy obrot krzywej, ktora jest jej odwrotn%o.

349.

350.

351.

352.

353

354.

355.

356.

357.
358.

Przykiady.
Umiescic wierzcholki tréjkata réwnobocznego na trzech liniach
réwnoleglych.
Jeden z wierzcholkbw mozna umiescic w dowolnym punkcie
jednej z danych réwnolegiych; punkt obrany staje sig srod-
kiem obrotu ; e= 60° /'— 1.
Roéwnoboczny trdjkat umiescic wierzchoikami na trzech ko-
lach wspblsrodkowych.
W dany rdéwnoleglobok wpisac trojkqt réwnoramienny o da-
nym kqcie; wierzcholek tréjkata ma lezec na jednym z wierz-
cholkdw réwnolegloboku.
W dany trojkat wpisac drugi, podobny drugiemu danemu
trojkatowi w ten sposbb, azeby jeden z wierzcholkéw upadl
na dany punktjednego z bokdw pierwszego danego trojkata.
W dany odcinek kolowy wpisac trdjkg.t podobny danemu
w ten sposbdb, azeby jeden z wierzcholkbw upadl na dany
punkt cigciwy.
W dane kolo wpisac cigciwg wten sposbb, azeby jej dlugosébyla
w danych stosunkach do odleglosci jej koncéw od danego punktu.
W roéwnoleglobok wpisac prostokat o danym kijcie pomicdzy
jego przekatnemi.
Srodki obu réwnoleglobokdw musz3 byc w jednym punkcie.
W réwnoleglobok wpisac kwadrat ukosny, ktérego przekatne
mialyby dany stosunek.
W kwadrat wpisac rownoboczny trojkat.
Dane sa: kolo i dwa punkty A i B; nalezy do kola poprowa-
dzic styczna w ten sposdb, azeby odleglosci punktu A od tej
stycznej i prostopadiej do niej z punktu B poprowadzonej
byly w danym stosunku.
Przez obrdét okolo punktu A mozemy doprowadzic do tego,
azeby punkt B lezal na styczne;j.
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359. W dany roéwnoleglobok wpisac kwadrat ukoény o danej po-
wierzchni.

360. Dane $%dwa punkty A i B, jako tez dwie proste, przecina-
joce sic w punkcie C; nalezy przez punkty AT B poprowa-
dzic dwie proste, ktéreby utworzyly pomigdzy sob3 dany k~
i przeci¢cly dwie dane proste odpowiednio w punktach X i Y
w ten sposbb, azeby odoinki AX i BY byly w danym stosunku.
Przez rdwnolegle posuni¢cie mozemy liniom AX i BY nadac
poloZenie AXC i ByC

S61. Zbudowaé trojkost, znaj%c h,, B—Cii bc.

362. Przez dany punkt A poprowadzic dwa kola przecinaj%oce si¢
pod katem v; stosunek promieni tych két ma byc/'i kazde
z nicb ma byc stycznem do jednej z dwu danych prostych.
Mno”c jedng z danycb prostych przez f,, odnosnie do punktu
A, sprowadzamy zadanie do zadania 181.

5. Dwie figury podobne, jezeli tylko ich czgsci idP

w tym samym kierunku obrotu, *) (takie przypuszczenie wogdl-

nosci przyjmiemy dla wszystkich figur podobnycb) bcgda mialy

srodek obrotu, to jest taki punkt, okoio ktérego obrécic mozemy
jedn3 z danych figur, azeby ona przy-
stawatado drugiej. Stosunek obrotu jest
znany,gdyz rownasi¢ onstosunkowidwu
dowolnycb linij odpowiednych, k% zaa
obrotu réwna si¢ k%ctowi pomicdzy dwie-
ma dowolnemi odpowiednemi liniami.
Dla wyznaczenia srodka obrotu, mo-
znaby bylo poslugiwac si¢ znanym sto-
sunkiem odlegiosci jego od dwu par
punktéw odpowiednych, lecz mozna do tego zastosowac inn3 prost%
konstrukcyg. Jakoz, jesli Ai a, B 1b oznaczaj¥ dwie pary punktéw

*) Aby okreslic co zuaczy wyrazenie ,,icli czgsci id¥ow tym samym Kkie-
runku obrotu* wyobrazamy sobie, ze widz stoj%cy wewn”rz figury, patrzy na
punkt ruchomy, ktéry obwdd obiega w porzadku alfabetycznym wierzcholkdw
A, B, C... alboa, 6 c... tjod Ado B, potem do C it d. Jesli kierunek
rucbu w obu figurach bcdzie od prawej do lewej, lub w obu od lewej do prawej,
mowimy, ze czgsoi figur ida w tym samym Kierunku. P.T.
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odpowiednych, to linie odpov.iedne AB i ab musz% tworzyc po-
migdzy sob¥ kit rowny kgjowi obrotu ; k& ten rowna si¢ tez katowi
utworzonemu przez linie proste, lg,czg,ce dwa punkty odpowiedne
ze srodkiem obrotu, a zatem srodek musi lezec na tem samem hole,
ktore przechodzi przez punkt przecigcia si¢ dwu linij odpowiednych
i dwa punkty odpowiedne na tych liniach lezqce.

Figura na poprzedniej stronie, pokazuje, ze srodek obrotu
lezy w punkcie 0 przeciccia si¢ dwu okrcgdw kdl PBbO i PAaO.

Srodkiem obrotu dia dwu odpowiednych prostych dwu figur
podobnych jest Srodek obrotu samych figur, gdyz jesli jedi”™ prost%
obrécimy tak, azeby przystala do drugiej, to icala jedna figura
przystanie do drugiej.

Srodek obrotu dwu nieograniczonych linij prostych, uwaza-
nych jako dwie figury podobne — jest zupelnie nieoznaczony ; jesli
na tych liniach obierzemy dwa punkty za punkty odpowiedne, to
miejscem geometrycznem srodkdw obrotu dia danych linij, bcdzie
okr.”g kola ; jeSli dane bgd¥ jeszcze dwa punkty odpowiednie, albo
co na jedno wychodzi stosunek obrotu, to srodek obrotu bgdzie zu-
pelnie oznaczonym, gdyz kola drugi raz przecinaj% si¢ w punkcie
przeciccia si¢ prostych.

Srodek obrotu dwu koél jest nieoznaczony, dwa bowiem
dowolne punkty ich okr¢gdw mozna uwazac jako punkty odpo-
wiedne; poniewaz odlegloSci Srodka obrotu od srodkdéw danych
kél 84 w stosunku promieni, to miejscem geometrycznem tego
srodka obrotu musi byc okrqg kola, dzielacy harmonicznie linig
Srodkdéw w tym stosunku. (Kolo przechodz¥ce przez Srodek podo-
bienstwa dwu danych kol i maj$ce swdj srodek na linii Srodkdw).
Jesli dwa punkty danych okrggdw obierzemy za punkty odpo-
wiedne, to Srodek obrotu stanie si¢c oznaczonym i daje si¢ naj-
latwiej wyznaczyc za pomoc% dwu promieni odpowiednych, gdyz
srodki kél s%zawsze punktami odpowiednymi.

6. Srodek obrotu dwu przeciwleglych bokow czworokqta jest
tez srodkiem obrotu dia dwu pozostalych bokow.

JeSli 0 jest srodkiem obrotu dia bokéw BA i CD, to A ABC
c*o A DOC, zKi"d wypada, ze A AOD co A BOC, a tem samem, ze
punkt U jest srodkiem obrotu dia AD i BC. W pierwszym przy-
padku punkty B i 6’jako teZ A'i D bgd% punktami odpowiednymi,
w drugim, takimi punktami bed% B i A, Ci D.
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W taki sam spos6b mozemy dowiesé, ze srodek obrotu dla
AB i CD bgdzie tez srodkiem obrotu dla AC i BD.

Jeéli boki przeciwlegle ezvrorokata przedtuzymy az do prze-
cigcia sie, to kola wyznaczajqce srodek obrotu, beda opisane okoio
czterech trojkqtow, ktbére si¢c utworza we figurze; te same kola
nalezy stosowac, gdy chcemy wyznaczyc srodek obrotu dla dwu
dowolnych czgsci figury, ktbre si¢ nie przecinajg w jakimé wierz-
cholku tej figury, wypada ztad nast¢pujace twierdzenie :

W czworokq.de zupelnym, *) kola opisane naokolo czterech
Ir6jkgtdw, powstajgcych po kolejnem usuni¢ciu kazdego z bokdw
czworo/cqta, przechodzq przez jeden i ten sam punkt ktory bedzie
srodkiem obrotu dla dieu dowo/nyc/i czg¢sci figury nieprzecinajgcych
si¢ wjej wierzcholku.

7. Jeieli Unie prosle, Igczqce odpowicdne punkty krzywych
podobnych, rozdzielimy w tym samym stosunku, to miejscem geome-
trycznem punktdw podzialu, bgdzie krzywa podobna do danych
i dwie dowolne krzywe takiego rodzaju majq ten sam srodek obrotu
co i dane.

Jakoz niech A'i a bed% dwa punkty odpowiedne, B zas punkt,
ktoéry prostg Aa dzieli w danym stosunku. Jesli Ocznacza srodek
obrotu, to ksztalt tréjkata AOa musi bye stalym; to saiuo da si¢
powiedzie6 o trojkacie AOP, wicc punkt P przy obrocie trojkata
okoio O musi opisac krzywq podobna do danych.

Dodatek. Jesli w czworokacie poprowadzimy finie proste,
dzielgce kazda par¢ przeciwleglycli bokbw w tym samym stosunku,
to i same te finie dzielq si¢c wzajemnie w tym stosunku.

*) Czworokatem zupelnym nazywamy uklad czterech punktéw AK O,
B1 C wraz ze wszystkiemi liniami prosterni: A'C, A'O, A'B, CO, CBK B'O
oznaezonemi przez par¢ ktorychkolwiek z tych czterech punktéw. Linie ty
nazywaja si¢c bokami czworoboku, wspomnione wyzej cztery punkty — jego
wierzcholkami, trzy zas pozostale punkty przecigcia sie bokbw — punktami
przek%tnemi. Odpowiednio powyzszemu okresleniu, nazywamy czworobokiem
zupelnym uklad czterech linij prostych, z ktérych kazda przecina trzy pozostale
wraz z punktami przecigcia si¢ tych prostych. Szesc punktdw przecigcia si¢
inij prostych, nazywaja si¢ wierzcholkami czworoboku. uklad czterech pro-
stych —jego bokami, trzy zas pozostale proste laczgce jego wierzchotki —
przekijtnemi. P. T.
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Zastobowania.

Dane % dwie proste i na kazdej z nich punkt, Ai B, nadto
danym jest jeszcze punkt P; nalezy przez punkt P poprowadzid
prost%, ktdraby przecigla dane proste w punktach X i Y tak,
azeby odcinki AX i BY byiy w danym stosunku.

Nalezy wyznaczyé srodek obrotu 0 dla dwu danych linij, uwa-
zaj%c punkty Ai B jako tez Xi Y za punkty odpowiedne;
przy takiem uwaZaniu, stosunek obrotu rowna sie danemu
stosunkowi. Poniewaz A XOY oo A AOB, wiec linia OP
bedzie widziana z punktu X pod znanym katem, i tym sposo-
bem mozemy bardzo latwo wyznaczyé punkt X.

Uwaga. Zadanie to postawil Apolloniusz w dziele ,.de sectione
rationis."l Dzielo to zaginglo, lecz je odtworzyl Halley z za-
cbowanego tlomaczenia arabskiego.

Przez dany punkt poprowadzié prosta, ktéraby przecicla dwie
daDe krzywe podobne w punktacb odpowiednych.

Zadanie to jest uogdblnieniem poprzedniego i rozwiazuje si§
w sposbb podobny.

Dane sa dwie linie proste i na kazdej z nick punkt, Ai B
i oprécz tego punkt P. Nalezy przez punkt P poprowadzic
prosta, przecinaj”™a, dane proste w punktach X i Y tak, azeby
odcinki AX i BY mialy dang summg.

Jesli na jednej z danych linij odetniemy czesc BD réwn¥danej
summie, to AX= YD i tym sposobem zadanie sprowadza si¢
do 363.

Przez dany punkt P poprowadzic prosta, ktéra w pola-
czeniu z dwiema danemi prosterni tworzy tréjkat o danej po-
wierzchni.

Niech A b8dzie punktem przeciecia sie danych prostych; jesli
dan¥: powierzchnic przedstawimy w ksztalcie trojk$ta, ktdorego
jeden bok jest AP, drugi zaS przypada na jednej z danych
prostych, to latwo widziec, ze szukana linia mu$i byc tak po-
prowadzona, aZeby czeSc powierzchni, ktora przybywa do po-
wierzchni trojknta byla réwna tej, ktdra zostaje odcieta; lecz
te czgsci sg trbjkatami, ktorych wysokosci sa nam znane,
gdyz niemi sa prostopadle, poprowadzone z punktu P na dane
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proste. Stosunek zatem podstaw tych trojkqtow jest takze
znanym i tym sposobem zadanie sprowadza sig do 363.
Uwaga. Zadanie powyzsze rdwniez podanem zostaio przez
Apolloniusza. Dziefo o tem traktujgce ,,de sectione spatii*
zaginglo i poczgaci zostaio odtworzone przez Halleya.

Dane sq dwa okregi k6l, na jednem z nich punkt A, na dru-
giem B\ nalezy na dwu okrggach wyznaczyc odpowiednio
punkty X i Y wten sposob, azeby luki AX i BY by}y po-
dobne i linia prosta XY miala dang dlugosc.

Nalezy wyznaczyc srodek obrotu obu kdl uwazajqc A i B jako
punkty odpowiedne; punkty Xi Y bgd% réwniez punktami
odpowiednymi i tréjkaty ABO i XYO bgdg zatem podobne.

W tem zadaniu zawiera sig tez i zadanie 262, w ktorem drugi
punkt przecigcia sig kol jest srodkiem obrotu.

Zbudowac prostokqgt, w ktérym kazdy bok przechodzi przez
jeden z czterech punktdéw i ktbrego przekgqtna ma dan%
dlugosc.

Jedli nakreslimy dwa kola, miejsca geometryczne dwu prze-
ciwleglych wierzcholkéw prostokqta, to zadanie sig sprowadzi
do poprzedniego.

Dane 8%dwie linie proste AB i CD; nalezy przez punkt prze-
cigcia sig tych prostych poprowadzid kolo, ktéreby prze-
cigio AB, w punkcie X, CD zaé — w punkcie Y w ten spo-
sOb, azeby stosunki AX:CY i XB : YD mialy dane wielkoacL
Kolo przechodzi przez arodek obrotu linij AX i CY, jako tez
przez arodek obrotu linij XB i YD.

Przez dane dwa punkty A i B, poprowadzic dwie proste, two-
rzqgce ze sobq dany kqt v i przecinajg.ee danq prostq i dane kolo
odpowiednio w punktach X i F w ten sposdb, azeby stosunek
AX :BY byl rowny danej wielkoaci 1 : k.

Nalezy dan% prosta pomnozyc przez kpodnoénie do srodka
obrotu linij AX i BY.

Dany jest punkt A i dwie linie proste BOi DE; nalezy na
tych prostych wyznaczyc odpowiedne punkty X i F w ten
spos6b, azeby BX i DY byly w danym stosunku i azeby / _ XAY
mial dan% wielkosc.
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Jesli BX obrécimy az do zlania si¢ z DY okoio srodka obrotu,.
to punkt A upadnie najakis punkt A, i K4&AYA, jest znanym.

372. Czworok;|t ABCD tak umiescic, azeby wierzcbolki B i 0 upadiy
na dane punkty, wierzcholki zaé Ai D na dane linie, jesli
przy tem znamy r6Znic¢ B—C i stosunek BA : CD.

Zadanie to za pomo” kiadu sprowadza si¢ do zadania zna-
nego (4).

373. Przez jeden z punktdw 5 przecigcia si¢ dwu okr¢géw kol po-

prowadzic dwie proste ASui BSb (punkty Ai B na jednym
okrcgu, punkty a i b na drugim), twOrz3ce ze sob3 dany k3t
i czyni%ce zadosé warunkowi, azeby trojk”ty ASB i asb byly
réwnowazne.
Punkt przeciccia si¢ okrggbw jest srodkiem obrotu dla Au
i Bb, a zatem i dla AB i ab. Obracaj%c AB ku ab, znajdziemy,
Ze punkt S upadnie na znany punkt Cicciwa ab ma wia-
dom%b dlugodé i odlegloaci jej od S'i 84w danym stosunku.
Prostsze rozwig,zanie tego zadania otrzymamy, uwazaj3c, ze
prostopadle do obu cigciw wystawione w punkcie S, przeci-
naj%o lini¢ Srodkdw w réwnej odleglosci od jej srodka.

374. Dane %dwa okrggi kol, najednym punkt A, na drugim B ; na-
lezy przez punkty A i B poprowadzic kolo, przecinaj3ce dane
koio w punktach X i Y tak, azeby luki i BY bfly podobne.
Nalezy wyznaczyc srodek obrotu obu okrggdw, uwazajac
punkty Ai B za, odpowiedne. Poniewaz cicciwy AX i BY sa
liniami odpowiednemi, wigc musz3 si¢ przeci% na okrggu
ABQ, lecz cicciwy te przecinajg, si¢ tez na linii potegowej
dwu danych okrggow.

375. Jesli srodki bokdw tréjk”a pol%czymy liniami prosterni, to
otrzymamy tr6jk%t podobny danemu; latwo widziec, ze kqt
obrotu dla tych trojk%tdéw réwna si¢ 180°, stosunek zas
obrotu — u2- Srodek zatem obrotu musi dzielic kazd% lini¢
prostq, bjcz3G dwa punkty odpowiedne na dwa odcinki, bg-
d”e wstosunku 1 :2, a poniewaz osrodkowe s%otakiemi liniami,
wi¢c srodek obrotu musi lezec na wspdlnem przecicciu osrod-
kowych. Poniewaz punkty przecigcia si¢ wysokosci s¥%6punk-
tami odpowiednymi, i punkt przecigcia si¢ wysokosci malego
trojk%ta jest srodkiem kola opisanego okolo wickszego troj-
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kata, wicc w kazdym tr6j~cie punkt przecigcia sie wysokoSci,

punkt przecigcia si¢ osrodkowych i Srodek kola opisanego

lez<| na jednej prostej, ktdrej odcinki 8%w stosunku 1 :2.

376. Danesa:kolo, punkty 0 i P ikatv; prosta, przechodzg,ca
przez punkt P przecina kolo w punktach A i B; nalezy wy-
znaczyc miejsce geometryczne punktu X, dla ktérego /_ OBX—
/| OAX= v.

Kolo AOXB przecina prost% OP w dwu stalych punktach,

porusza ono si§ zatem okolo punktu 0 jako srodka ohrotu tak,

ze jego Srodek opisuje linic prost% Punkt zatem X musi
takze opisac linig prost%. W przypadku, gdy O jest Srodkiem

danego kola i v= 90° punkt X opisuje biegunowa punktu P.

8. Jesli mamy trzy uklady podobne A, B i Ci jesli punkt O
jest jednoczeSnie Srodkiem obrotu dla ukladéw A i P jako tez dla
B i C to ten punkt musi tez byc Srodkiem obrotu dla ukladéw Ai C.
Punkt zatem 0 jest wspdlnym Srodkiem obrotu dla trzecb ukladéw
i to samo moze tez miec miejsce dla dowolnej liczby ukladdw.

Jesli trzy odpowiedne punkty a, b i c trzecb ukladéw polg,-
czymy ze Srodkiem obrotu O, to stosunki tych linij, jako tez k%ty,
jakie ze soba tworz%, musz3 byc stale; zt%d wynika, te ksztalttroj-
kgta abc musi tez byc stalym i dla tego trojkfj,t ten nazwiemy troj-
kgtem podslawowym. Eatwo widziec, ze w przypadku, gdy liczba
figur podobnych o wspdlnym srodku obrotu jest wigksz¥ od trzecb,
istnieje wielokqt podstawowy o stalym ksztalcie ; gdy ten wielokat
obraca sie okolo srodka obrotu w ten sposob, ze jeden z jego wierz-
cliolkbw opisuje jedug z figur, wtedy pozostale wierzcbotki opisuj¥a
pozostale figury i kazdy punkt piaszczyzny uwazany jako nale”cy
do wielokata podstawowego, opisze figur¢ podobn% danym.

Poniewaz wielok%t podstawowy przyjmuje kolejno wszystkie
swoje polozenia, wicc srodek obrotu danycb figur bcdzie zarazem
Srodkiem obrotu dla wielok%ta podstawowego we wszystkich jego
polozeniach.

9. Dla dwu prostycb linij, na ktérych dane 8&.dwa punkty,
jako punkty odpowiedne, Srodek obrotu, jak wiemy, musi lezec na
okregu kola, przechodzEj,cego przez te dwa punkty i przez punkt
przecigcia sie prostycb ; dla trzecb zatem prostych, na ktdrych dane
s$ trzy punkty jako punkty odpowiedne Srodek obrotu wyznacza
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sig za pomo” punktu przecigcia sie dwu takich kot ; trzecie kolo
musi przejsc przez ten sam punkt. Jesli trzy dane punkty pola-
czymy liniami prosterni, otrzymamy trdjkat podstawowy, ktory
moze miec dowolny ksztalt, gdyz wyzej wspomniane trzy punkty
mog$ byc dowolnie obrane. Roéznym trojk~om podstawowym od-
powiadaj% rbézne srodki obrotu. Dla danego ksztaltu tréjkata pod-
stawowego mozna bardzo latwo wyznaczyc Srodek obrotu, kreslac
trojka,t podobny danemu tak, azeby jego wierzcholki znajdowaly
sig na danych liniach, (np. za pormocc™ zadania 154) i tym sposobem
wyznaczymy trzy punkty odpowiedne.

Jesli trzy dane proste przechodza przez ten sam punkt O
to punkt ten staje sig srodkiem obrotu dla kazdego tréjkg,ta pod-
stawowego, tak, ze wszystkie tréjkaty podobne danemu trdjkatowi
podstawowemu 8% podobnie polozone i mgj% punkt O za srodek
podobienstwa. Jest jednak jeden przypadek, w ktérym srodek
obrotu staje sig nieoznaezonym, a mianowicie gdy wierzcholki A
i B trojk%ta opisuja linie proste AOi BOi/ C= AOB, to wierz-
cholek C opisze prost% przechodz%” przez 0.

10. Dla dwu okrggdw kél, srodek obrotu byl wedlug 6 nie-
oznaezonym, lecz dla trzech kél mozemy wyznaczyc wspdlny srodek
obrotu. Poniewaz punkt ten wyznacza sie za pomocq, przecigcia
sig dwu okrggbw (patrz 6) wige zadanie o wyznaczeniu Srodka
obrotu wsp6lnego dla trzech k6l ma dwa rozwiazania, a mianowicie
srodkami obrotu bgda dwa punkty, ktdérych odleglosci od Srodkow
kdél maj3 sig w stosunku promieni.

Jedli jeden z tych punktdw obierzemy za srodek obrotu dla
kél, to kdy obrotu daj%sig latwo wyznaczyc, gdyz Srodki kol 3%
puDktami odpowiednemi, a zatem proste poprowadzone od nich do
srodka obrotu s%odpowiednemi; trojkoot, ktérego trzy wierzcholki
znajduja sig w srodkach trzech danych kél — jest tréjkatem pod-
stawowym, a zatem kazdy inny tréjkat otrzymany z pol<j.czenia
liniami prosterni trzech punktdéw odpowiednych musi byc podo-
bnym temu tréjkatowi.

11.  Jesli icie/okqi 'podobny danemu tak sig porusza, ze trzy
jego punkty opisujq linie proste (nie przee/iodzqce przezjeden
punkt) to i wszystkie inné punkty figury muszq opisywac linie
proste.
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Trojk%t, ktory otrzymujemy, lgcz%c trzy dane punkty liniami
prosterni ma sta”™ formg i jesli trojk%t ten obierzemy za podsta-
wowy, to bgdziemy mogli wyznaczyc srodek obrotu dla trzech pro-
stycb, po ktérych si¢ punkty poruszajg,, Na zasadzie 8 punkt ten
bcdzie teZ Srodkiem obrotu dla wszystkicb polozen trdjka.ta podsta-
wowego, a zatem i dla wszystkich polozen wieiokftta, ktorego czg¢sc
stanowi ten trojkg,t. Ruch wicc wielokqta danego, polega na tem,
ze obraca si¢ on okolo stalego punktu, a zatem wszystkie jego
punkty muszq opisywac krzywe podobne, ktére w tym przypadku
b¢d$ liniami prosterni.

W przypadku, gdy wszystkie trzy linie przeehodza przez ten
sam punkt, moze si¢ zdarzyé przypadek, jak to dowiedlismy w 9,
te powyzsze twierdzenie miejsca miec nie bgdzie.

Twierdzenie powyzsze daje si¢ latwouogdlnic, gdyz trzy punkty
wielok”*a mog3 opisywac trzy krzywe podobne o wspdlnym srodku
obrotu. Trzy punkty musz$ w tym przypadku podczas ruchu ci%gle
przypadac z trzema odpowiednymi punktami krzywych, a zatem
trojkq,t przez te trzy punkty wyznaczony, musi byc trojkghem pod-
stawowym trzech krzywych. Jeéli ten przypadek ma miejsce, to
zupelnie tak samo jak poprzednio mozna dowieéd, ze kazdy inny
punkt wielokgta opisywac musi krzywq,, podobn%: do danych. Datwo
widziec, ze wyliczonych warunkéw jest wiccej anizeli trzeba do zu-
pefnego wyznaczenia ruchu i dla tego postaramy si¢ usun%c warunki
zbyteczne, przyczem uwzglcdnimy tylko ten przypadek, kiedy trzy
krzywe % kolami, gdyz ten tylko przypadek moze miec dla nas
znaczenie. Nalezy mianowicie zbadac, czy w tym przypadku ma
m'ejsce to samo twierdzenie, ktdéresmy otrzymali dla linij prostych,
wedlug ktérego tréjkijt podstawowy moze tylko poruszac si¢ po
trzech krzywych, przechodz”™ ciqgle przez punkty odpowiedne.

Dowiedlismy, ze trzy kola dwa wspblne srodki obrotu,
ecz ktérykolwiek z nich obierzemy, zawsze trojkqt podstawowy
bcdzie jeden i ten sam, gdyZ w obu razach arodki trzech kol sq,
punktami odpowiednymi i trojk%ct podstawowy otrzymuje si¢, z po-
lIqczenia trzech takich punktéw.

JeSli teraz obierzemy dowolny punkt A na jednym z okrggdw,
to temu punktowi na dwu pozostalych okrggach odpowiadad bed%
punkty Bi Club tez: bi ¢ stosownie do tego, ktlrym srodkiem obrotu
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poslugiwac si§ bgdziemy. Trojkat zatem podstawowy, gdy jeden
z jego wierzcholkdbw pada na punkt A, moze miec polozenie ABC
lub Abc. Eatwo tez dowiedé, ze trojkgt ten nie moze przybrac
innego poloéenia. Jakoi, rozwiqzujgc ogblne zadanie: umieacic
trojkgt podstawowy tak, azebyjeden z jego wierzcholkbw upadt na
punkt A, dwa zal pozostaie wierzcbolki — na okrcgi dwu pozosta-
iych kol, otrzymamy na zasadzie podanej poprzednio konstrukcyi
dwa rozwiazania, ktdore zatem muszq byc identyczne z terni, kt6-
reimy teraz na-innej drodze otrzymali.

Trojkqt zatem podstawowy moze sig tylko poruszac po okrg-
gach trzech kél, przechodzqc przez punkiy odpowiedne, tecz ruch
ten moze sig odbyc w dwojaki spos6b.

12. Jesli wielokgt podobny danemu tak sig porusza, ze trzy
Unit proste figury (nie przechodzqce przez jeden punkt) zawierajq
kazda po szczegble staly punkt, to na kazdej z proslych do figury
nalezqcych znajdzie sig punkt staly.

Niech trzy dane proste AB. BC
i CD zawierajg, odpowiednio punkty
M, Ni P; pozostaje dowiesc ze czwar-
-ta linia DA takze zawiera punkt
staly. Przedewszystkiem latwo wi-
dziec, ze wszystkie poloZenia wielo-
kgta majg wspblny srodek obrotu.
Jakoz, jesli szukac bgdziemy tego
srodka obrotu dla dwu polozen wie-
lokqta ABCD i A BtQD{ to na za-
sadzie 5 musimy opisac okrag kola,
przechodzqcy przez punkty odpowiedne B T Bt i przez punkt M
przecigcia sig dwu linij odpowiednych i okrgg ten mozemy od razu
nakreslié, gdyz on przechodzi przez stale punkty Mi N i zawiera
wiadomy kqt B. Srodek zatem obrotu O jest staly, gdyz oprocz
na nakreslonym okrgcgu, musi jeszcze lezec na drugim okrcgu opi-
sanym w podobny poprzedniemu sposob, przez punkty N i P.
Okrq,g kola, przechodzqcy przez punkty O P i D musi tez przejéc
przez punkt Dt jako tez przez wsp0lne przecigcie sig prostych odpo-
wiednych AD i AtD{ i to przy dowolnem polozeniu tej ostatniej pro-
stej, a zatem ten punkt przecigcia sig linij jest stalym. Podane teraz
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twierdzenie daje sig tez uogblnic, ktdérego to uogblnienia jednak dla
rozwazania rzeczy z roznych punktdw widzenia dowiedziemy w inny
sposob.

13. Przy obrocie wielokata podobnego danemu okolo punkt
stalego wyznaczylismy dotycbczas ruch jego, stawiajgc s”danie, aby
jakis punkt wielokgda opisal dai™ krzywa. Lecz ruch wielokata
mozemy jeszcze okreslié, stawiaj”o 2$dauie, aby bok wielokata pod-
czas obrotu stale dotykal sig danej krzywej (powlekal dana krzywa,
tworzyi). W tym przypadku kazda inna linia prosta wielok%ta
musi powlec krzyw¥ podobng danej. Jakoz, jesli wyobrazimy sobie.
ze prosta AB bgd%c ciagle styczng, do danej krzywej przyjmuje ko-
lejno pofozenie AB, AB,, AJi2it. d. inna zaS prosta BC wielo-
kota przyjmuje odpowiedne poio/.enia BC, BX\ , B2C2i t. d., to oba
te ukiady linij przez obrot okoio stalfego punktu 13”% byc dopro-
wadzone do tego, ze przystan% do siebie. Przy tym obrocie katem
obrotu bgdzie staly kfjt pomigdzy dwiema odpowiednemi pro-
sterni; stosunkiem zas obrotu bgdzie staly stosunek odldgiosci
dwu takich linij od srodka obrotu. Figury zatem utworzone przez
te dwa ukiady linij bgd% podobne, a poniewaz wiasnosc ta jest nie-
zalezna od liczby poiozefi, wigc bgdzie jeszcze prawdziwg, dla nie-
skonczonej liczby, to jest, gdy utworzone figury bgda liniami krzy-
wemi tworzacemi.

Latwo widziec, ze dany srodek obrotu jest tez wspolnym srod-
kiem obrotu dla utworzonych krzywych, gdyz k™t obrotu réwna sig
katowi pomigdzy liniami tworzqcemi, stosunek zas obrotu réwna sig
stosunkowi odlegiosci tych linij od srodka obrotu. Jesli wezmiemy
wielok%t w pewnem oznaczonem poioZeniu, to wszystkie jego boki
nmsza byd stycznemi do utworzonych krzywych w punktach odpo-
wiednych, a zatem musz% byc odpowiednemi liniami tych krzywych.
TJKiad dowolnych innych linij odpowiednych krzywym, oczy-
wiscie tworzyj wielok.~t podobny danemu i dany wielokat otrzy-
muje przez to znaczenie, ktbre w zupeinoSci odpowiada znaczeniu
wielokata podstawowego ; dla tego wielok%t ten nazwiemy wielo-
lcgtem podstawowym drugiego rodzaju. Istnieje Scisty zw”zek po-
migdzy obydwoma wielokatami podstawowymi, a mianowicie wielo-
kat pierwszego rodzaju daje sig wpisac w wieloki|t drugiego rodzaju
i on pozostaje byc wpisanym i wtedy, gdy jeden z wielokatdw tak
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bgdziemy obracac okolo srodka obrotu, azeby jeden z wierzcholkdw
wpisanego wielokata ci3gle pozostawal na jednym z bokdéw opisanego
v,ielokgta.

Ruch wielok%ta, ktorySmy uwazali, daje sig jeszcze i w imiy
sposbb ozuaczyc; bgdziemy jednak rozwazali tylko ten przypadek,
gdy ruch wielok%ta wyznacza sig przez warunek, azeby boki jego
c~gle dotykaly sig trzech podobnych krzywych. Azeby ruch ten
byl identyczny z poprzednio opisanym, muszq, te trzy krzywe miec
wspdlny &rodek obrotu i trzy boki wielokata musz¥ byc stycznemi do
krzywycb w punktach odpowiednych. Poniewaz warunek ten jest
dostatecznyim do okreslenia ruchu, wigc ruch ten staje aie iden-
tycznym z poprzednio opisanym, to jest, musi polegac na tem, ze
wielokat obraca sig okolo srodka obrotu krzywych, gdy jedno-
czesnie kazda jego linia tworzy krzywq, podobn¥: do krzywych
danycb ; trojkat utworzony przez trzy proste styczne do trzech da-
nych krzywych jest dla nich tréjkatem podstawowym drugiego
rodzaju. Twierdzenie wylozone w numerze 12 jest szczegblnym
przypadkiem wyzej wylozonego, a mianowicie gdy dane krzywe za-
mieniaja sig w punkty.

14.  Jesli wyznaczymy srodek obrotu dla dwu kol, przyjmuj%c
dwa punkty Aia za punkty odpowiedne, to styczne do tych kél
w tych punktach utworz% pomigdzy 303kg,t wyznaczony przez po-
fozenie tych punktdw i k” ten nie zmieni sig gdy punkty Ai a
opisz¥ luki podobne. Odwrotnie, znaj”c ten K&, mozemy wyzna-
czyc parg punktéw odpowiednych i srodek obrotu im odpowiada-
j%cy. Dwie bowiem dowolne styczne, ktore tworz% pomigdzy sob¥a
dany ko4, dotkn¥: sig danych kél w punktach odpowiednych (dwa
rozwiazania).

15.  Obrat okolo danego punktu moze zawsze byc zastgpionym
przez obrot okolo dowolnego punktu i przez réwnolegle przesunigcie,
przyczem kgt i stosunek obrotu, pozostaj$ niezmiennemi, przesu-
nigcie zaa rdwnolegle zaleznem jest tylko od tych wielkosci i polo-
zenia arodka obrotu.

Poniewaz stosunek obrotu pozostaje niezmieniony, wiec przez
nowy obroét figura otrzymuje wlasciw%o sw¥ wielkosc, poniewaz dalej
i k% obrotu zostaje ten sam, wigc linie figury przyjma wiasciwe
swoje kierunki. Ztad widzimy, ze przesunigcie réwnolegle co do



80

swej wielkosci i kierunku réwnnc sie musi linii prostej, [1%cz%wej
dwa polozenia, ktdre przyjmuje dowolny punkt krzywej wskutek
obu obrotow.

Niech teraz punkt O bgdzie danym arodkiem obrotu, Ot — no-
wym. Przez obr6t okolo Opunkt O,, uwazany jako nalez%cy do
danej krzywej upadnie na jakis punkt 02, gdy tymczasem przy
obrocie okolo Ot pozostaje na swojem miejscu. Prosta zatem 0,02
wyznacza kierunek i wielkoéc rownoleglego przesuniccia. Réwno-
legle zatem przésunigcie wyznacza sig przez litiig, ktorq nowy sro-
dek obrotu przebiega, gdy go obracamy okolo danego srodka obrotu.

Odwrotnie mozemy kazdy obrot i rdwnolegle przesunigcie za-
st%pic przez obrot okolo nowego punktu, ktéry na za™adzie wyzej
wylozonego latwo wyznaczyc mozemy.

16. Porzqdek, w ktdrym dwa po sobie nastgpujqce obroty
majgq byc wylconane, inoze byc odwraconym, jesli do nich dodamy
rownolegle przesunigcie.

Jakoz, jakikolwiek porzq.dek obrotu obierzemy, zawsze kazda
prosta ukladu zostaje obrécon$ 0 k8§t rowny summie kg,tdw obrotu
i pomnozona przez iloczyn stosunkdw obrotu. Dwie zatem figury
otrzymaoe przy dwu rbznych porz%dkach obrotu b¢da mialy t§
samq, wielkoac i ich boki odpowiedne te same kierunki ; przez réwno-
legle zatem przesuniccie mozemy jednej figurze nadac takie polo-
zenie, azeby ona przystala do drugiej.

Jesli srodkami obrotu bgd% punkty A i B i uwazac bgdziemy
punkt A, to przy obrocie okolo A, punkt ten pozostanie na swojem
miejscu, przy obrocie zad okolo punktu B, punkt A upadnie na
jakis punkt O Jesli teraz zmienimy po”~dek obrotéw i najprzéd
wykonamy obr6t okolo B, to A upadnie na punkt C, nast¢cpnie na
punkt D. Linia zatem DC lub CD wyznacza przesunigcie réwno-
legle, ktdre dodac nalezy, azeby porz$dek obrotdw nie mial wplywu
na wypadek.

17. Dwa obroty mozna zastgpic jedaym.

Niech danemi srodkami obrotu bgd% punkty Ai B. Z szukanego
obrotu, majacego zast$pic dwa dane, nie znamy tylko jego Srodka C
Punkt A przy obrocie okolo A pozostaje na swojem miejscu, przy
obrocie zas okolo punktu B pada na jakis punkt A,. Punkt zatem
C nalezy tak wyznaczyd, azeby /_ ACA, rdéwnal sic summie danych
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kqg,téw obrotu, stosunek zas obrotu CA{: CA—iloczynowi danych
stosunkéw obrotu. Dane kqty obrotu i stosunki obrotu wyzna-
czaj¥ zatem Kkq,ty i stosunki bokdw tr6jkg,ta, ktdrego wierzcholki
znajduj3 sig w trzecb srodkach obrotéw. Nalezy uwazac, ze w przy-
padku, w ktorym dwa &arodki obrotéw zlewaj% sig w jeden punkt,
to i trzeci srodek obrotu przypada w tym samym punkcie, jakeSmy
to wyiéj pokazali, i ie w przypadku gdy kg*ty obrotdw s%6réwne
zeru, wszystkie trzy arodki obrotdw przypada”™ na jednej linii
prostej. Srodki obrotbw sq w tym przypadku Srodkami podobien-
stwa figur, ktére po dwie brane s%podobnie polozone. Twier-
dzenie to dowiedziemy poiniej w inny jeszcze sposob.

18. Pokazalismy poprzednio, jak za pomoc% obrotu i odwra-
cania przycbodzimy do uwazania takich ukladéw punktéw, w ktorych
punkt w jednym ukladzie odpowiada punktowi w drugim, i kazdemu
okrggowi kola w jednym ukladzie — okrijg kola w drugim (wl$cza-
jo@c pod pojgcie okrggu kola i linig prost%); oprocz tego pokaza-
zalismy, jak wlasnie ten zwi%zek uwarunkowywa znaczenie tego
przeksztaicenia dia elementarnej geometryi. Mamy wigc powdd do
badania, czy nie majeszcze i innych przeksztalcen, w ktérych punktowi
odpowiada punkt, okrggowi kola — okrqg koia, jesli wszystkie
punkty plaszczyzny uwazad bgdziemy jako nalez”ce do obu ukladdw.

Niech A, B'i C bgda trzy dowolne punkty jednego ukladu,
a, b i c odpowiadajg,ce im punkty drugiego ukladu. Niech dalej M
oznacza dowolny punkt pierwszego ukladu, byle nie lefg,cy na okrggu
kola ABC. Dwu okrggom kola ABM i BCM odpowiadaj3 dwa okregi
kot abm i bcm w drugim ukladzie i punktowi M musi zatem odpo-
wiadac punkt m. Zaleznoac zatem pomigdzy dwoma ukladami jest
zupelnie wyznaczoi™ przez trzy pary punktbw. Wpiszmy teraz
w kolo ABC trojkqt 0,0,0, oa abc w ten sposdb, azeby proste Aa,,
Bb, i Cc, przeoiely sig w jednym punkcie 0. Zadanie to latwo daje
sig rozw”zac, gdyz kq,ty przy 0 s%znane. Z~d wypada, ze za pomo”
przeksztaicenia przez promienie wodzgce odwrotne, mozemy z ukladu
ABC utworzyc uklad podobny ukladowi abc, ten ostatni zaS przez
obrot (w razie potrzeby przez obrét okolo osi) moze byc przeksztal-
cony w uklad abc. Dowiedliémy tym sposobem, ze dwa tiklady,
w ktorych punkt odpowiada punktowi, okrqg kola zas — okrggowi

Mitbdy i toorye 6
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kola, dajgq sig zawsze przez obrot i przeksztalcenie przez promienie
wodzqg.ce odwrotne przeksztalcic jeden w drugi.

19. Z twierdzen wyiozonych w teoryi obrotu mozemy na
sadzie metod nowszej geometryi wyprowadzié nowe twierdzenia
ogOlniejszego znaczenia. Poniewaz podobne zastosowanie nie jest
zgodne z planem, jakismy sobie ulozyli przy napisaniu tego dzielka,
wigc dla wyjasnienia poprzedniego wystarczy jeden przyklad.
AV Nr. 11 dowiedliamy, ze jesli linia prosta porusza sig tak, ze sto-
sunek odcinkéw ab i bc, ktdre na téj prostéj odcinaj% trzy proste
stale jest iloaci% stahi, to linia ta obraca sig okoia stalego arodka
obrotu; zt"d wypada, ze kazdy punkt ruchomej prostej, ktory wy-
znaczonym jest przez stosunek odcinkdw, na ktére dzieli np. odcinek
ab roéwniez opisuje linig prosiip Przytoczone stosunki daja sig wy-
razic przez stosunki niebarmoniczne, *) jesli wprowadzimy punkt
przecigcia sig linii ruchomej z lini% prostij, nieskonczenie odlegl%.
W formie jakg. teraz twierdzenie poprzeduie przybiera, wyraza ono
wlasnoac rzutowq, a mianowicie:

Jeieli prosta ruchomaprzecina cztery stale proste w punktach
o stalym slosunku nieharmonicznym, to kazdy jej punkt (oznaezony
przez stosunki niebarmoniczne) opisuje linigprostg.

Jeéli dwie ze stalych linij prostych odsuniemy, az do urojo-
nyck, nieskonczenie odlegiych punktéw kolowych, to otrzymamy
nastgpujg,ce twierdzenie:

Jeiéli dany kqt ABC ma staly wierzcholek A ipunkty Bi C
opisujq stale Unieproste, to kazdy punkt D linii BC {oznaezony przez
kgt BAD) opisze linig prostg.

Zaatosowauia.

377. AV danyl trojkg,t ABC wpisac inny ktoryby byl réwny dru-
giemu danemm tréjk”~owi.

*) Jesli na linii prostej znajduja sig cztery punkty a, i, ci d, to pnnkty
a i 6 wyznaczaj% odnosnie do punktow c i d cztery odeinki ac, cb, ad db. Otdz
iloraz stosunkéw
ac _ad
cb *db
Chasles oznacza przez (abcd) i nazywa stosunkiem nieharmonicznym czterech
punktdw o, b, ci d. P. T.
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Na zasadzie 9 kazdy ukiad tr6jkq,tdw podobnych wpisanych
w dany trdjkg,t ma wspolny srodek obrotu; dla tego nalezy
w dany trjk%ot wpisac trojkg,t o z%danym ksztaicie i oznaczyc
srodek obrotu, uwazaj%oc ten ostatni trojkqt za podstawowy. Szu-
kany trojk%t otrzymamy przez obr6t tréjk~awpisanego i obrot
ten najlatwiej wykonac, mnoz%c nakreSlony trjk%t podsta-
wowy odpowiednio do srodka obrotu tak, aZeby otrzymai z%-
dan% wielkoSc i nastepnie obracamy go okoio tego samego
punktu, poki wierzchoiki jego nie upadn$ na boki danego
trojkata.

W dany czworokat wpisac inny podobny drugiemu danemu.
W dany czworokat wpisujemy drugi w ten sposdb, aZeby trzy
jego wierzchoiki upadiy na bokach czworokata, w ktory szu-
kany ma byc wpisany i nastgpnie wyznaczamy Srodek obrotu
zupeinie tak samo jak w zadaniu poprzedniem ; poczem po-
zostaje tylko czworokat wpisany tak obrocié okoio Srodka
obrotu, azeby czwarty jego wierzchoiek upadi na czwarty
bok ; lecz ten wierzchoiek podczas obrotu opisuje lini¢ prost%
(11), ktor% latwo wykreSlic, gdyZ przez powtbrzenie poprze-
dniej konstrukcyi mozemy wyznaczyd drugi punkt tej linii pro-
stej; lini¢ t¢ moZemy tez otrzymac, obracaj%c jeden z bo-
kéw danego czworokg,ta okolo znalezionego Srodka obrotu.
Przy zastosowaniu pierwszej konstrukcyi nie ma potrzeby
szukac srodka obrotu.

Na czterech danych prostych tak umieScié piijt% azeby trzy od-
cinki jakie na niej odcinaj% dane linie byly w danym stosunku.
Zadanie to jest szczegblnym przypadkiem poprzedniego, gdyz
szukana linia prosta moze byc uwazan5 jako czworokqt
znanego ksztaftu.

Uwaga. Trzy poprzednie zadania znajduj$ si§ w pierwszej
ksicdze dzieia Newtona ,,Principia mathematica philosophiae
naturalis.?*

W dany tréjk” wpisac drugi podobny innemu danemu troj-
k%towi i maj%cy p6le minimum.

Zbudowac réwnolegiobok o danych k%stach i danym obwodzie
pod warunkiem, azeby kazdy z jego bokdw przechodzil przez
dany punkt.
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Niech boki AB, BC, CDi DA réwnolegloboku przechodz% od-
powiednio przez dane punkty P, Q R i S. Jesli T oznacza
punkt przeciccia si§ k6l SAP i PBQ, to punkt ten bg¢dzie srod-
kiem obrotu dla AB i dowolnej poinicdzy okrggami kél po-
prowadzonej linii prostej A{PB,, a zatem bc¢dzie AT: AB —
A T:J£E,.

Jesli znowu V bgdzie punktem przeciccia sic kol PAS i SURt
to w podobny sposdb znajdziemy stosunek AV: AD i nastcpnie
moina wyznaczyc A (189).

Umiescic na trzech okrggach kol trdjkat rowny trojk%otowi,
maj$cemu swe wierzcbolki w srodkach danych kél.

Nalezy wyznaczyc wspdlny srodek obrotu trzech kél; poniewaz
Srodki tych kél %opunktami odpowiednynii, wicc dany tréjkag.t
jest trojkatem podstawowym i wyznaczony arodek obrotu
musi tez byc srodkiem obrotu dla tego trojkata i szukanego;
ten ostatni wicc otrzymamy, obracaj%c pierwszy z nich dop6ty,
dopodki jedenz jego wierzcholkdbw nie upadnie na okr$g kola.
Stosunek obrotu jest w tym przypadku réwny 1, lecz zadanie
w ten sam sposob sig rozw”zujei dla kazdego innego stosunku.
Zbudowac trojk%ct rowny danemu z warunkiem, azeby kazdy
bok szukanego trojk%ta przechodzil przez dany punkt.

Latwo nakreslic trojk%ct podobny danemu, i ktérego boki prze-
chodz$ przez dane punkty. Punkty te mozemy uwazac za krzy-
we podobne i nakreSlony trojk%t za trojk%t podstawowy dru-
giego rodzaju; w tem zalozeniu oznaczamy Srodek obrotu
i mnozymy nakreslony trojkqt przez tak$ wielkoSo, azeby stal
sig rownym danemu. Poniewaz stosunek obrotu dla otrzymane-
gowten sposdb trojl~tai szukanego rowna si¢ 1, wicc dwa boki
odpowiedne muS2% byc w réwnej odleglosci od srodka obrotu
odleglosciijedna ze szukanych linij wyznaczasi§ z warunku, 4e
ma byc styczn% doznanegokoiaiprzechodzic przez dany punkt.
Zbudowac czworokqt podobny do danego, z warunkiem,
azeby kazdy zjego bokdw przechodzil odpowiednio przez
jeden z cztereck danych punktdw.

Nalezy wykreSlic dowolny czworokg,t podobny danemu w ten
sposbb, azeby trzy boki przechodzily przez trzy z danych
punktdw i nastcpnie wyznaczyc Srodek obrotu tak, jak
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w poprzedniem zadaniu. Otrzymany czworok%t nalezy obra-
cac okolo srodka obrotu, poki czwarty bok nie przejdzie przez
czwarty z danych punktéw; obrdt ten iatwo uskutecznimy,
gdyz ten bok oprécz czwartego punktu zawierajeszcze punkt sta-
1y,ktéry wyznaczyc moiemy wdwojaki sposdb (podobn. do 378)*

. Okoio trojkata ABC opisano kolo; z punktu O na okrggu

tego kola poprowadzono linie proste do bokow trojk%ta, two-
rzg.ce z tymi bokami dany kK4; — nalezy dowieSc, ie spod-
ki poprowadzonych prostych lez% na jednej prostej.
Jesli A, B i stosownie dobrany punkt na AB obierzemy za
punkty odpowiedne na trzech bokach trojkata, to punkt O
bgdzie srodkiem obrotu i trzy spodki punktami odpowiednymi.
Te trzy punkty muszg lezec na jednej prostej, albowiem tr6j-
katem podstawowym w naszym przypadku jest linia prosta.
Srodki trzech kol lei% na trzech wierzcholkach B, Ci D réwno-
legloboku. Naleiy tak umiescié réwnoleglobok o danych
kgtach, azeby jeden z jego wvvierzcholkdw upadl na czwarty
wierzcholek A danego réwnolegloboku, trzy zas pozostale na
trzy dane okrggi koél.
Mnozgc kolo Cprzez V2 odnosnie do punktu A, otrzymamy
nowe kolo. Kolo to jak rowniez kolaBi D ma% za
trojkgt podstawowy linig prostg, podzielong na dwa réwne
odcinki. Przekgtna zatem B,Dt szukanego réwnoleglobo-
ku, musi przecigc te trzy kola w punktach odpowiednych
i widziang byc z punktu A pod danym kgtem. Jeali obrocimy
BBt ku DDt, to punkt A upadnie na znany punkt A, i /_ADIAI
bgdzie wiadomym.
"Wyznaczycmiejscegeometryczne punktéw, odktérychpoprowa-
dzone styczne do dwu danych k6l bytyby w danym stosunku.
Niech dane kola przecinajg sig w pun-
ktach Ai B i niech M bgdzie jednym z szu-
kanych punktdw; linia prosta MB przecina
oba kola w punktach 22i £ i w skutek po-
stawionego warunku stosunek pomigdzy
iloczynami MD. MB i ME. MB, a zatem
i pomigdzy MD i ME jest stalym; ponie-
waz jednoezesnie i kgty trojkgta ADE s$
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staie, wigc i caia figura ADEM ma stai<| form¢ i jeéli figura
ta tak si¢ obraca okofo punktu A, ze punkty D i E opisuj$
okrcgi koi, to i punkt M musi opisac okr$g koia. Poniewaz A
jest wspdlnym srodkiem obrotu dla tego kola i dla kéi danych,
wicc kolo to musi tak samo jak i koia dane przechodzi6 przez
punkt A. Linia DEM przedstawia trojk%t podstawowy dla
tycb kéi. a ze trojk~t, ktdrego wierzchoiki leza, na srodkach
tych koi jest podobnym do trojk%ta podstawowego, wigc srodki
ko6i musz% lezed na linii prostej. Odleglosci szukanego srodka
od danycb srodkéw 8%w stosunku MD : ME, a stosunek ten
rowna si¢ kwadratowi danego stosunku.

Do dwu danycb ko6i poprowadzié dwie styczne, twOrz3.ce ze
sob% dany k% i czyni3.ce zadoac warunkowi, azeby linia prosta,
iaczaca punkty ich stycznosci, przecbodziia przez dany punkt.
Zadanie to na zasadzie 14 sprowadza si¢ do 364.

Do dwu danycb kéi poprowadzic dwie styczne, tworz%ce ze soba
dany kq,t i czyniace zadoéc warunkowi, azeby linia prosta 1%
czaca icb punkty stycznosci miaia dany kierunek.

Zadanie to jest szczegblnym przypadkiem poprzedniego, gdyz
w tym przypadku punkt dany lezy w nieskonczonosci.

W dany tréjkqt wpisabd drugi podobny danemu, czyni%cy za-
dosd warunkowi, azeby jeden z jego bokdéw przecbodzii przez
dany punkt.

NaleEy wyznaczyd trzy punkty odpowiedne na trzecb danych
liniach, bior%cc tréjkqj, wpisad si¢ maj;jcy za trojk3t podsta-
WOowWy.

Zadanie zostalo teraz sprowadzone do 364.

W dany trojkg,t wpisabd drugi podobny innemu danemu i czy-
ni%cy zadosd warunkowi, azeby jego srodek ci¢zkosci lezal na
jednej z osrodkowych danego trojkqta.

W dany tréjk3t nalezy wpisac dwa dowolne trojk”~y podobne
danemu; linia prosta 9%cz%ca srodki ci¢zkosci tych trojkqtow
przecina dan3 osrodkow3 w szukanym Srodku ci¢zkosci. Wierz-
choiki szukanego trojk%ta dadza si¢ teraz latwo wyznaczyd,
gdyz ukiad trzech wierzcholkdw najednym z bokdw danego
trojkg,ta wyznacza odcinki, ktére s%ow takim stosunku w ja-
kimznajdujq, si¢ odcinki wyznaczone przez trzy Srodki cigzkosci.
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392. W danytrojk%ct wpisaé drugi,czyn”eyzadoscwarunkowi, azeby

393.

394.

395.

396.

dwa jego boki mialy dane kierunki, trzeci zas— dan¥% dlugose.
Niech wpisanymjtréjkfitem bedzie abc i bc — danybok. Ko-
lo opisane okolo trdjkgta abc przetnie bok danego trojkata,
na ktérym lezy wierzcholek a w dwu punktach, a xniano-
wicie w a i d. Znamy teraz wszystkie boki tréjk”~a abc.
Nakreslic trzy okrcgi kol, jesli wiadome % punkt, z kto-
rego wszystkie kola s%widziane pod jednym ksjtem, punkt na
kazdym 2z okregbw, stosunki pomigdzy promieniami kol
i w koncu k9aty, pod ktorymi z danego punktu widzimy linie
proste ¥cz¥uce srodki kol.

Znamy wsp0lny srodek obrotu trzecb kof, ich stosunki obrotu
i K%ty obrotu. Dla tego mozemy dwa z danycb punktéw tak
obrécic, azeby wupadly na okr$g, na ktébrym trzeci punkt
lezy i wtedy znamy trzy punkty tego okregu.

Dane 8%4dwa kola przecinajg,ce si8 w punktacb A i B jakotez
dwa punkty Pi R mnalezy w kazdem z danycb kol popro-
wadzic cigciwe, azeby kazda z nich przecbodziia przez jeden
z danych punktdéw i azeby linie proste 1%cz%ce konce cieciw
przechodzily przez punkt A.

Uwa£aj%c dwie cicciwy jako figury podobne widzimy, ze punkt
B staje sig srodkicm obrotu dla tych ci¢ciw i danych kdi. Znamy
Kij,t obrotu i stosunek obrotu mozemy zatem jeden z danych
punktdéw obrdcic tak, azeby upadi na cigciwg, zawieraj ¢0%
drugi punkt; znamy teraz dwa punkty tej cigciwy.

Punkt X jest srodkiem obrotu dla AB i CY, gdzie A, Bi C%
danymi punktami; wyznaczyc jakq, lini§ krzyw% opisuje
punkt X, gdy Y przebiega dan¥ lini¢ krzywq,.

Za pomoc% rdéwnoleglego przesuniccia, nadajemy trojk%otowi
BAX polozenie 5,0% . Z podobienstwa trojk%tow B, CX,
i YCX wypada, ze iloczyn B, Y. CX jest stalym, i Ze odcinki
BY i CX obracaj$ si8 w kierunku przeciwnym z jedna-
kow¥ prcdkoscia, A'i F zatem opisuja krzywe odwrotne.
Geometra mo2e widzied na polu trzy punkty A, B i C\ odpo-
wiedne im punkty a, bicoznaczone % na stoliku miemi-
czym. Nalezy na stoliku wyznaczyc punkt, odpowiadaj™y
stanowisku geometry na polu.
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Szukany punkt jest srodkiem obrotu dla tréjkatow ABC i abc.
Jesli za pomocq, dioptry poprowadzimy linie proste przez
punkty a, bic, ktdre przedluzone odpowiednio przecbodza
przez punkty A, Bi C, to otrzymamy tak nazwany trojk%t
bigdéw; niech tym trojk%otem bgdzie apY, a mianowicie punkt y
jest punktem przecigcia sig prostych przechodzqcych przez
aibit d Koy a, Biyprzy nieznacznej zmianie polozenia
stolika mogq, z powodu znacznej odleglosci punktéw A, Bii C
byé uwazane jako staie. Szukanym zatem punktem bgdzie
przecigcie sig kol ;e\bi gc*. Jednakze kola te nie daj%sig
dobrze zastosowac do wykreslenia, gdyz trudno sciSle je na-
kreslid i ich arodki bardzo czgsto przypadajg, po za granicami
rysunku. Je§li nakreslimy figury odwrotne tych kol z pun-
ktem ajako Srodkiem przeksztalcenia przez promienie od-
wrotne i z iloczynem «P . «y jako potegq tego przeksztaicenia,
to szukany punkt zamienia sig na punkt przecigcia sig dwu
linij prostych, przechodzqcych przez p, y i tworz%cycb z linig
pY kqty, ktore odpowiednio bgd% ah{ i ac$. Zt%d wypada na-
stgpuj%cy sposdb kreslenia: Odklada sig Z_"0, = pca
1/L'$01 = fba (z uwzglgdnieniem kierunku obiegu k%otéw)
i w tenspos6b wyznacza punkt Ot. Nastgpnie obraca sig stolik
dopbty, dopoki linia Ota nie stanie sig linia celu skierowanq
ku A; trojkgty abc i ABC 8%wtedy podobnie polozone i tréj-
ko bigddéw sprowadza sig do szukanego punktu.



DODATKI.

O przecigciu si§ ukow kot.

Wyiozone w poprzednich ustgpach prawdy dowodzq, jak
waznq jest rzecza icisle badanie figur w celu wykrycia zwi¥izku po-
migdzy jej czgéciami, a szczegblniej pomigdzy jej kgtami. Badania
takie, w ogblnosci méwiqgc, mozna uskutecznic na zasadzie zwigzkow
zachodzqcych pomigdzy katami i lukami kol i za pomocq innych
elementarnych twierdzen. Jesli jednak dane figury sq bardziej
zlozone, to z powodu znacznej liczby kqtéw, odszukanie podobnych
zwilqzkdw jest czgsto doéc trudnem. Z tego to powodu korzystnem
bedzie szukac Srodkdw ulatwiajgcych podobne badania. Jednym
z takich srodkdw jest badanie kqtéw utworzonycb przez Juki
kotowe, gdyz ten sposOb badania bardzo czgsto uiatwia poglgd na
figurg. Nie jest naszym celem dac w tem miejscu wyczerpujgcy
wyklad tego przedmiotu, chcielibysmy tylko wylozyc niektdre, do
tej materyi sig odnoszqce twierdzenia, ktdrych zastosowanie czgsto
okazuje sig w praktyce korzystnem.

1. Wwielokgeie, utworzonym przez luki kél, summa bokaw
pouiigkszona o summe kqtdw przyleglych kgtom wielokqta, réwna sig
czterem kgtom prostym.

Jakoz, wyobra™my sobie linig prostq, obracajgcq sig okolo
wielokqgta w ten sposdb, ze rozpoczyna obrdt od jednego wierz-
chotka dotykajqc sig jednego boku az dosiggnie drugiego wierz-
cholka; doszedlszy tego wierzcholka linia ruchoma obraca sig
okolo niego pdki nie stanie sig styczng do nastgpnego boku i tak
dalej, az wr6ci do polozenia pierwotnego. Przy tym obrocie
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linia prosta opisala kdaty, ktére juz to rowne bokom wielok”a,
juz tez k~om przyleglym wewngtrznym k%tom wielokg-ta; po-
niewaz jednak linia prosta raz sig obr6ciia, wigc summa tycb
wszystkich k%6tow rowna sig 360°.

Dia prostoty przypusciliamy, ze linia ruchoma po jednym juz
obrocie wrocila do pierwotnego polozenia; jednakze przy wieloksj,-
tach nie wypuklycb moze sig stac, ze linia ta kilka razy (lub ani
razu) sig obrdciia, tak, ze szukana summa k%6tow moze byc kazd%o
wielokrotno§ci% 360°.

Ch~c, azeby nasze twierdzenie bylo zawsze prawdziwem, na-
leiy kqty i Juki brac z wlaiciwym ich znakiem, stosownie do Kie-
runku w jakim zostaly przebiezone.

2. W trojkgcie summa kqgtdbw zmniejszona o summe bokow,
rowna sie 180°. Jesli boki przechodzq przez jeden punkt (ktéry nie
jest wierzcholkiem trojkata), to summa kqtbw réwna sie 180
a summa bokdw zeru.

Ostatniej czgaci twierdzenia mozemy fatwo dowiesé, jeali za-
miast k$tdw trojkita wezmiemy réwne im kg,ty utworzone przy
wspdblnem przecigciu sig bokow.

3.  Wadwojkgcie *) oba kqty sq rowne pomiedzy sobq i kazdy
z nich réwna sie polowie summy bokow.

4. Kgt wpisany réwna sie polowie summy jego bokdw i po-
lowie luku, na ktérym sie opiera.

JeSli przedluzymy boki kg.ta az do przecigcia sig, to one utwo-
rz$ dwodjki™t i kgt wpisany mierzy6 sig bgdzie potow¥s summy bokdw
dwojkfjta, lecz summa przedluzen bokdéw réwna sig lukowi, na kt6-
rym k&4 wpisany sig opiera (2). Duk ten nalezy brac z réznymi zna-
kami, stosownie do tego, czy uwazamy go jako bok jednego lub tetja-
ko bok drugiego z dwu trojk%tow, na ktdre dwojk$t jest podzielony.

5. Jesliw dwu parach kél punkty przeciecia sie kazdej pary
lezq kazdy na jednym okregu drugiejpary, to kola kazdejpary
przecinajq sie pod lym samym kgtem (2).

6. Wczworokqcie wpisanym, summa dwu Kkqtéto przeciw-
leglych réwna sie summie dwu drugich kqtdéw. Jesli cztery boki

*) Dwobjk¢tem nazywamy ozgsc plaszczyzny zawart% pomicdzy dwoma
przecinaj™oemi sig kotami. P. T.
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przechodzq przez ten sam punkt, to rAwne summi/ kalaw s/anowiq
180°, a summa bokéw rouma si¢ zeru (4).

7. Jesli w czicorokqcie summa dwu kqtdw przeciwleglych
rawna si¢ somme dwu drugich kqtbw, to czicorokqt jest wpisalny.

Z1 wypada bowiem, ze summa dwu przeciwleglych k%otbw
zmniejszona o polow¢ summy bokdw réwna si¢ 180°, lecz ta rd6Znica
stanowi wladnie summg¢ kg,tdw przeciwleglych w czworokg,cie prosto-
linijnym, ktdérego wierzcholki przypadaja razem z wierzcholkami
danego czworok%ota.

8. Jesli dwa kola sq styczne do dwu drugich kal w jednakowy
sposab (oba zewngtrznie lub oba wewngtrznie), to cztery punkty
stycznosci leig na jednym okrggu kola (7).

9. Kazde kolo przechodzqce przez punkty przeciccia si¢ dwu
stalych kal, przecina uklad kal stycznych do kol stalych (w jedna-
kowy sposob) pod jednakowymi kgtami.

Twierdzenia tego dowiedlismy poprzednio (198) za pomo” spo-
sobu przeksztalcenia przez promienie odwrotne, podamy teraz do-
wdd bezposredni, ktory daje si¢ jeszcze zastosowac i w przypadku,
gdy stale dwa kola si¢ nie przecina”™,w tym]przypadku przez kolo,
przechodz$ce przez punkty przecigcia si¢ stalych kél, nalezy rozu-
miec kolo, ktore z danemi kolami ma wspdlng lini¢ potcgow”

Jako jedno kolo ukladu mozemy tez uwaiac styczn% wspolna;
niech ta styczna dotyka si¢ stalych kél i & w punktach Ai B,
gdy jakiekolwiek inné kolo S ukladu dotyka si¢ ich w punktach
Ci D. Kolo przechodzgne przez punkty przeciccia si¢ stalych kol
przecina wspbln% styczn% w punkcie E, kolo zaES — w F. Linie
proste ACi BD przecinajq, si¢ na kole S w punkcie 0, w ktdrym
styczna jest réwnolegh| do wspdlnej stycznej. Poniewaz punkty
A, C, Di B le2% najednym okrcgu kola, wicc punkt Oma t¢ sam%
potcge odnosnie do Sti S2 Z tego to powodu Oma tez t¢ sam%
potcgc odnoénie do kol ACF, EFi BDF i dla tego musi lezec na
linii potggowej kazdej pary z tych trzech k6l. Poniewaz trzy te
kola maj$ punkt F wspblny, wicc OFjest ,ich wspdlm| lini% potc-
gow$ i dla tego maj% jeszcze jeden wspdlny punkt przecigcia sic,
lezg,cy na linii OF. Poniewaz w ten sposdb te trzy kola maj¥. dwa
punkty wspdlne, wiec ich srodki musz% lezec na jednej prostej. Po-
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niewazkola/16'/" UDF przechodza przez punkty stycznosci, wigc ka-
zde z nich przecina wspdln$ styczn% i styczn$ w punkcie F pod x6w-
nymi k%tami i ich Srodki lez*}; z tego powodu na dwdjsiecznej k%dta
utworzonego przez styczne. Poniewaz koio EF ma swdj srodek
na tej samej prostej, wigc muai ono wspoIn$ styczng, i styczn%
w F, czyli koio S przeciac pod rownymi katami.

Uklady kal.

Z pomigdzy warunkéw mogacych wyznaczyc koio na szczegélng,,
uwage zaslugujg,: 1) azeby koio przechodziio przez punkt da-
ny, 2) azeby dotykaio sig danej prostej i 3) azeby byio sty-
cznem do danego koia. Jesli z tycb warunkdw, wyznacza-
j%cycli koio wybierzemy trzy, otrzymamy grupg zadan, ktore
jednakze, z wyja,tkiem czterech zostaly’ juz poprzednio rozwi$-
zane. Nim przystapimy do rozwiazania tycb i z niemi spo-
winowaconych zadan wyiozymy najprzéd dwa twierdzenia, ktore
w nastgpstwie znajd% zastosowanie.

10. Jesli koio dotyka sig dwu drugich k6l w punktach Ai B,
lo linia prosla AB jrrzechodzi przez jeden ze srodkdiv podobieiistwa
obu koél.

Niech prosta AB przecina powtdrnie koio, przechOdz3ce przez
B w punkcie b. Latwo widzied, ze promiefi koia, przechodz%cy
przez punkt b jest réwnolegiy do promienia poprowadzonego W dru-
giem kole do punktu A. Punkty zatem Ai b sg punktami odpo-
wiednymi w dwu podobnie poiozonych koiach i z tego powodu
linia Ab przecbodzi przez srodek podobienstwa.

Jeéli koio jest stycznem do obu kdi jednakowo (zewngtrznie
lub wewngtrznie) to linia Ab przecbodzi przez zewncgtrzny srodek
podobienstwa, jesli zas koio dotyka sig obu kdi niejednakowo, to
ta linia przechodzi przez wewngtrzny Srodek podobienstwa

JeSb O oznacza Srodek podobienstwa, to oba koia 8%krzy-
wemi odwrotnemi z punktem Ujako Srodkiem przeksztalcenia przez
promienie odwrotne, a iloczyn OA. OB jest z tego powodu staiym.

11. Trzy wewngtrzne srodki podobienstwa dla kazdych dwu
z trzech okrggbw lezg najednej prostej.
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Niech danemi kolami b¢d%

A Bi C, y— Srodkiem podo-

bienstwa dia Ai B,$— dla A

i Ca—dlaBi O DokolaB

poprowadzmy dwie styczne ro-

wnolegle do stycznych wsp6él-

nych dwu okrggom Ai Ci prze-

cinajfjcych sic w punkcie P.

Jesli uwaEac bgdziemy dwa

kola A'i B to pi P s%punktami

odpowiednymi i dla tego wraz ze Srodkiem podobiensta y lez$ na je-

dnej prostej. Jesli teraz uwazac be¢dziemy kola B i O to punkty pi P

&4urowniez punktami odpowiednymi i dla tego wraz ze srodkiem

podobienstwa a lez% na jednej prostej. Zt%d wypada, 2e punkty
a, p, y lez%na jednej linii proste;j.

Dodatek 1. W taki sam sposdb mozna dowieSc, ze prosta,
~cz%ca dwa srodki wewngtrzne podobienstwa przechodzi przez ze-
wngtrzny srodek podobienstwa trzeciej pary kol.

Dodatek 2. Twierdzerde powyzsze stosuje si¢ tez i do dowol-
nycli trzech krzywych, z ktérych kazde dwie 8%podobnie wzgledem
siebie poloZone ; gdyz mozemy do tych trzech krzywych dodac trzy
kola odpowiedne i twierdzenie jest wtedy prawdziwem dla srodkow
podobienstwa tych kdl, ktdre 8Y%zarazem Srodkami podobienstwa
i dla trzech krzywych.

Przyklady.

397. NakreSlic kolo styczne do dwu danych kél z warunkiem, azeby
prosta ~cz.'ica dwa punkty stycznoSci przechodzila przez dany
punkt.

398. NakreSlic kolo styczne do dwu k6l w jednakowy spos6b i prze-
cinaje’ice dan% prost™ przez zewngtrzny srodek podobielstwa
tych kél, przechodz¥.c¥ wedlug danej cicciwy.

399. Dane %%dwa kola A i B jakotez punkty D, E i nalezy przez
punkt D poprowadzic kolo C z warunkiem, azeby linia po-
tcgowa dla Ai Cprzechodzila przez E, linia zas potggowa dla
Bi Cprzez F
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W czworokacie ABCD bok AB ma stale polozenie i stosunki
pomicdzy odcinkami przekatnych s%stale; wyznaczyé miejsce
geometryczne lini CD.
Niech punkt Obedzie punktem przeciccia si§ przek™nyck
i niech bcdzie :

AQ{: OC= m:n\ BO :0D= p: q;
dajmy, ze punkt O Kktdry jest dowolnym. opisuje pewn%
krzywi| K. Jeéli krzyw¢ t§ odnoadnie do A pomnoZymy przez
(m + ri) :jn, odnosnie zas do B przez {p + ) :p, otrzymamy
krzywe, ktbre jednoczesnie zostaj% opisane przez Ci D-, krzywe
te &4 podobne wedlug stosunkup (m -f-ri):m(p + Q) iich
srodkiem podobienstwa jest jakis punkt M na prostej AB
(H, dodat. 2). Poniewaz punkty C i D sq punktami od-
powiednymi, wicc prosta CD przechodzi przez punkt M, gdyz
stosunek MC : MD réwna si¢ stosunkowi wyzej przytoczonemu.
W ten sposéb mozna dowiesc, ze stosunek MA : MB jest stalym
tak, ze 4/jest stalym punktem, a zatem jest miejscem geome-
trycznem dla CD.
Nakreslic kolo styczne do dwu danych kél i przeckodz%ce
przez dany punkt.
Znamy potcge srodka podobienstwa danych k6l odnosnie do
kola szukanego. Na tej zasadzie mozemy wyznaczyc jeszcze
jeden punkt szukanego kola i zadanie sprowadza sie do 238
Nakreslic kolo, przechodz¥ce przez dany punkt i styczne do
danej linii prostej i do danego kola.
Zadanie to jest szczegdlnym przypadkiem poprzedniego, gdyz
dan% lini§ prost$ mozemy uwazac jako kolo o promieniu nie-
skonczenie wielkim.
Nakreslic kolo styczne do trzech danych kol.
Zadanie to za ponux” metody podanej przy przesunicciu
rownoleglem, daje si¢. sprowadzié do zadania 401.
Zadanie to daje si¢ tez rozw”*zac i za pomoca sposobu zasto-
sowanego do zadania 201. Trojk%t, maj%cy si¢ wykrealic, jest
ten, ktorego wierzcholki lez% na punktach stycznosci; bok
tego trdjkgta przechodz% przez trzy ze srodkéw podobienstwa
danych kél. Bior%c te Srodki podobienstwa za Srodki prze-
ksztalcen przez promienie odwrotne, za potcgi zaé przeksztal-
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cenia takie wielkosci, azeby kazde dwa kola przechodzity
wskutek przeksztatcenia jedno w drugie, widzimy, ze kazde
z kol po trzecb przeksztalceniach stanie sig tem samem, jakiem
bylo pierwiastkowo. Nie ma zatem istotnej réznicy pomigdzy
tem i poprzednio rozwig.zanem zadaniem.

Najprostsze jednak i najdowcipniejsze rozw”zanie otrzymu-
jemy, opieraj” sig na twierdzeniu, ze linia potggowa dwu kol
przecina pod jednakowym k”~em kola styczne do obu danych
kéi i do wspdlnej stycznej tycb kol.

Ztad bowiem wypada, ze linie styczne do szukanego kola
w punktach jego przecigcia sig z liniami potggowemi danych
kol %%6réwnolegle do tych wspblnych stycznycb do kél danych,
ktore nalezg, do tego samego ukladu kél stycznych co i szu-
kane. (Zewngtrzne styczne wspdlne dla dwu danych k6l na-
162%do ukladu kol stycznych do danych w jednakowy sposdb,
wewngtrzne do tych, ktére % niejednakowo styczne). Niech
A, B i Coznaczaja dane kola. Jeéli szukane kolo i kolo A
uwazac bgdziemy jako kola podobnie polozone z punktem
stycznosci jako srodkiem podobienstwa, to obie linie potggowe
dla A'i B jakotez dla A i C 8%odpowiednemi dla dwu linij pro-
stych z ktorych jedna 1%czy punkty stycznosci pomigdzy A i
wspOlnemi stycznemi do Ai 2?2, druga zas ~czy punkty styczno-
sci pomigdzy kolem A i wspdlnemi stycznemi dla Ai C. Te dwie
proste zatem przecinajqg sig w punkcie, ktéry odpowiada érod ¢
kowi potggowemu danych kol i linia prosta, 1%cza te dwa
punkty przechodzi zatem przez szukany punkt stycznoAci.
Wszystkie inné zadania, w ktorych kolo oznaczonem jest przy
trzy z wyzej przytoczonych warunkdw mog%o by6é uwazane jako
8zczegblne przypadki, tylko co rozwi%zanego zadania.

W trojkg,t ABC wpisac trzy kola Sa Shi S, w ten spos6b, azeby
kazde z nich bylo stycznem do dwu pozostalych ido dwu
bokdw tréjk~a.

Znane to zadanie zostalo po raz pierwszy rozw”*zanem przez
matematyka wloskiego Malfattiego (f 1807), ktdry obliczyl
promienie szukanych kol i znalazl dla nich wartoéci, daj%ce
sig z latwoaci$ wykreslic. W r. 1826 Steiner podal
twierdzenie, ze katda ze stycznych wsp6lnych dwu danym ko-
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fom w punkcie ich zetknigcia jest zarazem styczng do dwu
z koi, ktére dajq sic wpisaé w trzy trojkqty, na ktdre dwoj-
sieczne rozdzielajg dany trojkgt. Twierdzenie to odrazu daje
prosty sposdb wykreslenia. Steiner jédnak nie dal dowodzenia
tego twierdzenia, wskazai tylko, 2e dowodzenie to polega na
ezeregu twierdzen o érodkach podobienstwa, liniach potggo-
wych, kofach potggowych i t. d., ktére to twierdzenia podai.
Dopiero w r. 1874 daf Schroter dokladne dowodzenie zgodnie
ze wskazowkami Steinera, lecz dowodzenie to Schroter
otrzymal za pomocq doéé zlozonych przeksztalcen przez
promienie odwrotne. My podamy konstrukcyg Steinerar
opierajqc sig na bardzo elementarnych twierdzeniachb.

Punkty stycznosci wraz z bokami tak oznaczymy, ze przebie-
gajgc obwdd trojkgta, po kolei napotykamy nastgpuj%oce
punkty: A, cx c2 B, a,, a2 C, bx b2\ oprdcztego niech 7 bedzie
punktem stycznosci kéf S. i Sh p — punktem stycznosci
8. i Sc i nakoniec a — punktem stycznosoi i S,
Kofo, ktore jest stycznem do koéi Sa i S, w pi prze
chodzqce przez c2 przecina AC w punkcie D i tworzy
rowne kqty z bokami AB i AC (9). Styczne zatem do tego kofa
w punktach c”i D przecinaja sig na dwojsiecznej kqta A i two-
rzgq z dwoma bokami czworokqt wpisany, tak 2e fuk ¢2D réwna
sie kqtowi A. Koo e2ap rdwniez przechodzi przez punkt c,
Niech to ostatnie kofo i kofo $Db2 przecinajq sig w punkcie E,
Lecz / c,Eb2= / cc®+ /_ b2D$= 180° — '/2A; ztqd wy-
pada, ze kofo cXEb2 ma swoj érodek w A. Koio c,c2ap przecina
AB, AE. styczng w punkcie c2 wediug réwnych cigciw, gdyz
Aci= AE i kofo przecina AB i ($c2 pod réwnymi kqgtami.
W ten sam spos6b mo2na dowiesd, 2e koio E$Db2przecina AE
i styczng w D wediug réwnych cigciw. Niech teraz styczne
w punktach c2i D przecinajq sig w F, linig zas AE odpowiednio
w punktach Gi H Z réwnaii c2F = DF, c2G— EG, DH=HE
wypada, 2e jeden bok trojkgta GFU réwna sigsummiedwu po-
zostaiycli;ztad wynika, ze punkty Gi Hzlewajq sig z punktem F
tak, 2e AEF staje sig dwdjsieczng kqta A. Kofo zatem t\c2a$
przecina AB, AE i styczne w punktach a i p pod rownymi kg-
tami i dla tego mo2emy nakreSlic kofo z niem wsp6isrodkowe
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styczne do tycli czterech prostych. W ten sam sposob mozna
dowieéd, ze kolo to jest takze stycznem do dwdjsiecznoj k$ta
I, czem dowiedlismy twierdzenia Steinera. Jesli chcemy takze
uwzglgdnic i takie kola, ktdre sa styczne i do przedluzen
bokow, to zadanie otrzymuje i inné rozwi%zania, ktore sig
wyprowadzaj% z poprzedniego za pomo” nieznacznych zmian.
Jesli w zadaniu zamiast bokdéw trojk%ta wezmiemy trzy kola,
to wtedy wystarczy zbadanie figury przeksztalconej przez pro-
mienie wodzace odwrotne z punktem przecigcia sig dwu z tycb
kol jako srodkiem przeksztalcenia. Tiatwo widziec, ze i do tego
ui gblnionego przypadku twierdzenie wyZej dowiedzione daje
sie zastosowac, jeéli zamiast dwdjsiecznych kgtdw wezmiemy
kola, dzielace katy pomigdzy danemi na dwie révwne czgsci
(kola potegowe) i zamiast stycznej w B— kolo jej odpowiada-
jace w figurze przeksztalconej i t. d.

O moinosei rozwigzania dauego zadania za pomocg
cyrkla i linialu.

Jezeli nie jestesmy w stanie rozwiazac danego zadania, to na-
suwa nam sie pytanie, czy ta niemoznosc rozwiazania jest wynikiem
niedostatecznego zi'ozumienia zadania i nieodpowiednego jego
traktowania, czy tez, jest ona wynikiem tej okolicznoéci, ze dane
zadanie nalezy do rzedu tych, ktérycb za pomoc% cyrkla i linialu
rozwiazac nie mozemy. Sposoby, ktore teraz wylozymy dadz¥s nam
moznoéd rozstrzygnigcia tej kwestyi w najwigkszej liczbie przy-
padkow.

Jesli zadanie daje sig rozwiazac, to rozw”zanie to jakkolwiek
zloéonem ono by bylo, sprowadza sig do dwu zasadniczych wy-
kreslen: poprowadzid prosta przez dane dwa punkty i wykreélid
kolo, ktdrego srodek i promiefi sa dane. Kazdy punkt wyznacza
sig z przecigcia sig dwu prostych, prostej i okrggu kola lub dwu
okrggdéw koél. Jesli teraz wyobrazimy sobie, ze za pomo” wzorow
i metod geometryi analitycznej obliczylismy wspdlrzgdne punktow,
ktdre otrzymujemy za pomoc%o kolejnych wykreslen, to w ci%gu ca-
lego rachunku bgdziemy tylko potrzebowali rozw”zywaé rdéwnania
stopnia 1-go lub 2-go. Moéeray zatem kazd% wielkosO przez
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wykreélenie otrzymang, wyrazic za pomocq: danjxh, tak, ze otrzy-
maae wyrazenia nie bgda zawieraly innych niewymiernosci oprocz
pierwiastkdw kwadratowych. Poniewaz zas z drugiej strony wiemy,
ze kazde takie wyrazenie daje sig wykreslic, wi§c widzimy, ze ko-
niecznym i dostatecznym warunkiem aéeby zadanie dalo sic
rozwiqzac za pomocq cyrkla i linialu jest, azeby szukane wiél-
kosci daly sic wyrazic wymiernie za pomocq danych i za pomocq
pierwiastkbw kwadratowych.

Badania nad réwnaniami dajacemi si¢ rozwiazac za pomocq
pierwiastkdbw kwadratowych znajdzie czytelnik w pracach autora
,Om Ligniger, der kunne loses ved kvadratrod* i ,,Teorya réwnan
algehraicznych.” Kopenhaga. Andr. Fred. Host i Syn 1878 Rozd.

VIL W pracach tych znajdzie czytelnik dowodzenie nast¢pujacych
twierdzen:

1. Oprocz przecige oslrokrggowych nie ma krzywych, ktérych
przeciecie sic z linig prostg date si¢ wyznaczyc za pomocq cyrkla
i linialu.

2. Oprécz przecigc okrggowych nie ma krzywych, do ktdrych

ostro po z dowolnego punktu moznaby bylo poprowadzic styczng,
za pomocq cyrkla i linialu.

3. Jesli za pomocq cyrkla i linialu mozemy wyznaczyc punk/y
przecigcia sic dowolnego promienia pcku z krzywq nieprzechodsqcq
przez wierzcholek p8ku, torzqd krzywej musi byé potcgq liczby 2,
i wpéku muszq byé przynajmniej dwa takie dromienia, ktorych
punkty przeciccia sic z krzywq po dwa sic zlewajq.

Z tych twierdzen mozemy za pomocq, przeksztalcen otrzymaé
nowe; mozemy tez badania podobne prowadzic dla ukladéw innych
linij odmiennych od pckdw linijnych, jak np. dla ukladdéw koli t. p.
Odnosnie do tych uogdlnien znajdzie czytelnik wskazéwki w wyzej

przytoczonych pracach, w tem miejscu przytoczymy tylko nastgpu-
jqce twierdzenie :

4- Oprécz kola i linii prostej nie ma innych krzywych, kto-

rych wspdlne przecigcie sic z dowolnem kolem daloby sic wyznaczyc
za pomocq cyrkla i linialu.
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Twierdzenie to daje sig za pomoc;™ przeksztaicenia przez pro-
mienie wodzg,ce wyprowadzic z pierwszego z wyZej przytoczonych
twierdzen, gdyz kolo i linia prosta %6jedynemi krzywemi, ktore
przez inwersyg z dowolnym srodkiem przeksztaicenia przechodz3
w przecigcia ostrokrggowe.

Przytoczone twierdzenia 5% w bardzo wielu wypadkach wy-
starczajacemi. Przypuscmy np., ze w jakiems zadaniu dana jest
Jinia, ktorej poiozenie jest zupeinie dowolne, i jakis punkt X fignry
ma upasc na tg linig. Odrywaj3c uwagg od tego warunku, widzimy,
ze .Y lezec musi na jakiems miejscu geometiycznem, ktére, wediug
twierdzenia pierwszego, bgdzie przecigciem ostrokrggowém, jesli
zadanie ma sig [dac rozwiqzac za pomoc¥% cyrkla i liniaiu. W ten
sam sposbb moZemy zastosowac drugie twierdzenie, Kiedy figura
zawiera pnnkt, ktorego poiozenie jest dowolnem. Zastanawiajg,c
sig w szczegOlnosci nad peirwszym z tych przypadkoéw, widzimy
ze z poprzedniego rozumowania wypada rodzaj ogblnej metody gra-
ficznej dla rozwigzania zadan. Odrywajg.c uwagg od danej linii
i kreélEjc dwie dowolne figury czyni%ce zadosc pozostalym warun-
kom zadania, otrzymamy dwa poiozenia punktu X, a mianowicie
A’ i X2 Linia Aj X2 przecina usunigtg linig w punkcie, ktdry bgdzie
szukanym punktem, jeali miejscem geometrycznem punktu A'jest
linia prosta. Jeéli otrzymany w ten sposéb punkt nie jest szuka-
kanym, to nalezy wykreslic jeszcze jedna figurg, przez co otrzy
mamy trzeci punkt A3. Jesli kofo A, X2X3 nie przecina usunigte
linii w szukanych punktacb, to nalezy wykreslié jeszcze dwie figury,
ktére dadzq, dwa punkty A4i X5 Punkty przecigcia usunigtej
prostej z przecigciem ostrokregu okreslonem przez pigé punktdéw
Aj, X2, X3t A4 X5 daja sig wykreslic za pomoca cyrkla i liniaiu.
Jeéli otrzymane punkty przecigcia nie 8%szukanymi, to zadanie nie
daje sig rozwiazac za pomoc$ cyrkla i linialu. W drugim z dwu
przytoczonych przypadkdw mozemy zastosowac sposdb podobny.

Grdy zadanie rozw”zalismy za pomoc¥% cyrkla i liniaiu, wtedy,
na zasadzie wyzej przytoczonych twierdzen mozemy wnosic, ze
miejscem geometrycznem pewnych punktdw s% przecigcia ostro-
krggowe; w og6lnosci, nie trudno rozstrzygn$c, czy te miejsca
geometryczne s%koiami lub liniami prosterni.
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ZastoBowania,

Przez dany punkt poprowadzic prost%, od ktorej boki danego
kdota odcin” danej dlugosci odcinek.

Jedli usuniemy jeden z bokdw k”ta, to miejscem geometrycz-
nem punktu, ktory przez to stal sig swobodnym, bgdzie kon-
choida. Poniewaz za§ polozenie usunigtej linii prostej jest
zupelnie dowolnem i niezaleznem od konchoidy, wigo zadanie
nie daje sig rozwiazac za pomoc% cyrkla i linialu. Dla pe-
wnych polozen danego punktu (gdy np. lezy na dwdjsiecznej
ko,ta) prosta moze przybrac takie wzglgdem konchoidy poloze-
nie, ze zadanie daje sig rozwiazac.

Z dwu punktdw stalych poprowadzono linie proste do dowol-
nego punktu kola ; nalezy dowiesc, ze miejscem geometrycznem
linii prostej Ig,cz%cej dwa pozostale punkty przecigcia sig dwu
prostych z okrggiem kola jest przecigcie ostrokrgcgowe.
Twierdzenie to jest wynikiem moznosci rozwi¥azania zadania
201 za pomo” cyrkla i linialu.

Umiescic trojk” trzema jego wierzcholkami na okrggach trzech
danych kaél.

Zadania tego rozwiazac nie mozemy, gdyz usun¥awszy jedno
kolo, widzimy, ze miejscem geometrycznem oswobodzonego
przez to wierzcholka nie moze byc ani linia prosta ani kolo.
Gdyz w szczegblnym przypadku, kiedy dwa kola s%oliniami
prosterni, trojkij,t zas zamienil sig w linig prost%, miejscem
geometrycznem szukanego punktu jest elipsa.

Zbudowac trojkot znajqc a, ¢ i B—C.

Odci%wszy BV i prowadz” z punktu B dwie proste, z ktérych
jedna tworzy z BC kgt rowny polowie danego, druga zas jest
prostopad” do poprowadzonej prostej, latwo widziec, Ze zada-
nie sprowadza sig do nastgpuj%cego: Z punktu Cpoprowadzic
prostg,, od ktorej boki kgta prostego odcinajij, dlugosc 2c,
Poniewaz zadanie to jest szczegblnym przypadkiem zadania
405, wigc musimy je oddzielnie badac. Jesli usuniemy punkt C
to lima 2c ahzgaj”™ sig po ramionach kqta prostego, tworzy
bypocykloidg.

Poniewaz bnia BV — a i dany kffctmozemy takzmieniac, azeby



409.

410.

101

punkt C przybral dowolne poiozenie bez zmienienia hypo-
cykloidy, wicc zadanie nasze nie moze byé rozw”zaneni za po-
moc%o cyrkla i linialu.

Dany k% podzielic na trzy rowne czgsci.

Zadanie to mozna bardzo latwo zamienic w nast8puj%oce:
Przez dany punkt A okrggu kola poprowadzié prostq, ktora
przeeina okrag kola w punkcie X, dowolnie zas dami, &rednicg
w punkcie Ftak, azeby odcinek XY réwnal si¢ promieniowi.
Usuwajac arednicg, znajdziemy, ze miejscem geometrycznem
punktu Y jest krzywa czwartego rzedu majaca punkty po-
dwojne w nieskonczenie odleglych punktacb kolowych urojo-
nych i w punkcie A i przecbodz%” oprécz tego przez srodek
kola.  Poniewaz arednice tworz% wi%wzk& promieni, ktorej
wierzcbolek nie jest szczegblnym punktem krzywej, wicc konie-
cznym warunkiem moznosci rozwi%zania zadania jest teD, azeby
rzgd krzywej byl ojednosc wickszym od potcgi 2. (Patrz wyzej
przytoczone prace). Zadanie zatem nie daje si¢ rozwi%zaé za
pomo” cyrkla i linialu.

Punkt Pidwa kola 84 dane; nalezy poprowadzié przez P
prost% i po jednej stycznej do kazdego z kol w ten spos6b,
azeby punkt P i dwafpunkty stycznosci byly srodkaini bokow
trojkata utworzonego przez poprowadzone trzy proste.

Jedli X i Y %punktami stycznosci, to trojk%ct XY P powinien
miec takie poiozenie, ze jego wysokosci odnosnie do punktdéw
X i P powinny przechodzié przez srodki kdl. Jeéli kolo, prze-
cliodz%ce przez X obrécimy okolo punktu P ku okrggowi prze-
chodz”emu przez Y, to punkt X upadnie na jakis punkt X,
czynig,cy zadosc warunk«wi, azeby linie PY i PX, tworzyly
rowne k%ty z prostq poprowadzon.'j, od punktu P ze srodka
kola. PromieQ poprowadzony do punktu X, tworzy wiadomy
ko4t z linig, PY, gdyz przed obrotem byl on prostopadlym do
linii PY i zostal obr6cony o kat wiadomy. Jeali teraz zechcemy
zbudowaé trljkat PX, O gdzie Ooznacza srodek kola, to za-
danie sprowadza si¢ do zadania 408 i dla tego nie daje si¢
rozwiazaé za pomoc%o cyrkla i linialu. .
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